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Kapitel 5

Mathematik

5.1 Einfache mathematische Funktionen

5.1.1 Arithmetische Operatoren

Mit den in Kapitel 4 definierten arithmetischen Operatoren konnen alle Grundrech-
nungsarten durchgefiihrt werden. Man muss die in Kapitel 4 definierte Prioritdt der
Operatoren beachten und unter Umstdanden mit runden Klammern die Reihenfolge
der Ausfithrung beeinflussen.

Félle wo die Reihenfolge oft nicht richtig im numerischen Programm spezifiziert
wird, sind in folgender Tabelle angefiihrt:

MATH MATLAB
y=1:5 y = x ./ (a + b)

y=2+4+0b |y = x ./ a + b

y=2" |y = x .~ (a + b)

y=x2"+b|ly = x .~ a+ b

Man beachte auch die auf den ersten Blick ungewohnliche Form der Operatoren . x
(Multiplikation), ./ (Division) und .~ (Potenz). Der Punkt vor dem Operator teilt
MATLAB mit, dass es die Operation elementweise durchfiihren muss. Damit funktio-
nieren all diese Operationen mit Arrays gleicher Grofle oder mit einer Kombination
von Arrays und Skalaren. Behandelt man also nicht Probleme der linearen Algebra
(z.B. Matrizenmultiplikation) sollte man immer die Punkt-Operatoren fiir Multipli-
kation, Division und Potenzierung verwenden.
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5.1.2 Mathematische Funktionen und Konstanten

Die Argumente fiir mathematische Funktionen, siehe z.B. 5.1.5, miissen anders als in
der Mathematik immer innerhalb runder Klammern geschrieben werden:

MATH MATLAB
y =sinx y = sin(x)
y =sinmx y = sin(pi .* x)

y=sin(a+b) |y = sin(a + Db)

y=e€ N exp (—1i.%*x)

y=+1+cosz |y

sqrt (1 + cos(x))

An den Beispielen sieht man, dass MATLAB die Zahl 7 (pi) aber nicht die Eulersche
Zahl e (exp (1), siehe dazu 5.1.3) kennt. MATLAB kennt auch die imaginédre Konstan-
te i = y/—1 und praktisch alle (sinnvollen) Operationen kénnen sowohl mit rellen als
auch mit komplexen Zahlen durchgefiihrt werden (siehe dazu 5.1.4).

In der letzten Zeile der Tabelle sieht man einen zusammengesetzten Ausdruck. Die
Ausfiithrung in MATLAB muss man sich von Innen nach Aussen vorstellen, d.h., das
Ergebnis von cos (x) wird mit 1 addiert und danach wird daraus die Wurzel gezo-
gen. Die Befehle konnen beliebig verschachtelt sein. Wichtig ist die korrekte Setzung
der Klammern und natiirlich die Vorschrift, dass die Ergebnisse innerer Operationen
formal richtigen Input fiir die dusseren Operationen liefern miissen.

5.1.3 Exponential Funktion, Logarithmus

Die Exponentialfunktion exp(z), die in mathematische Schreibweise oft als e” ge-
schrieben wird, wird in MATLAB durch die Funktion exp berechnet. Die Eulersche
Zahl e ist in MATLAB nicht definiert. Braucht man sie, dann muss man sie durch
e=exp (1) selbst definieren. Fiir weitere Rechnungen braucht man sie aber nicht
wirklich, da die Berechnung von e” in MATLAB besser mit exp (x) und nicht mit
mit einer Potenz von e (exp (1) . "x) erfolgt.

Die Funktion expml berechnet exp(z) — 1. Dies ist deshalb wichtig, da fiir kleine
Argumente = der Befehl exp (x) -1 Null liefert, wahrend expml (x) noch korrekte
Ergebnisse liefert, da gilt {Vz — 0 | exp(z) — 1 x x}.

Die Umkehrfunktion zur Exponentialfunktion y = e ist die Logarithmusfunktion
x = Iny. Vertauscht man nun = und y so erhdlt man y = Inxz. Dies bezeichnet man
als den nattirlichen Logarithmus von z. In MATLAB wird der natiirliche Logarithmus
durch die Funktion 1og (x) berechnet.
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Aus dhnlichen Griinden wie bei expml berechnet die Funktion 1ogpl die Funkti-
on In(1 + z). Fir kleine Argumente x liefert der Befehl 1og (1+x) Null, wahrend
loglp (x) noch korrekte Werte liefert, da gilt {Vz — 0 | In(x + 1) o z}.

Der Befehl 1o0g funktioniert fiir negative Zahlen (komplexes Ergebnis) und fiir kom-
plexe Zahlen. Interessiert man sich nur fiir reelle Ergebnisse fiir positive Zahlen, kann
man den Befehl reallog verwenden. Dieser liefert fiir negativen oder komplexen
Input eine Fehlermitteilung.

Der natiirliche Logarithmus In wird auch als Logarithmus zur Basis e bezeichnet
Inz =log, x .

Der Logarithmus zur Basis 10, log,,z = logz, wird in MATLAB mit 10g10 (x) be-
rechnet und der Logarithmus zur Basis 2, log,(z) wird mit 1og2 (x) berechnet. Fiir
Logarithmen zu einer beliebigen Basis «, log,, muss man sich der Formel

Inz
logax = 7>
Ina

also in MATLAB z.B. fiir logs 10:

log_a = @(x,a) log(x) ./ log(a);
y = log_a(10,3);

Die allgemeine Exponentialfunktion (Potenz)

o — etlna
wird im Normalfall natiirlich mit dem Operator .  fiir das Potenzieren berechnet.
Es stehen aber einige spezielle Befehle zur Verfiigung. Der Operator funktioniert na-
tiirlich mit komplexer Basis und /oder Hochzahl. Interessiert man sich nur fiir reelle
Ergebnisse fiir reellen Input kann man den Befehl realpow (x,y) fiir die Berech-
nung von z¥ verwenden.

Die Quadratwurzel, \/z = /2, wird mit sqrt (x) berechnet. Interessiert man sich
nur fiir reelle Wurzeln von nicht-negativen Zahlen, kann man den Befehl reals-
grt (x) verwenden. Zur Berechnung der reellen n-ten Wurzel soll man den Befehl
nthroot (x,n) verwenden. Am Beispiel von 3y/—3 = (—3)/? sei der Unterschied
zwischen nthroot (-3, 3) und der Potenzfunktion erldutert:

nthroot (-3,3) % liefert -1.4422
(=3) .7 (1/3) % liefert 0.7211 + 1.24901

Beide Ergebnisse sin korrekt, aber nur mit nthroot (-3, 3) erhdlt man die reelle
Wurzel. Klarerweise miissen bei negativen = die Potenzen n ungerade ganze Zahlen
sein. Sonst bricht die Funktion mit einer Fehlermitteilung ab.
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Fiir die Basis 2 kann man zur Berechnung von 2* den Befehl pow2 (x) , bzw. fiir a - 2*
den Befehl pow2 (a, x) . Eine solche Spezial-Funktion ist typischerweise schneller als
der normale Befehl.

Der Befehl p=nextpow?2 (2) liefert jene Hochzahl p die sicherstellt, dass gilt 27 > A.
Z.B. ist fiir alle Werte von A zwischen 513 und 1024 p = 10.

5.1.4 Komplexe Zahlen

Als imagindre Einnheit ; = v/—1 ist in MATLAB 1 aber auch j vorgesehen. Man sollte
diese beiden Zahlen daher nicht als Variable verwenden:

z 3 + 5xi; % komplexe Zahl

i = 5;
3 + 5%1i; % liefert 28

clear('i’);
z = 3 + 5xi; % komplexe Zahl

Komplexe Zahlen konnen also durch Befehle vom Typ z = x + ixy oder mitz =
complex (x,y) erzeugt werden.

Folgende Befehle sind fiir komplexe Zahlen z = x + ¢y hilfreich:

BEZEICHNUNG MATH MATLAB

Realteil Rez== real (z)
Imaginarteil Imz=y imag(z)
Absolutbetrag 12| = /22 + 4% | abs (z)
Phasenwinkel ¢ = arctan(y, x) | angle (z)
Signum sign z = z/|z| sign(z)
Konjugiert komplex Z=x—1y conj(z)
Konjugiert komplex transponiert | z* ctranspose (z)

Der Befehl sign (x) liefert fiir reelle Werte von x den Wert 1 fiirz > 0, —1 flirz < 0
und 0 fiir z = 0, fiir komplexe Werte von z liegen die Ergebnisse am Einheitskreis.

Der Befehl unwrap (p) korrigiert Phasenspriinge in einem Vektor von Phasenwin-
keln p die grofier als = sind. Dabei werden zu p ganzzahlige Vielfache von 27 addiert
oder subtrahiert, damit alle Phasenspriinge kleiner als 7 werden.
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Die Uberpriifung, ob ein Array (eine Zahl) real oder komplex ist, kann mit
isreal (z) erfolgen. Dies liefert 1, wenn z reell ist, also keinen Imaginérteil besitzt,
ansonsten ist das Resultat 0. Dieses Ergebnis bekommt man auch, wenn der Imagi-
ndrteil vorhanden, aber exakt Null ist. Ob eine Zahl keinen Imaginérteil oder einen
Imaginarteil, der exakt Null ist, hat, kann man mit

~any (imag(z(:)))

feststellen. Im Gegensatz zu isreal (z) ist hier das Ergebnis 1, wenn der Imaginér-
teil vorhanden aber Null ist.

5.1.5 Trigonometrische Funktionen

In 5.1 sind die trigonometrischen Funktionen zusammengefasst. Diese Funktionen
sind in MATLAB fiir verschiedene Argumente implementiert, ndmlich sin (x) fiir
das Argument x in Radiant, bzw., sind (x) fiir das Argument x in Grad (Degree).
Ausserdem gibt es jeweils die Hyperbelfunktion, also z.B. den Sinus-Hyperbolicus
sinh.

Die Funktion Sekans ist definiert als 1/ cos(z) und die Funktion Kosekans ist defi-
niert durch 1/sin(z). Sinngemaf3 gilt das Gleiche fiir die entsprechenden Hyperbel-
funktionen Sekans-Hyperbolicus und Kosekans—-Hyperbolicus.

Die Umkehrfunktionen (Arkus-Funktionen) liefern den Wert in Radiant (asin), bzw.,
in Grad (asind). Die Umkehrfunktionen fiir die Hyperbelfunktionen heissen korrek-
terweise nicht Arkus-Sinus-Hyperbolicus sondern Area-Sinus-Hyperbolicus. Dieser
Umstand wurde in der Tabelle 5.1 aus praktischen Griinden nicht berticksichtigt.

Alle trigonometrischen Funktionen arbeiten natiirlich sowohl mit reellen als auch mit
komplexen Argumenten.

In Ergdnzung zu atan gibt es die sehr praktische Funktion atan2. Die Funkti-
on atan (x) hat ein Argument und liefert das Ergebnis im Intervall [—7/2,7/2].
Die Funktion atan2 (y, x) hat zwei Argumente und liefert das Ergebnis im Inter-
vall [—7, 7], womit man auch die richtige Zuordnung zum Quadranten erhalt. Der
Zusammenhang zwischen Zylinderkoordinaten und kartesischen Koordinaten ist
r = /22 +y? und ¢ = arctan(y/x). Mit der normalen Funktion atan kann man nicht
unterscheiden zwichen den Punkten (z,y) = (1,1) und (-1, —1), da y/z hier immer
gleich 1 ist. Diese Ununterscheidbarkeit gilt fiir alle um den Ursprung gespiegelten
Punkte. Das Problem wird bei der getrennten Ubergabe vonz und yan atan2 (y, x)
gelost, da mit dieser Information die Zuordung zum richtigen Quadranten und damit
die Berechnung des richtigen Winkels leicht ist.

Die Funktion c=hypot (a,b) berechnet die Wurzel aus der Summme der Quadrate

c=vVa?+b?,
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Tabelle 5.1: Trigonometrische Funktionen

| BEZEICHNUNG | RADIANT | GRAD | HYPERBOLISCH
Sinus sin sind sinh
Kosinus cos cosd cosh
Tangens tan tand | tanh
Kotangens cot cotd | coth
Sekans sec secd | sech
Kosekans csc cscd | csch
| UMKEHRFUNKTIONEN ||

Arkus-Sinus asin asind | asinh
Arkus-Kosinus acos acosd | acosh
Arkus-Tangens atan atand | atanh
Arkus-Kotangens acot acotd | acoth
Arkus-Sekans asec asecd | asech
Arkus-Kosekans acsc acscd | acsch

wobei sie so geschrieben ist, dass sie in einem viel weiteren Bereich korrekte Ergeb-
nisse liefert als die einfache Umsetzung,

hyp = @(a,b) sgrt(a.”2 + b."2)

wobei das Problem durch Uberschreiten der grofsten moglichen Zahl realmax, z.B.,
bei der Operation a? besteht, obwohl das Ergebnis noch darstellbar wére. Die Funk-
tion hypot umgeht dieses Problem fiir grofse Zahlen.

Fiir komplexe Zahlen a und b berechnet hypot das reelle Ergebnis

e = /P 1 b

wobei |z| der Absolutbetrag von z ist (abs (x)).

5.1.6 Diskrete Mathematik
5.1.6.1 Primzahlen

Eine Primzahl ist eine natiirliche Zahl mit genau zwei natiirlichen Teilern, ndmlich
1 und sich selbst. Primzahlen sind also 2, 3, 5, 7, 11, usw.. Die fundamentale Bedeu-
tung der Primzahlen fiir viele Bereiche der Mathematik beruht auf den folgenden
drei Konsequenzen aus dieser Definition:
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e Primzahlen lassen sich nicht als Produkt zweier nattiirlicher Zahlen, die beide
grofier als eins sind, darstellen.

e Lemma von Euklid: Ist ein Produkt zweier nattirlicher Zahlen durch eine Prim-
zahl teilbar, so ist bereits einer der Faktoren durch sie teilbar.

e Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung: Jede natiirliche Zahl lasst sich als Pro-
dukt von Primzahlen schreiben. Diese Produktdarstellung ist bis auf die Rei-
henfolge der Faktoren eindeutig.

Jede dieser Eigenschaften konnte auch zur Definition der Primzahlen verwendet wer-
den.

Eine nattirliche Zahl grofier als 1 heifst prim, wenn sie eine Primzahl ist, andernfalls
heifst sie zusammengesetzt. Die Zahlen 0 und 1 sind weder prim noch zusammenge-
setzt.

In MATLABerzeugt der Befehl p = primes (n) einen Zeilenvektor p mit allen Prim-
zahlen, die kleiner gleich n sind. Der Befehl £ = factor (n) liefert die Faktori-
sierung (Zerlegung in Primzahlen) der natiirlichen Zahl n im Zeilenvektor f. Mit
dem Befehl L = isprime (M) kann man feststellen, ob die Elemente eines Arrays
M Primzahlen sind. Das Ergebnis ist ein logisches Feld L der gleichen Grofie wie M
mit Eines (prim) oder Nullen(nicht prim).

5.1.6.2 Gemeinsame Teiler und Vielfache

Der Befehl G = gcd (A, B) erzeugt den "Grofiten gemeinsamen Teiler” G' der ent-
sprechenden Elemente der ganzzahligen Arrays A und B. Nach mathematischer Kon-
vention liefert gcd (0, 0) den Wert 0 und alle anderen Inputgrofien liefern positive
ganze Zahlen fiir G.

Beim Aufruf [G,C,D] = gcd (A, B) liefert der Befehl neben GG auch die beiden Ar-
rays C'und D, die folgende Gleichung erfiillen

wobei der Index ¢ dafiir steht, dass dies fiir alle entsprechenden Elemente in den
Arrays gilt.

Der Befehl . = 1cm (2, B) erzeugt das “Kleinste gemeinsame Vielfache” L der ent-
sprechenden Elemente der ganzzahligen Arrays A und B.

5.1.6.3 Fakultit

Der MATLAB-Befehl fac=factorial (n) berechnet n-Fakultit fiir ganze positive
Zahlen inklusive Null, n € N,

nl=1-2-3-...-n,
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wobei in Ergdnzung auch gilt 0! = 1. Fiir n € N wiirde natiirlich auch
fac = prod([1l:n])
funktionieren, 0-Fakultdt wére hier aber falsch (prod). Mit dem Befehl

facl = cumprod([l:n])
facO = [1,cumprod([1l:n])]

erhdlt man alle Werte von 1! (bzw. 0!) bis n-Fakultit (cumprod). Ist der Input von
factorial ein Feld N, bekommt man ein gleich grofies Feld mit der Fakultat jedes
Elements von N.

Auf Grund der Tatsache, dass der doppeltgenaue Datentyp (double) ungefdhr 15
Stellen zur Verfiigung hat, sind nur Werte bis 21! exakt. Dartiber hinaus stimmt die
Grofienordnung und die ersten 15 Stellen.

5.1.6.4 Binomialkoeffizienten

Der MATLAB-Befehl nchoosek (n, k) berechnet den Binomialkoeffizienten

()= o

wobei n und £ nichtnegative ganze Zahlen sein miissen. In der Kombinatorik be-
zeichnet der Binomialkoeffizient die Anzahl von moglichen Kombinationen von n
Dingen, wobei immer %k Dinge ausgewdahlt werden. Fiir einen Zeilenvektor v berech-
net nchoosek (n, v) eine Matrix, wobei in den Zeilen die moglichen Kombinationen
der Elemente von v stehen. Die Befehle

[1:4]
nchoosek (v, 3)

v
C

liefern also

v=1[1 2 3 4 , C=

DN = = =
W DN DN
= W

3 4

Der Befehl nchoosek (4, 3) wiirde natiirlich die Anzahl der moglichen Kombina-
tionen, also die Anzahl der Zeilen in C, liefern (size (C, 1)).
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5.1.6.5 Permutationen

Der MATLAB-Befehl P = perms (v) berechnet alle moglichen Permutationen der
Elemente des Vektors v. Die Befehle

[1:4]
perms (v)

v
P

liefern damit

(3 2 1]
31 2
2 31
v=[123],0=213,
1 2 3
1 3 2]

wobei der Befehl nur praktikabel ist, wenn die Anzahl der Elemente in v kleiner als
15 ist. Will man nur die Anzahl der Permutationen wissen, kann man die nattirlich
einfacher mit factorial (numel (v)) berechnen. Der Befehl numel liefert dabei
die Anzahl der Elemente im Vektor v.

5.1.6.6 Nidherung durch rationale Zahlen

Obwohl alle Flieskommazahlen durch die beschrankte Anzahl von Stellen rationale
Zahlen sind, ist es trotzdem manchmal sinnvoll sie durch einfache rationale Zah-
len anzundhern, deren Zahler und Nenner jeweils kleine ganze Zahlen sind. Dazu
dient der Befehl rat So liefert [n, d]=rat (pi) die Werte n = 355 (nominator, Zih-
ler) und d = 113 (denominator, Nenner), also die rationale Zahl n/d = 355/113.
Diese Berechnung erfolgt mit dem Defaultwert fiir die relative Genauigkeit von
1-107%. Will man eine andere Genauigkeit, muss man diese spezifizieren, also z.B.
[n,d]=rat (pi, 1.e-8) und erhdlt damitn/d = 104348 /33215. Die weithin bekann-
te Reprasentation von 7 ~ 22/7 erhdlt man durch [n, d]=rat (pi, 1.e-2).

Verwendet man den Befehl rat ohne Ausgabeparameter, dann wird der Wert in Form
eines Kettenbruchs (”continued fraction”) ausgegeben

1
T3+ —m———~3+ 1

1
T+ — T+ —
+16_L 16
294

1
~3+=.
+7

Natiirlich funktioniert der Befehl auch mit Feldern X, [N, D] =rat (X) und man erhalt
als Ergebnis gleich grofie Felder N und D mit Zahler bzw. Nenner fiir die Ndherung
der jeweiligen Elemente in X.
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5.2 Platzhalter

Dies ist ein Platzhalter fiir ein geplantes Kapitel.

In der Zwischenzeit beschrankt sich der Inhalt auf einen Link auf ein MATLAB-
Dokument {iber mathematische Fragen .
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