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1 Einfiihrung

1.1 Phaseniibergange

Phaseniibergéinge sind Singularitdten der freien Energie oder einer ihrer Ableitungen als Funk-
tion der Temperatur.

1.1.1 Beispiel: Fliissigkeit-Gas

Alle Phaseniibergénge in diesem Beispiel sind 1. Ordnung da sie einen Sprung in der
Dichte, sowie der inneren Energie aufweisen (=> latente Warme). Ausnahme: Am kritischen
Punkt findet ein kontinuierlicher Phasentibergang statt, es gibt keine latente Wéarme. Der
kritische Punkt ist ein spezieller Punkt im Phasendiagramm, da von ihm viele Aussagen iiber
das System abgeleitet werden kénnen.

Fiir dieses System lasst sich ein Ordnungsparameter pf — pgqs definieren, welcher fiir 7' > T,
null ist. Es gilt fiir T < T¢:

(1.1)

wobei 3 der kritische Exponent des Ordnungsparameters ist. Am kritischen Punkt gibt es
eine Singularitit, zum Beispiel in der spezifischen Warme (Abb. (c))

(=)
Pfl — Pgas X T,

ou

V= oar

(%)
cy X
VE\T-T.
wobei « ein weiterer kritischer Exponent ist. Die kritischen Exponenten hingen im Allgemei-
nen nicht von den Materialdetails ab.

(1.2)

Abbildung 1.1: Phasendiagramm mit kritischem Punkt T, p.
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KAPITEL 1. EINFUHRUNG
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Abbildung 1.2: (a) Dichte iiber Temperatur. Fiir T' < T, gibt es einen Sprung in der Dichte.
(b) Selbe Information in der Darstellung als Ordnungsparameter pf; — pgas
(c) Singularitét in der Warmekapazitat am Phaseniibergang

Abbildung 1.3: Magnetisierung M in Abhéngigkeit vom dufleren Magnetfeld h fiir ferroma-
gnetisches System fiir Temperaturen T' < 1., T'=T, und T > T..

1.1.2 Beispiel: Ferromagnet

Beispielsweise Eisen, Kobalt und Nickel. Magnetische Modelle stellen ein einfaches ,,Stan-
dardmodell* zur Analyse von Phaseniibergiangen dar.

In Abb. [I.3] ist zu sehen, dass unterhalb einer kritischen Temperatur 7, ein remanentes
Magnetfeld My bleibt, auch wenn h = 0. Bei T' = T, ist My = 0, die Steigung der Ma-
gnetisierungskurve ist unendlich. Hier ist allerdings der Ablauf des Experiments von grofler
Bedeutung, da nur ein remanentes Magnetfeld zuriickbleibt, wenn vorher ein entsprechendes
Feld angelegt wurde.

Fir T < T, liegt ein Phaseniibergang 1. Ordnung vor: Der Ordnungsparameter My springt,
sobald h das Vorzeichen wechselt. Bei T' = T, liegt wieder ein kontinuierlicher Phaseniibergang

A e M, X4

T = q

—
T T | /T,

Abbildung 1.4: (a) Phasendiagramm des ferromagnetischen Systems, mit den beiden ,Pha-
sen“ My > 0 und My < 0. (b) Ordnungsparameter My als Funktion der
Temperatur. (c) Singularitdt in der Suszeptibilitdt y als Funktion der Tem-
peratur.
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KAPITEL 1. EINFUHRUNG

vor. Fiir den Ordnungsparameter gilt analog zum Flissigkeits- /Gas-Beispiel mit Glg. dass
der Ordnungsparameter M, die Form

TC_T>B (1.3)

M,
°‘X< T.

annimmt, wobei 5 wieder der kritische Exponent des Ordnungsparameters ist.

Die Suszeptibilitdt y = a(%o hat eine Singularitit als Funktion der Temperatur. (Abb.
(c))

1.1.3 Andere Phaseniibergdnge
Neben den genannten zwei Beispielen gibt es z.B. auch Phaseniibergénge in folgenden Syste-
men:

e Antiferromagneten

e Ferroelektrika (elektrische Polarisation)

e Strukturelle Phaseniibergénge

e Ordnungs-/Unordnungs-Phaseniibergéinge (z.B. CuZn: bei T' < T, gibt es strikte Un-
tergitter fiir Cu und Zn. Uber T, sind Gitterplitze zufillig mit Cu oder Zn besetzt)

e Phasenseparation

e Supraleitung und Suprafluiditét
e Fliissigkristalle

e Perkolation

e Oberflichenrauigkeit

SOS (Solid-on-Solid) Modelle zur Oberflichenrauigkeit lassen sich direkt auf X'Y-Modelle oder
Vertex-Modelle abbilden. Auch ein 1D—Spin—% Heisenberg Modell besitzt eine Aquivalenz zu
einem SOS Modell (auf diese Modelle wird spéter ndher eingegangen).

1.2 Universalitat

Man beobachtet, dass in einem System mit konservativen Kréften die kritischen Exponenten
(+» Verhalten bei grofien Abstédnden) nur von Folgendem abhéngt:

1. Raumliche Dimension des Systems
2. Reichweite der Wechselwirkungen (nur ob ,endlich“ oder ,unendlich*)

3. Symmetrien des Hamilton-Operators (<> Dimension des Ordnungsparameters)

1.2.1 Beispiel: Koexistenzkurven verschiedener Gase und Fliissigkeiten

Auf Grund der Universalitat sind die Koexistenzkurven verschiedenster Gase in Abb. in
der Néhe des kritischen Punkts nahezu identisch. In diesem Beispiel gilt dies sogar weit tiber
den kritischen Bereich hinaus.
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KAPITEL 1. EINFUHRUNG
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Abbildung 1.5: Skalierte Koexistenzkurven fiir verschiedene Gase. In diesem Beispiel stimmen
die Kurven sogar weit weg vom kritischen Punkt sehr gut tiberein.

1.2.2 Beispiel: Struktur eines Hamilton-Operators

Ein Hamilton-Operator bestehe aus zwei Teilen: Hy der eine gewisse Symmetrie aufweise und
H; der diesbeziiglich asymmetrisch sei.

H=Hy+ \H; (1.4)

Es ist zu erwarten, dass nur 2 Sétze von kritischen Exponenten existieren: Ein Satz fiir A =0
(H symmetrisch) und ein Satz fir A # 0 (H asymmetrisch). Aufgrund der Universalitidt konn-
nen Hamilton-Operatoren stark vereinfacht werden, solange die 3 geforderten Eigenschaften
(Dimension, Reichweite, Symmetrien) gleich bleiben. Diverse Gase (COq, Xe, etc.) kénnen
beispielsweise durch ein 3D Ising Modell beschrieben werden.

Vorsicht beim Vereinfachen von Hamilton-Operatoren:
e Es kann versteckte Symmetrien geben

e In einigen wenigen Féllen gilt die Universalitat nicht (z.B. ,8-Vertex-Modelle“ und 1D-
Spin-3 Modelle bei 7' = 0)
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KAPITEL 1. EINFUHRUNG

1.3 Mikroskopisches Modell: Ising-Modell

Es beschreibt z.B. Ferromagneten, Dichte von Fliissigkeiten/Gasen, Ordnung/Unordnung.
Zum Beispiel zwei dimensionales quadratisches Gitter: Auf jedem Platz i gibt es eine Variable
s; = 1. Energie eines Zustands {s;} ist gegeben durch

H=-J) sisj—h)_s (1.5)

<ij> i

wobei }°_;;~ eine Summe tlber benachbarte Plitze beschreibt. Die Wahrscheinlichkeit eines
Zustands ist durch das Boltzmann-Gewicht gegeben

poce Pl (1.6)

mit 8 = kL%T der inversen Temperatur. Das Ising-Modell ist ein Standardmodell und exakt
nur lésbar in 1D, sowie in 2D fiir quadratische Gitter bei h = 0. Es ist gut zugénglich
fiir analytische und numerische Naherungsmethoden. Fiir J > 0 (ferromagnetisch) zeigt es
folgendes Verhalten:

T << T¢.: Bei tiefen Temperaturen sind fast alle Spins parallel ausgerichtet, da 3 grofl wird
und damit der Energieterm im Boltzmann-Gewicht wichtig wird.

T >> T,: Bei hohen Temperaturen ist das System ungeordnet. (Entropie/Anzahl moglicher
Zusténde dominiert)

T = T: Geht die Temperatur gegen die kritische Temperatur wéchst die Korrelationsldnge
& bei T =T, ist & = co. Man findet Regionen gleicher Spins auf allen Léngenskalen, das
System ist selbstahnlich.

Erreicht eine Flissigkeit die kritische Temperatur T, so bilden sich ebenfalls Fluktuationen
(der Dichte) auf allen Langenskalen. Wenn & = Ap;cpy wird Licht gestreut und die Fliissigkeit
wird milchig: Kritische Opaleszenz
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2 Die Zustandssumme und ihre Ableitungen,
Kritische Exponenten

Wir betrachten ein System mit den Zustédnden {«}, diese diirfen diskret oder kontinuierlich
sein (Notation im Folgenden diskret).

Bsp: Spins {s;}, Atome ,{z}, p; }

Die Erkenntnis aus der Thermodynamik ist, dass die Wahrscheinlichkeit fiir o gleich der
Boltzmann-Wahrscheinlichkeit ist.

Die Wahrscheinlichkeit fir einen Zustand « ist:

1 _
Pa = 26 fla (2.1)

mit dem Boltzmanngewicht 5 = @% und der Zustandssumme:

Z=>Y e ke (2.2)

2.1 Thermodynamische Erwartungswerte

Hier werden aus der Zustandssumme berechenbare Erwartungswerte betrachtet.

2.1.1 Zustandssumme

Die Zustandssumme ist quantenmechanisch definiert als

Z =tr(e Py = 3" (ile P 1) = 3 (ale P |a) = Ze*BEa (2.3)

7 «
wobei a die Eigenbasis von H ist.

Die klassische statistische Physik ergibt sich wenn die Eigenbasis aus Produktzustdnden be-
steht, z.B.:

|a) = [s1,82,83,...) =[s1)|s2) [s3) ... (2.4)

Der grofite Teil dieser Vorlesung wird sich mit klassischen Effekten beschéftigen

2.1.2 Beispiel: Innere Energie

Die Innere Energie U ist der Erwartungswert der Energie und kann iiber einfache Ableitung
der Zustandssumme dargestellt werden:

1 pp. _ On(2)
=~ %:Eae =35 (2.5)
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KAPITEL 2. DIE ZUSTANDSSUMME UND IHRE ABLEITUNGEN, KRITISCHE
EXPONENTEN

2.1.3 Beispiel: Freie Energie

Die freie Energie F ist definiert {iber
1
Z:e”F@F:—EmZ (2.6)

In dieser Vorlesung werden der Einfachheit halber alle freien Energien mit F bezeichnet (siche
Kap. . der Zusammenhang mit der Inneren Energie ist
F=U-TS (2.7)

mit der Entropie:
S =—kp Zpoa In(pa) (2.8)
2.1.4 Beispiel: Spezifische Warme

Auch die spezifische Wéarme kann iiber zweifache Ableitung der Zustandssumme beschrieben
werden.

ou 0?In(2)
= | =kgp? —L 2.9
v =arl, BB o5 |, (2.9)
2.2 AuBere Felder
Diese entsprechen Nebenbedingungen, z.B. Volumen.
Die Ankopplung erfolgt iiber Hy — H = Hy — ), piV;
Einige Beispiele:
Nebenbedingung V; Typischer Beitrag zu H
Volumen \Y —pV
magnetisches Feld h —Mh,
M =52 My~ 3 si
chemisches Potential p —Npu
Die Zustandssumme wird dann zu Z = ), e PHo=3 Vi) —. e PF,
und der Erwartungswert einzelner Grofien kann folgend berechnet werden
OF
)= — 2.10
v =~ 577 (2.10)

Vorsicht:

e Die V; sind von aufien vorgegebene Nebenbedingungen (Volumen, Magnetfeld, chem.
Potential ...)

e Die p; sind resultierende Eigenschaften des Systems (Druck, Magnetisierung, Teilchen-
zahl)

z.B.: (M) = —%—5. Dies ist ein Erwartungswert. Das statistische Ensemble umfasst Konfigu-
rationen mit vielen Boltzmann-verteilten Werten von M.
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KAPITEL 2. DIE ZUSTANDSSUMME UND IHRE ABLEITUNGEN, KRITISCHE
EXPONENTEN

2.2.1 Linear Response

Auch wenn ein V; nicht in H vorkommt, kann man (p;) bestimmen indem man —p;V; von

Hand hinzufiigt und (p;) = — g—é _ berechnet.

2.3 Fluktuationen

2.3.1 Fluktuationen der Inneren Energie

(0U)? = ((E — (E))*) = (E?) - (B)’
U 9*In(2)
B

cv 7
= ~ N
kp(?

Die letzte Relation gilt nicht in der Nahe eines kontinuierlichen Phaseniibergangs.
Wenn (§U)? ~ N gilt, dann ist §U ~ VN = %] ~ LN, relative Fluktuationen nehmen also
wie % ab (aufler in der Nédhe eines kontinuierlichen Phasentibergangs).

Achtung: Remanente Magnetisierung

My = lim lim (M) (2.11)

h—0+ N—inf

tritt erst auf, wenn unendlich grofie Systeme betrachtet werden, wobei (M) im Gleichgewicht
sein muss. Solche Systeme existieren bei makroskopischen Systemen aber nicht. Fiir eine reale
Beschreibung fehlt die Zeit (Historie des Systems, sehr grofie Zeitskalen).

2.3.2 Fiir allgemeine GroBen p;

Analoges Vorgehen fiir allgemeine (p;) = —g{;
1 0°F
0< () — (p)=—-=2= 2.12
i eqe) e 9 2
Bsp: Suszeptibilitat y = % = —ng = BU(M?) — (M)?)
2.4 Korrelationsfunktionen
Beispiel: System von Spins s; € {—1, +1} auf Gitterpldtzen/Orten i
Def.: Korrelationsfunktion
G (i,5) = (sis;) (2.13)
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KAPITEL 2. DIE ZUSTANDSSUMME UND IHRE ABLEITUNGEN, KRITISCHE
EXPONENTEN

2.4.1 Ohne Wechselwirkung

Der Grenzfall von nicht wechselwirkenden Spins beschreibt einen Paramagneten. Fiir die
Korrelationsfunktion ergibt sich:

G (i) = (sisj) = % > sisje P = % 3 sisje
{si} {si}

= % <; sie_ﬁﬂh5i> (%: Sje—ﬁuhsj> I1 (Z e—ﬂuh8k>

k#t,j \ Sk
Da keine Wechselwirkung besteht, lasst sich die Mehrfachsumme iiber alle moglichen Spin-

konfigurationen {s;} in Produkte von Summen {iber die einzelnen Spins s; zerlegen, wie in
der zweiten Zeile zu sehen ist.

Mit Z =3 ¢ e Prhsi und dem Kiirzen von Faktoren zu k # i, j erhilt man schlieBlich:

— . —Buhs;
S, sie Pubsi 30 s e hhs;

G(0:J) = {sisi) = = gar Y, e Puhs;
i 83

= (si)(s;) (2.14)

Dabei wurde ausgenutzt, dass man den Erwartungswert (s;) schreiben kann als:

< > ! Z -BH (ZSZ 8i€75uh$i) Hk?éi (Zsk eiﬁ#hSk) Zs,- Sz‘e_ﬁ,uhSi
Si) = &5 S;€ = _ S
VA {si} [1x (Zsk/ e—ﬂuhsk/) ESZ_ e—Buhs

(2.15)

2.4.2 Mit Wechselwirkung

Bei der Beschreibung von wechselwirkenden Spins ist es niitzlich, die verbundene Korrelati-
onsfunktion (connected correlation function) zu verwenden:

Ge(i,5) = (sisg) =(si)(s5) = ((si = (s0)) (55 = (55)) (2.16)
——
G(i,)
Dies entspricht formal der Kovarianz Cov (X,Y")) zweier statistischer Grofien X und Y. Fir
den wechselwirkungsfreien Fall verschwindet G. (i, ).

Typischerweise verhilt sich G.(i,7) wie in Abbildung Fiir T > T, verschwinden die
Mittelwerte (s;) = (s;) = 0 und G, (4,j) geht in die einfache Korrelationsfunktion G (i, j)
iber.

G, (r), die verbundene Korrelationsfunktion fiir zwei Spins im Abstand r zueinander, verhalt
sich fiir grofles r wie
e ¢

Ge(r) o« (2.17)

/,n’T
Mit ¢ der Korrelationslinge und 7 einem (weniger wichtigen) kritischen Exponenten. Fir
Temperaturen 7' # T, weist G.(r) somit ein exponentielles Verhalten auf, welches durch
die Korrelationslinge bestimmt ist. Bei 7' = T, wird jedoch £ = oo und G, (r) folgt einem

Potenzgesetz:
1

< —
rd—2+4n

Ge(r) (2.18)

mit d der raumlichen Dimension und 7 einem kritischen Exponenten, welcher so definiert ist,
dass sich in der Mean-Field-Theorie n = 0 ergibt. Der Term -2 folgt aus der Definition von

n.
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KAPITEL 2. DIE ZUSTANDSSUMME UND IHRE ABLEITUNGEN, KRITISCHE
EXPONENTEN

Abbildung 2.1: Typisches Verhalten der verbundenen Korrelationsfunktion G, (7, ) bei ver-
schwindendem Magnetfeld (h = 0).

2.4.3 Allgemeiner Zugang

Man fiihrt Aufere, ortsabhéngige "Quellen"J; ein, indem man den Hamilton H ersetzt durch:

1
H— H— 3 > Jisi (2.19)

wobei die Summe iiber alle Plédtze i lduft. Dies ist &hnlich zum Term —h )", s; beim Parama-
gneten. Dadurch gilt:
10Z 1 9°Z

i) =Za5 = Za500,

Falls es sich bei den Quellen J; um kiinstlich eingefiihrte Hilfsgrofien handelt (im Unterschied
zu im System real auftretenden Feldern etc.) muss deren Einfluss am Ende wieder entfernt
werden, indem man obige Ausdriicke bei {J;} = 0 auswertet. Gleiches gilt auch fiir den
allgemeinen Fall der n-Punkt Korrelationsfunktion:

(2.20)

1 0"z

M) (i1, .oryin) = (81.08n) = = ——— 2.21
G (Z17 JZn) <81 S?’L> Z 8:]]_8Jn ( )
und der verbundenen Korrelationsfunktion:
.. ?InZ
G((:2) (4,7) = (sisj) — (si)(s5) = m (2.22)

2.5 Kiritische Exponenten

Kritische Exponenten beschreiben das Verhalten des Systems nahe eines (kontinuierlichen)
Phaseniibergangs, d.h. fiir T' — T,.. Beispiele fiir solch ein kritisches Verhalten sind in Kapitel
1.1 gezeigt. Im Rahmen dieser Betrachtung macht es Sinn, eine

T-T.
=%

Reduzierte Temperatur: ¢ (2.23)

zu definieren.
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KAPITEL 2. DIE ZUSTANDSSUMME UND IHRE ABLEITUNGEN, KRITISCHE
EXPONENTEN

2.5.1 Allgemeine Definition eines kritischen Exponenten )\

Fiir eine betrachtete Funktion f (¢) mit der reduzierten Temperatur ¢t = T}CTC gilt in der Néhe
der kritischen Temperatur T¢:

F@) o |t L firt—0 (2.24)
Eine genauere Betrachtung erhélt man iiber eine Potenzreihenentwicklung:

Korrekturen (fallen schneller ab)

f(t) @E* b 4 ) (2.25)

niedrigste Potenz

Fiir t — 0 dominiert die niedrigste Potenz das Verhalten von f, A ist daher gleich dem kleinsten
Exponenten in der Potenzreihe |¢|”.

Eine dquivalente Definition von A lautet:

A= tim PO e oy = i 2O

t—0t Int t—0— In(—t)

(2.26)

Achtung: Je nachdem, ob der linksseitige oder der rechtsseitige Limes gebildet wird, erhélt
man i.A. unterschiedliche Werte fiir A\. Ein physikalisches Beispiel hierfiir ist die remanente
Magnetisierung My, welche fiir ¢ — 0 konstant (A = 0) Null ist, fiir ¢ — 0~ jedoch ein A # 0
aufweist (Siehe Abbildung

Beispiele:
Ft)= Atz + Bti + Ct = A\ =1/4
ft)=At?e ™t = AP(1 —t+12—..) 5> A =2
f(t) — Athl/t nicht in Potenzreihe entwickelbar und lim, 4+ 1n|1£(tt)| existiert nicht.
< A nicht definiert!
Tabelle 2.1: Die kritischen Exponenten im Uberblick
Krit. Exp. Physikalische GroBe | Magn. System (T,h) | Flissiges System (c,V)
a>0 Spezifische Warme | ¢, o |t|™¢ cy o |t
he=10 Ve
B>0 Ordnungsparameter | My o< (—t)? pg — p1 o< (—t)?
t<OAh=h.=0 (Dichtedifferenz)
v Suszeptibilitat | x oc [¢]7” Ky oc [t

(Isotherme Kompressibilitét)
§ | Krit. Isotherme (¢t = 0) | h o< [M|° - sign (M) | p— pe o lpg — ol - sign (pg — p1)

v Korrelationslange | € o< [t|™” o |t

n Korr.funktion bei 7, | G, x ﬁ
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KAPITEL 2. DIE ZUSTANDSSUMME UND IHRE ABLEITUNGEN, KRITISCHE
EXPONENTEN

2.5.2 Ungleichungen fiir die kritischen Exponenten

Aus der Thermodynamik (aus den Definitionen) folgen Ungleichungen zwischen den kritischen
Exponenten.

ou\?
¢y >0 und xr-(ch —cy) =T <8T>h (2.27)
a+28+7>2 (2.28)
a+p(1+6)>2 (2.29)

Beide Ungleichungen stimmen exakt. Zwei weitere Ungleichungen kommen unter "plausi-
blenAnnahmen hinzu. Im Experiment sind diese Ungleichungen als Gleichungen erfiillt. Dies
lasst sich mit Hilfe der Renormierungsgruppe zeigen (siehe Kapitel: .

CH /\ | |
4-0

. — - —=>
¢ \ T e T
Spezifische Warme Ordnungsparameter Suszeptibilitét
My / § \ G, ?
M
| - =
T T
Kritische Isotherme Korrelationsldange Korrelationsfunktion

Abbildung 2.2: Die kritischen Exponenten im Uberblick

2.6 Zur Renormierungsgruppe

Wir betrachten das Verhalten von Systemen unter Anderung der Lingenskala am Beispiel
des zweidimensionalen Ising-Modells. Blocke von 3 x 3 Pléitzen werden zu je einem effektiven
Spin zusammengefasst, welche je nach Mehrheit der 9 einzelnen Pléitze wieder einen Spin von
+1 aufweisen. Damit verdndert sich die Systemgrofle von L x L auf % X %, bei unendlich
groflem System geht diese Rechnung aber nicht auf. Wenn man diese Blocktransformation
iteriert, lassen sich je nach Temperatur unterschiedliche Phédnomene beobachten.

o T < T,.: Endlich grofle Gebiete schrumpfen mit jeder weiteren Transformation und
Fluktuationen werden kleiner. Durch Iteration erhalten wir ein geordnetes System wie
bei T'= 0.
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KAPITEL 2. DIE ZUSTANDSSUMME UND IHRE ABLEITUNGEN, KRITISCHE
EXPONENTEN

o T > T.: Kurzreichweitige Ordnung wird mit jeder Iteration zerstort. Man erhélt ein
ungeordnetes System wie bei T' = co.

e T =T, Man beobachtet Fluktuationen auf allen Lingenskalen mit dem Potzengesetz
der Korrelationsfunktion G in Abhéngigkeit vom Ort r, der Dimension des Systems d
und dem kritischen Exponenten 7

1
o —
rd+n—2

G(r)

Die Korrelationsldnge £ = oo bleibt von der Blocktransformation unberiihrt, man sagt
das System ist selbstahnlich.
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3 Modelle und Darstellungen

3.1 Ising-Modell

Das Isingmodell ist eines der einfachsten Modelle. Es erlaubt, die Physik komplizierter realer
Systeme zu verstehen (Universalitét!). Das Modell beruht auf diskreten Variablen, welche die
Spins auf einem Gitter représentieren und zwei Werte einnehmen kénnen (s; +1). Als Gitter
kénnen folgende dienen:

e 1D: Kette

e 2D: Quadratgitter, Dreiecksgitter, etc...

H({Sl}) =-J Z SZ‘S]‘ - hZSi

<ij> %

Z = Ze_ﬁH

{si}

e J > 0: Ferromagnetische Kopplung = Tendenz zu FM ausgerichteten Spins (aber Ein-
fluss durch Temperatur)

e J < 0: Antiferromagnetische Kopplung = Tendenz zu antiparallelen Spins.
Fiir J < 0 wichtige Unterscheidung

e Bipartites Gitter: Nichste Nachbarn gehoren zu 2 verschiedenen Untergittern = AF
Spinkonfiguration moglich (Neel-Konfiguration)

- ‘

L b
e Nicht-Bipartites Gitter: Zum Beispiel Dreiecksgitter

\%
/I\
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KAPITEL 3. MODELLE UND DARSTELLUNGEN

Wichtig: ,Bipartit® ist eine Eigenschaft der Kopplungsmatrix .J;;, nicht der geometrischen
Position der Atome. Ein quadratisches Gitter mit ibernéchster-Nachbar-Kopplung ist nicht
bipartit!

Relevante Observablen sind die Magnetisierung,

1

M=—
- (M)
M :ZSZ‘
Suszeptibilitéat,
_OM 5 o 107

sowie die Korrelationsfunktion
Gij = (sisj) — (si) (s5)
s c
X = N %: Gij

3.2 Realisierungen des Ising Modells

3.2.1 Magnetische Systeme

Schrittweise Vereinfachung von realen Materialien:
Reale Materialien — Hubbard-Modell — (bei Halbftillung) Heisenberg-Modell
Spin % Heisenbergmodell:

A 1
H=

N |

> Juy (S,°S; + 578 ) + 1875
<ij>

Das Verhalten bei groflen Abstinden kann durch einfachere Modelle beschrieben werden
(Universalitdt). Weitere Approximationen sind stark abhéngig von J,, und J:

e J. > Jyy: Ising-Modell (= Heisenberg bei J,, = 0)
o J. < Jyy: XY-Modell (= Heisenberg bei J, = 0)
e J. = Jyy: Bleibt isotropes Heisenberg-Modell

Es ist dabei nicht notwendig, dass ein Term deutlich gréfler ist als der andere. Sobald eine
Kopplung (auch nur minimal) schwécher ist als die andere, kann sie fiir grofle Absténde
vollstandig vernachléssigt werden.
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KAPITEL 3. MODELLE UND DARSTELLUNGEN

3.2.2 Bindre Systeme

Ein Beispiel hierfiir ist 5-Messing (S-brass). 5-Messing hat ein BCC-Gitter mit Cu und Zn
Atomen auf den Gitterplitzen. Es zeigt einen Phaseniibergang von Ordnung zu Unordnung
bei T, = 733K. Zur Beschreibung des Systems kann pro Platz folgende Ising Variable ver-

wendet werden:
+1 Zn
S; =
-1 Cu

Im Gegensatz zu kontinuierlichen Spins handelt es sich hierbei um keine Naherung, da auch
das reale System ein Zwei-Zustands-System pro Platz ist.

Einfaches Modell fiir die Energie: Beriicksichtige nur unterschiedliche Energien fiir verschie-
dene Nachbar-Paare von Atomen (a: Cu-Cu, b: Zn-Zn, ¢: Cu-Zn).

By = a(l+5)(1+ 57) + b1 = 5)(1 = ;) + (1 +5) (1 = 5) + e(1 = ) (1 + 5,)

= Js;s; —h<si42_sj) + const.
J=a+b—-2c
h=2b-2a

Dieses einfache Modell beschreibt das kritische Verhalten von Messing gut. Verbesserung ist
moglich wenn thermische Ausdehnung des Messings beriicksichtigt wird (= Kopplungskon-
stanten sind Temperaturabhéngig, J(5), h(5)). Es ergeben sich mit guter Genauigkeit die
gleichen kritischen Exponenten wie im Experiment.

3.2.3 Gitter-Gas-Modell

Sehr grobes Modell eines Gases, mit diskretem Gitter:

o 1 Platz ist besetzt
10 Platz ist leer

Es gibt in diesem Modell keine kinetische Energie und keine Impulse.

Anderer physikalischer Fall: Adsorbiert Wasserstoff auf einer Oberflache (z.B: Eisen), so bildet
sich ein Gitter der Grofie der Substratatome. Jeder Platz ist entweder mit H besetzt oder
frei.

H
Ak’

‘ —9-

\ GITIER DES
EISENCGITIERS
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KAPITEL 3. MODELLE UND DARSTELLUNGEN

Der Hamilton kann geschrieben werden als
H = Z Jijning — ,uZm
ij i
wobei 1 das chemische Potential ist.
T

wobei ® z.B. das Lennard-Jones-Potential sein kann. Als Nadherung reicht attraktive Wech-
selwirkung nur mit néachsten Nachbarn (wegen Universalitit ist die genaue Form der Wech-
selwirkung unwichtig).

A Ty = O(lni-nil) s @

=
112 3 4 \/n

Die Dichte wird definiert als:

p= e ()= (3.1)

mit N der Anzahl der Gitterplatze und M der Magnetisierung in Spin-Sprache. Der Druck

wird definiert als: 1
=—InZ
P=ygn

Die Zustandsgleichung p(V') &hnelt stark einem realen Fliissigkeits-Gas System.
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KAPITEL 3. MODELLE UND DARSTELLUNGEN

3.3 Potts-Modell

Verallgemeinerung des Ising-Modells: o; = 1,2, 3, ...q mit ¢ der Anzahl an méglichen Zustén-

den pro Platz.
H=-J Z Oos.0; + hZé%l

<ij> i
Potts-Modell ist bei ¢ = 2 dquivalent zum Ising Modell (s;s; = 2ds,s; — 1). Daraus folgt
BPotts = 2BIsing-

Realisierung z.B bei Adsorption von Krypton auf Graphit (hat 3 Untergitter, nur eines der 3
lokalen Untergitter ist jeweis besetzt).

e Die Losung ist in d=2 (Quadratgitter) exakt bekannt. Fiir ¢ < 4 kontinuierlicher Pha-
seniibergang und fir ¢ > 4 Phaseniibergang 1. Ordnung. Je grofler ¢ desto ausgepragter
ist der Phaseniibergang. Fiir ¢ ~ 10 variiert die Wahrscheinlichkeit fiir eine gegebene
Energie um ca. 10 Gréenordnungen = Monte-Carlo Simulationen sind schwierig auf
Grund ausgepragter ,, Taler” in der Energielandschaft.

A An T (E) N(E)

40 GROSSENORDNUNGEN

e Andere Realisierung: Vereinfachung der QCD (Quanten-Chromo-Dynamik). Interne
Symmetrie SU(3) (,Farb“-Freiheitsgrade). ,,Zentrum* Z(3) (Gruppe mit 3 Elementen,
analog zu %1 fiir SU(2) der Spins.)

3.4 Klassisches Heisenberg- und XY-Modell

QM: H = wie Spin % Teilchen

e Bei Materialien mit Hundscher Regel (Materialien mit hohen Orbitalen = viele Elek-
tronen im Orbital)

e Hundsche Regel bevorzugt Spin in gleiche Richtung

e Oft Spin n - %

e Hamilton Operator = Quantenmechanischem Operator wie oben ( als eff. Modell)
($%: jom) = jm £1) )

e Physik eines solchen Modells wird immer dhnlicher klassischer Physik

e Bei S — oo erhiilt man Verhalten eines klassischen Spins S. ]S_" | = 1 (Umnormierung

notwendig : /S(S + 1)J — Jriassisch)
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KAPITEL 3. MODELLE UND DARSTELLUNGEN

Wie grof} ist unendlich?

e S = g ist schon nahe am klassichen Ergebnis — Manganate

e S = % funktioniert ,,zur Not*

3.4.1 Speazialfall J, =0 : klassisches XY-Modell
H= —JZSfo + SZyS?
(ij)

Varianten: a) 3- komponentiger Spin b) 2- komponentiger Spin ( = Winkelvariable)
!Sprachverwirrung!!:
"Heisenbergmodell"=

e (Quantenmechanisch oder klassisch mit d = 2
"XY- Modell" =

e Klassisch mit 2 Komponenten

e Klassisch mit 3 Komponenten

e Quantenmechanisch mit d = 2
Beispiel Flussigkeitskristalle ( d = 2 dim ) kleine Zylinder Ausrichtung — Winkelvariable

Das "XY-Modell": 2 dim, 2 komponentig = Kosterlitz-Thouless (KT- Phasentiber-
gang)

e _unendliche Ordnung® : Jede Ableitung von Z ist stetig
e PU ist 'topologisch’ Dichte ("Kondensation") von Vortizes

e Relevant fiir PU der Hochtemperatur-Supraleiter (Schichtstruktur — nur 2 Dimensio-
nen — Vortices schwer zu storen

e siche letztes Kapitel

3.5 Perkolation

(Begriff "Perkolator": Kaffeemaschine)
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3.5.1 Einfache Modelle

e Gitter, z.B. 2-dim, quadratisch

e Site Percolation: Variable: n; = 0,1 auf Gitterpldtzen n; mit Wahrscheinlichkeit p; keine
zusétzliche Wechselwirkung d.h. Ising bei J=0 wie mit Magnetisierung M = p — (1 —p)

e Definiere "Cluster": als Gruppen mit benachbarten besetzten Plédtzen, ohne Diagonale
e Fragestellungen:
— Wie grof} sind die Cluster? (Groenverteilung)

— Bei welchem p gibt es (im Mittel) zumindest einen Cluster, der durch das ganze
Gitter geht

| —= 00

— Wie viele Platze sind in diesem Cluster
— Geometrische Struktur ? (Man findet Fraktale)

e Bond-Percolation: analog, Variable n;, n; = 0,1 auf Gitterkanten

3.5.2 Anwendungen,Beispiele

o Kalffeefilter: Perkolation von Wasser
e Olsuche:
— Perkolation von Ol durch Gestein
— Untersuche Bohrkern Fragen:
* Gibt es perkulierte Cluster — dann kann Ol in Bohrstelle flieBen

* Wie grof} ist der Anteil des perkulierten Clusters am Volumen — welcher
Anteil des Ols kann geférdert werden

e Random Resistor Network: welche Leitfahigkeit besteht zwischen oben und unten (Hier
zéhlt nicht die Gesamtgrofle sondern die Grofle des sogenannten ,,Backbones“ ohne
Dangling Bonds)

Das alles fiithrt zur Graphentheorie.
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3.5.3 Beispiel fiir eine exakte Losung

Kritische Wahrscheinlichkeit p. fiir Bond-Perkolation auf dem Quadratgitter gesucht:
o Gitterkanten besetzt mit Wahrscheinlichkeit p

e Unten und oben verbunden (L — o)

LGsung

Man fiithrt ein duales Gitter ein.

© “ ™~ DUALES
GITTER

e duale Gitter: Punkte in der Mitte der Quadrate des urspriinglichen Gitters

e Gegeben Bond-Konfiguration auf urspriinglichen Gitter, lege Bonds auf dualem Gitter
iiberall dort, wo keine Bonds des urspriinglichen Gitters gekreuzt werden.

e wenn p > p., dann Perkulation auf urspriinglichem Gitter obereren Rand und unteren
Rand (und rechts und links) Daraus folgt:

— auf dualem Gitter keine Perkulation méoglich
—q<gc
e Bonds auf urspriinglichem Gitter entsprechen 1 zu 1 Bonds auf dem dualen Gitter

e Konfiguration der Bonds auf dem dualem Gitter und zufillig mit Wahrscheinlichkeit
g=1—pgenauso p <p.=q>qc=p.= 3 und ¢. = 3

3.5.4 Anwendungen der Perkolation
~Waldbrande* (Site Perkolation)

Die Plitze eines quadratischen Gitters sind mit Wahrscheinlichkeit p mit ,Bdumen“ besetzt.
Bei einem ,,Brand“ startet das Feuer bei einem Punkt und breitet sich pro Zeitschritt je einen
Platz horizontal und vertikal aus (siche Abb. |3.1). In diesem Modell brennt jeder Platz nur

einen Zeitschritt.
Typische Zeitskalen fiir die Dauer des Brandes sind:

p klein: Die Zeit t ist kurz (der Brand erlischt schnell), da nur ein kleiner Bereich rund um
den Startpunkt zusammenhéangt.

p groB: Hier wird t proportional zur linearen Ausdehnung L. des Systems.

25 / 76



KAPITEL 3. MODELLE UND DARSTELLUNGEN

9
N

"
"I

G-

Abbildung 3.1: Verlauf der Site Perkolation. Die Zahlen geben jeweils einen Zeitschritt an

p =~ p.: Bei einer kritischen Besetzungsdichte p. braucht das Feuer lange, auf kurvigen We-
gen, um das System zu durchqueren.

‘o (ppc)‘z (3.2)

Pc

Bei sehr grofien L findet man:

7 wird als dynamisch kritischer Exponent bezeichnet, er beschreibt das Verhalten von Zeits-
kalen. Der Faktor p;% divergiert, was als ,,Critical Slowing Down*“ bezeichnet wird.

Nebenbemerkung: Dieses Slowing Down tritt auch bei Markov-Ketten-Monte-Carlo auf.
Die Autokorrelationszeit verhélt sich:

e nahe der kritischen Temperatur ( £ >> 1) wie 7 ~ ¢%, was ,Critical Slowing Down*
entspricht.

e bei tiefen Temperaturen wie 7 ~ e“"s8-Vol Hier tritt ,exponentielles Slowing Down*
auf.

3.6 Ising Modell: Fortuin-Kasteleyn-Darstellung

Diese Darstellung des Ising Modells ist sowohl fiir analytische Zugénge und exakte Beweise
als auch filir numerische Verfahren wichtig. Die Hamiltonfunktion des Isingmodells lautet:

H=-J)Y sisj—h)_s; (3.3)

<ij> i

wobei in der weiteren Betrachtung h=0 gesetzt wird. Damit ergibt sich die Zustandssume wie
folgt.

7 = Ze*BH = Zeﬁ‘]zﬂb 5% = Z H ePIsisi (3.4)

{s} {s} {s} <is>

In der weiteren Betrachtung wird auch die Kopplungskonstante J weggelassen, da sie fiir
die mathematischen Zusammenhéinge nicht relevant ist. Der Faktor e®*i hat nur die zwei
moglichen Werte e*?. Umformulierung dieses Faktors zweimal angewendet ergibt:
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e Pelsisi = (1 —p) + Pls;s; mit p=1— e 2* (3.5)
eﬁsié‘j = eﬁ Z (1 — p)6g,0 —|—p53i75j59,1 (36)
9=0.1 W(Smsj»g)

Hier wurde eine kiinstliche neue Variable g eingefiihrt, um in weiterer Folge zu einer neuen
Darstellung zu kommen. Glg. eingesetzt in Glg. ergibt die sogenannte ESFK Dar-
stellung. ESFK steht hier fir Edwards, Sokal, Fortuin, Kasteleyn (auch interessant ,Sokal
Hoax*).

ESFK Darstellung

Z = Z Z H 6’6 W(Si, Sjagij) (37)

{8} {gij:O,l} <ij>

Man betrachte eine feste Konfiguration der {g;;}
W(Sia sjvgij) - (1 - p)égij70 +p 551‘,83'591']',1

Wenn also g;; = 1 ist muss s; = s; sein, sonst liefert der zweite Summand keinen Beitrag
zu Z. Die Bereiche mit {g;; = 1} definieren also ,Cluster* in welchen die Spins jeweils den
selben Wert haben miissen.

4470

Leichte Umformung und Vertauschen der Summen (was bei endlicher Anzahl von Summanden
erlaubt ist) ergibt die Zustandssumme

p
Z = Z Z H eﬁ(]‘ _p)(égz‘j,O =+ E 5Si,8j59ij71) (38)

{95} {s:} <ig>

Die Konfigurationen {g;;} definieren jeweils die Cluster. Die {s;} liefern jeweils nur Beitrédge
von gleichen Spins pro Cluster, es gibt also jeweils zwei Beitrdge pro Cluster (alle Spins up
oder down). Daraus ergibt sich die

Fortuin-Kasteleyn Darstellung

#Gitterkanten<ij> #9i;=1
7 (eﬁ(l —p)) itterkanten<ij Z (1 ﬁp) . Q#Cluster (3'9)
{9i5=0,1}

In dieser Darstellung existieren nun neue Variable g;;, die auf den Gitterkanten existieren.

27 / 76



KAPITEL 3. MODELLE UND DARSTELLUNGEN

Cluster sind physikalisch relevant: Gebiete korrelierter Spins

Wir betrachten nun die Korrelationsfunktion
1 _
G(n,m) =< $p8m >= A Z Spsme PH (3.10)
{si}
Die selben Tranformationen wie zuvor fithren auf
_ p

Z SnSme PH — Z Z SnSm H eﬁ(l —p) (591']',0 + 1_])591'1'71551'153') (3.11)

{si} {gi;} {s:} <ij>
Bei Betrachtung einer Konfiguration der g;;, also Definition der Cluster ergeben sich 2 Falle:

1. n und m liegen in verschiedenen Clustern.
Es gibt jeweils 4 Beitrége wie die Cluster in denen n und m liegen orientiert sein kénnen:
SnSm =TT, 11,41, 41 welche mit s, s, = 1,—1, —1, 1 zur Korrelationsfunktion beitragen.
Da das Gewicht W (s;, s;, gi;) immer gleich ist, verschwinden die Beitrage zu G(i,j).

2. n und m liegen im selben Cluster
Nun missen beide Spins gleich sein s, = $;, = SpsSm = 1
Diese Terme liefern den selben Beitrag wie bei der Zustandssumme

Damit kann < s, s, > auch iiber die > {9i} alleine ausgedriickt werden.

Kanten =1
Y to..r 0(n,m selber Cluster) [eﬁ(l — p)}# (%)#93 9#Cluster

( Snsm )= lois} e #g--—ll P (3.12)

~—~— anten P ij = uster
Wertet1 Z{gu} 1 [6’8(1 — p)} <1 — p) Q#Cl ¢
W({gis})
Werte 0,1
= (0(n,m selber Cluster)>W({gij}) (3.13)

Man erhalt also die Korrelationsfunktion ausgedriickt in den neuen ,Bond-Variablen® g;;.
Diese wird auch ,,Improved Estimator“ genannt, da die Varianz der Observablen 4(. . .) héufig
kleiner ist als jene von s;s;.

3.6.1 Energie-Erwartungswert in FK-Darstellung

Energie (F) in der Bonddarstellung:
Z = efﬁNk: Z (626 _ 1)719 2Ncluster (314)
{9i;=0,1}

mit N Anzahl Gitterkanten, n, Anzahl der Bonds. Beachte das N¢jyster nicht von 3 ab-
héngt, jedoch (N¢yyster) schon.

=N, — 2<? (3.15)
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Alternativ:

<E> = < E Si8j> = E <Si8j>
<ij> <ij> —~—
=V{(sps;) da translationsinvariant (316)

=V Nneig <3051> =V Nneig G(l)
=V Nneig (0(0 und 1 im selben Cluster))

mit dem Systemvolumen V = L% und der Anzahl der nichsten Nachbarn Nneig = 2d.

3.7 Swendsen-Wang Algorithmus

Benutzt die ESFK-Darstellung. Idee: Monte Carlo im erweiterten Raum der {g;;} und {s;}

Schritt 1: Gegeben eine Spin-Konfiguration {s; }, wéhle eine (neue) Bond-Konfiguration {g;; }
geméfB der durch W(s;, s;,g) gegebenen bedingten Wahrscheinlichkeit:

si#sj = gij =0
si =s; = Wahrscheinlichkeit fir g;; = 1 ist ﬁ =p

Schritt 2: Gegeben eine Bond-Konfiguration {g;;}, wihle eine (neue) Spin-Konfiguration {s;}
geméfB W (s;, s;, g) mit der bedingten Wahrscheinlichkeit:

e In jedem Cluster miissen Spins gleich sein, unterschiedliche Cluster beliebig

e Wihle fiir jeden Cluster Spin 1 oder | mit Wahrscheinlichkeit %

N Skt 2 Sehth 3 )

R e N N [ —

Abbildung 3.2: Beispiel fiir die Iterationsschritte des Swendsen-Wang Algorithmus

Nebenbemerkung: In Schritt 2 &ndern korrelierte Gebiete von Spins (Cluster) gemeinsam
ihre Richtung. = viel schneller als einfaches ,Single-Spin-Flip“ Monte Carlo, dort braucht
man typischerweise O ( 2) Updates.

5

Abbildung 3.3: Zusammenhang zwischen Clustern und Korrelationsldnge
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3.7.1 Swendsen-Wang: Programmierung
e Separate Routine fiir Gittergeometrie: j = neighbour(i,u), wobei pu die Richtungen
nummeriert, z.B. p = —2,—-1,(0), 1,2 (allgemein von -Dimension bis +Dimension)
e Initialisierung: wahle (zuféllig) eine Spin-Konfiguration
e Sweep:
Schritt 1: Gegeben Spins {s;}, wéhle Bonds {g;;} wie oben.
— Brauche Feld {g;;}, initialisiere auf “-1” (unzuléssiger Wert)
— Fiir alle i: alle p: wihle g;;4, wenn noch nicht gesetzt
Schritt 2: Gegeben {g;;}:

— Bestimme Cluster, z.B. mit “Breadth First Search” (Vorteil: vektorisierbar,
Alternativen: “Hoshen-Kopelmann”, “Depth First Search” u.v.a.m.)

— Cluster fertig = Flip mit Wahrscheinlichkeit %

Breadth First Search

Brauche 2 Listen:
1. Fiir jeden Gitterplatz: Information, ob Gitterplatz schon einem Cluster zugeordnet ist

2. Liste der Pliatze in Cluster mit Pointern auf den aktuell bearbeiteten Gitterplatz (cur-
rent) und auf das Ende der Liste (end)

Schleife iiber alle Gitterplatze i:
e Wenn i schon in Cluster = néchstes i
e sonst:
— Trage i an das Ende der Liste ein, setze current auf Listenplatz von i

— Gehe zu allen Nachbarn j von i, wenn g;; = 1 fiige j zur Liste hinzu und markiere
j als in einem Cluster

— Neue Listenelemente so abarbeiten bis die Liste nicht mehr wéachst

3.8 ,,Single-Cluster*“-Variante von Swendsen Wang

Erfinder: U. Wolff bzw. M. Hasenbusch (zur selben Zeit)

e Betrachte eine Konfiguration von Swendsen-Wang Cluster
e Monte-Carlo-Update (Modifizierter ,,Schritt 2 von Swendsen Wang
— Waibhle einen zufilligen Gitterplatz

— Flip des zugehorigen Clusters mit 100% Wahrscheinlichkeit
Detailed Balance: p ({s} — {s'}) = p(Platz in entsp. Cluster zu wahlen) p(Spins drehen) =

=100%

p({s'} = {s})

e Effizientere Version von Schritt 1

30 / 76



KAPITEL 3. MODELLE UND DARSTELLUNGEN

L aufallgn Cunkd

;W@gmm

Abbildung 3.4: Swendsen Wang Cluster mit zufillig ausgewahltem Gitterpunkt

1. Zufilligen Platz auswéhlen
2. Cluster um diesen Platz herum konstruieren (und Bonds setzen)
3. Flip bonds

e Vorteil: Die Wahrscheinlichkeit, dass der Zuféllig gewahlte Platz in einem Cluster liegt
ist proportional zum Volumen des Clusters — im Mittel werden gréflere Cluster be-
stimmt — im Mittel groBere Anderung der Spin Konfiguration.

Tatséchlich: kleinere Autokorrelationen (kleinerer Wert von ,,z%)
Tint (O) ~ €%7(O) (genauer: ~ min(L, &)?)
Tint - -+ Integrierte Autokorrelationszeit

O --- Observable

Tint Wird benotigt, um die wahre Varianz einer Observablen zu bestimmen:

var(Q) = % var(0;)
————
Var.Mittelwert naiveVarianz

Vergleich von z;,.(Energie) der verschiedenen Algorithmen am Ising Modell:

Dimension | Metropolis Single Spin Flip | Swendsen Wang | Single Cluster (Wolff Cluster)
d=2 ~ 2.17 ~ 0.25* ~ 0.25*
d=3 ~ 2.02 ~ 0.54 ~ 0.33
d=14 ~~ 2 ~ 0.9 ~ (0.25*

Werte mit * kénnten auch einen logarithmischen Zusammenhang haben.
Einheit von 7, hier: ,Sweep“im Mittel und jeder Gitterplatz einmal behandelt.

3.9 Simulation unendlich groBer Systeme mit Cluster-Verfahren

3.9.1 Endlich groBe Systeme

Periodic boundary condition (p.b.c.): Spin-Korrelationsfunktion G(r) = (s;s;j11) = 3, c;e™/&
ist eine Summe von Exponentialfunktionen. Fiir grole r dominiert die Exponentialfunktion
mit grofftem &;. Mit p.b.c. ist das System symmetrisch um r = % und somit ist:

G(r) ~ e /& 4 e (Lm)/E = ¢=05L/E ¢osh (7T_%‘5L)

Extrapolation zu L — oo ist schwierig (siehe Abb. (—> ,Finite Size Scaling“gibt Informa-
tion iiber kritischen Exponenten).
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/{5? (9(4)} |

~
~ L—-.OO

Abbildung 3.6: Spin-Korrelationsfunktion semilogarithmisch iiber dem Abstand zweier Spins.
Das System ist jeweils um r = % symmetrisch. Der anfingliche exponentielle
Abfall ndhert sich von oben der Korrelationsfunktion fiir L — oo

3.9.2 Unendlich groBe Systeme

Basiert auf dem Single-Cluster-Verfahren (endliche Grofie):

1. Starte immer mit dem selben Startpunkt ,,0¢(in der Mitte des Systems). Dies ist moglich
da ein unendlich grofies System translationsinvariant ist.

2. Anfangskonfiguration der Spins: z.b. Neel Konfiguration (Nachbarspins sind immer anti-
parallel). Die Anfangskonfiguration sollte keine ferromagnetische Konfiguration sein,
denn sonst konnte der Cluster unendlich grof3 werden, obwohl die Temperatur héher als
die kritische Temperatur ist.

3. Berechne den Cluster und update ihn und wiederhole diesen Schritt immer wieder (vgl.
Abbildung [3.7)).

Nach n Schritten konnte maximal eine Distanz von n vom Anfangszustand erreicht werden
(Bei Neel Konfiguration als Startkonfiguration; Distanz wird exakt erreicht wenn p = 1 —
T=0)

Von Interesse ist meist 7' ~ T¢, dann wéchst die maximale Gittergrofle langsam (siehe unten).

Die Umgebung des Startpunktes equilibriert relativ schnell, jedoch brauchen weiter entfernte
Punkte langer zum equilibrieren, da der Cluster nicht jedes mal bist dorthin wéchst (Korre-
lationsfunktion fiir Spins im Abstand r: (sgs,) = (6(0 und r im selben Cluster)) ~ e~"/¢ bei
grofilen Absténden)
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Abbildung 3.7: Beispiel des Algorithmus. Zuerst wird beim System der mittlere Spin ausge-
wihlt, der zugehorige Cluster bestimmt (wie beim Single-Cluster-Verfahren)
und dann der Cluster gedreht. Dieses Vorgehen wird wiederholt.

tylgl
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b
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b
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Abbildung 3.8: Spin-Korrelationsfunktion semilogaritmisch zu verschiedenen Laufzeiten. Die
Messpunkte ndhern sich von unten an die Spin-Korrelationsfunktion des un-
endlich groflen Systems an.

Im equilibrierten Bereich ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Cluster den Abstand r erreicht
(= irgendein Spin mit Abstand r), gleich (sgs,) ~ re"/¢. Somit equilibriert mit fortschrei-
tender MC-Zeit eine immer gréflere Region um den Anfangspunkt. Wird der Rand des end-
lichen Systems erreicht (was einen Ausschnitt des unendlich grofien System darstellt) so
muss das System mitwachsen. Jedoch wird das System nicht grofler als ca. L ~ 2 - 10&, da
10e~ 10 ~ 0.04%.

Die logaritmische Spin-Korrelationsfunktion néhert sich bei diesem Verfahren von unten an
die des unendlich grofien Systems an (vgl. Abbildung [3.8)(im Gegensatz zum System mit
p.b.c.).

Einschrankungen:
o T > T, da sonst Clustergrofle divergiert

e Es muss eine Swendsen—Wang—artige Cluster-Darstellung geben (Ising-Modell, Potts-
Modell, Spm Heisenberg-Modell, Loop-Algorithmus; alle ohne Magnetfeld)

e Funktioniert nicht bei frustrierten Modellen

Um die Autokorrelationsfunktion zu berechnen wird iiber jeden einzelnen Punkt Statistik
gefiihrt. Es werden erst Messpunkte fiir einen Punkt erhoben, wenn das System an diesem
Punkt anfingt zu equilibrieren, z.B. wenn der Spin schon z.B. 10 mal gedreht wurde (anstatt
der Thermalisierung).

Tint Wird folgendermafien bestimmt (vgl. Abbildung ) Tint = 2 + 30 p(t) (1 %)
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Die ersten Datenpunkte (p(¢ < t1)) konnen so verwendet werden. Nach t; werden die Daten
t

mit einer Exponentialfunktion genéhert ( i’;gf cetT = cZi”:@gf (6*1/ T) ~ c71) und die

Datenpunkte, die nur noch aus Rauschen bestehen, werden verworfen.

Aog, (5(t)) 1

/

Abbildung 3.9: Um 74+ zu bestimmen, wird die logaritmische Autokorrelation in 3 Teile un-
terteilt. Im ersten Teil werden die Daten einfach addiert, im zweiten werden
sie mit einer Exponentialfunktion gendhert und die Daten im dritten Bereich
werden verworfen.

3.10 Systeme mit Magnetfeld (7 > 0)

2 Moglichkeiten:

1) Ghost-Spin
Erweitere den Hamilton mit einem Ghost-Spin sp = 1

H=— Z SiSj — hZSiSO (3.17)

<ij> i

Jeder Spin koppelt mit dem Ghost-Spin sy mit Stirke h. Formalismus wie zuvor (Cluster-
Methoden) kann beinahe unverdndert beibehalten werden. Da der Ghost-Spin immer Wert
+1 hat, kann ein Cluster, der den Ghost-Spin beinhaltet, nicht gedreht werden. Deshalb
kann man die Clustererstellung abbrechen, sobald man auf sg trifft. Der Ghost-Spin kann
auch mehrere eigentlich getrennte Cluster mit Spin +1 miteinander verbinden.

Bei grofien Sh sind die meisten Gitterplédtze mit sy verbunden was gleichbedeutend mit einem
magnetisierten System ist((M) ~ 1). AuBerdem ist die Effizienz (empirisch) bei Swendsen-
Wang und Single-Spin-Flip etwa gleich (mit niedrigen Autokorrelationszeiten).
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Abbildung 3.10: Ghost Spins sind mit allen Punkten im Gitter verbunden (Kopplungsstér-
ke h). Es konnen daher eigentlich getrennte Cluster iiber den Ghost Spin
verbunden sein.

2) Normale Cluster, gedanderte Flipwahrscheinlichkeit

ESFK:

7 = Z Z Z el e Pesisi eh s

{si} {9i5} <> (1-p)dg,; 04p3g;;,10

8iSj

— o BN Z( p )#g“zl 11 (thc+e—th>

{9i5} I=p Cluster

(3.18)

—9#Cluster fﬁr h=0
Mit dem Clustervolumen V.

Fir Cluster—hélgorithmus: Wechsel fiir
Spln T: (Mkﬁ
S : . e*hVC

pin : Vete RVe

Weitere Alternativen

1. Geometrische Cluster Allgemein: behandle 2 Systeme gleichzeitig (eines mit h und eines
mit -h)

2. ,Wurm Algorithmus“(spéter)

3.11 Berechnung von Korrelationsfunktion und Suszeptibilitat in
Cluster-Darstellung

3.11.1 Swendsen-Wang

Die Korrelationsfunktion berechnet sich wie in der Fortuin-Kasteleyn Darstellung definiert:
(sisj) = (6 (Platz i und j im selben Cluster)) z -

Fiir die Suszeptibilitdt x gilt:
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x =B ((M2) - (M)?) "= g(m?)

(=)

B< DS Zszsg> (3.19)

Cluster 1 in
Cluster

DN DS Z&sy

{s} Cluster i in
Cluster

e ¢ und j in unterschiedlichen Clustern
885 = {1, 1, -1, *1} — Z{S} .. =0

e j und j im selben Cluster
sisj =1 — > ;sis; = Vo

:5< D Vc>=ﬁ<z V3> (3.20)

Cluster i 1in Cluster
luster

3.11.2 Single Cluster

Korrelationsfunktion und Suszeptibilitét:

1
G(i,7) = G(i — j) = (sisj) = (0 (Platz i und j im Single-Cluster)) (3.21)
‘/c Single-Cluster
X o (M) = S {sis3) o (Vi) (3.22)

ij
Energie: Fiir Systeme ohne Magnetfeld (h=0) auf einem Quadratgitter lasst sich die Energie

E = (H) tiber die Korrelationsfunktion im Abstand r=1 ausdriicken. Die Summe tber alle
Nachbarpaare (ij) in der Hamiltonfunktion kann wie folgt umgeformt werden:

H = —JZ 885 = —JZ (3i5i+ez + SiSfL'Jrey) (3.23)
(i5) i

wobei 7 + e, und ¢ + e, den Nachbarplitzen von i in +x bzw. +y Richtung entsprechen. Fiir
die Energie ergibt sich, unter Ausnutzung der Translationsinvarianz des Systems:

E = —JZ ((8iSites) + (SiSite,)) = —JZ (G(1) 4+ G(1)) = —2JVG(1)

<&

=-2JG(1) fiir Ferromagnet (3.24)

Die Korrelationsfunktion G(1) lasst sich sowohl in Spin-Darstellung (G (1) = (s;Si+r) = (Os))
als auch in Bonds-Darstellung (siehe (3.21)), G(r) = (Op)) berechnen. Zweitere Methode ist
aufgrund der kleineren Varianz der Observablen von Vorteil, wie man mit der Annahme
G(r) o< e~ "/¢ fiir groBe Abstéinde sieht:

Spin-Bild:  Og € {£1}, wvar(Os) = (1) — G(r)? = 1, fiir r grof

Bonds-Bild: O, € {0,1}, war(Op) = (OF) — (Op)? 02—0 G(r)-Gr)?=~Gr) <1
b

I
—~
S
[N \V]
~
—~
~—
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3.12 Cluster fiir O(N)-Modelle

Im auf U WOLFF zuriickgehenden O(N)-Modell dhnelt der Hamilton-Operator formal dem
des Ising-Modells, jedoch mit N-komponentigen (Spin-)Vektoren §; anstelle der bindren Spin-
variablen s;. Die Dimension N der Spinvektoren ist dabei unabhédngig von Dimension und
Struktur des Raumgitters.

H=-17J) 35sj (3.25)
(i)
Si - 55 =|8il[sj|cos(0i;) (3.26)

N Spin-Komponenten Beschreibung
.3 (x,y,2) O(3)-Modell
Beispiele: (x,y) O(2)-Modell = XY-Modell
1 (x) O(1)-Modell = Z(2) = Ising-Modell

Cluster-Algorithmus

Basiert auf der stochastischen Einbettung eines Ising-Modells. Fiir jedes Update:
e Wihle zufillig eine Richtung R € O(N). |R| = 1.
e Projiziere alle Spins auf R:

o o o . o - 3\ 3 ol oo
sizsi”—i-si mit si”:(si'R>R .S :si—si”

e Ising-Variable (bzw. Update) = Flip der projizierten Spinkomponente sl auf —5!l und
vice versa (siehe Abb. [3.11). Auswirkung auf die Hamiltonfunktion:

H=-7Y (sl g+ st-st ) (3.27)
i bleibt bei Update konstant
H=- Z JijTiTj + const (3.28)

()

mit 7;,7; € {—1,1} und J;; = J|s_§” . s_j’-”|, was einem Ising-Modell mit Kopplungen J;;
entspricht.

o Cluster-Darstellung und Cluster-Update wie zuvor, jedoch mit Kopplungen J;;, daher
auch Flip-Wahrscheinlichkeit abhéngig von 1i,j:

p—pij=1-— e~ 28 (3.29)
Ahnlich: Hohen-Modelle ”SOS - Solid on Solid”
H=-J> |hi— hyl (3.30)
(i5)

Hier: Wéhle eine Referenzhohe R (bzw. Referenzebene in 2D).
Update: Spiegelung an der Referenzebene R
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Abbildung 3.11: Ising-Update beim O(N)-Modell: Flip der Komponente S| parallel zur Re-

ferenzrichtung R ergibt den neuen Spinvektor S’

L L

4
Abbildung 3.12: Veranschaulichung des Héhenmodells. Die rote Linie kennzeichnet die fir
ein Update gewédhlte Referenzhohe R.
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4 Finite Size Scaling (FSS)

e Physikalische Betrachtungen unabhingig vom numerischen Verfahren

e Phaseniibergénge mit Singularitdten (d.h. Singularitat in einer Ableitung der Zustands-
summe Z) treten auf. Diese sind jedoch nur im unendlich grolen System physikalisch.

o Wie verhélt sich ein physikalisches System bei groflem L und L — oo?
— Auch fiir die Auswertung von Rechnungen bei endlichem L

— Enthélt Informationen tber kritische Exponenten

e Verwandte Frage: Reale Systeme sind endlich grofi — Wieso beobachtet man Phasen-

iibergénge?

4.1 Systeme der GroBe L

Diese d-dimensionalen Systeme mit dem Volumen V = L¢ sind in allen Richtungen gleich

grof3.

4.1.1 Suszeptibilitat pro Platz

Fir h =0 oder T' > T, ergibt sich:

(@)= 1P ) = (s (X)) = s )
=0 fiir h=0 g ’
<5i05j> Mﬁ;G(

héngt nur vom

Abstand igp — j ab

<[
> <

T
T) rd=1
~——

J Anzahl der Spins im Abstand r

Kritisches Verhalten

Fir T nahe T, verhélt sich das System wie folgt:

—T.
T.
G(r)oce /¢ ;o ot

(S S——
bei groflen Absténden§>>1
Potenzartiges Verhalten in r hier nicht wichtig

X o |t mit t=

(4.3)

(4.4)

Annahme: Bei geniigend groflen Absténden r sind £ und L die einzig wichtigen Langenskalen.
D.h. die néchst kleinere physikalische Langenskala ist um einen endlichen Betrag kleiner als
&. Mit ¢ ist dabei immer die Korrelationslénge im unendlich grofien System gemeint (§ = £).
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Deswegen kann die Suszeptibilitat nur von % abhéngen. Andere Gréflen kénnen auch Abhén-
gigkeiten von g oder 7 aufweisen. Fiir x als Funktion von Systemlinge L und Temperatur T
kann man demnach ansetzen:

X1 =1t9 () (4.5)

mit g(z) einer noch unbekannten Funktion.

Grenzfille
1. unendlich groes System: L =00 — x = L/{ =0

X(p_ —

V(L =00, T) o |t| — g(x) =2, const (4.6)

2. Fir 1 < L < &, sind alle Spins (fast perfekt) korreliert, da L < &. Die Suszeptibilitét
X ist dann (fiir nicht zu hohes T) im Wesentlichen unabhéngig von der Temperatur.
Mit z = % < 1lund z  [t|¥, da £ o [t| 77, gilt somit:

L v
_ Y - 1
= const = [t| g (§> = g(x) o X (4.7)

<=

mit Bezug auf T

Kombiniert man die aus den beiden Grenzféllen gewonnene Information tiber g(z) erhalt
man:

~

X () = () ws

V Lt alt|=v a

unabhéngig von der Temperatur T. Die Gitterkonstante a stellt sicher, dass x dimensionslos
bleibt. Obiger Zusammenhang gilt auch fiir das Maximum der Suszeptibilitat Xmqz-

X PLATEAU
'/ BEI T,

/Al\
/_:r\
57; Y

Abbildung 4.1: Veranschaulichung des Bereichs um 7,, in dem x (ndherungsweise) konstant
ist.

4.1.2 Spezifische Warme

Analog zur Betrachtung fiir die Suszeptibilitdt findet man:

C(L 1) = [t} (gft)) (4.9)
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4.1.3 Allgemein

Gegeben sei eine Observable Q(L,T) mit kritischem Verhalten oc |¢|Y. Man findet:

QLT) = QL) = 111 (o ) = 12 (55 ) = il (2171

&) aft[~
LQL Ity = (L7 el) fs (LM/71t))
QL) = f (L]¢)) (4.10)

Dabei wurde ausgenutzt, dass sich die Temperaturabhéngigkeit von Q mithilfe der Renor-
mierungsgruppe (siehe Kapitel [8)) auf eine Abhéngigkeit von |t| zuriickfiithren 14sst.

Plottet man nun LY/YQ(L, |t|) gegen die ”Skalenvariable” s = L'/¥|t|, erhélt man die ”Ska-
lenfunktion” f(s) fir alle geniigend grofien L. Dies ldsst sich fiir die Bestimmung von v, v
und T, niitzen und bildet den Ausgangspunkt fiir das sogenannte Finite-Size-Scaling;:

Finite Size Scaling(FSS): Bestimme die Exponenten v, v und die kritische Temperatur
T, so, dass die Daten zur Observablen Q(L, |t|) fiir verschiedene (gentigend grofie) L auf eine
gemeinsame Kurve f(s) fallen.

F'SS ist sehr viel besser als ein sequentielles Vorgehen, wie etwa die Extrapolation der Daten
zu L — oo, ein Fit fiir den kritischen Exponenten oder Fit von T..

4.2 Systeme der GroBe (co? ') - L

Hier werden d-dimensionale Systeme betrachtet, die in einer Dimension auf die Lénge L
beschrankt und in den restlichen (d-1) Dimensionen unendlich grofl sind. Beispiel ist eine
unendlich ausgedehnte Scheibe der Dicke L. Folgende Félle werden unterschieden:

1. ¢ klein = kein kritisches Verhalten

2. 1 < ¢ < L = kritisches Verhalten des d-dimensionalen Systems — kritische Exponen-
ten. Das System ”sieht” nicht, dass eine Dimension auf L beschréankt ist.

3. L < ¢ = kritisches Verhalten des (d-1)-dimensionalen Systems

Zwischen 2. und 3. tritt sogenanntes ,,Crossover* auf — physikalische Phadnomene

4.2.1 Beispiele

1. Ising-Modell (co x oo x L)

2. Hochtemperatur-Supraleiter Weisen eine Schichtstruktur aus CuO-Ebenen auf. Bei
Annéherung an T, findet man experimentell (!) zunéchst das 2-dimensionale Verhalten
des XY-Modells und dann 3-d kritisches Verhalten mit 3-d Supraleitung.

3. Leiter-Materialien Lassen sich durch (mehrere) Gitter mit Leiterstruktur beschrei-
ben. Ein Gitterplatz kann dabei mit Plitzen in der selben Leiter und denen der anderen
Leiter wechselwirken, was jeweils durch unterschiedliche Kopplungsstéirken (J, , Jyp, J "
beschrieben wird.
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5 Mean Field

5.1 Mean Field fiir das Ising-Modell

H=-J Z SiSj—hZSi

<ij>

susy = [(ss = M) + M][(s; — M) + M] =
M(Si—i-Sj) —M2+(81—M)(8j—M)

Wenn M =< s; > dannist (s;—M)(s;—M) eine Korrelation der Fluktuation. Diese wird Vernachléssigt!

Somit gilt: s;s; &~ M(s; +s;) — M?. M? ist nicht von der Spinkonfiguration abhéngig, jedoch
von der Temperatur und der Systemgrofie. Sie wird im folgenden nicht mitgeschrieben.

H~Hyp=-J M(si—i—sj)—thi:—Zsi (gMJ + h)

<ij>

N —
eff. Magnetfeld + Molekularfeld

Mit der Koordinationszahl q.

In Hjsr sind die Spins formal unabhéngig. Jedoch gilt zusétzlich die Konsitenzbedingung:
M = <52> .

5.1.1 Magnetisierung in Ising-Modell mit Mean Field

Z Sje—ﬁH]\/[F Z Sj eﬁSj[qMJ-l—h] H Z eﬁSZ[qMJ-‘rh]
A . {s} B i==+1 i#£j s;==*1
<8]>MF_ ZQ*/D’HMF - o> eBsilaM J+h]
{S} i s;==+1

2sinh(B8(gM J+h))

S s eSlaM I+
sj==%1
=2 Z YRR = tanh S(¢gMJ + h) = M

sj==1

2 cosh(B(gM J+h))

Somit erhalten wir die Selbstkonsistenzbedingung;:

M = tanh(8(¢M J + h)) (5.1)

Es gibt 3 Losungen (bei h = 0):
1. M=0
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M,
e

Abbildung 5.1: Lésungen bei h = 0

2. M = £My (nur wenn SqJ > 1)

Zustandssumme: Z = 2V cosh(BqgJ M)V = e=PF
Z(M = My) > Z(M = 0) (weil Z(M = My) kleinere freie Energie).

wenn fS.qJ = 1 dann gilt:

in Mean Field Ndherung.

In Mean Field hangt kbfc nur von ¢ ab, jedoch nicht von der Gitterstruktur (z.B. Dimension).

Beispiel: kubisches Gitter (d = 3) und Dreiecksgitter (d = 2) haben beide g = 6.

‘ q ‘ kf;c in MF ‘ Exakt
1d Kette 2|1 0
2d quadr. Gitter 411 0.567...
3d kubisches Gitter | 6 | 1 ~ 0.752...
4d hyperkubisch 8|1 1

e Niherung immer besser bei zunehmender Koordinationszahl

e Exakt oberhalb der ,kritischer Dimension “(=4 fiir Ising <==> RG)

[ ]
Ml

Mean Field vernachlassigt Ge(r) = ((si — (55))(Sitr — (Sitr))) X €
% o

Tatséchlich: Mean Field wird besser bei kleinem &, d.h. weg von T,

Die Mean Field Naherung erhalt man auch bei unendlicher Dimension oder auch bei
unendlicher Reichweite der Wechselwirkung.

h=0:

1. Grofie Koordinationszahl
Hy=—J ) sisj=—J) s Z sj%—qJMZsi%—qJMz
i i

<ij> jn.n. zui
———
~qM
2. Unendliche Reichweite
Hyg=—J 3 sisjng=—2si > s =—-"FrgJMY s,
i i oy i
——
~(N-1)M

Der Faktor ¢ ist Konvention und der Faktor % wurde eingefiigt damit H nicht divergiert
(Energie pro Platz)

Bsp aus Quantenmechanik: Vielteilchentheorie: DMFT (Dynamical Mean Field Theory)
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5.2 Bethe-Ndherung

e Systematische Verbesserung von Mean-Field durch Hinzunahme weiterer Nachbarn

e Einfachste Variante (Bethe: Beriicksichtige ndchste Nachbarn)

M S | M
S |G |65 M
S,
'M
M

Abbildung 5.2: Schema Bethe-Ndherung

q q
H = —JSOZSJ' - hSo —h/ZSj
j=1 j=1

B’ - eff. Magnetfeld durch Spins auflerhalb des ,Clusters“: b’ = h+ (¢ — 1)M
Selbstkonsistenz: (sq) = (sj) = M Nach Umformen erhélt man:

_ cosh[B(J+R)] _ o
cosh [B(J — 1)]

Bedingung fiir 2’ und damit auch fiir M.

h=0:
Losung: M = 0 wenn [ > . mit coth(f.J) =q—1

Bsp. d = 2 Quadratgitter

‘ Mean Field ‘ Bethe ‘ Exakt
4 | 2.885... | 2.269...

kac
J

e d.h. T; viel besser als mit urspriinglichen MF
e Noch besser mit groflerem Cluster

e Aber: die Wechselwirkung bei grofien Abstdnden wird immer noch vernachléssigt:
‘ dieselben krit. Exponenten wie im urspriinglichen Mean Field

5.3 Mean Field als Variationsansatz

Nun wollen wir durch Variation der freien Energie Konsistenzgleichungen der Mean Field
Theorie berechnen.
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5.3.1 Bogoliubov-Ungleichung

Bei beliebiger Aufspaltung der Hamiltonfunktion H = Hy + H; folgt

Z ZS 6_5(H0+H1) -
= L = ey, 52)

Zo Y e PHo

Damit ist der Erwartungswert einer Observablen in der Verteilung 0 gegeben
1
(0)y = 5 32 Ols)e™ 00
0 S

Mathematisch gilt fiir eine reelle Funktion f(z) allgemein
<€f($)>W($) > @) w () (5.3)
beziiglich einer positiven Verteilung W (z) > 0. Damit ist

é 2 6—3<H1>0
Z

und mit der Definition der freien Energie F' = —kpgT In Z folgt die

Bogoliubov-Ungleichung
F < Fy + (Hy), (5.4)

Wenn man H; so wahlen kann, dass (H1), < 0 gilt, dann ergibt dies eine obere Schranke fiir
die Freie Energie. Dies ist natiirlich nur dann niitzlich, wenn Fy berechenbar ist.

5.3.2 Anwendung fiir Mean Field

Wir wéhlen Hy nun so, dass die Variablen {s;} in Hy nicht miteinander, sondern nur mit
einem ,effektiven Potential® V ({A\0)}) mit den Parametern {\9)} wechselwirken.

Beispiel: Hy = Y, f(si,{\})

Mean Field erhdlt man, wenn man die Parameter {\} so variiert, dass die freie Energie
Foar({\}) == Fo({A\}) + (H1({\})) minimiert wird.

Beispiel: Ising

Wir wahlen Hy = —A )", s; (Paramagnet) mit der Zustandssumme

o

{si ::I:l} 1 s==+1

wobei N die Gesamtanzahl der Spins darstellt. H; ergibt sich dann entsprechend der Auf-
spaltung von H zu

Hi=H—-Hy=-J)Y sisj+(A—=h)> s (5.5)
(i) i
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mit den Erwartungswerten:

(85)g = -+ = tanh(BA)
(sisj>0 iij (5i)0 (sj)o = tanh(ﬂ)\)2

wird daraus

(Hy)g=—J N% (tanh(8X))? + (A — h)N tanh(8)) (5.6)
—
#Paare(ij)
Foor(\) = N _;zn@cosh(m) — 73 tanh(BA)? + (1~ ) tanh ()] (5.7)

Nun wird die freie Energie minimiert

1 OFyqr
0= O\
Amin — h = qJ tanh(BAmin) | = (5.8)
Foar(Amin) = fgln[Qcosh(ﬂ)\mm)] + %()\mzn - h)2
q

Die Magnetisierung (pro Platz) ergibt sich aus der freien Energie

_l dFvar
N dh

1 | OFyar OFyar O

Nl on T Tox  an
——

=0 bei A\pmin
Amin — h
=" - 5.9
" (5.9)
Gleichung [5.9] eingesetzt in [5.§] fithrt zu der
Mean Field Gleichung
| M = tanh [3(¢.JM + h)]| (5.10)

5.3.3 Korrelationsfunktion im Mean-Field Variations-Ansatz

Eine Skizze der Herleitung:
e Fiihre ortsabhingige Magnetfelder h; ein

o 1 0*F
Gol(i—j) = “ B oo
1011

_ 10(si)

~ B on;

(siehe Kap 2)
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e Variationsansatz mit ortsabhéngigen h; und A\(%)
Minimiere Fq({\(®})

L@ g L3 tanh(BAD),)
NN von i
L S (s) =tanh[3(hi +J > (s;)]
j in (ij)

Dies ist ein System von gekoppelten Gleichungen

e Losung bei kleinen h; und nahe bei T
Dort sind die Magnetisierungen (s;) klein und es folgt mit der Naherung tanh(z) ~ x
ein System von linearen Gleichungen

e Losung dieses Gleichungssystems durch Transformation in den Impulsraum
Fir T > Te:

~ 1

— = Ge(p) = y
1- 26J2003(pl)

=1
—_———
wie €

Mit der Nitherung fiir kleine p; (also kleine |p]? d.h. grofie Abstéinde im Ortsraum)

2
Yy
~1— =
cos(y) 5
~ £ 1 2 BJ
G ~N —— — 5= mit = —
CR BT Trire S Y]
—_———— —_——’
FFT von e~ /¢ =0 bei Bc

Fiir T' < T,: dhnlich, hier aber nicht ausgefiihrt.

5.3.4 Kritische Exponenten im Mean Field

3 . P 3 — Tc
(Ising) Folgen aus: M = tanh [3 (¢JM + h)] mit Bq.J = =
Beih=0

1. Kritisches Verhalten von M

T—0:M— %1

T—-T.:|M<1,8Jg~1
3

=> tanh(z) = x — % + ..

3
) o
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Magnetisierung im Mean Field nahe T,:

M=2V3(1+1t)(~t)? (5.11)

Kritischer Exponent ,3“= % (unabhéngig vom Gitter!)

Korrekt:
e 1d: kein Potenzverhalten
[J 2d 6 = 3

L (Quadratgitter, exakt bekannt)
e 3d: B~ < (Kubisches Gitter)

e >4d: B~
. Kritisches Verhalten von x
_ oM _  _ _1-M?
Folgt aus x = Oh — T W

oT>TC:MHO:X:ﬁo<t_“’=>’y=1

oT>Tc:M%\/—3t:>x’fuﬁoct*7/:>’y/:1

In Mean Field v =+' =1 ‘

Korrekt
e 1d: kein Potenzverhalten
e 2d:iy=9=1

e 3d:vy=9"~1.24

. Kritisches Verhalten der spezifische Wéarme c

Folgt aus ¢ = g—% At

N 2
E=<H>=-J] Z <8i><3j>:—5qJM
<i>T e

=> Innere Energie pro Platz u = lim % < H >= —%MQ
N—oo

e I'>T - M—0:¢c=0
0T<TC:Mz\/—3t:c:%

In Mean Field: Sprung in der Wéarmekapazitét (d.h. Phaseniibergang erster Ordnung?!)

In Mean Field a =0 ‘

Korrekt: ¢ ist stetig und hat Phaseniibergang 2. Ordnung in d > 2
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4. Kritischer Exponent der Korrelationsfunktion
aus Kapitel 5.3.3.:

~ 1
T>T,:G.(p) = 5
1—28J 3 cos(py)
=1
ﬁ: (pl7p2a )
&2 1

———
e
__BJ _ BJ

o 1-gB) 1L

52

Kritischer Exponent n:
7 ist so gewéhlt, dass er in MF = 0.

1 ~
GC(T> XX 7_"_” => f => Gc(m X ’]51_2+n

rd—2

In Mean Field n =0 ‘

Kritischer Exponent v

€ oc [t

In Mean Field v = %

Zusammenfassung der Kritischen Exponenten des Ising Modells:

b Bl ol v
Mean Field 93=2= 1 | 0 (Sprung) 3 0
3d Kub. Gitter ¢ =6 | =~ 4.510 R~ % ~ 1.24 stetig | ~ 0.63 | ~ 0.04
2d Quad. Gitter ¢ =4 | 2.269... % = % Z stetig 1 i
1dg=2 ,0¢ ,0% BE stetig 26 ,1e

Man findet: o + 28 + v = 2 ,,Scaling Relation®(exakt in d = 2, numerisch in d = 3 und auch
in MF)

e MF wird besser mit zunehmender Dimension (zunehmender Koordinationszahl)

e Vermutlich exakt ab ,oberer kritischen Dimension“(= 4 bei Ising, kein Beweis)

e MF zeigt oft zu starke Ordnung, zu starke Phaseniibergiange (1. Ordnung statt 2. Ord-
nung, 2. Ordnung statt Crossover), T, zu hoch weil Fluktuationen vernachléssigt wer-
den.
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5.3.5 Landau Theorie

e Annahme: Die Freie Energie kann in einer Potenzreihe entwickelt werden (nicht immer
korrekt).

e Beriicksichtige Symmetrien des Modells.

Beispiel Ising: h=0 (=> Symmetrie M < —M)
Ansatz:
F = Fy+ asM? + agM* + 0 (M") (5.12)

——
hier nicht wichtig fiir krit. Verhalten

(Mit Magnetfeld entwickle mit ungeraden Potenzen von M vernachléssige ab O (M 5))

Stabilitét: ag > 0 (sonst Minimum von F bei M — o)

N L -F
a, > () a, = ()
M M
(a) h=0 (b) h="0
A F-F A F-F
a,< (0

() h=0 (d) h#0

Abbildung 5.3: Freie Energie der Landau-Theorie fiir verschiedene Vorzeichen der Vorfakto-
ren.

Minimum von F bei £Mj:

e as >0—>My=0
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e ap <0— My#0

=> Phaseniibergang bei as = 0. Definiere as = dat

5.4 Landau-Ginzburg Theorie

e Erweiterung von MF um rdumliche Abhéngigkeit d.h. Theorie mit Fluktuationen.

e Variable: ,®(%)“kann eine ,fundamentale Variable“sein (Higgs-Mechanismus)
oder Ergebnis einer Mittelung der urspiinglichen Variable (z.B. Spins) tiber kleine
Raumvolumina (kleiner als ,,Auflésungsverméogen®) (=> grofie Absténde in Landau-
Ginzburg relevant)

Ansatz: Hamilton Dichte: Hyg = %a2|v<13\2 + %u2|<1_5\2 + %)\\@4 — hd

— _ 3 =4
Zra = /'DCI) e [ d3z BHLG(®)
——
dhnlich wie Pfadintegral

« - - - charakteristische Lénge
p? - -+ bestimmt Phase analog as bei Landau-Theorie (darf auch negativ sein)
A > 0--- fir Stabilitét

Landau-Theorie bekommt man bie riiumlich konst. & => ]V§|2 = 0.
> Zp(®g) = e—fd% BHLG(Po) 1yit (I)% _ ‘(I;|2
Beispiel fiir LG:
e Supraleitung

e Higgs-Mechanismus
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6 Reihenentwicklungen

6.1 Tieftemperaturentwicklung des Ising Modells

BT «1e=pI>1

h > 0:

e Zustand mit tiefster Energie:
Zustand: alle Spins = +1.
H=FEy=—-J > 1-1-h3 1

<ij> i

e Kleinste Anregung aus dem (ferromagnetischen) Grundzustand:

Finzelne Spin mit Wert -1. y
Energiedinderung: AF = ¢2J + 2h \ ‘

e Nichst kleinste Anregung aus dem (ferromagnetischen) Grundzustand:

2 benachbarte Spins drehen. T i ’
Energiedanderung: AE = 2(q — 1)2J + 4h l

Aus diesen Uberlegungen ergibt sich die Zustandssumme wie folgt.

N(N —-—q¢—1
Z = e PP (14 Nntw +NIp2-242 4 Mn%uﬂ +0 (6.1)
1 umgekehrter
Spin 2 benachbarte 2 nicht benachbarte
Spins Spins
umgekehrt umgekehrt

mit n = e 287 und w = e~ 200,

Dies entspricht einer Potenzreihe in n und w. Diese Entwicklung ist zuléssig fiir tiefe Tempe-
raturen 8 > 1 bzw. kleinem Magnetfeld.
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6.2 Hochtemperatur-Darstellung

Die Zustandssumme des Ising-Modells kann folgendermaflen umgeschrieben werden:

BJ Z 585
{si}
P58 = cosh(B.J) (1 + i85 tanh(ﬁj)) (6.3)
T
Z = Z H cosh(BJ)(1 + vs;s;) (6.4)
{s} (i7)
= cosh(ﬁJ)N% Z 14w Z SnSm + V2 Z SnSmSISE + ... (6.5)
{si} (nm) (nm)
#(lk)

Dies scheint auf den ersten Blick deutlich komplizierter als der urspriingliche Ausdruck der
Zustandssumme, kann jedoch mittels der Summe 3 {s:} deutlich vereinfacht werden.

Betrachte O(v). Das Produkt s, sy, kann lediglich die Werte +1 annehmen und iiber alle 4
Konfigurationsmoglichkeiten von s, und s,, wird summiert:

VYD spsm=v Y (1-1+1-1)=0 (6.6)
(nm) {s:} (nm)

Ahnlich for O(v?):
v? Z Z\SZ/SmSZSk =0 (6.7)

(nm) {si} +1

#(lk)
Fir jeden Term mit s, = +1 gibt es einen identischen Term mit s, = —1: Die Summe
verschwindet daher.

Die einzige Moglichkeit fiir einen nichtverschwindenden Beitrag ist, wenn Indizes gleich sind
(z.B: n = [): Denn dann ergibt sich s? und der Term ist bei beiden Vorzeichen von s positiv.
Dies muss fiir alle Indizes erfiillt sein: Beitrage ergeben sich daher nur wenn alle Spins in

gerade Ordnung (s2, s, ...) vorkommen.

Die Summe lasst sich grafisch darstellen, mit einer Linie fiir jedes Paar s,s,. Der erste
nichtverschwindende Beitrag ergibt sich fiir v* (Abb. :

vt Z(8182)(8283)(8384)(8481) =t Z 51538357 = v? Z 1 =2yt (6.8)
{s:} {si} {si}

Andere Beispiele fiir verschwindende und nicht-verschwindende Beitrége sind in Abb.

Wie in Glg. ersichtlich ist, liefert jeder geschlossene Graph einen Beitrag zur Zustands-
summe. Die Summation iiber die Spins ergibt stets 2V, die Ordnung ist v/ wobei |G| die
Léange des Graphen ist. Die volle Zustandssumme lésst sich daher schreiben als:

Z = cosh(BJ)Nz 2N Z vl€l (6.9)

Graphen
ohne Rand
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Abbildung 6.1: Erster nichtverschwindender Beitrag zur Hochtemperaturdarstellung bei 2D-
Ising mit ¢ = 4: Ordnung v*.

mol/k

Abbildung 6.2: Die ersten Beitrége weisen keine offenen Enden auf: Sie liefern Beitrége zur
HT-Darstellung. Der letzte Graph hat zwei offenen Enden: Die beiden Spins
in der Mitte sind s3, der Term ist O.

Dies ist eine neue Darstellung des Ising-Modells in nédchsten Nachbar Paaren (nm). Sie ist
bis hier exakt, kann aber zur Ndherung fiir hohe Temperaturen verwendet werden, da v =
tanh 5J klein wird fiir ' — oo und die Reihe bei einer gewédhlten Ordnung in v (und damit
maximaler Lange der Graphen) abgebrochen werden kann.

Sie dhnelt der FK-Darstellung, hat jedoch eine ganzlich andere Struktur:
o FK: 7 ~ Z(__)#gijzl Q#C’luster

e HT: 7 ~ E ,U#Bonds im Graphen

6.2.1 Erwartungswert der inneren Energie

Die innere Energie kann iiber eine Ableitung der Zustandssumme gewonnen werden.

olnZz
E)=—
&) = -5
InZ = Mlncos.hﬂJ + NIn2+ 1HZU‘G|
2

G
olnZ  Ngq 1 1 _ J
= — Jsinh BJ +——= Gl 1)
op 2 cosh 8J sinh 5 +ZU‘G| Z (| o cosh BJ?

Jtanh 8J

G|
:&sz—l J 2ZG|G’U
2 vcosh BJ? 34 0lCl
—_——
(G
NgqJv J
(E) = — - €

2 v cosh BJ?
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6.2.2 Korrelationsfunktion in Hochtemperaturdarstellung

2 (s }sisje_ﬁH
G(1,7) = (s;84) = - 6.10
(:3) = {ovy) = =5 (610

Ahnliche Uberlegungen wie bei der Herleitung der Zustandssumme gelten auch hier, es ergibt
sich:

1
(sisj) = 7 cosh(BJ)N% ZSZ‘S]' 14w Z SnSm + V2 Z SnSmSISE + ... (6.11)
{s} (nm) (nm)
#(lk)

Auch hier gilt wieder, dass nur Terme mit geraden Potenzen von s beitragen, alle anderen
mitteln sich zu 0. Da nun aber die Indizes ¢ und j vorgegeben sind, miissen diese zwangsweise
den Rand eines Graphen bilden. Ein beispielhafter Beitrag zu G(7,j) ist in Abb. zZu
sehen.

L

Abbildung 6.3: Nichtverschwindender Beitrag zur Korrelationsfunktion zwischen den Platzen
7 und j: Die Punkte miissen am Rand des Graphen liegen.

6.2.3 Losung des Ising-Modell in 1D

Mittels der Hochtemperaturdarstellung kann sofort die Losung des Ising-Modells in d=1
gefunden werden. Bei p.b.c. gibt es lediglich 2 mégliche Graphen: keine Paare (v°) oder alle
Paare (vV). Die Zustandssumme ist dann gemif Glg.

Z = cosh™(BJ) 2V (1 + o) =2V (coshN(ﬁJ) + sinhN(BJ)) (6.12)

Bei offenen Randbedingungen gibt es lediglich die Moglichkeit, dass keine Paare existieren:
Z = cosh™ (8.) 2V (6.13)

Da |v| = |tanh | < 1 verschwindet der Term vV im thermodynamischen Limes. Die Zustands-

summe (und damit die freie Energie F' = —% log Z) ist fiir obc und pbc identisch: Randeffekte
sind irrelevant fiir geniigend grofie Systeme.

55 / 76



KAPITEL 6. REIHENENTWICKLUNGEN

6.3 Dualitatstransformation

Die Dualitatstransformation gibt es in vielen Varianten, hier wird sie fiir das 2d-Ising-Modell
gezeigt. Um eine solche Transformation definieren zu kénnen, muss es ein Objekt (z.B. Punkt,
Kante, etc.) des Gitters geben, welches beim Ubergang zum dualen Gitter in sich selbst
iibergeht, siehe Tabelle Beispiele sind die Gitterkante im 2d-Quadratgitter und eine
Plakette des 4d hyperkubischen Gitters.

Tabelle 6.1: Ubergang Gitter +» Duales Gitter

Urspriingliches Gitter Duales Gitter

2d Quadratgitter Plaketten > Punkt
Kante ~ Kante

Punkt > Plakette

3d kubisch Wiirfel > Punkt
Plakette ~ Kante

Kante > Plakette

Punkt > Wiirfel

6.3.1 Ising-Modell auf dem Quadratgitter (h=0)

In der HT-Darstellung ist die Zustandssumme Z gegeben durch die Summe iiber alle Graphen

G ohne Rand (0G = 0). In zwei Dimensionen bilden die Graphen Rénder von Regionen des
dualen Gitterd'

Deswegen kann man die Graphen auch auffassen als die Rdnder von Clustern einer Tieftemperatur-
Entwicklung des Ising-Modells auf dem dualen Gitter. Da das duale Gitter ebenfalls ein 2D-
Quadratgitter ist, beschreiben beide Darstellungen das selbe Modell.

HT-Darstellung:
Jede Kante des Graphen G trigt ein Gewicht tanh(3.J)
TT-Darstellung:

5i5; 1, s; = s; — innerhalb eines Clusters 11— 26(ij auf Rand)
—1,s; # s; — am Rand

Z(ﬂ/) x eﬁ/‘]% (67218/1]) #Rand-Bonds

Die Anzahl der Rand-Bonds ist gleich der Lénge des Graphen.

Das relative Gewicht eines Graphen ist in beiden Darstellungen gleich, wenn gilt:

tanh(3J) = e~ 2%/ (6.14)

Die Aquivalenz des Ising-Modells bei 8 (z.B. 8 klein — HT) und 8’ (z.B 8’ gro — TT)
bezeichnet man als Dualitét.

Aus der Annahme, dass es nur eine kritische Temperatur 7, = 13, gibt (nur ein einziger

'auf unendlich grofen Systemen oder bei offenen Randbedingungen (obc)
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Phasentibergang), folgt, dass die untere Grenze der HT-Phase mit der oberen Phasengrenze
der TT-Phase zusammenfillt und man schreiben kann:

& tanh(B.J) = e~ 2P/
| sinh(28.]) = 1| (6.15)

1
= B.J = 5zn(\/i + 1) ~ 0.44068679
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7 Transfermatrix

Dieses Kapitel fithrt die Transfermatrix am Beispiel des 1d-Isingmodells ein:

D

HZ—JZ,-ZQSiqSi 1 2 N-1 N 1 2 N-1
obc pbc

7.1 Direkte Losung bei h=0 und obc

Zustandssumme: Laésst sich mithilfe einer Rekursionsformel finden:
=P ¥ BT S BT
{51'} {Si,’i<N} SN

ZN-1 > sN—1sn unabh. von sy_1

Zn =2 cosh(BJ)Zn—-1 Rekursion (2 COSh(fBJ))NﬂZl

Zn = 2V cosh(BJ)N 1 (7.1)

Korrelationen: Fiir A = 0 kann man sich eines Tricks bedienenE] und variable Kopplungen
J; einfithren:

N N
H = Z Jisi—18; — Zn =2 H(2 COSh(ﬁJZ‘))
i=2 i=2
1 1 = =~
<Sm3n> = 2 Z SmsneiﬁH = E Z(Sm Sm+1)(8m+1 s Sn—l)(sn—l Sn)ei/BH
{si} {s:}
1 0 0 0
_ —BH : .
= — . e — Ableitungen vertauschen mit Summe!
Z £ 081 03 Tmrz BT, °
1 n
0 0 4_ II tanh(8Jy) (7.2)

= Z0BImi1 0BT, fmt

Zum Schluss stellt man die Isotropie des Systems wieder her, indem man alle J; = J setzt.
Damit ergibt sich fiir zwei Spins im Abstand r:

(smsuner) = (tanh(8))" = (™) (7.3
1
*~ (tanh(37)) (74)

Tm Allgemeinen so nicht moglich
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Bei groflem S verhélt sich die Korrelationsliange wie:

1 957
€~2€

divergiert also exponentiell in 8 fiir 8 — oo und nicht, wie in héheren Dimensionen, po-
tenzartig. Das 1d-Isingmodell hat somit eine Art "Phaseniibergang” bei T' = 0, jedoch mit
exponentiellen Abhéngigkeiten von § — ”"Phasengrenze”.

7.2 Zustandssumme via Transfermatrix

Unter Beachtung der Periodizitét (sy4+1 = s1) kann man die Zustandssumme schreiben als:

v = Z GBI sisiratBhY i (7.5)
{si}
Was man in néchste Nachbar-Paare (ij) umschreiben kann:
N =s1
Zn =Y ] V(sissiz1) =D V(s1,52)V(s2,583) - V(sn,5nr1) (7.6)
{si}i=1 {si}
mit V (s, s') = efTss'tahs+s) o »Tyansfermatrix” (7.7)

V(+,+) V(+, - BIHBh =BT |
' lvg_ +§ VE_ —;] - [ e—BJ  oBI-Bh| 7 symmetrisch

Die Summen {iber so, s3,... lassen sich als Matrixmultiplikationen der einzelnen Transfer-
matrizen V(s,s’) auffassen und die Summe tiber Spin s1 = sy41 ist nichts anderes als die
Spur iiber das Produkt aller Matrizen. Da die Matrix V unabhéngig von den einzelnen Spins
s, ' ist, erhidlt man fiir die Zustandssumme:

Zn = Tr(VY) (7.8)

N.B. Analogien zur Transfermatrix:

BH

1. Quantenmechanik: Z = Tre BH = Tr((e” ™ )M)

Transfermatrix in der imaginédren Zeit

2. Markov Chain Monte Carlo (MCMC): Markov-Matrix P, welche so konstruiert
ist, dass mo P™ = mit 7 der gewiinschten Verteilung, sowie 7P = 7 (Stationéritét).

Die Matrix P beschrelbt hier ,/ Transport® in rdumlicher Richtung

7.2.1 Berechnung von Zy iiber Diagonalisierung von V

Da die Transfermatrix V symmetrisch ist, konnen die Eigenvektoren diagonal gewéhlt werden
und man kann V zerlegen:

V=aQ (AO 0) Q7! mit Q = (#,,71) (Eigenvektoren #,, ] als Spalten)

0 A
=A
Tr (VV) = Tr (QAQTIQ- - AQT) ™I ™ my (AN) =y (Aév A%)
Zy =AY +AY (7.9)
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Allgemein (fiir andere Modelle) findet man:

Zn =Y A (7.10)

Fiir das betrachtete 1d-Ising-Modell erhélt fiir die Eigenwerte A:

X1 = B cosh(BJ) &+ \/625J sinh?(Bh) + e—267 (7.11)

mit Magnetfeld (h # 0), bzw.
Ao = e’ +e P/ (7.12)

)

ohne Magnetfeld.

7.3 Thermodynamik mittels Transfermatrix

Wie im Kapitel gezeigt lasst sich die Zustandssumme tiber die Eigenwerte A der Trans-
fermatrix schreiben:

Zn =Y A" (7.13)

Sortiert man die Eigenwerte der Groéfle nach und zieht den grofiten Eigenwert Ao heraus,

ergibt sich
Zn =X [1+> (& 7.14
N 0 < * <)\0> ) (7.14)

>0
Im thermodynamischen Limes (N — oo) verbleibt nur mehr der grofite Eigenwert, alle Terme

der Summe gehen gegen 0. Im folgenden werden einige Gréflen des 1D-Ising-Modells berech-
net.

7.3.1 Freie Energie

Fir die freie Energie pro Platz f gilt damit:

f= —]\;ﬁlogZ = —;)\0 (7.15)

Alle thermodynamischen Groflen hiangen von der freien Energie (oder deren Ableitungen) ab.
Damit ist die gesamte Thermodynamik des Systems vollstdndig durch den gréfiten Eigenwert
Ao und dessen Abhéngigkeit von T', h, etc. bestimmt.

7.3.2 Magpnetisierung

Die Magnetisierung (pro Platz) ist gegeben durch M = —8% f(h,T). Kurze Rechnung ergibt
damit fiir das Ising-Modell in 1D:
e/ sinh(Bh)

M =
\/ewj sinh?(Bh) + e~287

(7.16)

Fiir h — 0 geht auch die Magnetisierung gegen 0. Das Ising-Modell in 1D zeigt daher (auch
im thermodynamischen Limes) keine spontane Magnetisierung.
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7.3.3 Suszeptibilitat

Die Suszeptibilitat ist gegeben durch y = %—A}i[ Fir h = 0 ergibt sich

Y = 287

Fir T — 0 (8 — oo) divergiert die Suszeptibilitit daher exponentiell.

7.3.4 Innere Energie

Die innere Energie ist gegeben durch

0
=95 (Bf)
Fir h = 0 ergibt sich
u = —J tanh 8.J

7.3.5 Spezifische Warme

Fiir die spezifische Wéarme bei h = 0 ergibt sich:

czg%:kBmﬂ2Q—an5@

Fiir T'— 0 ergibt eine Entwicklung:
e (B) e

Die Warmekapazitéat geht also fiir T' — 0 exponentiell gegen 0.

7.4 Korrelationsfunktionen mittels Transfermatrix

Gesucht ist die verbundene Korrelationsfunktion:

G = (AoBr) — (Ao) (Br)

(7.17)

(7.18)

(7.19)

(7.20)

(7.21)

(7.22)

Die folgende Rechnung (rdumliche Korrelationsfunktionen im klassischen Modell) weiit star-
ke Ahnlichkeiten zur Berechnung von Greensfunktionen in quantenmechanischen Modellen
(Lehmann-Darstellung) auf. Dies liegt an der dhnlichen Struktur der Zustandssumme. Klas-

sisch mit Transfermatrix V:
Z N =tr VN

Quantenmechanik nach Zerlegung in imaginére Zeitschritte:

Z =tre PH =1 (e*%H)N

(7.23)

(7.24)
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7.4.1 Einplatz-Operator in Transfermatrix

Fiir den Erwartungswert eines lokalen Operators A (z.B. A = Sp) gilt:

tr AVN
A= ——— 2
()= T2 (7.25)
Mittels der Spektraldarstellung von V'
V= E )\i ‘%) <1)Z| (726)

ergibt sich:

(Aog) = )\N Z (v| Ao (Z iy |viy) v11|) (Z iy [Vig) 022\) ) (7.27)

- m > (0] Ao ) AY (7.:28)
1 Aj N
Sy Sl (%) (7.29)

Im thermodynamischen Limes verbleibt wiederum nur der gréfite Eigenwert und es ergibt
sich:

[(40) = (v0] 4o vo)] (7.30)

7.4.2 Zwei-Punkt-Korrelationsfunktion in Transfermatrix

Analog ergibt sich fiir zwei Operatoren A, B an den Plidtzen 0 und R mittels Einsetzen der
Spektraldarstellung von V:

1 _
(AoBR) = Wtr (A0V*BRV Y1) (7.31)

)\N Z Z Z AN <UJ | Ao [vi,) iy [vig) - AVig | BR|vK,) <vk1’ |Uj>

J i1ig ki EN_Rr

(7.32)
=5 AN > (v Ao vi) (vi | Br | vj) AFATH (7.33)
k By
Im thermodynamischen Limes verbleibt nur der Term j = 0 und es ergibt sich
A\ B
<AoBR> = Z <U0 | A() |U2> <Ui ’BR | U0> (A()) (734)

%

Der Summand mit ¢ = 0 ergibt (A) (Bg), wodurch sich die verbundene Korrelationsfunktion
G schreiben lésst als:

A\ *
G = (AaBr) — (Ao} (Bi) = 3 (oo | Ao ) o1 | B o) (5 (7.3)
>0 0
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Fiir den Spezialfall B = A" wird aus Glg.

A\ B
Gaat = Z [(vo | A | vs)|? ()\) (7.36)
i>0 0
_R
= cie & (7.37)
>0

Die verbundene Korrelationsfunktion ist damit eine Summe von abfallenden Exponential-
funktionen mit Korrelationslédngen:

1
J— 7.38
- (7.39)
Die grofite Langenskala/Korrelationslange ist daher
1
= 7.39
£~ o (7.39)

Die Korrelationsldange ist damit bestimmt durch das Verhéltnis des gréfiten und und zweit-
groften Eigenwerts. Ahnliches (grofiter und zweitgrofiter Eigenwert) ergibt sich bei:

e Quantemechanik: Gap-Energie zwischen Grundzustand und erstem angeregten Zustand

o Markov-Ketten: Autokorrelationszeiten sind durch zweitgroiten Eigenwert der Markov-
Matrix bestimmt

Fir das Beispiel des 1D-Ising-Modells ergibt sich fir die Eigenvektoren von V:

[ cosy . sin ¢
UO_( sin ¢ > Ul_( cosgp) (7.40)

¢ = 2%’ sinh Sh (7.41)

mit
Damit ergibt sich fiir die Spin-Spin-Korrelationen:

R
(SoSRr) Nz cos®(2¢) + (i;) sin?(2¢) (7.42)
G =(SoSk) — (So) (Sr) = (tanh(8.]))" sin®(2¢) (7.43)

Zusammenfassend: Die gesamte Thermodynamik steckt im grofiten Eigenwert A\,
die Korrelationen stecken im zweitgrofiten Eigenwert ;.

7.4.3 , Kritische Exponenten des 1D-Ising-Modells*

Fiir T — 0 zeigen alle Grofien eine exponentielle Abhéngigkeit (statt einem potenzartigem
Verhalten). Um dennoch kritische Exponenten zu bestimmen, kann man (statt ¢ = T%CTC)
definieren

t:=e2 (7.44)

und damit das exponentielle Verhalten in die Definition von ¢ stecken. Es folgt damit:

x o €28/ L =v=1 (7.45)

£ x e2P/ v =v=1 (7.46)
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7.5 Verallgemeinerung von Transfermatrizen fiir ,,2D*“-Systeme

Fasse ein System der Grofle N x M - mit g Freiheitsgraden pro Platz - als eine Kette von
M Untersystemen der Grofle N x 1 auf. Jedes Untersystem hat dann ¢ - N Freiheitsgrade.
Die Transfermatrix hat dann statt [¢ x ¢] die GroBe [¢VV x ¢V], der Aufwand steigt daher
exponentiell mit der Breite des Systems.

Dieser Ansatz eignet sich besonders um Systeme zu simulieren, die schmal aber sehr lang
sind (M >> N). Der thermodynamische Limes kann lediglich fiir M — oo erreicht werden,
nicht jedoch fiir N. Fiir die Thermodynamik ist lediglich der groBte Eigenvert von V' relevant
welcher somit effizient (z.B. mittels Lanczos-Verfahren) berechnet werden kann.
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8 Renormierungsgruppe

Fragestellung:
e Warum gibt es Universalitdt und Universalitdtsklassen?

e Warum gibt es Beziehungen zwischen den kritischen Exponenten
»,okaling Thermodynamische Ungleichungen®: tatséchlich Gleichungen

Antworten darauf und analytische Zugéinge zu komplizierteren Systemen aus der ,,Renormie-
rungsgruppe“(RG): K.G. Wilsen 1971.

Allgemeine Idee:

e Andere Iterativ die Lingenskala auf der man ein System betrachtet durch Entfernung
von Freiheitsgraden

e Beschreiben mittels einer effektiven Hamilton-Funktion

e Am kritischen Punkt (£ = 0o0) bleiben physikalische Eigenschaften bei der Transforma-
tion erhalten => Fixpunkt der RG-Transformation

8.1 RG-Transformation

(hier: eine Variante im Ortsraum)

Reduziere die Anzahl der Freiheitsgrade N — N': ,Skalen Faktor“b? = % oder fasse jeweils
3x3 Pldtze zu einem neuen Platz zusammen (b = 3).

Neue Spin-Konfiguration: neue Freiheitsgrade sollen dieselbe Anzahl von Werten haben (Ising:
2 Werte).

Abbildung 8.1: Méglichkeiten zur Reduktion der Freiheitsgrade

Wertzuweisung: z.B. Majoritatsentscheidung: 3x3 Spins — s’ oder , Integration“iiber die Weg-
gelassenen Freiheitsgrade (z.B. im Impulsraum: integriere iiber hohe Impulse).
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Forderung: Zustandssumme soll dem Wert nach gleich bleiben. Die neuen Freiheitsgrade wech-
selwirken mit einer neuen Hamiltonfunktion.

Z=SeH=S e =y
{s} {s'}
(im ersten Schritt: H = SH)
s... alte Freiheitsgrade
s'... neue (weniger) Freiheitsgrade

Dies definiert eine Abbildung H — H' = RH
R... Transformation

Skalierungen

e Freie Energie pro Spin: f/(H') = b f(H)

e Lingenskalen: r — 1/ = 3r

speziell £ — & = $¢
e Impulse p — p' = bp

lg,

e Man findet, dass Spins ebenfalls reskaliert werden sollten: s, — s/, = <

Dann gilt G(7, H) = 2G(r', ')
Fixpunkt:

¢ = 1€ < € aufer £ =0 oder oo
Am Fixpunkt gilt: H = H' = Hx* (nur bei unendlich groflen Systemen)

Beispiele:
o T = oo: vollig ungeordnetes System & = 0

e T = 0: meist vollig geordnetes System. Bei h > 0 ist (s;) = 1, daher gilt: £ = 0, da
e

ms

verbundene Korrelationsfunktion G = (s¢s,) — (so) (sr) =~

e T'=T.. (=00

8.2 RG-Fluss im Parameterraum

In der folgenden Herleitung gibt es Inkonsistenzen zwischen h und (h.

H ist eine Summe von Funktionen von (eventuell vielen) Spins. Schar aller solcher Funktionen
sei {fa} oder f.

Beispiele: f(1)(s:) = si, f(2)(5i,85) = 8i8j, -
zusétzliche Parameter (wie h, Ji;): fi

A | H =Y pafo = iif

Die RG-Transformation vergrofert meist sehr schnell die Zahl der (von Null verschiedenen)
Parameter (— spéter).

RG-Transformation:

H' = R(H) und H = jif
und somit:

W= R(n) <==>H =4 f
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Am Fixpunkt gilt: i = ,J’ =¥

In der Nihe des Fixpunktes (versuche) Linearisierung (manchmal sind hohere Ordnungen no-
tig)

f=f*+0i  (0f.. kleine Abweichung vom Fixpunkt)
po=pg*+op

Linearisierung: dp/ = A(Z*)of
mit der RG-Matrix A(/*) mit Eigenwerten A; und Eigenfunktionen v;.

Iteration von RG-Transformationen:
5" = Ab25ﬁ/ = Ay, Ap, 0fL (8.1)
—
Abl bo

App, ist die RG-Transformation mit Skalenfaktor by - b. Daraus folgt die folgende Gruppe-
neigenschaft (daher Renormierungsgruppe):

A(b2) - A(br) = A (b1 - b2) (82)

Betrachte den Fall, dass Skalenfaktoren b kontinuierliche Werte annehmen (z.B. Impulsraum-

Skala), dann folgt die Losung
e

mit “kritischen Exponenten” ;.

Darstellung in der Eigenbasis von A:

f=i+> gt @ =g+ g (8.4)
7 7

- wha o -

Dabei bezeichnet g; den Abstand vom Fixpunkt in Richtung des Eigenvektors v;. Es gilt
b>1.

Fallunterscheidung;:

y; > 0: g; wichst bei der RG-Transformation, d.h. das System entfernt sich vom Fixpunkt in
Richtung ;, aufler wenn g; = 0. Man spricht von einer “relevanten Variablen” g;. Eine
solche muss passend eingestellt werden, damit man zum Fixpunkt kommt. Beispiele: Im
Ising-Modell sind Magnetfeld (h = 0) und Temperatur (7' = T;) relevante Variablen.

yi < 0: g; schrumpft, das System nahert sich dem Fixpunkt bei der RG-Transformation. =
Der Anfangswert von g; ist egal (solange er klein genug fiir die Linearisierung ist). g;
ist eine “irrelevante Variable”.
= Universalitdt: Verschiedene physikalische Systeme haben denselben Fixpunkt (=
dasselbe kritische Verhalten (s.u.)).

y; = 0: In der linearen Naherung bleibt ¢g; konstant. “marginale Variable” = Es ist eine
Néherung hoherer Ordnung nétig.

e Bei y; = 0 ist es auch moglich, dass die kritischen Exponenten sich kontinuierlich als
Funktion eines Parameters in H &ndern, d.h. keine Universalitét! Selten: (Nur?) 2-dim
XY-Modell (s.u.) plus verwandte Modelle z.B. 2-dim SOS-Modell und 1-dim Spin-1/2-
Quanten-Heisenberg-Modell (Spin-Kopplung nicht isotrop).
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9, (i imihur

4

Abbildung 8.2: Renormierungsgruppenfluss fiir relevante/irrelevante Parameter.

e In der Regel gibt es nur wenige relevante Parameter. Beispiele:
— Magnetische Systeme: 2 relevante Parameter: h, T'
— 3-dim Flissigkeiten: ebenfalls 2 relevante Parameter: p, T

o Welche Parameter relevant sind und die Werte der kritischen Exponenten y; héngen
vom Fixpunkt ab.

e Ein System heifit “renormierbar”, wenn die Anzahl der relevanten Parameter endlich
ist.

N.B. Elementarteilchenphysik: “Kontinuumslimes”
1. Beschreibe System auf grober Skala (oder mit kleinem maximalen Impuls)
2. Verfeinere die Skala — brauche eventuell mehr Parameter

3. Forderung (n6tig??7?): Kontinuumslimes existiert, d.h. die Raumzeit hat keine rdumlich
diskrete Struktur

Crossover: z.B. Situation mit 2 Fixpunkten: Fixpunkt A mit 1 relevanten und 1 irrele-
vanten Kopplung, Fixpunkt B mit 2 irrelevanten Kopplungen. Beim urspriinglichen System
mit diesen Kopplungen “lauft” das System bei einer RG-Transformation (d.h. betrachten auf
groberer Skala) zunédchst ndher zu A, dann zu B. Beispiel: Scheibe mit sehr groflem Radius:
System wirkt bei kleinen & 3-dimensional, danach 2-dimensional. (Entlang der RG-Fluss-Linie
wéchst die Korrelationslidnge &.)
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Abbildung 8.3: Crossover im Parameterraum. A hat einen relevanten Freiheitsgrad (x-
Richtung), B hat nur irrelevante Freiheitsgrade.

8.3 Skalenverhalten und kritische Exponenten

Zur Erinnerung: Aus den thermodynamischen Definitionen folgen die “Skalenrelationen”

a+28+v>2 (8.6)
a+pB(1+9)>2 (8.7)

)

Mit Annahme iiber die Form der Korrelationsfunktion folgen auch die “Hyperscaling-Relationen’

y<(@2-nv (8.8)
dv>2—a (8.9)

In Wirklichkeit findet man, dass diese Beziehungen als Gleichungen erfiillt sind.

Erklarung durch die Renormierungsgruppe

Die freie Energie pro Spin verhilt sich bei RG-Transformationen wie f’ = b%f, d.h. f (i) =
bef (ji). Nahe am Fixpunkt ergibt dies

f(gh,ghy o) =bf (g1.92,-..) (8.10)
= f(%g1,0%gs,...) =bf (91, 92,...) (8.11)

Beispiel: Magnet: Man findet, dass dort nur 2 relevante Parameter existieren, ndmlich g; =
t = T7L= und go = h, d.h. hier gilt (bei kleinen ¢ und h)

[t h,gs,...)=0b"0f (bW, bY2h, 0¥ g3, .. .) (8.12)

Kritischer Exponent «: spezifische Warme

82 f

! —_
h=

0

Cc

hier:

a2f (t7 h=0,.. ) bfdeyl 82f (givgé =0,.. )

8.14
ot? g ( )

gi =bY1t

Gleichung stellt einen Bezug her zwischen der Warmekapazitét %

';") bei Temperatur
t (linke Seite) und Temperatur ¢i = b¥'t (rechte Seite). Mit dem Ansatz ¢ o [t|~® ergibt

sich:
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c(t) = b2 de(b¥1t) (8.15)
|t~ = p2v | pyrg (8.16)
1 = p-d-una (8.17)

Da b > 0 kann der letzte Ausdruck logarithmiert und aufgelost werden. Es ergibt sich:

d
a=2-— 8.18
" (8.18)

Alternative Herleitung:

Annahme: b ist kontinuierlich withlbar. Wiihle b so, dass b¥! |t| = const. (bei Anderung von
t) = [t| ~ b~ ¥

2 _ u 2
o°f (t, gﬂ 0,...) g |t|572 0 f(%1,20,...) (8.19)
91 g1=const.
= const
d
!
unabhéingig vom Vorzeichen von ¢, d.h. a = /.
Analog findet man:
B=(d—y)/yu M~ (8:21)
v=Q2yp—d)/yn x~t (822)
S=y2/(d—v1) b~ |M|° (8.23)

Hier gibt es nur 2 relevante Parameter (¢,h)
= 2 Exponenten y1, y2 bestimmen 4 physikalische kritische Exponenten «, 3, , ¢
= Es gibt Beziehungen zwischen «, 3, , d, ndmlich die 2 Skalenrelationen.

Kritische Exponenten der Korrelationslange: v(n)

Die Korrelationsfunktion G(r) = (sos,) — (so) (s,) wird mit der Transformation s; — s, = cs;
in der Ndhe des Fixpunktes:

G(r,t,h,gs,...) x ()G (Z,bylt, BY2h, bY3 gy )

BN
Léngen skalieren bei der RG-Transformation also wie |t|¥1 Das kritische Verhalten der Kor-
relationslidnge ist £ o< |¢|”" womit sich v = i ergibt.

Da der kritische Exponent « auch nur von y; abhéngt, folgt eine ,,Hyperscaling“-Gleichung:
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8.4 Beispiel fiir eine RG-Rechnung

Wir benutzen das 1dimensionale Ising-Modell, da hier eine exakte Rechnung méoglich ist. Als
RG-Transformation wird jeweils nur jeder zweite Spin verwendet (sieche Abbildung) wodurch
sich b = 2 ergibt. Der Renormierungsgruppenansatz liefert:

H = —KZ SiSi+1 — HZ S; — ZC (8.24)

Zunéchst mit K = 5J; H = h; C = const(s.u.)
(8.25)

7 — Z e H — Z H eKSi(Si—1+Si+1)+HSi+H%(Si+1+8i—1)+20 (8.26)
(s:} {51} i=2,46,...

Summe uber sg, 4, Sg, - - -
= Z H |:6K(Si—1+8i+1)+H+%(Si—1+Si+1)+QC +e—K(si,l—&—sHl)—H+%(si,1+gi+1)+20}

51,83,...1=2,4,...

(8.27)
Umbenennung von i auf j
= Z H {e(K+%)(Sj+Sj+1)+H+QC + o~ (E=5)(sj+sj+1)—H+2C (8.28)
S5 J
L 3 oM — ST1 oK'sjsjr1+H's;+C' (+ev. weitere Terme) (8.29)
5j 5 J

Es wire Umskalierung der Spins moglich, ist aber nicht notwendig. Hier ist es exakt 16sbar
und es gibt 3 Falle:

® Sj = Sj+1 =1
® 5;=s5j11=-—1
® S; = —S5j4+1 = +1
Aus diesen 3 Fillen folgen 3 Gleichungen fiir 3 Unbekannte K', H', C":
oy opcosh(2K + H)
et =t ——— 7
cosh(2K — H)
4k’ cosh(2K + H)cosh(2K — H)
e =
cosh?(H)
e1C" = £8C cosh(2K + H) cosh(2K — H) coshQ(H)

Die ersten beiden Gleichungen sind unabhéngig von C wodurch sich der RG-Fluss in K und
H ergibt.

Nebenbemerkung:

Bei T = inf kann die freie Energie f direkt berechnet werden und der RG-Fluss kann oft
benutzt werden um f bei 7" < inf zu berechnen.
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KAPITEL 8. RENORMIERUNGSGRUPPE
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Abbildung 8.4: Fluss der Renormierungsgruppe im 1d Ising Modell

Linearisierung (Berechung des kritischen Verhaltens)

Beispielsweise die Linearisierung der RG-Flussgleichungen um den kritischen Fixpunkt:

_ _ —2H _ 4 —4K _ .4
(T=0,h=0)< (e =1l,e =0),e=y—y
y T
ergibt 2’ = 4z, ¢ = 2¢. Das heifit die jeweiligen Eigenwerte sind \; = 4, Ay = 2. Betrachtet
man das erwartete Verhalten gi’ = \;g; = bYig;, hier mit b = 2 ergibt dies die

Kritischen Exponenten:

n=2y=1

Anmerkungen

Meist sind Néherungen nétig. Zum Beispiel die ,,e-Entwicklung“mit ¢ = d — 2 oder d — 4 je
nach Modell. e wird durch geschickte analytische Fortsetzung eingefiihrt, z.B. d! — I'(d + 1).
Diese Methode geht zuriick auf Gerard ’t Hooft.

Auch numerische Zugénge sind moglich (,DMRG*)
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9 Der Kosterlitz-Thouless-Phaseniibergang
(topologisch!)

Typisch in 2 Dim. mit kontinuierlicher Symmetrie, auch relevant fir High-Tec (2 Dim. schich-
ten, T>0), Helium Filme und 4 Dim. Gittereichtheorie.

Klassische Systeme: Fliissigkristalle
Entdeckt mit einer RG-Analyse 1974
Exakt in Body Centered Solid on Solid Modell (,BCSOS-Modell“) = ,,6-Vertex-Modell“

9.1 Das klassische 2 Dim XY-Modell

Winkel ©,, € [0, 27]

Energie: H=J > cos(©, —6O,)
<> N —
=5,5,
Zustandssumme: Z = Y e PH
{©n}

Globale Symmetrie: Rotation aller ,,Spins“um den selben Winkel.
In d = 2 (Quadratgitter) hat das Modell sehr ungewohnliche Eigenschaften.

Dazu: Das Mermin-Wagner-Theorem (rigoros, einzeln fiir jedes Modell)

e In d < 2 Dimensionen (Gitter) kann eine kontinuierliche globale Symmetrie (z.B. 0) in
einem klassischen System nicht ,spontan gebrochen“sein.

d.h. lim lim < ©,, >= 0 bei allen Temperaturen
h—0 N—oco

e Analog
— diskrete Symmetrie in d =1

— Quantenmechanische Systeme bei T'> 0 in d < 2
Weltlinienbild: Rechnung auf d + 1 dimensionalen Gitter da eine zusétzliche Di-
mension bendtigt wird (Werte von 0— 3). Ist 8 endlich und werden die rdumlichen
Dimensionen gegen unendlich geschickt, so verhalt sich das System so, wie ein
System mit der rdumlichen Dimension. Deshalb gilt es fiir d < 2. Ist T'= 0, dann
ist § = oo und das Theorem gilt nur fir d = 1.

NB:

Elitzer-Theorem:

Eine lokale kontinuierliche Symmetrie (z.B. in Eichtheorie A,(x,t) — A,(z,t) + 0, \(x,1)
kann nie spontan gebrochen werden.

zu unterscheiden:
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KAPITEL 9. DER KOSTERLITZTHOULESS-PHASENUBERGANG
(TOPOLOGISCH!)

1. Spontane Symmetrie Brechung ,,.SSB*: lirr%) lim <8 >#0

2. Langreichweitige Ordnung ,LRO“: hm lim < S;Si+r >#0

R—oo N—oo
3. Von Null verschiedene ,,Stiffness“: T = lim i 2°F
’ ? B eSS La-1 0?

exponent richtig?

zu Stiffness: Hier wird ein periodisches System mit Randbedingungen betrachtet, bei dem
sich der Winkel ©® am Rand um ® adndert (0141 = ©1 + ®). Beispiele:

o XY-Modell
e Peierls-Phase (mag. Fluss) in elektromagnetischen Modellen
e Supraleitende Stiffness (=> Meissner Effekt)

Man kann zeigen dass: SSB => LRO => endl. Stiffness (nur in diese Richtung mégliche).
Beispiel: Supraleitung!

Quantenmechanisch: ,,Off-Diagonal Long Range Order“(ODLRO):
z.B. hm < CTO%OCL)CIO >0
ODLRO => endl. Stiffness

2d-XY-Modell

e Keine spontane Symmetriebrechung, keine LRO, aber Sprung in der Stiffness bei allen
Temperaturen T' < Tk

e Phaseniibergang ,unendlicher Ordnung*. Freie Energie und alle ihre Ableitungen ana-
lytisch

e In der Tieftemperatur Phase dndern sich die kritischen Exponenten als Funktion der
Temperatur!
Universalitéit verletzt!

Dies sieht man schon in einer Néherung:

Grenzfall sehr tiefer Temperatur (5 groff)

Energie wichtig => ©,, variiert raumlich langsam => cos(©, — 0,,) ~ 1 — %(@n —On)%
Diese Approximation heifit ,,Gaufische Naherung“da die Zustandssumme wie eine Gaufifunk-
tion aussieht. Resultat: Spinwellen

Nach ein wenig Rechnen:

1
. 1\ z#87
¢! (©0=Onr) (|R|) QM (9.1)

Potenzartig!

Kritischer Exponent ist eine Funktion von (!

Grenzfall hoher Temperaturen (3 klein)

—BJ c08(©n—6m)
< ¢(©0—ORr) - — % 02” (H d@j> e (©0—Or) o <nzr:n>
J

Entwicklung in
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KAPITEL 9. DER KOSTERLITZTHOULESS-PHASENUBERGANG
(TOPOLOGISCH!)

mit [;7dO = 2 und [;" e~*©dO = 0 analog zu %1 si =0
si=

Nach Rechnung (Damit Integral einen Beitrag liefert benttigt man eine ,,Verbindung“von 0
und ©p mittels Faktoren von Jcos (0, — O,,):

< €®0=Or) s (B E = F n(57) _, €= 1 (9.2)
1
in(37)

li =
fm ¢ = o
Tatsédchlich
& < oo oberhalb von Ty und £ = oo mit potenzartiger Korrelationsfunktion fiir alle
T < Trer.

»Anregungen“des XY-Modells:

b /=~ \ |

AN V4
{
L

Nl

Abbildung 9.1: Anregungen des XY-Modells: Spinwellen(oben) und Vortizes(unten)

1. Spinwellen (in gauBscher Néherung enthalten)

2. ,Vortizes“
Windungszahl ¢ := % ¢$ VOdr

Dies sind ,, Topologische“Objekte: lokale Spindnderung kénnen keine Vortizes erzeugen
oder Vernichten.
Figenschaften:

o Energie (Wechselwirkung) eines Vortexpaares (im Abstand R in 2d): AE = ... =
In(R)

e Entropie dazu: 2 Vortex kann an allen N Platzen des Gitters sitzen.

e Freie Energie eines zusétzlichen Vortex in Umgebung von Vortizes (positiv oder
negativ?) AF = E—TS = ¢ In(R) —1T In(N) < (T, — T)In(N)
———

c) In(N)
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KAPITEL 9. DER KOSTERLITZTHOULESS-PHASENUBERGANG
(TOPOLOGISCH!)

9.2

Bei tiefen Temperaturen: wenige Vortizes, meist in gebundenen Paaren.
Bei hohen Temperaturen: ,viele Vortizes“, ,,Kondensat*

Verwandte Modelle (alle in d=2)

Zeigen alle KT-Ubergang und gleiches RG-Verhalten: XY kann man mit folgenden Modellen
nédhern:

9.3

Villain-Modell
XY ~ DGSOS-Modell (Discrete Gaussian Solid on Solid; Dualitétstransformation via
Gaufscher Integration).
—% 2 (hi=hy)?
7 X Z e <ij>
{hi}
Diskrete Hohen: h; = 0,+£1,£2,---
XY = Skalares masseloses Feld mit Quellen =~ ,Sine-Gordon-Modell“(angelehnt an
Klein Gordon Gleichung)

XY-Modell = Spinwellen + (unabhéngig in Néherung) ,,Coulomb-Gas“von Vertizes
BCSOS-Modell (exakt Losbar) = ,,6-Vertex-Modell*
5 > |hi=hy]

Z = > e <u> mit Einschrankung dass h; — h; = 0, £1.
hi=0,4£1,42,...

FEin limes dieses Modells ist das 1 dim Spin % Quanten-Heisenberg Modell 777

Einige Ergebnisse der RG-Analyse

7‘_2
Kritische Temperatur: 78x7J — 2 ~ e~z P&/

Korrelationsldnge nahe Txp:

T,
T>Tgr:Ex econst T_ggT
T<Tkr: f =00
Freie Energie pro Platz: 5f « 5%

» 7
Korrelations Funktion bei Typ: < €(®0=Or > (%) mit n = %

Stiffness (= Helizitét): Sprung bei Txp von Y = 2Tk auf 0
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