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0.1 Zeitabhiangige (Diracsche) Storungstheorie

Haufig interessiert man sich fiir zeitabhdngige Hamilton-Operatoren. Z.B.
konnte man daran interessiert sein, was mit einem Atom passiert, wenn
man elektromagnetische Wellen einstrahlt. Man kann versuchen, die zeit-
abhingige Schrodingergleichung analytisch exakt zu l6sen. Das gelingt al-
lerdings nur in den seltensten Fillen. Der Ausweg sind entweder numeri-
sche Verfahren, die in den letzten Jahren rasant an Leistungsfahigkeit und
Bedeutung zugenommen haben. Alternativ hat man die Moglichkeit, das
Problem approximativ zu 16sen. Wir gehen davon aus, dafd der Hamilton-
Operator H = Hy + H,(t ) aus einem zeitunabhéngigen Teil Hy und einer
zeitabhingigen Storung , (t) besteht. Fiir das Folgende gehen wir davon
aus, daf das Eigenwertproblem von H,

-FIO|(I)7L> - €n|q)n>

gelost ist. In der Praxis benutzt man die Losung des zeitabhdngigen Pro-
blems, um experimentell Riickschliisse auf das Eigenwertspektrum von
Hy zu gewinnen. Z.B. kann man einen klassischen Oszillator von aufien
mit einer periodischen Kraft mit einer Frequenz w anregen. Wenn wir w
kontinuierlich variieren, wird die Amplitude der erzwungenen Schwin-
gung bei der Eigenfrequenz des ungestorten Oszillators maximal sein. Wir
konnen also auf diese Weise auf die Eigenfrequenz (bzw. Federkraft) und
die Reibungskréfte riickschlieffen. In Quantensystemen ist diese Vorge-
hensweise die einzig mogliche, das mikroskopische System zu untersu-
chen. In diesem Zusammenhang hat man allerdings die Stiarke des Stor-
terms H, unter Kontrolle und kann erreichen, da8 , H; < H,” Die Auftei-
lung der Dynamik in Anteile, die von H, und solche, die von H; herriih-
ren, fithrt zur Einfithrung des Wechselwirkungsbildes.

0.1.1 Das Wechselwirkungsbild

Die Zeitentwicklung eines beliebigen Anfangszustands |®) im zeitunab-
hédngigen ungestorten System lautet beaknntlich

@, (1)) = e~ 710t | )

Deshalb ist es sinnvoll, diesen Teil der Dynamik explizit im Zustandsvek-
tor

@5 () = e # W (1) 1)



der die Schrodingergleichung des vollen Problems 16sen soll, zu bertick-
sichtigen. Zustdnde im urspriinglichen SCHRODINGERBILD kennzeichnen
wir mit einem Index S und die im WECHSELWIRKUNGSBILD mit /. Die

Zeitableitung von Gl. () liefert

)

d 1~ 7 g i, d
ih WS (0) = ih( = - Hoe FI W (1) et T (1) )

h
. iy d
= HO]\I/S>+z'he_ﬁH0t£|\If[(t))

()

Wir setzen Gl. () und Gl (£)) in die zeitabhdngige Schrodingergleichung

L wS(0) = (o + 1) [w5(0)
ein und erhalten
ﬁquf5>+me—%ﬁot%|qﬂ(t)> = Ho|US) + Hye#0!0 (¢)
me—%ffot%w(t» = Hye it ul(¢))

d (28 i 7
i W) = e b 1))

Al

€)

WECHSELWIRKUNGSBILD

HI = ettt f e tot

. d I _ il
ih= W (1)) = Hi| (1))

(4)

Wir entwickeln nun |7 (#)) nach den Eigenzustinden von Hy:

(W) =D ealt)|®)

n




Einsetzen in Gl. (@) liefert:

mz —cn |Bn) = > H{|®)cn(t)

Multiplikation von links mit (®,,,|:

zhzdt ) BnlPn) = > (@ulH{[D)  calt)

n

(5n,m e+%emt(<1>m\f1f|<1>n>e_%ent
d ; .
ih—en(t) = Zewwt (D | HE|®,) e~ ey (1)
Hmn
En(t) = ZHmn (1)
Mit der Definition
€m — €n
Wmn - h

en(t) = =5 Hpn(t)e™ e, () (5)

Hon(t) = (®,|H|D,) . (6)

/0 e (T)dT = Cm(t) — ¢(0) = —%Z/O Hyp (7)™ ¢, (7)drr
enlt) = Z / Hipn (7)€" ey (7) dr 7)

Eine Reihenentwicklung, die nach Potenzen in H; geordnet ist, erhdlt man
uber die Picard-Lindelof-Iteration:

: ¢
(1) = ¢,,(0) — %zn:/o Hp (7)™ 7D (1) dr
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Wenn die Iteration konvergiert, erfiillt ) die Integralgleichung Gl. (ﬁ).
Wir beginnen die Iteration mit o (t) = cm(0):

- t
WO = =33 [ Hu)e D ar
n 0

= ¢n(0) — %ch(())( /O thn(T)eder)

2Korrektur zu ¢®) von der Ordnung H,

Der nichste Iterationsschritt liefert:
i t ,
R0 =) - 3 /0 (1) m™ D (7)dr

Z / Hoa( ( (0)

J/

c£33 (t)

/ Hnn’ 6 Wnn!T dT/> ) dr

=)+ (- Z / A7 H (7)€" / 7" Hppr (7)€ ™ ¢,0(0)

Insbesondere interessiert uns folgende Frage: Wenn das System zur Zeit
t = 0im Zustand |®;) ist, wie grofS ist die Wahrscheinlichkeit, daf§ es dann
zur Zeit t > 0 in dem Zustand |®y) ist? (|®;), |®) sind Eigenzustande von
Hy)

Pop=[{@s0(0)" =

q)f‘ZCn

= |2 e @7l = les(OF
®)

Die Anfangsbedingung lautet ¢,(0) = 9,;. Daraus folgt in zweiter Ord-
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nung in H,
.t
er(t) =60 — 1 / Hyy(r)es " dr
0

1 t . T . ’
— EZ/ dTan(T)er”T/ dr' H; (7" e ™
— Jo

0
+ O(H}) 9)

0.1.2 Harmonische oder konstante Storung

Eine sehr wichtige Anwendung der zeitabhdngigen Storungstheorie sind
Probleme, bei denen zur Zeit t eine konstante oder harmonische Stérung
eingeschaltet wird

H, = O(t)A cos(wt + )
e O(t) schaltet die Storung zur Zeit t=0 ein
o A = Al ist selbstadjungiert, damit H, selbstadjungiert ist

e fiir w = 0 beschreibt diese Gleichung eine konstante Storung

Es gilt

X A, A
Hi(t) = O(t) (geme“" + 56"%—“")

= O(t) <IA/6M + f/Te_M)
Hmn(t) — (aneiwt 4 Vn»;nefiwt)

O(t) wird in diesem Zusammenhang nicht mehr benétigt, da die Integrale
in Gl. (J) ohnehin erst bei ¢t = 0 beginnen! Das erste Integral in Gl. () lautet

t ¢ .
/ dr Hppn <T>ewmn7— = Vi / drel@Hwmn)T + Vntn / dreiwmn—w)T
0 0 0

ei(wanrw)t -1 i ei(wmnfw)t -1

(Wi + W) " (W, — W)

D.h. der Term erster Ordnung liefert:

. z+ : i
i wrtw  SID (%t) oo Sin (%t)
c(t)—__ V».eifZQ t.—_i_v*.eiflz t.—
f - h fi writw fi wpi—w
2 2

(10)



Wir haben den Term dy; weggelassen, da in der praktischen Anwendung
nur der Fall f # i interessiert.

Wir betrachten zunéchst ein konstantes Potential (w = 0)

) Wiy i wfit LW 1 wfit
cr(t) = _% {Vfi.e’ Jt._51n£fg ) +Vf§.617ft.7smgﬁ2 )}
2 2
. o . wfit
S—— 2

Die Wahrscheinlichkeit, dafs das System in der Zeit ¢ in den Zustand f
tibergegangen ist, lautet

2 , sin? (wf" t)

Py =le;(t)] = 5 [Hpl —2
G

(11)

Falls das Spektrum diskret und ¢; nicht entartet ist, gibt es zwischen der
Energie ¢; und der Energie der Endzustdnde ¢, eine Energielticke Ae;. Die
Ubergangswahrscheinlichkeit lautet

4 ’H}%F . 9 AEft
I N
=z ™ on

Diese Wahrscheinlichkeit oszilliert also mit der Frequenz w = £¢. Das ist
ein charakteristisches Phanomen diskreter Systeme. Erst im Fall kontinu-
ierlicher Spektren verschwindet die Periodizitét, wie wir gleich sehen wer-
den. Die Periode der Oszillationen ist 7' = 2 und die Amplitude nimmt
proportional zu @ ab. Die grofite Ubergangswahrscheinlichkeit liegt al-
so vor, wenn ¢ und f zu benachbarten Zustdnden gehoren.

Wenn das diskrete Spektrum in ¢; entartet ist, d.h. 3f # ¢ : ¢; = ¢, dann

liefert Gl. (1) stattdessen

t* |Hypl?
Pi—>f - T

Die Wahrscheinlichkeit wéchst proportional zu t* an. Ab einer bestimmten
Zeit wird die Wahrscheinlichkeit grofler Eins. Das ist natiirlich unsinnig
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und zeigt an, daf3

K

(12)
| Hyil

erfiillt sein muf}, damit die Storungstheorie erster Ordnung anwendbar

ist.

Wir wenden uns nun dem Fall zu, daf} das Spektrum bei ¢; kontinuierlich

ist.

Es ist hierbei zweckmigig, die Ubergangsrate (Ubergangswahrscheinlich-

keitsdichte pro Zeiteinheit) W = ? einzufiihren, die aus GI. ([1]) folgt

27 ot (sin(wpt/2)\’
Wing = 5 [Hul o Todi2)
! h? sl 27r< wyit/2

Wir fithren nun folgende auf Eins normierte Funktion ein

Aj(w) = % (Sinft%t)>2

2 (13)
/ Ay(w) dw =1
Mit dieser Funktion ist die Ubergangsrate
2w €r — €
Wip = 3 Hal'M(F—=) (14)

Das Verhalten von A,(w) ist in Abbildung ([) als Funktion von w zu festem
t wiedergegeben. Man erkennt, daff A;(w) bei w = 0 konzentriert ist, eine
Breite proportional zu ; und eine Hohe proportional zu ¢ hat. Sie ist auf
Eins normiert und es gilt Diese Funktion verhilt sich im Limes ¢ — oo wie
die Delta-Funktion.

vorausgesetzt, die Test-Funktion f(w) hat die Eigenschaft lim,, @ = 0.
Fiir diese Klasse von Funktionen gilt

lim Ay(w) = 6(w) . (15)

t—o00

Hiermit wird Gl. (T4) zu
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Abbildung 1: Plot der Funktion A,(w) (durchgezogen) und der Einhiillenden

FERMI'S GOLDENE REGEL

2w
Wi = 3|Hﬁ|25(ef—ei) . (16)

Diese Darstellung ist immer dann sinnvoll, wenn in der Nachbarschaft
von ¢; ein Kontinuum von Endzustdnden vorhanden ist. Das ist in phy-
sikalischen Anwendungen oft der Fall. Im Limes ¢ — oo gilt offensicht-
lich die Energieerhaltung. Fiir sehr kurze Zeiten ist die Energieerhaltung
aufgeweicht, da die Frequenz der vorliegenden Schwingung noch nicht
eindeutig ausgepragt ist. Wir finden im Fall der Entartung eine zeitlich
konstante Ubergangsrate, d.h. die Ubergangswahrscheinlichkeit wchst
linear mit der Zeit und fiithrt zu unphysikalischen Ergebnissen, wenn die
Storungstheorie nicht mehr anwendbar ist, d.h. wenn die Ungleichung GI.
(T2) verletzt wird.

Bei einem kontinuierlichen Spektrum kann man nicht mehr die Ubergangs-
wahrscheinlichkeit in individuelle Zustinde angeben. P = |(®;|¥(t))|* in
Gl. (B) hat dann vielmehr die Bedeutung einer Wahrscheinlichkeitsdichte.
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In diesem Fall interessieren wir uns fiir die Ubergangsrate in das Intervall
von Endzustandsenergien (¢, € Aly := [ef, 5 + Ae€]). Gl ([§) wird dann
zu:

27
Wi—>AIf = Z 5 |H'n,i|2 d(en — €)
enEnA[f
2
= [ aE - ) plE) ar
EEAIf h
—— o

= O(e € Aly)[Hyl - p(ei) (17)

e Ein gemitteltes Matrixelement (| H;|*) ist nur sinnvoll, wenn | H ;| in
Iy nicht wesentlich variiert.

e p(FE) ist die Zustandsdichte, denn die Anzahl der Zustdnde AN im
Intervall AE := (E — £, E + 2) ist gegeben durch

E+2
AN= ) 1= / _o(ENdE' ~ p(E)A
enEHAIf 2
Neben Gl. (I7) gibt es eine in vielen Fallen praktischere Darstellung der

Ubergangsrate. Ausgangspunkt hierfiir ist

1

w — 10t

1 .
:73’; + im 0(w) )

wobei diese Beziehung erst unter einem Integral Bedeutung erhilt und P
als Hauptwert-Integral zu verstehen ist. 0" stellt eine infinitesimale, posi-
tive Grofle dar. Aus dieser Beziehung folgt eine wichtige Darstellung der
d-Funktion

DARSTELLUNG DER §-FUNKTION

Cx

I 1 I 1 0t 5(w)
im —$ = - =
ot—om \w—1i0F om0 T W2 (01)2 “
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Einsetzen in Gl. (I6) liefert:

27
Wiy = 7|Hfi|25(€f_€i)

. o1 1
- gL =s .
h 1 7r\y<(ef—ei)—20+)

2 p A 1
= = AT A
3 (@ddtle e lAled )

2 . 1 .
_ “x 1At )

Wegen Hy|®;) = ¢7|®;) gilt auch:

2 . 1 .
Wi = =S| (9;|AT @) (Pf]— Ald;
f= << T |>>
Es mufd nun, wie zuvor, iiber alle Endzustdnde in Al; summiert werden.
Wir modifizieren hierzu A so, A — W, daf$ der Operator W nur in die End-
zustande streut, die im jeweiligen Experiment gerade untersucht werden
(z.B. Richtungs-Selektion, Energie-Selektion etc.).

W] D) = A](IJ s) fir beobachtete Endzustande |9 )
£ 0 sonst

Hierbei ist 1/ i.d.R nicht mehr selbstadjungiert! Die Summation iiber die
Endzustdnde kann nun uneingeschrankt durchgefiihrt werden und liefert

2 A 1 R
VVHAIf = 7 Z% (@Di‘wwq)fﬂ(bﬂ(g e) Z.O+W|q)i>>
f 0— &) —

2 . 1 )
= Zg( (oWt O MNP — W<I>¢>

2 9( (@ St e

=1
UBERGANGSRATE
9 R 1 .
Wins, = =S | (@, WWT— W|®, . 18

AT << | (Ho — €;) — i0F | >> (18)
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Die rechte Seite stellt eine sogenannte Greensche Funktion dar. Sie bil-
det den Ausgangspunkt zur theoretischen Beschreibung experimentell be-
stimmbarer dynamischer Antwortfunktionen.

Der Fall einer harmonischen Stérung laft sich nun leicht diskutieren. Hier
ist w # 0 und es gibt in Gl. [[J zwei Beitrage: af(wy; +w) + bf (ws; —w), von
denen fiir grofie ¢ nur jeweils einer ungleich Null sein kann.

af (ri + )+ bfGp — @) = Jaf* | (wpi + @)+ b2 [ F(wri — )P
+(a*b+ab”) f(wy +w) - flwp —w)

N S

=0
Voraussetzung hierfiir ist, dafl der Abstand 2w der beiden J-artigen Peaks
grof3 ist gegen die Peakbreite 27/t (siehe Abbildung ([)). Das heift,

T h
t> — =
w ey — €il

Gleichzeitig mufs immer noch Gl. (I2) erfiillt sein, damit die erste Ordnung
Storungstheorie giiltig ist. Fiir die Zeit ¢ erhalten wir also die Bedingung

h

e —al <" Ty
Voraussetzung dafiir, dafd diese Bedingung fiir ¢ iberhaupt erfiillt werden
kann, ist

| Hyil
ler — €l

Das ist genau die gleiche Voraussetzung, die fiir die Giiltigkeit der zeitu-
nabhédngigen Storungstheorie notwendig ist.
Analog zu Gl. (I6) erhalten wir

<1

27 2

Wi—>f: f ’Wfi|2 §(€f—€i+7ﬂﬂz —i—‘WJZ §(ef—ei—hw)/
ej=¢;—hw=FEmission ep=eit+hw=Absorption
Analog zu Gl. (I8) erhalten wir
1 1

2 . . .
Wimar, = 7+ [ (@)W W[ ®;) + (P W
Al h << | H0—€i+w—i0+ ’ > < | Ho—ei—w—i0+
Diese Formeln sind der Ausgangspunkt zur Beschreibung vieler physi-
kalischer Effekte, wie z.B.: (inverse) Photoemission, Augerspektroskopie,
Coulomb-Streuung und Compton-Streuung.

i)
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Kapitel 1

Wechselwirkung von Elektronen
mit elektro-magnetischen Feldern

1.1 Lagrange-Funktion geladener Teilchen im el.-
mag. Feld

Wir wissen bereits wie die Hamilton-Funktion eines Teilchens der Ladung
q im elektrostatischen Feld aussieht. Das elektrostatische Potential ® (%) ist
ja gerade die Arbeit, die verrichtet werden muf;, um ein geladenes Teichen
darin zu einem bestimmten Ort 7" zu bringen. Demnach ist die potentielle
Energie V() = ¢ ®(Z) und die Lagrange-Funktion ist dann

1
L=T-V= 5m72 —q®(7) . (1.1)
Die wohl-vertrauten Euler-Lagrange-Gleichungen sind
0 d (0
o . df -\
—q%@(x) - (mx) = : (1.2b)
Das elektrische Feld erhilt man aus dem Potential iiber £ = — 2 ¢(Z) und

die elektrostatische Kraft ist demnach F = ¢ E. Die gesamte elektroma-
gnetische Kraft auf ein bewegtes geladenes Teilchen der Ladung ¢ enthalt
noch die Lorentz-Kraftfl

—

F:qE—l—

oI

(vxB) (1.3)

1Wieder in Gauf8schen Einheiten.
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die einen geschwindigkeitsabhidngigen Anteil enthilt, der nicht aus einer
Lagrange-Funktion vom Typ ([L.T) iiber die Euler-Lagrange-Gleichung ab-
geleitet werden kann. Die elektromagnetische Kraft steht senkrecht zur
Bewegung und dndert nur die Richtung aber nicht den Betrag der Ge-
schwindigkeit und leistet daher keine Arbeit. Es kann aber leicht gezeigt
werden, daf$ die Lagrange-Funktion

LAGRANGE-FUNKTION EINES GELADENEN TEILCHENS
IM ELEKTRO-MAGNETISCHEN FELD

L= %mUQ —q®(7) + 247 (1.4)

@)

die richtige Bewegungsgleichung liefert. Das magnetische Feld kann im-
mer durch ein Vektorpotential tiber

3=V xA

ausgedriickt werden, da VB = 0 gelten mug. Der kanonische Impuls ist
dann

0 o
F= a—fL:mm%A . (1.5)

Fiir die Bewegungsgleichung benétigen wir

4 2L —i*—mf
ACE R

Man beachte, da A = A(7(t), t). Deshalb gilt

d -
—A . 1.6
- (16)

QI»Q

di 0A;0z; _ 0A; . o
Zaxj oo TUVA

Schliefdlich benétigen wir fiir die Bewegungsgleichung noch

oL 0P ¢z 0A

85; oz, ¢ oz (1.7)



und erhalten fiir die Euler-Lagrange-Gleichung (.24)

—qaé + 2y 84 :mfc'i—i—%(aAi +U-6Ai>

ox;, c¢ Ox; ot
bzw.
. 0b g 04 q[0A _ =
R Ll _E< o 7Y VAZ)
B 00 10A\ qf.0A _ -
_‘I(_a_xi_é at)+5<”axi_”'v’4i) - 19

Der zweite Term kann vereinfacht werden zu

A - ) )
= _F-VA | = T A s A
(U al’Z v V Z) (U] 8:131 J U] 895]- l)

_ (@léjm - @-maﬂ) 4,

U. —
J 8.1'1

= &ijkEkim Vj —8x An
!

= Eijk Uy (6 X ff)k
B
= (7 x B)

i

Aus Gl. ([.8) wird damit

ox;, ¢ Ot
. 1 ~0A _
N F:mf:q(—vq>——V—)+96xB
c t c
)

Damit haben wir das gesuchte Ergebnis.

1.2 Hamilton-Funktion geladener Teilchen im el.-
mag. Feld

Wir wollen nun aus der Lagrange-Funktion die Hamilton-Funktion ablei-
ten, da sie den Ausgangspunkt fiir die Quantenmechanik darstellt. Unter

17



Verwendung von Gl. ([.5) und GlI. (L.4) erhalten wir

—

P
) N1 . )
- (mf—i— @A)f— “mi’ +q0(@) - L4 7
c 2 c
1
2

Nun miissen wir noch die Geschwindigkeit durch den Impuls ersetzen.
Aus GL (L.5) folgt 7 = L (5 — 2A) und somit

m

HAMILTON-FUNKTION EINES GELADENEN TEILCHENS
IM ELEKTRO-MAGNETISCHEN FELD

1 2\ 2
H=— <ﬁ— 9A> +gd(@) . (1.9)
2m c
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Kapitel 2

Eine kurze Einfiihrung in die
Feynman’schen Pfadintegrale

Ausgangspunkt ist die Ubergangsamplitude (7’,t'|,t), ein Teilchen im

Zustand 7' zur Zeit ¢’ anzutreffen, wenn es zur Zeit t am Ort ¥ prapariert

worden ist. Mit dem Zeitentwicklungsoperator fiir einen nicht explizit zeitabhidngigen
Hamilton-Operator erhalten wir

A =t 4’Hﬂ
<1’ >t‘x7t>_<x ‘6 g

7. 2.1)

Wenn wir den Propagator (z’, |2, t) kennen, konnen wir daraus bequem
berechnen, wie sich ein beliebiger Zustandsvektor mit der Zeit entwickelt

W(EE) = (@ e 1T (1))
N / (&'~ |T) (3, ) dx

- / (&, 017, 1) (&, 1) dx

Wir gehen von dem Einteilchen-Hamilton-Operator

=2

H=Hy+H =2 +v@ 2.2)
2m
aus. Da die beiden Beitrdge nicht kommutieren gilt
efi%H — e*i%Hoefi%ﬁH 4 O((At)2) 7

mit At = (' —t). Um die Faktorisierung dennoch durchfiihren zu konnen,
mufs dafiir gesorgt werden, dafs der Vorfaktor von H (hier At) kleine wird.

19



Das erreicht man durch

(3|7, 8) = (7| e Hrn e Han | e~ H N | 7)
NFaT(?oren

Vor jede Exponentialfunktion schieben wir den Einheitsoperator 1 = [ |7,)(7;| d*z;
mit passendem Index ,,i” ein und erhalten

(", ¢]7, 1) = / /d3I1 APry_ 1H<$z ile” %| i) )

mit den Definitionen 7, = 7' und #y = Z und § = 2! Unter Ausnutzung
von Gl. (2.2) wird hieraus

N L
<f/, t/|f, t> = / e /d3$1 . d3Q§'N_1 H (<fi_1|6_2%% |fz> —iV(&@)y ) + 0(52)
=1
N 2
% =1

=2
Wir verarbeiten nun die Matrixelemente (7;_; |e_’§_m% 7;) dadurch, daf8 wir
den Einheitsoperator ausgedriickt in Impulseigenzustdnden einfiigen

f,->> SISVER L 0(8%) . (23)

q—2

- ,iﬁé - - ,iﬁé - Il N -
(Fle Bt |z,) = / g (Tl Bt |D@T) = / dq et (F (@1

Mit -
(713) = (2mh) 2T
wird daraus

2

(Ziqle” 2mh|x> (27Th)_3

= (27Tﬁ)_3 /d3q e_iﬁ%(y-&-%"@(ii—fifﬂ)

73/2 s
- (57271 h) o (=)
10470
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Somit vereinfacht sich Gl. (2.3) zu

(@7t = //H ((lﬁ;’;h)‘?’/2 d%i) G (O V@) ¢ +0(6?) .

Im Limes N — oo geht das Argument der Exponentialfunktion tiber in

S EEe v@)s — [ R - vEe))

i

Damit erhalten wir den von Feynman vorgeschlagenen alternativen Zu-
gang zur Quantenmechanik {iber Pfadintegrale

FEYNMAN’SCHES PFADINTEGRAL

Die Ubergangsamplitude von & zur Zeit ¢ nach &'’ zur Zeit ¢’ ist die Sum-
me (Integral) iiber alle Pfade. Gemittelt wird der Phasenfaktor, dessen
Argument die Wirkung zu gegebenem Pfad ist. Der wesentliche Unter-
schied zur klassischen Physik ist die Tatsache, dafs nicht nur der Pfad mi-
nimaler Wirkung beitrdagt. Die Wirkung ist das Zeit-Integral der Lagrange-
Funktion.

Man beachte die groe Ahnlichkeit zu den Grundprinzipien der QM, die
wir im Zusammenhang mit dem Doppelspaltexperiment abgeleitet haben.
Geht man von der allgemeinen Giiltigkeit des Pfadintegral-Formalismus
aus, ist es einfach, den Einflufs eines Vektorpotentials (Magnetfeld) auf die
Wahrscheinlichkeitsamplitude eines bestimmten Pfades anzugeben. Man
erhilt lediglich aufgrund von Gl. ([.4) einen zusédtzlichen Phasenfaktor,
die sogenannte
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PEIERLS-PHASE

. q ot 7 dz . q 3! 7 =
i1 A-2E dt L [ A-d¥
QpPeierls —= ¢ 'ch ft dt —= ¢’'ch fz (2_4)

2.1 Aharonov-Bohm-Effekt

Ein Experiment, in dem die Peierls-Phase beobachtet werden kann, ist
der Aharonov-Bohm-Effekt. Hierbei werden Teilchen durch einen Doppel-
spalt geschickt, hinter dem sich in einem rdumlich beschrdankten Gebiet,
wie in Abbildung (2.1)) dargestellt, eine magnetische Spule befindet. Inner-
halb der Spule liegt ein konstantes B-Feld der Stiarke B, vor und aufSerhalb
ist das B-Feld Null. Wir betrachten die beiden in der Abbildung skizzier-
ten Pfade, die zum Pfadintegral beitragen werden. Auf diesen Pfaden liegt
kein B-Feld vor. Das Vektorpotential hingegen ist im Bereich aufserhalb der
Spule im Abstand r vom Spulenzentrum gegeben durch
> ByR?

A= or ¢
Wir werden allerdings fiir die folgenden Uberlegungen den tatsichlichen
Wert von A nicht benstigen. Es sei U0 fiir « = 1,2 die Wahrscheinlich-
keitsamplitude fiir den Pfad o bei Abwesenheit der Spule. Der zusatzlich
B-Feld-abhéngige Phasenfaktor Faktor ist gemafs Gl. (2.4)

e_i(%) fPfada Adz

Die Summe der Amplituden der beiden Pfade ergibt
U, + Wy = @?eii(%”"fﬁdl Adz + \Ilgefi(ﬁ)f“adz Adz
— ¢ ) Jotagy Adz (q;?e*i(ﬁ)(fpfadl = Jotaay ) AdE + 1Y)
— o) Joanay 44T (G0=i() fo Ads g0

Der Vorfaktor fillt bei der Berechnung von Erwartungswerten heraus. Nicht
so das Linienintegral auf einem geschlossenen Weg um das eingeschlosse-
ne B-Feld. Die Elektrodynamik (Satz von Stokes) liefert

judfz / B3
C
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Das hintere Integral ist ein Oberflaichenintegral, das den magnetischen
Flufs ® durch die von C umschlossene Flache angibt. Offensichtlich kon-
nen wir nun die Kurve C' deformieren, solange wir nicht den Bereich B = 0
verlassen. Mit der Konstanten fiir das elementare FluSquantum

q)() = 2m—
e

erhalten wir schliefdlich
U, + 0, = e*i(ﬁ)fpfadz Adit (\Ij?e_ﬂ”% + \I]g)

Wenn also ®/®, = n eine ganze Zahl ist, addieren sich ¥¢ und ¥9 kon-
struktiv und bei ®/®, = n + 1/2 destruktiv. Daf8 heifst, daff bei Variation
des B-Feldes eine oszillierendes Signal am Schirm beobachtet wird. Wir
haben somit ein Ergebnis abgeleitet, in das in Zwischenschritten das nicht
eindeutig festgelegte (eichabhdngige) Vektorpotential eingeht. Das End-
ergebnis hingegen hangt nur von B ab und ist eichinvariant. Das obige
Resultat hat weitere interessante Konsequenzen. Wenn geladene Teilchen
auf geschlossenen Bahnen umlaufen, z.B. in geeignet geformten Spulen,
so mufi der eingeschlossene magnetische Flufs in Einheiten von ®, quan-
tisiert sein, damit die Wellenfunktion eindeutig ist. Diese Quantisierung
wurde erstmals 1961 mit supraleitenden Spulen in einem homogenen Ma-
gnetfeld nachgewiesen. Da in den supraleitenden Spulen Cooper-Paare
die elementaren Objekte bilden und diese die Ladung 2e haben, wurde als
Flu8quant der Wert ®,/2 gefunden.

2.2 Quanten-Interferenz aufgrund von Gravita-
tion

Wir werden hier untersuchen, wie man den Pfadintegral-Formalismus nut-
zen kann, um ein iiberraschendes Interferenz-Experiment zu beschreiben,
daf3 sensitiv genug ist, Interferenz aufgrund des Einflufies der Erdgravita-
tion auf Neutronen zu beobachten. Man beachte, daf$ der Unterschied zwi-
schen der elektromagnetischen und der Gravitationskraft zwischen Elek-
tronen und Neutronen 10%° betrdgt. Man verwendet einen annihernd mo-
nochromatischen Neutronenstrahl, der &hnlich wie im obigen Doppelspalt-
Experiment in zwei Pfade zerlegt wird, die anschlieflend wieder zusam-
menlaufen. Einer der Teilstrahlen verlduft auf einem Weg, der eine hohere
potentielle Energie im Schwerefeld der Erde hat. Die Apparatur ist auf
einer ebenen Platte angebracht, die um eine Achse um einen beliebigen
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Winkel ¢ verkippt werden kann, so daf} der Beitrag der potentiellen Ener-
gie zur Wirkung durch

AS =T - mggly sin(yp)

beschrieben werden kann. [; ist hierbei die Breite der Platte und 7" die Zeit,
die das Neutron benétigt, die Lange /s der Anordnung zu durchlaufen.
Wir kénnen 7" tiber T' = I, /pm durch den Impuls ausdriicken. Der Impuls
wiederrum hdngt mit der de Broglie Wellenldnge tiber p = h/\ zusammen.
Der Unterschied der Wirkung auf den beiden Pfaden ist damit

msmeglilao A sin(y)

AS = 2mh

Fiir Neutronen mit A = 1.4/? wurde die Interferenz als Funktion von ¢ ex-
perimentell ermittelt. Man findet eine Periode von O(5°). Da h im Nenner
vorkommt geht die Periodenldnge im klassischen Grenzfall 7 — 0 gegen
Null und die Interferenz-Oszillationen sind nicht mehr beobachtbar. Ein
weiterer interessanter Punkt ist die Tatsache, dafs hier beide Typen von
Massen, trage m; und schwere m, eingehen. Dieses Experiment ermog-
licht einen Test der Gleichheit dieser Massen auf mikroskopischem Gebiet.
Man findet die Gleichheit auch hier bestatigt.

24



Pfad 1 O

Pfad 2 g

Abbildung 2.1: MefSanordnung zum Aharonov-Bohm-Effekt. Durch den Kreis
verliauft der magnetische FlufS senkrecht zur Bildebene. AufSerhalb des Kreises
verschwindet das Magnetfeld.
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