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1.1 Wahrscheinlichkeitstheorie

Die Quantenmechanik erlaubt es i.d.R. nicht mehr, Vorhersagen fiir Ein-
zelereignisse zu machen. Vielmehr kénnen nur Wahrscheinlichkeitsaussa-
gen liber den moglichen Ausgang von Messungen gemacht werden. Des-
halb spielt die Wahrscheinlichkeitstheorie und deren korrekte Interpretati-
on in der Quantenmechanik eine wichtige Rolle. In diesem Abschnitt sol-
len die wesentlichen Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung wie-
derholt werden. Wir betrachten Propositionen (Aussagen, die entweder
wahr oder falsch sind) A, B und C. P(A|B) ist die bedingte Wahrschein-
lichkeit, dafs die Proposition A wahr ist, vorausgesetzt B trifft zu.

Im Falle von kontinuierlichen Variablen kann eine Proposition A z.B. be-
deuten ,der Wert der Variablen liegt im Intervall (z,x + dx)”. In diesem
Fall wird man die Wahrscheinlichkeit aufspalten in Wahrscheinlichkeits-
dichte mal Intervall-Breite, d.h. die Wahrscheinlichkeit, dafs der Wert der
Variablen in dem angegebenen Intervall liegt, ist

P(A|B) = p(z|B)dz

Die Wahrscheinlichkeiten sind so normiert, daf$ eine falsche Aussage die
Wahrscheinlichkeit 0 und eine wahre Aussage die Wahrscheinlichkeit 1
hat.

Es gibt zwei fundamentale Gesetze in der Wahrscheinlichkeitstheorie, die
Summen- und die Produktregel. Die Summenregel besagt

p(AV B|C) = P(A|C) + P(B|C) — P(A, B|C) (1.1)

Das Symbol V steht fiir das logische ,oder”. Wenn sich die Propositionen
A und B gegenseitig ausschlieflen, vereinfacht sich die Summenregel zu

p(AV B|C) = P(A|C) + P(B|C). Gl (1.1) besagt dann, daf8 die Wahrschein-
lichkeit dafiir, dafy entweder A oder B richtig ist, durch die Summe aus

den Wahrscheinlichkeiten fiir A und fiir B gegeben ist. Alle drei Wahr-

scheinlichkeiten setzen voraus, daf8 eine weitere Proposition C' wahr ist.

Die Summe kann sofort auf einen ganzen Satz sich gegenseitig ausschlie-

flender Propositionen A; miti =1,... , N erweitert werden

18



SUMMENREGEL

N

P('\ZAA(J) => PAlC) . (1.2)

=1

Wenn der Satz von Propositionen zusétzlich vollstandig ist, d.h. eine der

N
Propositionen ist definitiv richtig (\/ A; = wahr), dann erhalten wir die
i=1

MARGINALISIERUNGSREGEL

PIBIC) = PUVAY.BIC)= 3 P4 BIO) . ()

=1

Das logische ,und” zweier Propositionen A und B haben wir als A, B
geschrieben. Die zweite Regel der Wahrscheinlichkeitstheorie ist die

PRODUKTREGEL

P(A, B|C) = P(A|B, C)P(B|C) = P(B|A, C)P(A|C) .  (14)

Sie erlaubt es, verbundene Wahrscheinlichkeiten durch bedingte Wahr-
scheinlichkeiten auszudriicken.

Interpretation von Wahrscheinlichkeiten

19



Es gibt zwei unterschiedliche Interpretationen der Bedeutung des Begriffs
Wahrscheinlichkeit. Mit der Begriindung der quantitativen Wahrschein-
lichkeitstheorie durch Laplace wurde Wahrscheinlichkeit als ein Mafs fiir
die Plausibilitdt eines Ereignisses gesehen, dessen Ausgang ungewifs ist.
In diesem Zusammenhang ist es wichtig zu erkennen, dafd die Ungewifs-
heit nicht eine physikalische Eigenschaft, sondern eine Folge mangelnder
Information ist. Z.B. ist der Ausgang beim Wurf einer Miinze nicht deshalb
,zufdllig”, weil der Zufall der Miinze anhaftet, sondern weil wir i.d.R.
nicht die notige Information haben, um den Ausgang aus den Gesetzen
der klassischen Physik zu berechnen.

Die urspriingliche Deutung der Wahrscheinlichkeitstheorie hatte jedoch
anfanglich Probleme. Zum einen war nicht klar, inwiefern die obigen Re-
geln tatsdachlich auf das MafS der Plausibilitdt zutreffen, und ob dieses
Maf iiberhaupt konsistent definiert werden kann. Dariiber hinaus gab es
mathematische Probleme bei der Behandlung der sogenannten Apriori-
Wahrscheinlichkeit. Man hat deshalb den Begriff Wahrscheinlichkeit und
deren Anwendbarkeit drastisch eingeschriankt. Er bekam die Bedeutung
einer relativen Haufigkeit eines Zufallsereignisses

. Zahl positiver Ereignisse bei N Versuchen
p= lim
N—oo N
Diese Interpretation hat gravierende Méngel. Sie ist nur auf solche Situa-
tionen anwendbar, in denen relative Haufigkeiten definiert werden kon-
nen und in denen die Zahl N zumindest sehr grof3 ist. Das ist aber gera-
de bei vielen interessanten Problemen nicht der Fall. Des weiteren beruht
sie auf dem Konzept der Zufallsvariablen. Wie bereits oben erwéhnt, ist
dieses Konzept physikalisch fragwiirdig, denn die Ungewifsheit des Aus-
gangs eines Experiments ist i.d.R. nicht intrinsisch zuféllig, sondern hingt
von unserem Kenntnisstand ab.
In den letzten Jahrzehnten ist es gelungen, die Probleme der Laplaceschen
Deutung der Wahrscheinlichkeit zu beseitigen. Es gibt eine eindeutige und
konsistente Theorie, in der Wahrscheinlichkeit als Mafs fiir die Plausibilitit
verstanden wird. Fiir das Rechnen mit diesem Maf gibt es aufgrund von
Konsistenzforderungen nur eine konsistente Theorie, die Wahrscheinlich-
keitstheorie, wie sie oben beschrieben wurde.
Aus der Produktregel folgt das fiir viele Anwendungen wichtige Bayes-
sche Theorem
P(B|A, C)P(A|C)
P(B|C)
Mit dem Bayesschen Theorem kann man inverse Probleme 16sen. D.h.,
man kann die Wahrscheinlichkeit P(A|B, C') fiir A, gegeben B und C' tiber

P(A|B, C) = (1.5)

20



die sogenannte Likelihood P(B|A, C), d.h. die ,, Vorwarts-Wahrscheinlichkeit”
fiir B, gegeben A und C ausdriicken.

Es ist ganz wichtig, festzuhalten, dafl bedingte Wahrscheinlichkeiten P(A|B)
keine physikalischen Abhdngigkeiten, sondern logische Folgerungen be-
schreiben. Insbesondere besteht keine Zeitordnung zwischen den beiden
Propositionen A und B. Das wird besonders eindrucksvoll klar, wenn man
folgendes Urnen-Problem betrachtet. In einer Urne befinden sich N Ku-
geln, davon sind N, rot und N, blau. Wir entnehmen der Urne nacheinan-
der zwei Kugeln. Wir bezeichnen mit R ), die Proposition, daf$ die (1/2)-te
Kugel rot ist. Die Wahrscheinlichkeit, beim ersten Zug eine rote bzw. blaue
Kugel zu ziehen ist

P(R{|N,, N}) = — 16

===

P(Ri|N; Ny) =
wobei A die Negation der Proposition A bedeutet. Wir wollen nun die
Wahrscheinlichkeit ermitteln, im zweiten Zug eine rote Kugel zu ziehen,
wenn die erste Kugel rot bzw. blau war. Da beim zweiten Ziehen eine rote
bzw. blaue Kugel bereits fehlt ist offensichtlich

N, —1
P(R2|R17NT7Nb) = N 1
N (1.7)
P Ri,N,,N,) = .
<R2|R17 ) b) N —1

Hier liegt tatsdchlich auch eine Kausalkette vor. Anders sieht es aus bei der
Wahrscheinlichkeit P(R;|R2, N,, N,), dafd die erste Kugel rot war, wenn
die zweite rot ist. Hier beschreibt die bedingte Wahrscheinlichkeit logische
aber keine physikalischen Abhangigkeiten. Die Tatsache, dafd die experi-
mentelle Ermittlung der Daten, die hinter dem Bedingungsstrich stehen
(im vorliegenden Fall die Proposition R,), zeitlich nach der Bestimmung
der Daten, die vor dem Bedingungsstrich stehen, stattfindet hat hierbei
keine Bedeutung. Es soll ausdrticklich betont werden, daf8 bedingte Wahr-
scheinlichkeiten P(A|B), die Wahrscheinlichkeit, dafS A wahr ist vorausgesetzt
B ist wahr nicht zu verwechseln sind mit physikalischen Kausalketten: ge-
geben die Anfangsbedingung A, wie grof$ ist die Wahrscheinlichkeit, daf3 sich
dann das System in den Zustand B entwickelt! Diese offensichtliche und tri-
vial anmutende Unterscheidung ist ganz entscheidend fiir die richtige In-
terpretation der Quantenmechanik.

Die Wahrscheinlichkeit P(R;|R2, N, N,) erhdlt man aus dem Bayesschen
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Theorem

P(Ry|N,, Ny)

P(Ri|Ry, Ny, Ny) = P(Ro| Ry, Ny, Ny) P(Ry|N;, N,
2 L)

(1.8)

Die einzig unbekannte Grofle ist die Wahrscheinlichkeit P(R,|N,., N;), daf3
die zweite Kugel rot ist, unabhingig von der Farbe der ersten Kugel. Man
erwartet, daf3 diese Wahrscheinlichkeit dieselbe ist wie P(R;|N,., N;). Die-
se Vermutung 1af3t sich leicht mit der Marginalisierungsregel (MR) und der
Produktregel (PR) unter Ausnutzung von Gl. (1.6) und Gl. (1.7) beweisen

P(Rs|N,, Ny) "2 P(Ry, Ry|N,, N,) + P(Rs, Ri|N,, N,)
= P(Ry|R1, N;, Ny) P(Ry|N,, Ny)
+P(R2|E17NT7NI7) P(E1|N’I‘7Nb)

N, —1 N, n N, N,

N—-—1 N N—-—1 N

N,
- (N, +N,—1) =

NN = 1)

==

= P(R:|N;, Ny)
Dadurch wird aus Gl. (1.8)
P(Rl‘R%NT?Nb) = P(R2|R17NT7Nb)

Proposition, die zeitlich nacheinander folgende Ereignisse beschreiben,
bedingen sich dennoch in symmetrischer Weise, was logische Konsequen-
zen angeht.

Es wiirde den Rahmen der Quantenmechanik-Vorlesung sprengen, noch
ausfiihrlicher auf die Wahrscheinlichkeitstheorie einzugehen.
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1.2 Lineare Vektorraume

Gewisse mathematische Theorien sind fiir die Quantenmechanik wesent-
lich, nicht nur als rechnerisches Hilfsmittel, sondern insbesondere, um
eine effiziente Sprache zur Formulierung der Quantenmechanik zu ha-
ben. Die lineare Algebra spielt eine Schliisselrolle wegen der Linearitat
der Schrodingergleichung. Es wurde von Caticha gezeigt, dafd die Linea-
ritit aus Konsistenzgriinden zwingend nétig ist. Die Strukturen zur Be-
schreibung der Quanten-Physik, des 3N-dimensionalen Raumes der N-
Teilchenprobleme mit zusdtzlichen diskreten inneren Freiheitsgraden (z.B.
Spin), sind lineare Operatoren auf Vektorrdumen. Diese Einsicht geht auf
P.AM. Dirac zurtick.

Ausgehend von dem wohlvertrauten Konzept des Vektors als ein Objekt,
das eine Lange und eine Richtung besitzt, werden die wesentlichen Eigen-
schaften dieser Grofie extrahiert und eine allgemeinere Klasse konstruiert.

1.2.1 Der lineare Vektorraum

Def. 1.1 (lin.Vektorraum) Menge V' von Elementen (Vektoren), die beziiglich
einer Addition der Vektoren miteinander und einer Multiplikation mit einem Ska-
lar abgeschlossen ist. Fiir zwei beliebige Elemente |®), |V) des Vektorraums V
und beliebiger skalarer Grofien a, b soll gelten:

1) Abgeschlossenheit beziiglich Addition: |®) + |¥) € V

2) Abgeschlossenheit beziiglich Multiplikation: a|®) € V

3) Distributivgesetz der Multiplikation: a(|V) + |®)) = a|®) + a|¥)

4) Distributivgesetz der Multiplikation: (a + b)|¥) = a|U) + b|¥)

5) Assoziativgesetz der Multiplikation: b(a|®)) = (ab)|®P)

6) Kommutativgesetz der Addition: |¥) + |®) = |D) + | V)

7) Assoziativgesetz der Addition: V) + (|®) + |¥)) = (|¥) + |®)) + |¢)
8) Existenz des Nullvektors |0) : |®) + [0) = |®) ;]|0) € V

9) Existenz des inversen Elements |—®) : |®) + |—®) = |0) ; V|P) € V
10) Bei der Multiplikation mit der Eins soll gelten: 1 - |®) = |®)

Def. 1.2 a,b werden Elemente des Korpers genannt, iiber denen der Vektorraum
definiert ist.
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a,b € R = reeller Vektorraum
a,b € C = komplexer Vektorraum

Die Vektoren sind als abstrakte Objekte weder reell noch komplex! Es wur-
de bewufit eine neue Notation |¥) fiir Vektoren gewahlt, um zu implizie-
ren, daf3 es sich um eine abstrakte Verallgemeinerung der vertrauten Vek-
toren handelt.

Aus den Figenschaften eines Vektorraumes folgt:

e |0) ist eindeutig

0]0) = 10)

|—®) ist eindeutig

[—®) = —|®)

Beispiele fiir Vektorraume:

A) Vektoren im R"

Die bekannten Vektoren (Pfeile) mit Lange und Richtung.

Addition bedeutet verbinden der Pfeile: Ende des einen Pfeils ist An-
fang des zweiten.

Multiplikation mit Skalar a bedeutet Streckung um den Faktor a.
Nullvektor ist der Vektor der Lange 0.

Inverser Vektor ist ein Pfeil in umgekehrte Richtung.

B) 2x2 Matrizen

Auch 2x2 Matrizen sind Vektoren im verallgemeinerten Sinn.

o Oy Dy Uy Wy D + Uy Do+ Wy
Addition: + =
< Qo1 Do > ( Uy W > ( Qo1 + oy Dop + Wy )

.. . . Dy Py a®y; adyy
Multiplikation mit Skalar: =
P a( Dy Doy > ( a®Py;  aPay )

0 0
Nullvektor: ( 00 )

Inverses Element: < P —Py )

_(I)Ql _(1)22
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Somit sind alle Eigenschaften eines Vektorraumes erfiillt.

Def. 1.3 (lin.Unabhidngigkeit) Eine Menge von Vektoren |®;) i = 1,2..n
heif$t linear unabhingig, wenn gilt:

Ansonsten heifst sie linear abhingig.

Z.B. sind zwei nicht parallele Vektoren (Pfeile) in der Ebene linear unab-
hiangig. Jeder weitere Vektor hingegen mufs dann linear abhdngig sein,
da er durch Linearkombination der beiden anderen Vektoren aufgespannt
werden kann. Die Dimension des Raumes ist lediglich zwei.

Das bringt uns zur allgemeinen Definition der Dimension:

Def. 1.4 (Dimension) Ein Vektorraum hat die Dimension n, wenn es in ihm
maximal n linear unabhingige Vektoren gibt.

Notation: V"(R) n-dimensionaler reeller Vektorraum
V"(C) n-dimensionaler komplexer Vektorraum

Beispiel:
Der Vektorraum der 2x2 Matrizen ist 4-dimensional, da

(T e (21

offensichtlich linear unabhingig sind und hieraus alle 2x2-Matrizen auf-
gebaut werden konnen.

Theorem 1.1 Jeder Vektor |®) in einem n-dimensionalen Vektorraum kann als
Linearkombination von n linear unabhingigen Vektoren |V;) i = 1,2...,n ge-
schrieben werden:

|®) = Z(I)z|\llz> (1.10)

Def. 1.5 (Basis) Eine Menge n linear unabhingiger Vektoren in V™ heifit
Basis des V™.

Def. 1.6 Die Entwicklungskoeffizienten ®; heiflen Komponenten des Vektors in
der gewihlten Basis.
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Theorem 1.2 Die Entwicklung eines Vektors in einer linear unabhingigen Ba-
sis ist eindeutig.

|U) ist die abstrakte Notation eines Vektors. Erst in einer gewdhlten Basis
nimmt der Vektor seine konkrete Form in Gestalt seiner Komponenten &,
an. Wird die Basis gewechselt, d&ndern sich die Zahlenwerte, aber die Be-
ziehung der Vektoren untereinander bleibt immer dieselbe. In den Kom-
ponenten gelten die altbekannten Regeln fiir Vektoren:

mit: [P) = §®i|\1/i> Ix) = ;Xi|\1}i>
gilt: |®) + |x) = >

)

1@’@' + xi)[Wi)

Beispiel:

Ein Vektor @ erhilt erst durch seine Koordinaten (Komponenten) in einem
bestimmten Koordinatensystem (=Basis) eine Bedeutung:

2
- ap - - - -
a= ( a ) bedeutet @ = ajé; + ase, = > a;é;
2 i=1

Beim Wechseln des Koordinatensystems dndern sich die Zahlenwerte, aber
nicht die Beziehungen der Vektoren untereinander (z.B. Winkel).

Def. 1.7 (Unterraum) Gegeben sei ein Vektorraum V. Eine Untermenge von V,
die selber einen Vektorraum bildet, wird Unterraum genannt.

Addition und Multiplikation sind im Unterraum genauso definiert, wie
im Vektorraum V.

1.2.2 Das Skalarprodukt

Bisher existiert in dem betrachteten Vektorraum noch keine Definition fiir
die Lange oder Richtung eines Vektors. Wir wollen das nun nachholen.
Dazu definieren wir zuerst einmal das innere Produkt oder Skalarprodukt.

Def. 1.8 (Skalarprodukt) Das Skalarprodukt ist eine komplexwertige Funktion
zweier Vektoren |®),|V). Es wird mit (®|V) gekennzeichnet und hat folgende
Eigenschaften:

o (QF) = (V[P)*
o (BD) >0, (BD) = 0 |B) = |0)
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o (OlaV +bx) = (PlaV) + (P|bx) = a(P|¥) + b(P|x)
Das Skalarprodukt ist linear im 2. Argument

o (aV + bx|®) = (a¥|P) + (bx|P) = a*(¥|D) + b*(x|D)
Das Skalarprodukt ist anti-linear im 1.Arqument

Die vierte Eigenschaft folgt unmittelbar aus den ersten drei Eigenschaften.
Es kann leicht tiberpriift werden, daff das bekannte Skalarprodukt von
Vektoren im R" diese Eigenschaften erfiillt. Mit Hilfe des Skalarprodukts
laBt sich nun in Anlehnung an die Bedeutung der Vektoren des R" eine
Norm (Ldnge) von Vektoren definieren.

Def. 1.9 (Norm) Die Norm eines Vektors |®) ist: || ®|| = /(P|P)

Ebenso 143t sich die Eigenschaft der Orthogonalitdt mit Hilfe des Skalar-
produkts verallgemeinern.

Def. 1.10 (Orthogonalitdt) Zwei Vektoren |®),|\W) heiflen orthogonal, wenn
gilt: (®|¥) =0

Def. 1.11 (Orthonormalbasis) Basisvektoren |V;) mit |V,|| = 1V i und mit
(W;|W;) = d;; V4,7 heifSen orthonormal. Eine solche Basis heif$t Orthonormalba-
sis.

Beispiel:
Wir betrachten das Skalarprodukt der Vektoren |®),|y) in einer Orthonor-
malbasis |U;).

Es sei:
(Wi|W;) = 03
) =22, @i Wy)
IX) =225 ;1Y)
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Dann gilt:

C
=
||

<<;¢il%>>\<;xﬂ‘1’j>>>

= Zxﬂ(Z‘Pi!‘I’i))I‘Pj)
= i@?xﬂ‘;il‘l’j)
= i@xﬁz—j

(@) = i@xi

In diesem Beispiel wurde eine uniibliche Schreibweise verwendet, um die
Bedeutung des Skalarprodukts besser hervorzuheben. Das Skalarprodukt
ist eine Funktion, die zwei Vektoren eine Zahl zuweist. In dem Beispiel
wurden nur Umformungen nach Def.1.8 vorgenommen. Anhand des R"

wird die letzte Zeile schnell verstandlich. Dort bedeutet sie: @ - b = > ab;

Das Skalarprodukt erfiillt zwei wichtige Ungleichungen:

Schwarzsche Ungleichung:  [(®|¥)]* < (®[®)(W|W) = [|@|* || ¥
(1.11)
Dreiecksungleichung: (@ +W)| <[]+ ||V (1.12)

Vektorraume konnen auch co-dimensional sein.

Beispiel:
f(z) sei eine im Intervall 0 < z < L definierte komplexwertige Funktion.
Die Addition und skalare Multiplikation seien definiert mit:

(f +9)(x) := f(z) + g(x) (punktweise Addition)

(af)(x) == aof (x)

Das Nullelement ist: f(z) =0V z € [0, L]
Das inverse Element ist: — f(x)
Ein mogliches Skalarprodukt zweier solcher Vektoren | f),|g) ist:

(flg) = / F*(@)g(a)d (1.13)
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1.2.3 Der Dualraum

Zu jedem linearen Vektorraum V' existiert ein sogenannter Dualraum li-
nearer Funktionale auf V.

Ein Funktional weist jedem Vektor |¥) einen skalaren Wert zu. Ein lineares
Funktional erfiillt zusatzlich:

F(a|®) + 0|T)) = aF(|®)) + bF(|T)) Va,beC und V|®),|T)

Ein einfaches Beispiel fiir ein lineares Funktional ist das Integral. Es weist
jedem Vektor f(x) einen Skalar zu und ist linear.

Die Menge aller linearen Funktionale bildet einen linearen Vektorraum V’
(den Dualraum), wenn wir definieren:

(F1+ F)(|®)) = Fi(|®)) + F5(|®))

Das folgende Theorem setzt nun den Vektorraum und den dazugehorigen
Dualraum in eine eindeutige Beziehung zueinander:

Theorem 1.3 (RIESZsches Theorem) V und V' sind isomorph. D.h. es gibt
eine eineindeutige Beziehung zwischen den linearen Funktionalen F in V' und
den Vektoren |¢) in V. Alle linearen Funktionale haben die Form

F(|®)) = (p|®), wobei |p) ein fester Vektor und |®) ein beliebiger Vektor ist.
Das Funktional F lifit sich deswegen als (| schreiben!

In anderen Worten besagt das Rieszsche Theorem also, dafs sich jedes li-
neare Funktional des Dualraumes als Skalarprodukt mit einem bestimm-
ten Vektor aus V' darstellen ldfsit. Dies begriindet die suggestive DIRAC-
sche Schreibweise des Skalarprodukts (®|¥) als Kombination eine Vektors
(®] € V' mit einem Vektor |¥) € V. Wegen des englischen Wortes bracket
fur die Klammer (®|®) werden (®| Bra-Vektoren und |®) Ket-Vektoren ge-
nannt.

Das Theorem 1.3 fiihrt zu einer anti-linearen Beziehung:

Wenn: (®| & |P)
Dann gilt: ¢|®) < ¢*(D| (1.14)

1.2.4 Entwicklung in einer Orthonormalbasis

Wir gehen von der Darstellung des Vektors |®) in der Basis |¥;) gemaf3
Theorem 1.1 aus:

|‘I)> = ZCI%"I%)
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Jetzt multiplizieren wir die Gleichung von links mit (¥;| und erhalten so
eine Formel zur Berechnung der Entwicklungskoeffizienten:

(W]®) = (W] (Z @z!‘l’z‘>> - Z¢i<‘1’j|‘1’i> - Z‘I)z‘%' =0,
®; = (T,|®) (1.15)

1.2.5 Folgen und Konvergenz

Aus der Norm || || 1488t sich ein Abstandsbegriff zweier Vektoren |V) und
|®) und eine Metrik im Vektorraum definieren:
Def. 1.12 (Abstand) Der Abstand zweier Vektoren |V), |®) ist definiert durch:
A(D,T) == ||d — T (1.16)

Diese Abstandsdefinition erfiillt die notwendigen Bedingungen einer Me-
trik:

1. d(®,0)>0;d(P,¥)=0<|V) =|D)

2. d(®, V) <d(P,x)+d(x,V) Vx eV (Dreiecksungleichung)

3. d(®,¥) =d(¥, D)

Mit Hilfe des Abstandsbegriffes ist es erst moglich, tiber die Konvergenz
von Folgen zu sprechen.

Def. 1.13 (konvergente Folge) Eine Folge |®,) mit |®,) € V , n € N heifit
konvergent, wenn gilt:

o J|P) € V mit
o lim d(®,,P) —0

o | D) ist eindeutig

Def. 1.14 (Cauchy-Folge) Im Gegensatz dazu muf eine Cauchyfolge kein Gren-
zelement in V haben. Es muf$ aber gelten, daf$ d(®,,, ®,,) — 0 fiir m,n — oc.
Bzw.: Fiir jedes € > 0 existiert ein N, mit d(®,,, ®,) < e Vn,m > N,

Die Tatsache, dafl der Abstand zwischen den Vektoren einer Cauchy-Folge
gegen Null geht, heifit noch nicht, dafs das Grenzelement existiert. Z.B. ist
(1+ %)™ eine Cauchy-Folge im Raum der rationalen Zahlen; das Grenzele-
ment e* existiert aber nicht in diesem Raum.
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1.3 Lineare Operatoren

Ein Operator A bildet Vektoren auf Vektoren ab.

D.h. Wenn |®) ein Vektor ist, ist auch |¥) := A|®) ein Vektor.

Ein Operator ist vollstdndig und ausschlieilich durch seine Wirkung auf
alle |®) € V (bzw. alle Vektoren seines Definitionsbereiches) definiert.

Da wir es in der Quantenmechanik nur mit linearen Operatoren zu tun
haben werden, werden wir sie in Zukunft einfach als Operatoren bezeich-
nen. Wir notieren Operatoren mit einem ".

Def. 1.15 (linearer Operator) Ein linearer Operator erfiillt
A(a]®1) +b|Ds)) = aA|Dy) + bA| D) (1.17)

Es geniigt somit, die Wirkung eines Operators auf einen Satz von Basis-
vektoren zu kennen, da jeder beliebige Vektor als Linearkombination ge-
schrieben werden kann.

Die Identitit zweier Operatoren (A = B) bedeutet, da A|®) = B|®) fiir
alle Vektoren aus dem gemeinsamen Definitionsbereich gilt.

Def. 1.16 Wir definieren weiter

(A +

~

|®) + B|®) (1.18)

) =
= A(B|®)) (1.19)

3)|@
B|®)

1.3.1 Der Kommutator

Die Operator-Multiplikation ist assoziativ A(BC) = (AB)C
aber im allgemeinen nicht kommutativ AB # BA

Deswegen definieren wir die folgende, in der Quantenmechanik wesent-
liche, Grofe

Def. 1.17 (Kommutator) Der Kommutator zweier Operatoren A, B ist defi-
niert als

[A, B} — AB - BA (1.20)

Eine Eigenschaft von Kommutatoren ist fiir praktische Rechnungen sehr
niitzlich
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, (1.21)

wobei A, B und C beliebige Operatoren sind.
Beweis von GI. (1.21):

[AB,C] = ABC —CAB
— ABC - ACB+ ACB—-CAB
— A(BC —-CB)+ (AC - CA)B
— A[B,C1+[A,C)B

als
00'=0"0=1 (1.22)

Es existiert keineswegs immer das Inverse eines Operators! Es kann auch
passieren, daf$ kein Inverses bzw. nur das Rechts- oder Linksinverse eines
Operators existiert.

Weiter gilt

(AB...Z)'=2Z"'...B1A™! (1.23)

Beispiele fiir Operatoren

1. Operatoren in Funktionenrdumen sind oft Differential- oder Inte-
graloperatoren. Z.B. konnen wir im Raum der differenzierbaren Funk-
tionen definieren

. d A df
D.=— Iso: D =
dx a0 Jw dx

X =z also: Xf(x) = I‘f(x)

Damit wird



Denn

[[),X] _ DX - XD—1 (1.24)

2. Eine wichtige Darstellung des Einheitsoperators 1 148t sich finden,
wenn man die Entwicklung von Vektoren in einer Basis genauer be-
trachtet. Es wurde bereits gezeigt, daf8 sich ein Vektor in einer Basis
darstellen laf3t durch

= Z ;W)
1=1
und dafs die Entwicklungskoeffizienten berechnet werden mit
O; = (W,[®)

Es ergibt sich damit durch Einsetzen

|®) = Z\Iflfb ZI‘I’ (W3] ®) = ZI\I%)(‘PZ-I |©)

Der letzte Schritt ist wegen des eingefiihrten Dualraumes moglich,
denn das Skalarprodukt ldfst sich als eine Abbildungsvorschrift auf
Vektoren |®) deuten, die mit dem Bra-Vektor (| bezeichnet wird.
Ein Vergleich der linken und rechten Seite ergibt schliefilich

= Z U)W (1.25)

Das Ergebnis ist fiir jede beliebige, orthonormale Basis giiltig.

Jeder Operator in einem n-dimensionalen Vektorraum kann als eine n x n-
Matrix dargestellt werden.
Es sei

= Z‘I)z|‘1’z> ;o) = ZX@|‘I’1> ;o (Wil Wy) = b
i=1 i=1
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Ml@) = |x)
MZCDJ‘DJ = ZXJ‘I’J
i=1 i=1

S OB MT) = ) xi|W)
=1 =1

Multiplizieren von links mit (¥;| liefert

(U1 @MW) = (T x| W)
=1

=1

DU IME) = > XY = Y xids = X
i=1 i=1

i=1

Bezeichnet man das Matrixelement (¥ M |®,) mit M; so 148t sich die Glei-
chung in der Basis |¥;) schreiben als

J

Dasselbe kann fiir oo-dimensionale Vektorraume gemacht werden. Wir
miissen hierbei jedoch auf die Konvergenz von unendlichen Summen ach-
ten, deshalb wird dieser Punkt erst spater diskutiert.

1.3.2 Adjungierter Operator

Wir wissen bereits, wie ein Operator nach rechts wirkt (ndmlich gemafs
seiner Definition). Wir wollen nun auch eine Wirkung des Operators nach
links definieren. Diese definiert sich tiber

((@4) |9) = (@] (Alw))

Wenn wir nun A|¥) = |w) nennen, so existiert der dazugehorige Bra-
Vektor (w| = (W|A!. Dieser definiert den adjungierten Operator Af. Ein
Beweis fiir die Existenz und Eindeutigkeit des adjungierten Operators fin-
det sich in diversen Lehrbiichern.

Eine dquivalente Definition ist

Def. 1.19 (adjungierter Operator) Der adjungierte Operator A’ ist definiert
durch

(x|A|T) = (x|w) = (wx)* = (T]AT[x)* (1.26)
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Aus dieser Definition folgen unmittelbar folgende Rechenregeln

(cA)f = ¢ Af
(A+B) = A4 Bt = Bf 4+ Af (1.27)
(AB---2)! = 7. BT At

Beispiel: Als Ubung beweisen wir die letzte dieser Gleichungen.

@|(AB)!|w) =

=

Als Zwischenschritt wurde (U| := (¥|A definiert und daraus auf |¥) =
AT|W) geschlossen.

A

B[®)”
[@)" = (2| B'¥) = (9| BTAT|v)

Uj> :I>>

v
V|

Neben dem inneren Produkt, das zwei Vektoren in einen Skalar abbildet,
gibt es auch das duflere Produkt, das zwei Vektoren auf einen Operator
abbildet.

Def. 1.20 (duSeres Produkt) Das dufSere Produkt zweier Vektoren |V), |®) ist
definiert als

|U) (D . (1.28)
Es besitzt die Eigenschaft
)(@] = (|2)(w])’ (1.29)

Die Wirkung dieses Operators auf einen Vektor |x) ist
(1w)(@l) ) = [2) (@)

1.3.3 Der Projektionsoperator

Def. 1.21 (Projektionsoperator) Ein Projektionsoperator ist definiert iiber die
Eigenschaft P> = P (Idempotenz).

Wir beweisen leicht, da P := |W;)(¥;| ein Projektionsoperator ist, wenn
|0, = 1 gilt.
~ 92 ~
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Der Einheitsoperator Gl. (1.25) ist ebenfalls ein Projektionsoperator, denn
es gilt i’=1i

R L
Auch P = ) |U;)(¥;| mit (V;|¥;) = J;; ist ein Projektionsoperator. Er
i=1

projiziert in den Unterraum, der durch die Vektoren |¥;) (i = 1,...,L)
aufgespannt wird.

L L L

PP=3 (W0 (5] = D 100)di ¥y =D W) (¥ = P
ij=1 ij=1 i=1

Die Wirkung des Projektionsoperators wird durch folgendes Beispiel ver-

anschaulicht.

Beispiel:
Betrachte |®) in einem n-dimensionalen Vektorraum mit der Basis | ;)

@) = Z‘I)z|‘1’1>

Nun wird folgender Projektionsoperator angewandt
L
P=> W)y, L<n
j=1
. n L
Pl®) = ) @ (Z !%><‘I’j!> |W3)
i=1 j=1
- Z P, (
i=1 j=1
n L
= > 0 ) [¥)0;
=1 j=1
L
= > 0[T)
j=1
Es wird also der Anteil der orthonormalen Vektoren herausprojiziert, der

in P enthalten ist. Die Abbildung 1.1 veranschaulicht den Sachverhalt fiir
Vektoren des R.

Mh

|‘1’j><‘1’j|‘1’¢>)
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Abbildung 1.1: Projektion auf einen Unterraum

1.3.4 Die Spur eines Operators
Def. 1.22 (Spur) Die Spur eines Operators ist definiert als

n

Sp(A) = (W] A|T;)

i=1
Hierbei ist |\V;) eine beliebige Orthonormalbasis.

Theorem 1.4 Die Spur eines Operators ist in jeder Basis gleich.

Beweis:

alte Orthonormalbasis:  |¥;)
neue Orthonormalbasis: |®;)

Z(\Ifi|fl|\lli> = Z(xpM(Z |(I>j><q)j|) Ws)
l _ i(xpiuﬂ@j)] (@;]W;)

_ i(cpjmw (U] Al @)
=Sl ( 3 )iy
= i(fbjlﬁlqjﬁ

Theorem 1.5 Die Spur ist invariant beziiglich zyklischer Vertauschung.

Sp(ABC ---2) = p(BC---ZA) = Pp(C--- ZAB) (1.30)
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1.3.5 Selbstadjungierte Operatoren

Def. 1.23 (hermitesche Operatoren) Ein Operator, der gleich seinem adjun-
gierten Operator ist, heif$t hermitesch. Es gilt also

A

A = Af )
dh: (D|A|W) = (<\p|A|c1>>) V@), [0) e V

Fiir hermitesche Matrizen gilt M;; = M,

Def. 1.24 (selbstadjungierte Operatoren) Ein hermitescher Operator A, fiir
den der Definitionsbereich von A mit dem Definitionsbereich von Al iiberein-
stimmt, heif$t selbstadjungiert. Der Definitionsbereich ist die Menge der Vektoren
{|0)}, fiir die A|W) definiert ist.

Der Unterschied zwischen hermiteschen und selbstadjungierten Operato-
ren wird nur in co-dimensionalen Rdumen wichtig. Wir werden im folgen-
den daher immer den Begriff hermitesch verwenden, und auf den feinen
Unterschied verweisen, wenn es notig ist.

Theorem 1.6 Bereits die Diagonalterme eines Operators legen die Hermitezitiit

fest.

Wenn (U|A|T) = (U|A|)*  V|P) eV
Dann gilt A=At

Beweis:
Betrachte |¥) = a|®;) + b|®2) a,be C

(UIA|W) = |af* (@1] A|@1) + [b]* (B2] A|Bo) + a"b(®1]A|Bo) + ab” (B5] A|;)

Ty Ts T3 Ty

(WIA|W) = (PIA[D)" = (P|A]¥) € R
a* [ € R; (5] A|®;) €eR = T1, T € R
=T5+T,eR

Da die obige Gleichung fiir beliebige |V) € V gilt, sollte sie insbesondere
fir (a=1,b=1)und (e = 1,b = i) gelten

l.a=b=1:

= (D1 |A|Dy) + (o] A|D1) = (D |A|@o)* + (Bo|A|®)* (1.31)
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2.a=1b=1:
=i (@1 A12y) — (@] Aj@1)) = i ((@1]A]02)" — (@] A]@1)")
(1| A|Bg) — (Do A|Dy) = (Bo] A|D))* — (B|A|By)*  (1.32)

Addition von GL. (1.31) und GL (1.32) liefert (O] A|®y) = (Do A|D)*.

Die bemerkenswerte Tatsache, dafs aus der Annahme der Spezialfélle fiir
die Diagonalelemente der Allgemeinfall folgt, liegt daran, dafs komplex-
wertige Skalare verwendet wurden. Im rein Reellen geht das nicht.

Def. 1.25 (anti-hermitesche Operatoren) Ein Operator heifit anti-hermitesch,
wenn

A=At

Ein wichtiges Beispiel eines anti-hermiteschen Operators ist der Kommu-
tator [A, B] zweier hermitescher Operatoren A und B

A A ~

(A B)' = (AB)' — (BA) = BIA' — ATB" = BA— AB = —[A,B]. (1.33)

1.3.6 Unitdre Operatoren
Def. 1.26 (unitire Operatoren) Ein Operator U heift unitiir, wenn
010 — i = 00

Eine wichtige Eigenschaft unitdrer Operatoren ist H U <I>H = ||P||

Unitdre Transformationen entsprechen Drehungen oder Spiegelungen. Sie
bilden Basistransformationen von einer Orthonormalbasis zu einer neuen
Orthonormalbasis, denn

alte Orthonormalbasis: |W,)
neue Orthonormalbasis: U |U;) = |~1)
= (W) = (WG| UTU|¥;) = (W] ¥) = 6y



Die Spur eines Operators ist invariant gegeniiber unitdren Transformatio-
nen, denn es gilt

Bemerkung:

Fiir hermitesche, anti-hermitesche und unitdre Operatoren 14f3t sich eine
Analogie zu den komplexen Zahlen herstellen: Ein hermitescher Opera-
tor entspricht einer reellen Zahl, ein antihermitescher Operator einer rein
imagindren Zahl, und ein unitdrer Operator entspricht einer komplexen
Zahl auf dem Einheitskreis (¢'%).

1.3.7 Aktive und passive Transformationen

Wir unterwerfen alle Vektoren |V;) eines Vektorraumes einer unitaren Trans-
formation U

V) — Ul¥)
Bei dieser Transformation modifizieren sich die Matrixelemente eines Ope-
rators A wie folgt

(U A[T;) — (T,|UT AU|D,)

Das heifst, wir erhalten dasselbe Ergebnis, wenn wir die Vektoren nicht
verdndern und dafiir alle Operatoren gemafs

AUt AD

transformieren.

Den ersten Fall nennt man eine AKTIVE TRANSFORMATION und den zwei-
ten eine PASSIVE TRANSFORMATION. Diese Bezeichnung ist in Bezug auf
die Vektoren zu sehen, je nachdem ob an ihnen aktiv etwas getan wird
oder eben passiv.
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1.4 Eigenwertprobleme

Eigenwertprobleme spielen in der Quantenmechanik eine Schliisselrolle.
Sie sagen z.B. aus, welche Werte bei einer Messung iiberhaupt beobachtet
werden konnen.

1.4.1 Das Eigenwertproblem

Def. 1.27 (Eigenwert, -vektor) Wenn fiir einen Operator A und einen Vektor
|®) aus V, der nicht der Nullvektor ist, gilt

Al®) = a|®) mitaecC |
dann nennt man |®) Eigenvektor von A zum Eigenwert a.

Aus der antilinearen Beziehung zwischen Bra- und Ket-Vektoren (1.14)
und der Definition des adjungierten Operators (1.26) folgt:

(D] AT = o* (D]
Theorem 1.7 Fiir hermitesche Operatoren gilt:
a) Hermitesche Operatoren haben nur reelle Eigenwerte.
b) Eigenvektoren zu unterschiedlichen Eigenwerten sind orthogonal.

c) Eigenvektoren zu gleichen (entarteten) Eigenwerten konnen immer ortho-
gonal gewithlt werden.

d) Die Eigenvektoren eines hermiteschen Operators in einem abzihlbaren Vek-
torraum bilden eine vollstindige Basis (vollstindigen Satz von Eigenzu-
stinden).

Beweis:

a) Fiir hermitesche Operatoren gilt:

(D|A|®) = (®[A|D)”
(®la]@) = (P[a[D)”
a(®|®) = a*(D|D)

a
a = a
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b)

d)

Betrachte zwei Eigenvektoren |®,), |®,) von A mit den Eigenwerten
ay, ag:

A‘(I)1> = G1’q91>
Aly) = ap|®y)

Da A hermitesch ist, gilt:

(Di]A|D) = (o] A[D1)”
(P1laz|Pa) = (Pa2far|Pr)”
az(P1|P2) = aj(P2|Py1)”
as (D] Do) a1 (D1 |Ps)

Fiir a; # ay folgt: (®1|®2) = 0, Zustdnde zu verschiedenen Eigenwer-
ten sind orthogonal.

Wir betrachten nun den Fall der Entartung. O.B.d.A. konnen wir die
Zustdnde umnumerieren, so dafd die ersten L Eigenwerte entartet
sind a; = a; = --- = a;, = a. Jede Linearkombination der Eigenvek-
toren |®,) - - - |®,) ist ebenfalls Eigenvektor von A zum Eigenwert a:

|‘I’> = Zczlq)7,>

L L L
AW) = A ail®) = cAl®) =) cal®) =ad  o|®;) = alP)
=1 =1 =1

i=1

Linear unabhingige Vektoren (|®,) - --|®)) lassen sich aber immer
orthogonalisieren! Wir kdnnen also in dem Unterraum orthogonale
Zustdnde konstruieren. Vorausgesetzt, die Zustdnde haben eine end-
liche Norm, so konnen sie auch auf eins normiert werden. In dem
Fall konnen wir immer eine Orthonormalbasis aufstellen.

Es wird héufig stillschweigend angenommen, dafs die Eigenzustan-
de eines hermiteschen Operators eine vollstandige Basis bilden, d.h.
den Raum vollstindig aufspannen. Das ist nicht notwendig der Fall
und mufs noch separat untersucht werden. Fiir endlich-dimensionale
Vektorrdume kann das in der Tat gezeigt werden. Fiir co-dimensionale
Vektorrdume ist das nicht immer der Fall, wie wir spater sehen wer-
den.
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Abbildung 1.2: Orthonormierung nach Gram-Schmidt

1.4.2 Zwei Orthogonalisierungsverfahren

Im Nachfolgenden bezeichnet || orthonormierte Vektoren.

1. Das Verfahren nach Gram-Schmidt

Bei diesem iterativen Verfahren wird zuerst ein Vektor normiert. Dann
wird von einem zweiten Vektor die Komponente in Richtung des
ersten abgezogen, und das Ergebnis wird ebenfalls normiert. Vom
ndchsten Vektor werden alle Komponenten in die bereits normier-
ten Richtungen abgezogen, bevor normiert wird. Das Verfahren wird
durchgefiihrt, bis alle Vektoren orthonormiert sind. Abbildung 1 ver-
anschaulicht das Verfahren.

< |®1)
|Dy) =
D1 ]]
~ n_l A A
n ) = [0 = 3 [ ()
i=1
3 ’(:Dn>
|(I)n> = ~
o,

Fiir alle j < n gilt |®,,) L|®,), was wir mittels vollstindiger Induktion
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beweisen wollen: Induktionsanfang;:

1

(D1]Ds) = [ (21]Da) — (D1|D1)(D1]®2) | 7—— =0
=1 ‘ Dy
Induktionsannahme:
@\(I)) d;i ¥V ji<n
Induktionsschluf3 (j < n):
.. o 1
<(I)j|q)n+1> = q) |(I)n+1 Z q)J|(I)z {(Pi|Prt1) -
i=1 6 (I)n—l—lH
R N 1
= ((@1%n11) = (B)1@ns1) ) =77 = 0
‘ (I)n+1

2. Lowdin-Orthogonalisierung
Dieses in der Quantenchemie oft eingesetzte Verfahren kann in vie-
len Féllen besonders niitzlich sein.
Wir definieren die Uberlapp-Matrix: S;; = (®;|®;), mit der man or-
thonormierte Vektoren tiber die lineare Transformation

|By) = i (5*5) |;) (1.34)

erhilt. Beweis:

i~ X (s, (51), o
(),

Es wurde ausgenutzt, da S~ hermitesch ist, da S diese Eigenschaft
hat. Nattirlich darf S keinen Eigenwert Null besitzen, da sonst die In-
verse nicht existiert. Das ist dann und nur dann erfiillt, wenn die ur-
spriinglichen Vektoren linear unabhingig sind. Anderenfalls span-
nen die urspriinglichen Vektoren nicht den ganzen Raum auf und
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es kann aus ihnen dann auch keine vollstandige Orthonormalbasis
konstruiert werden.

Beispiel:

Wir betrachten das Eigenwertproblem eines beliebigen hermiteschen
Operators A (A\\IO = E|\If>> in einer nicht orthogonalen Basis | ;).
Der Eigenvektor ldf3t sich in dieser Basis schreiben als: |UV) = > ¢;|®;)

AZC1|®Z>2261A|®Z> = EZCZ|®Z>
(@] D cAld) = (2 EZM‘M

D (®|A1®) = EY e (@]P;)

In einer nicht orthogonalen Basis erhalten wir also das verallgemei-
nerte Eigenwertproblem:

A¢ = ES¢

Verwenden wir statt dessen die Lowdin-orthogonalisierte Basis ® so
erhalten wir

(S"2AS72).é = E¢

Abschliefende Bemerkung:

Das Theorem 1.7 gilt nur fiir hermitesche Operatoren! Es kann im allge-
meinen passieren, daf8 die Sdakulargleichung det(H — A1) in \ eine n-fache
Waurzel (Eigenwert) besitzt, aber der Entartungsgrad dieses Eigenwertes
nur m < n ist. Wir wollen diese beiden Punkte am Beispiel der 2 x 2-Matrix

(20

studieren. Um das Eigenwertproblem der Matrix zu 16sen, benétigen wir
die Nullstellen des charakteristischen Polynoms (Sakulargleichung):

(2 4] w-eto

Eigenwerte: A= te

. _ 1
Eigenvektoren: < :I:e)
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A 4
\ 4

e
.

Abbildung 1.3: Eigenvektoren zu € > 0 (a) und € = 0 (b)

Im Grenzfall ¢ — 0 geht die Matrix tiber in

01
0 0
Das charakteristische Polynom hat eine zweifache Nullstelle bei A = 0. Es

.. ] ) 1
existiert aber nur noch ein Eigenvektor ( 0 ) .

1.4.3 Spektraltheorem

Wir werden uns in diesem Abschnitt ausfiihrlich mit vollstindigen Ba-
sissystemen und deren Nutzen auseinandersetzen. Zunichst werden wir
uns mit endlichen Vektorrdumen beschiftigen. Die Erweiterung auf oo-
dimensionale (abzéhlbare, bzw. tiberabzadhlbare) Vektorraume werden wir
im Anschlufs diskutieren. Wir wissen bereits, daf$ in endlichen Vektorriau-
men vollstindige, orthonormale Basissysteme existieren {|¥;)}, die es er-
lauben, den Einheitsoperator Gl. (1.25) wie folgt auszudriicken

L=3 U)W . (1.35)

Jeder hermitesche Operator A kann auerdem iiber seine Eigenwerte und
Eigenvektoren

AlV,) = a;| ;) ,

die eine vollstandige Orthonormalbasis bilden, in der SPEKTRALDARSTEL-
LUNG ausgedriickt werden:

A= Zaz|‘1’z><‘1’z| (1.36)
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Beweis:

A=TAL =Y (W) (W] A 3 [0;)(]
J

7

>0 (W] A;)( |

:%‘CLH‘I’D (W30 5) (0, :;ai]\ﬂi)(\h\

Funktionen von Operatoren

Wir wollen nun zu den hermiteschen Operatoren auch Funktionen dieser
Operatoren einfithren. Die Bedeutung der Operatorfunktion A" n € N ist
sofort einsichtig und bedarf keiner weiteren Definition. Es ist die mehrfa-
che Anwendung des Operators A (AA-- ).

Es muf$ jedoch erst definiert werden, was man unter einer Funktion eines
Operators versteht. Jede analytische Funktion einer komplexen Variablen

x 1a8t sich als Potenzreihe schreiben: Y ¢;z'. Man erweitert nun die Wir-

=0
kung dieser Funktionen auf Operatoren mit der naheliegenden Definition:

Def. 1.28 (Funktion eines Operators)
fA) =) Al (1.37)
1=0

Die ¢, iibernimmt man aus der Reihenentwicklung der Funktion f(x) fiir x € C.

Diese Definition ist fiir praktische Rechnungen weniger geeignet als die
SPEKTRALDARSTELLUNG, die wir nun ableiten werden. Fiir ganzzahlige
Potenzen gilt:

Am =" a|a;) (ay] (1.38)
j=1

Beweis: Vollstandige Induktion

Induktionsanfang (m = 0):  A° i
Induktionsannahme: Am = 2 ailaj)(a;| VYm < M



n

AMFL = AM A = ZMIaJ (a;]A > " aa;) (ayl

J=1

q.e.d.
Mit GI. (1.37) und 1.38 ergibt sich fiir Operator-Funktionen:

f(A ZczAz Zczz ]aj (a;] = Z (Z ) |a;){a;]

=0 j=1 =0
f(az)

1) = Z flai)ai){a;] (1.39)

Wenn wir Gl. (1.39) als Definition der Funktion eines Operators verwen-
den, koénnen wir auch nichtanalytische Funktionen f zulassen.

Wir fassen die Ergebnisse fiir Operatoren in abzdhlbaren Vektorraumen
zusammen:

SPEKTRALDARSTELLUNG IN ABZAHLBAREN VEKTORRAUMEN

Z (1.40a)

=D ai |pi) (el (1.40b)

:Z a;) o) (il (1.40c)

Die Gleichung (1.40c) enthélt die beiden anderen Gleichungen als Spezi-
alfalle. Allerdings folgen die Gleichungen (1.40a) und (1.40b) aus den ele-
mentaren Eigenschaften der linearen Vektorraume, wohingegen Gl. (1.40c)
eine weitere Definition zugrunde liegt. Aus Gl. (1.37) leitet man leicht das
Verhalten von Funktionen bei Transformationen

FUTAD) =TT f(A) T (1.41)
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mit einem unitdren Operator U ab.

Nicht nur in der Q.M. sondern auch in anderen Gebieten spielen Funktio-
nen von Matrizen eine wichtige Rolle. Deshalb soll die Spektraldarstellung
fiir Matrizen explizit untersucht werden. Wir betrachten die Darstellung
der Operatoren in einer Orthonormalbasis {|®;)}.

N

(@il f(A)|)) = Y (@i A|2y)

(@[1]D;) = {
(@i|A|D;) = Ay

(@i AAIR;) = (B;|ATLA|ID;) = (|4 |@)) (D] A|D))

=1

= S (D] A|d)) (@] A|D;) ZAdAU— )i = (A%);

(@i A"|®;) = (A)y
(@i f(A)|D;) = (f(A)),,

z.B.: <¢’¢|€M|¢)j> = <eiA)ij

In der Regel ist es das einfachste, Funktionen von Matrizen tiber

n

(@il f(A)le;) = (@i (Zﬂ%)!%ﬂ%!) 125) =D fla)(®ila,)(a,|®;)

v=1

zu berechnen.
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Es sollen noch einige niitzliche Eigenschaften von Determinanten angege-
ben werden. Wir unterscheiden drei Typen von n x n Matrizen, beliebige
A (B), hermitesche H und unitdre U.

EIGENSCHAFTEN VON DETERMINANTEN

|det(U)| =1 (1.42a)
det(A") = det(A)* (1.42b)
det(A B) = det(A) - det(B) (1.42¢)
det(A) = det(UT A U) (1.42d)
det(H) = | | A (1.42¢)
det(H) = ¢*PnH) (1.42f)

Hierbei sind die \; die Eigenwerte der Matrix H. Determinanten sind nur
fiir quadratische (n x n) Matrizen definiert'. Dennoch ist die Determinante
des Produktes AB zweier nicht-quadratischer Matrizen definiert, wenn
das Produkt eine quadratische Matrix liefert. Das heifst, wenn A eine nxm-
und B eine m x n-Matrix ist. Allerdings gilt in diesem Fall Gl. (1.42c) nicht
mehr in dieser einfachen Form. Die Determinante ist auf jeden Fall Null,
wenn m < n.

Die Spektraldarstellung haben wir fiir abzdhlbare Vektorraume abgeleitet.
Es stellt sich nun die Frage, ob diese Form auch fiir co-dimensionale Vek-
torrdume gilt. Voraussetzung hierzu ist, dafd die nétigen Eigenvektoren in
V™ existieren. Wir wissen bereits, dafs sich jeder Operator in V" durch eine
nxn Matrix darstellen 1afst. Damit M/ ¥ = AV eine nicht-triviale Losung be-

sitzt, muf gelten: det(M — A1) = 0. Dies ist ein Polynom n-ten Grades in A

!Determinanten nicht-quadratischer Matrizen werden manchmal dadurch definiert,
dafd man die Matrix quadratisch ergénzt, d.h. die fehlenden Elemente zur quadratischen
Form mit Nullen auffiillen. Die Determinante dieser Matrizen ist zwar Null aber immer-
hin definiert.

51



und besitzt als solches genau n Nullstellen. Es kann auch gezeigt werden,
dafd die n Eigenvektoren eines hermiteschen Operators eine vollstandige
Basis bilden. Diese Argumentation kann aber nicht auf den V*° iibertra-
gen werden. Das Polynom wird dort zu einer Potenzreihe, und diese muf3
keine Nullstellen aufweisen, selbst dann nicht, wenn sie konvergiert. Ein
Beispiel soll illustrieren, daf} die betrachtete Spektraldarstellung nicht im-
mer existieren muf3.

Beispiele:

1) Wir betrachten den Differentialoperator D = i-d,

der auf dem Raum der differenzierbaren Funktionen im Intervall (a,b),
wobei a = —oo und/oder b = oo sein kann, definiert ist.

D' ist definiert {iber:

/ab O*(x) DI (z)dr = (/b U*(z) D@(x)dx)

*

b b *
= (z\IJ*(IL’)(I)(IL’) ) —/ CD(a:)D\I/(x)*d:U)
= —iU(x)®"(x) Z—/ @(x)*g;llf(a:)da:
= —iU(z)P"(x) Z+/ O(z)" DY (z)dx

Wenn die Randbedingungen geeignet gewéhlt werden, so daB ¥ (z)®* ()%
0 gilt, dann ist D hermitesch: (®|DT|¥) = (®|D|¥).

Die Eigenwertgleichung von D lautet: L0, (z) = AO,\(x)

Die Losung dieser Gleichung ist: ©)(z) = c e=®

Wenn wir die Eigenwertgleichung als Eigenwertgleichung des Operators
D betrachten, sind wir allerdings nur an den Eigenvektoren interessiert,
die einen vollstindigen Vektorraum aufspannen. Es sind unterschiedliche
Vektorraume denkbar:

a) keine Randbedingung

Alle komplexen A sind Eigenwerte. Da D hier nicht hermitesch ist,
ist dieser Fall fiir die Quantenmechanik uninteressant.

b)a:—oo;b:+oo;\<1>(x)|‘|—>0 ;mit0 < C < oo
(siehe Abb.(1.4))
= U(z)®*(2)|TT =0
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A
v

0

v

Abbildung 1.4: Verhalten einer kontinuierlichen Funktion fiir |z| — oc.

d)

= reelle Eigenwerte. Die Eigenvektoren O,(x) sind aber nicht nor-
mierbar, denn

400 +A —A +00
/ 104 (2)[2 da :/ |9A(x)|2dx+/ 0de+/ C2dz
_ A _

[eS) — 9 A

-~
—00

A muf so grof3 gewdhlt werden, daf$ ©,(z) nicht mehr von C zu un-
terscheiden ist. Die Funktionen ®(z) bilden dennoch eine vollstandi-
ge Basis, da jede Funktion als Linearkombination dargestellt werden
kann. (Fouriertransformation!)

a=—%;b=+ZL; periodische Randbedingung ®(—%) = ¢(%)

Die Eigenwerte bilden ein diskretes Spektrum A = Zn ;n=---, —1,0,1,---.

L
Die Eigenfunktionen bilden ein vollstindiges Orthonormalsystem.

(Fourierreihen!)

a=—00;b=+00;|P(z)] — 0 fir |z] — c©
D ist hermitesch, aber in dem betrachteten Raum liegen keine Eigen-
funktionen, da |0, (z)| = |c| nie Null wird.

Wir sehen, dafs ein hermitescher Operator in V> nicht immer eine voll-
standige Basis von Eigenvektoren besitzt und die Spektraldarstellung nicht
anwendbar ist. Das gleiche gilt fiir den

2) Multiplikationsoperator Q f(x) := x - f(x).
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Das Eigenwertproblem dieses Operators lautet

1.43
T @,\(x) = )\@)\({L') ( )

Das heifst, die Eigenfunktion ©,(z) darf nur fiir + = X ungleich Null sein.
Als gewohnliche Funktion betrachtet, ist sie im Sinne des Lebesgue Inte-
grals identisch Null. In der Quantenmechanik ist es tiblich, auch Distribu-
tionen zuzulassen, und die Eigenfunktionen des Multiplikationsoperators
(1.43) in der Form

Or(x) =d(x — ) (1.44)

zu verwenden.
Es sei an die Eigenschaften der Diracschen Delta-Funktion erinnert

/_ " f@)d(e— ) = 10

Die Deltafunktion ist nicht wirklich eine Funktion. Unter anderem ist ih-
re Bedeutung nur unter einem Integral definiert. Fiir das Weitere reicht
jedoch folgende anschaulich Bedeutung der Deltafunktion aus. Sie kann
verstanden werden als der Limes ¢ — 0 einer Folge von Funktionen mit
der Flache 1. Eine mogliche Funktionen-Folge ist

5 ( ) . 1 _(@=0)?
r — Cc) = 1m (& 262
=0 \/2me?

Diese Eigenfunktion ist allerdings nicht quadratintegrabel und liegt nicht
im Hilbertraum, das ist der Vektorraum, der fiir g.m. Probleme naheliegt.
Auf die genaue Definition des Hilbertraumes und seiner Erweiterung ge-
hen wir spéter ein.

Wir konnen also nicht generell davon ausgehen, dafy die Zustdande, die
in die Konstruktion der Spektraldarstellung eingehen, die Eigenzustiande
eines hermiteschen Operators im erlaubten Definitionsbereich sind. Wir
wollen uns daher eine modifizierte Form der Spektraldarstellung tiberle-
gen, die sich auf kontinuierliche Spektren tibertragen lafst.
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Abbildung 1.5: Folge von Funktionen, die gegen §(x) konvergiert.

Das Spektraltheorem

Es gibt zwei gdngige, alternative Sichtweisen. Die erste geht auf VON NEU-
MANN zurtick. Wir betrachten zunéchst weiterhin einen abzdhlbaren Vek-
torraum und konstruieren einen Projektionsoperator, der in den Unter-
raum der entarteten Eigenzustande zum Eigenwert a, = a projiziert:

Pay =Y |9:)(®i|00a, (1.45)
=1
Mit diesem Projektionsoperator kann Gl. (1.36) geschrieben werden als
A= Z ap(a) ) (1.46)

wobei die Summe sich tiber alle unterschiedlichen Eigenwerte a erstreckt.
Wir wollen nun GI. (1.46) in eine Form bringen, die auch auf kontinuier-
liche Spektren anwendbar ist. Das kann man bequem {iber das Stieltjes
Integral erreichen, das folgendermafien definiert ist

| at@ydo() = i 3 g(w:) (o) = or(ai)

n—oo

(1.47)

Aus der nicht fallenden Funktion o(z) erhdlt man das Maf do(x). Wenn

do(v) existiert, gilt
b b do(x
[ stwaota) = [ o012 a

dx
NS g A

Vv Vv
Stieltjes Riemann
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Fiir den speziellen Fall o(z) = x wird GI. (1.47) zum gewdohnlichen Riemann-
Integral:

Beispiel:

Das Stieltjes-Integral wird dann interessant, wenn o (z) Unstetigkeiten auf-
weist. Zum Beispiel bei o(z) = h©(x — ¢), wobei © die Heavisidesche Stu-
fenfunktion ist (siehe Abb. (1.6))

@(x—c):{

Der einzige Term, der zur Summe in Gl. (1.47) beitragt, ist der mit z; > ¢ > x;_;.

T >c
r =cC
r<c

O =

A

\4

0 C

Abbildung 1.6: Stufenfunktion

In diesem Fall ist o(z;) — o(x;—1) = h und das Stieltjes-Integral liefert:

[ stwraote) = | g<x>d<h@<x—c>>{hg<c> c<esh )

0 sonst

Wir definieren nun das Stieltjes-Integral fiir Projektionsoperatoren:

[ oape) = im S g0n) (PO - PO-))  (149)

oo

Jetzt konnen wir das Spektraltheorem in allgemein giiltiger Form angeben:
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Theorem 1.8 (Spektraltheorem) Zu jedem selbstadjungierten Operator A gibt
es eine eindeutige Familie von Projektionsoperatoren P(\) (A € R) mit folgenden
Eigenschaften:

1. P(\)P(Xs) = P(A)P(\) = P(min(\;, \y))

z.ﬁne>ogwn%ﬁu+fnmwzﬁuﬂw>

3. lim P(\)|¥) =0

A——00

4. lim P(\)|U) = |B),

A—+400

so dafs
SPEKTRALTHEOREM
+o00
A:/A@@)

Die 5. Gleichung stellt eine Verallgemeinerung von Gl. (1.46) fiir beliebige
selbstadjungierte Operatoren mit diskretem und/oder kontinuierlichem
Spektrum dar. Weiter gilt auch

f(A) = / () dP()

Beispiel zur Veranschaulichung:

Wir betrachten den Multiplikationsoperator (), den wir zuvor definiert ha-
ben. Wir beweisen zunéchst, dafs () selbstadjungiert ist. Wir verwenden
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hierbei das Skalarprodukt Gl. (1.13).

@@y = ([ow(Que i)
_ ( / q)*(x)x\ll(x)dx)*

= /q)(x)x\lf*(x)dac: /\If*(a:)Qq)(x)dx
= (V[Q|®)

(|QT|@)

Da dies fiir beliebige Vektoren | V'), |®) des Definitionsbereiches gilt, haben
wir die Operatoridentitit Q = Q' und die Hermitezitit des Multiplikati-
onsoperator bewiesen. Als Eigenfunktion zum Eigenwert A kann §(z — \)
verwendet werden. Es sei noch einmal daran erinnert, dafs die Eigenwert-
gleichung nur verlangt, daff die Eigenfunktion fiir + # A verschwindet,
der Wert oder das Verhalten an der Stelle z = A hiangt mit der Wahl des
Vektorraumes zusammen. Man kann zeigen, dafs die fiir das Spektraltheo-
rem benotigten Projektionsoperatoren folgende Eigenschaft haben

2 {\I!(x) r <A
0 x>\

QU (z) = /_ Z NdP()) U(z) = /_ Z A d (P(A)@(@)
d wirkt nur auf \

- /Oo MO0\ — 2)U(x))

—00

— /Oo A (O — 2)) U(z) = 2V(z)

—00

X
Im letzten Schritt wurde das Ergebnis aus Gl. (1.48) iibernommen. Wir se-
hen also, dafs das Spektraltheorem tatsdchlich das richtige Ergebnis liefert
und es wurde an keiner Stelle ausgenutzt, dafy der Definitionsbereich nur
normierte Zustdnde enthélt.
Die eben durchgefiihrte Rechnung kann anschaulich leicht interpretiert

werden. Der Projektionsoperator P(z;) — P(z;_;), der in die Definition
des Stieltjes-Integrals Gl. (1.49) eingeht, hat eine ganz einfache Bedeutung.
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Wenn man ihn auf eine beliebige Funktion f(z) anwendet, liefert er eine
neue Funktion f(z),

sonst

;) flz) wennz € (zi1,2;)

die im Intervall (z;_1, z;) mit f(x) tibereinstimmt und ansonsten Null ist.
Der Projektionsoperator schneidet sozusagen ein Intervall aus der Funkti-
on heraus. Wenn man diese Funktionsstiicke aller Intervalle wieder zu-
sammensetzt, erhdlt man natiirlich wieder die urspriingliche Funktion.
Das erklart die Darstellung des Einheitsoperators i = 3. (P(z;)— P(z;_1)).
Ebenso sieht man unmittelbar ein, dafs mit abnehmenden Intervallbreiten
das Spektraltheorem gilt

Die meisten Versuche, die Quantenmechanik mathematisch rigoros zu be-
griinden, haben die urspriinglichen Ideen der Quantenmechanik so ein-
geschrankt oder revidiert, dafs sie im Hilbertraum formuliert werden kon-
nen. Eine davon ist die eben beschriebene von-Neumannsche Vorgehens-
weise. Eine attraktive Alternative, die auf Dirac zurtickgeht, bietet die Er-
weiterung des Hilbertraumes, so daf8 auch Vektoren unendlicher Norm
konsistent behandelt werden kénnen. Die genaue Definition des Hilber-
traumes und dessen Erweiterung werden wir im néchsten Abschnitt be-
sprechen. Die Diracsche Methode ist verwandt zu der fiir abzdhlbare Vek-
torraume und hat den Vorteil, dafs sie einfacher zu handhaben ist und
man sich in der praktischen Rechnung weniger mit mathematischen Sub-
tilititen herumschlagen mufi. Sie kann ebenso rigoros im Rahmen der
Distributionen-Theorie gerechtfertigt werden. Man schreibt z.B. die Spek-
traldarstellung fiir den Multiplikationsoperator in der Form

Q:/_oo AN dh . (1.50)

Hierbei sei |\) der Eigenzustand des Multiplikationsoperators zum Eigen-
wert A

QIN) = AA)
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Die ,Eigenfunktion” in der , Ortsdarstellung” ist wie bereits erwdhnt ©, (z) =
d(x — A). Diese Funktionen kénnen nicht normiert werden. Sie sind jedoch
in einem erweiterten Sinne orthonormiert:

ANy =6A=N) . (1.51)

Interessanterweise kann Gl. (1.50) auch aus dem Spektraltheorem erhalten
werden, wenn man den Projektionsoperator |\) (| auf die nicht-normierbaren
Zustande zulafit. Denn es gilt %&A) = |A)(A|l. Im Hilbertraum wiére dieser
Projektionsoperator nicht erlaubt und somit auch nicht die Ableitung.
Bevor wir den Hilbertraum und dessen Erweiterung genau definieren,
wollen wir zuvor noch allgemeine Eigenschaften von Kommutatoren und

die Konsequenzen kommutierender Operatoren untersuchen.
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1.5 Der Statistische Operator

Es wird im Abschnitt (3.3.2) des Physikteil des QM-Skriptums gezeigt, dafs
sich das gesamte Wahrscheinlichkeitskonzept der Quantenmechanik mit
statistischen Operatoren p formulieren lafst. Ein statistischer Operator ist
wie folgt definiert

DEFINITION EINES STATISTISCHEN OPERATORS

hermitesch: p' = p (1.52a)
Eigenwerte: \; € [0, 1] (1.52b)
d =1 (1.52¢)

Die Eigenwerte haben die Bedeutung von Wahrscheinlichkeiten. Sie sind
nicht-negativ und addieren sich zu Eins. Man sieht unmittelbar, daf} stati-
stische Operatoren folgende Eigenschaften haben

EIGENSCHAFTEN STATISTISCHER OPERATOREN

AF =\ (1.53a)

Sp(p) = 1 (1.53b)

WIpl) o 0,1 V) (1.53¢c)
(¥lp) ’

Die Menge aller statistischen Operatoren bildet eine konvexe Menge. Das
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bedeutet, daf$ jede Linearkombination

p= Z Ci i
von zwei oder mehr statistischen Operatoren p; wieder einen statistischen
Operator bildet, vorausgesetzt 0 < ¢; < 1und ), ¢; = 1. Ein solcher Ope-
rator wird konvexe Kombination der Menge {p;} genannt.
Der statistische Operator enthilt die gesamte Wahrscheinlichkeitsinfor-
mation eines Quantensystems. Insbesondere ist der Erwartungswert einer
Observablen A, zu der der Operator A korrespondiert, gegeben als

(A) = Sp(pd) . (1.54)

1.5.1 Reine Zustinde

In der Menge aller Zustdnde gibt es eine besondere Klasse, die REINEN
ZUSTANDE. Ein statistischer Operator fiir reine Zustdnde hat, per defini-
tionem, die Form

p=Iloywl (1.55)

wobei der normierte Vektor |1)) Zustandsvektor genannt wird. Der Erwar-
tungswert einer Observablen A geht dann in die einfachere Form

(A) = (V]| Aly) (1.56)

tiber.

Der Zustandsvektor |¢) ist nicht eindeutig. Alle Vektoren der Form €*¢|q)),
mit beliebiger Phase ¢, sind physikalisch dquivalent. Der statistische Ope-
rator p zum diesem reinen Zustand ist jedoch eindeutig.

Eine weitere, notwendige und hinreichende Charakterisierung eines rei-
nen Zustandes ist die Bedingung

pP=p

Sie ist notwendig, da Gl. (1.55) das unmittelbar verlangt. DafS sie hinrei-
chend ist sieht man {iber die Spektraldarstellung ein

7= DN (il = D0 A [

Das bedeutet, dafs die Eigenvektoren |¢) des statistischen Operators or-
thonormal sind,
A2 =\

2
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Also sind nur die Eigenwerte 0 oder 1 vertraglich. Wegen Gl. (1.52¢c) mufi
genau ein Eigenwert 1 sein und der Rest Null. Das bedeutet, daf’ in der
Spektraldarstellung nur genau ein Projektionsoperator vorkommt.

Theorem 1.9 Eine reiner Zustand kann nicht als nicht-triviale konvexe Kombi-
nation anderer Zustinde ausgedriickt werden. Allgemeine (nicht-reine) Zustin-
de hingegen konnen immer als nicht-triviale Kombination anderer Zustinde ge-
schrieben werden.

Der Beweis des zweiten Teils des Theorems ist trivial, da die Spektraldar-
stellung des statistischen Operators bereits eine solche Zerlegung liefert.
Diese konvexe Zerlegung ist nicht eindeutig, da bei der konvexen Kom-
bination nicht verlangt wird, daf$ die involvierten Zustande ,orthogonal
sind”. Wir betrachten z.B. den statistischen Operator

p=clh)y@l + A=) W)W

mit 0 < ¢ < 1 und zwei beliebigen, orthonormalen Vektoren |)) und [¢').
Wir definieren zwei neue Zustdande

o) = Ve ) + VI—cl)
&) =Velw) = VI—cl)

Man sieht sofort, dafs
p=3lo)el + 3 1)¢]

eine andere, konvexe Kombination zweier Zustiande darstellt.

Ein allgemeiner Zustand kann gewissermafsen als STATISTISCHES GEMISCH
reiner Zustdnde betrachtet werden. Dieser Begriff ist jedoch etwas irrefiih-
rend, da die Zerlegung in reine Zustdnde nicht eindeutig ist.

1.5.2 Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Die Formel fiir den Erwartungswert Gl. (1.54) reicht aus, daraus alle Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen abzuleiten. Wir betrachten hierzu eine belie-
bige Funktion F' (A) eines Operators A. Es sei p(a) da die Wahrscheinlich-
keitsdichte, dal der Wert der Observablen A in (a, a + da| liegt. Die Defi-
nition der Wahrscheinlichkeitsdichte besagt

(F(A)) = /OO F(ad") p(a’) da’ . (1.57)



Gemaf3 Gl. (1.54) gilt ebenfalls

(F(A)) = 5(p F(4) . (1.58)
Durch geeignete Wahl der Funktion F(A) kann die Wahrscheinlichkeits-

dichte ermittelt werden. Wir betrachten diskrete und kontinuierliche Spek-
tren separat.

DISKRETE SPEKTREN

A sei ein selbstadjungierter Operator mit der Spektraldarstellung

A= Z a; |a;){ag]

~ A

Wir betrachten speziell die Funktion F'(A) = ©(a — A). Der Erwartungs-
wert dieser Funktion ist gemafs Gl. (1.57)

@m—m>=/ﬂmwdw — P(A < alp)

—00

Das ist gerade die Wahrscheinlichkeit, dafs der Wert der Observablen klei-
ner als a ist. Andererseits erhalten wir aus Gl. (1.54)

~

(O(a—A)) = (p O(a— A))
= S(p Z O(a — a;) |a;){ai|)

= {ailpla;) ©(a — a;)
Die Wahrscheinlichkeitsdichte ist in diesem Fall
p(a) = - P(A < alp)
= Z (a;]plai) 0(a — a;)

Wir sehen, dafd die Wahrscheinlichkeitsdichte verschwindet, wenn a kein
Eigenwert von A ist. Die Wahrscheinlichkeit ist also Null, da8 eine dyna-
mische Variable einen Wert annimmt, der nicht zu einem Eigenwert des
korrespondieren Operators gehort.

Die Wahrscheinlichkeit, dafy eine dynamische Variable A im Zustand p den
Wert a annimmt ist

P(A=alp) = lirr(l) {P(A <a+elp)—PA<a-— €|ﬁ)}

= Z <az’ﬁ’az> 5a,a¢
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In einem reinen Zustand p = |¢) (/| erhalten wir fiir einen nicht-entarteten
Eigenzustand |a;) das bekannte Ergebnis

P(A = ailp) = [{alv)|”

KONTINUIERLICHE SPEKTREN

Der Operator A, mit einem rein kontinuierlichen Spektrum 148t sich in der
Diracschen Formulierung schreiben als

A :/ a' |a'y(d'| da’

Seine nicht normierten Eigenvektoren erfiillen die , Orthogonalitidtsbezie-
hung” (¢'|a”) = §(a’ — a”). Die Wahrscheinlichkeitsdichte erhalten wir, wie
zuvor, aus dem Mittelwert der 8-Funktion

<@@—A»=/ﬂprM/

—00

— P(A < dlp)

Wir haben aber auch die Beziehung

~

(O(a — A)) = 5(p Oa — A))
=5 [ 6la-a) ld)(a] da)
— [ tiole) aa
_ 9 P(A = (alp 1.59
pla) = = P(A<alp) = (alple) . (1.59
Fiir den Spezialfall eines reinen Zustandes p = |¢)(v| wird hieraus
p(a) = |(a|¥)[*

Sowohl im diskreten, wie auch im kontinuierlichen Fall besteht die Wahrscheinlichkeit(-
sdichte) aus 2 Beitrdgen. Einer charakterisiert den Zustand (hier |¢)) und

der andere einen Teil des Spektrums der dynamischen Variablen (hier |a)),

d.h. einer Zustands- und einer Filterfunktion. Der Zustandsvektor gehort

zum Hilbertraum und mufS normierbar sein. Die Filterfunktion hingegen

gehort nicht zum Hilbertraum, sondern zum erweiterten Raum #*.
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1.6 Kommutatoren

1.6.1 Eigenwertproblem kommutierender Operatoren

Wir betrachten zwei Operatoren A und B, deren Kommutator verschwin-
det, fl, B| =0, und tiberlegen uns die daraus resultierenden Konsequen-
zen fiir die Eigenwertprobleme der beiden Operatoren

Ala) = ala) (1.60a)
Bb) = b|b) (1.60b)

Wir beginnen mit Gl. (1.60a) und nutzen aus, dafs die Operatoren vertau-
schen.

A (B|a>) — ABla) = B Aja) =a <é|a>> (1.61)

Bla) ist also gleichzeitig Eigenvektor von A zum Eigenwert a. Wenn dieser
Eigenwert nicht entartet ist, heifSt das B|a)  |a). Somit ist |a) gleichzeitig
Eigenvektor von B

Bla) = b |a) (1.62)

Komplizierter wird die Angelegenheit, wenn der Eigenwert a entartet ist.
ZB.a; = ay = --- = a; = a. (Wenn die entarteten Vektoren andere Indi-
zes haben, kann man sie immer zunachst umnumerieren.) In diesem Fall
spannen die zugehorigen Vektoren einen Unterraum V¢ auf.

Beweis:

Es ist zweckmiflig, die entarteten Eigenvektoren mit einem zusitzlichen
Entartungsindex zu versehen |a,i) i=1,2,---

Es gilt weiterhin

Ala,i) = ala,i)  i=1,2,---,1

1. Jede Linearkombination der Vektoren aus dem Unterraum V*
I

) = Y elai)

i=1
ist Eigenvektor von A zum Eigenwert a und somit Element von V¢

l l

AW) = Y ¢Alai) = ) cala,i) = a|¥)

i=1 i=1
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2. Zujedem Vektor |V) € V* existiert das Inverse in V¢, |[-¥) = —| )
(=) + [¥) = 10)

3. Das Nullelement liegt ebenfalls in 1.
Al0) = 0[0) = a|0)

Aus Gl. (1.61) folgt, daB B|¥) ebenfalls Eigenvektor von A zum Eigenwert
a ist. Demzufolge gilt B|¥) € V¢V |¥) € Ve

Wir kénnen daher auch B im Unterraum V¢ diagonalisieren, d.h. es gibt
eine Linearkombination |a,b) = 3>'_, ¢;|a, 7) mit der Eigenschaft

Ala,b) = ala,b)
Bla,b) bla, b)

Hieraus ergibt sich unmittelbar

Theorem 1.10 (kommutierende Operatoren) Wenn zwei selbstadjungierte
Operatoren A, B einen vollstindigen Satz von Eigenvektoren besitzen und au-

fSerdem vertauschbar sind <AB = BA), dann existiert ein vollstindiger Satz
von gemeinsamen Eigenvektoren mit den Eigenschaften

e Ala,b) = ala,b)

e Bla,b) = bla,b)

o > lai,bj)ai, by = 1 (Vollstindigkeit)

o (ai, bjlai, bjr) = 6i0;
Wir konnen immer die Notation |a, b) verwenden, auch wenn keine Entar-

tung vorliegt. In diesem Fall ist eine der , Quantenzahlen” jedoch redun-
dant.

Das Theorem léf3t sich auch auf drei Operatoren ausdehnen.
Wenn [/1, é} = [B , é] = [A, C’} = 0, dann existiert ein gemeinsamer Satz

von Eigenvektoren |a, b, ¢) mit

Ala,b,¢) = ala, b, c)
Bla,b, ¢) = bla,b,c)
Cla,b,¢) = cla,b, c)
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Die Verallgemeinerung lafst sich fiir beliebig viele Operatoren fortsetzen,
allerdings gibt es eine Hochstzahl kommutierender Operatoren. Ist die-
se erreicht, so ist jede Entartung der Vektoren aufgehoben, und die Ei-
genwerte charakterisieren den Zustand eindeutig. Ein derartiger Satz von
Operatoren heifit vollstindiger Satz kommutierender Operatoren. Alle
weiteren kommutierenden Operatoren lassen sich dann durch die bereits
gefundenen Operatoren ausdriicken. Diese Aussage wird weiter unten ge-
nauer besprochen.

Anstatt die Eigenvektoren durch alle Eigenwerte zu kennzeichnen ( |a, b, ¢, - - -

verwendet man oft einen kollektiven Index (z.B. |k)), insbesondere wenn
es sich um ,verwandte” Quantenzahlen handelt. Es gilt dann

= |a,b,c,---)
= 5k,kz’ = 5a,a’§b,b’5c,c’ te

o= Y [k)kl= > labe--)abc |

a,b,c,-

Zum Auffinden einer vollstindigen Basis geht man folgendermafien vor.
Nehmen wir an, der Operator A sei bereits diagonalisiert worden, d.h. das
Eigenwertproblem A|a) = aa) sei gelost. Allerdings sei mindestens ein
Eigenwert a entartet. Die Eigenwerte werden nun mit einem zusétzlichen
Index durchnumeriert A|a, i) = a |a, 7). Wendet man nun einen mit A kom-
mutierenden Operator B auf la, i) an, so liefert dies zwar nicht unbedingt
la,i) zurlick, aber es muf$ sich um einen Vektor im Unterraum, der von
den entarteten |a, i) aufgespannt wird, handeln. D.h.

Bla,i) =) ¢jla, j)
J
In diesem Unterraum diagonalisieren wir B und erhalten schlieflich

Bla,b) = bla,b)
Ala,b) = ala,b)
Wenn die Entartung nun vollstandig aufgehoben ist, hat man den vollstan-

digen Satz A B gefunden. Andernfalls 143t sich das Verfahren mit einem
weiteren mit A und B kommutierenden Operator fortsetzen.
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Beispiele
1. Der Spin eines Spin-3 Teilchens ist vollstindig durch die Eigenwerte
von 5; bestimmt, da gilt

[S Sx] #0
[S S},] £0

2. Bezieht man noch den Ort eines freien Teilchens mit ein, so ist der
Zustand gekennzeichnet durch

|z, y,2,0) = |Z,0)

Wir werden spéter noch sehen, dafs [Xi, X ]} = 0 ist, d.h. alle kartesi-

schen Koordinaten charakterisieren den Zustand. Allerdings konnen
gemdfs Theorem (1.12) nicht gleichzeitig die Impulskoordinaten des

Teilchens angegeben werden, da [X}, I:’z] # 0.
|7, o) bildet eine vollstandige Basis.
Ebenso bildet |p, o) oder z.B. |z, y, p., o) eine vollstindige Basis.

Theorem 1.11 Jeder Operator, der mit allen Elementen eines vollstindigen Sat-
zes kommutierender Operatoren vertauscht, ist eine Funktion der Operatoren die-
ses Satzes.

Beweis:
L ={ABC---}seiein vollstandiger Satz kommutierender Operatoren mit
den Eigenvektoren |a,b,c, - - -)
F sei ein Operator, der mit allen Operatoren aus £ vertauscht.
Da L ein vollstindiger Satz ist, miissen die Vektoren |a,b,c, - --) bereits
Eigenvektoren von F' sein
Fla,b,c, ) = fape--la,b,c,--+)
Der Eigenwert f, ... ist eine eindeutige Funktion F der Eigenwerte
fa,b,c,--- = -,/t(aa b7 Gy )

Nach dem Spektraltheorem gilt aber

F = /fa7b7c7... dp(a, byc,--+)
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Theorem 1.12 Operatoren, die nicht vertauschen, haben keinen vollstindigen
Satz gemeinsamer Eigenvektoren!

Beweis:
Wir fithren den Beweis indirekt. |a, b) sei ein gemeinsamer Satz von Eigen-
vektoren. Dann gilt aber

ABla,b) = Abla,b) = bAl|a,b) = bala,b)
= abla,b) = aB|a,b) = Bala,b) = BAla,b)
AB|a,b) — BAla,b) = 0
(Aé_éA) la,b) = 0
}ya,m =0

Wenn dies fiir alle |a, b) gilt, dann ware [/1, E’] = 0, also ein Widerspruch.
Es kann daher keinen vollstindigen Satz gemeinsamer Eigenvektoren ge-

ben. Allerdings kann es einen Unterraum gemeinsamer Eigenvektoren ge-
ben!

1.6.2 Kommutatoren der Orts- und Impulsoperatoren

In der Quantenmechanik spielen die Ortsoperatoren X, und die Impuls-
operatoren P, eine zentrale Rolle. Hierbei bezieht sich der Index o =
{z,y,z} (bzw. o = {1,2,3}) auf die kartesischen Koordinaten. Zwischen
diesen Operatoren gelten die fundamentalen Vertauschungsrelationen

FUNDAMENTALE VERTAUSCHUNGSRELATIONEN

[Xa,Xﬂ_ —0
[ﬁa, Psl =0 (1.63)
[XQ,PB_ — b, 5 1

Fiir analytische Funktionen f und g dieser Operatoren gilt
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2o 0 2
S0Pl = it f(X) (1.64)
9(P), X = —ma‘? o(P) (1.65)
[f()?),xa] — 0 (1.66)
lg(P),P,] = 0 (1.67)

2. 0 =
6Oag<0) ist zu verstehen als (a—Oag(O)> lo.—06.-

Fiir den Beweis von Gl. (1.64) nutzen wir aus, daf$ wir eine analytische
Funktion in den drei kartesischen Koordinaten wie folgt entwickeln kon-
nen

ni ,.n2,.n3
g E E C(ny,ng,ng) - x7* xh>xy

n1=0n2=0n3=0

Unter Verwendung von Gl. (1.21) und GL. (1.64) erhalten wir somit

X P = > Clna,ngng)- (X3, P [ X5°

n1,n2,n3 B#a

Wir berechnen zunzchst den Kommutator [X7, P,], wobei wir den Index
a voriibergehend unterdriicken

(X", P] = X" '[X,P]+[X"" P|X
N——
. il o
= GhX"I 4 XL PIX
= ih-2X"' 4+ X" P XP

(X", P] = iin X"' | (1.68)

Das vervollstandigt zusammen mit Gl. (1.63)

[f(X), Pl =ik > C(na,ng,ng)-ne Xoo " [ X5°

n1,n2,m3 B#a
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den Beweis von Gl. (1.64). Die Gl. (1.68) kann als Spezialfall von Gl. (1.64)
betrachtet werden. Die Beweise von Gl. (1.65)-Gl. (1.67) gehen ganz ana-
log.

1.6.3 Die Unbestimmtheitsrelation

Wir definieren zunachst

Def. 1.29 (Varianz) Im Zustand, der durch den statistischen Operator p be-
schrieben wird, ist die Varianz (Dispersion, Unbestimmtheit) einer Observablen
A, der der hermitesche Operator A zugeordnet ist, definiert als

var(A) = ((AA)?)
mit

AA = A—(A)

(A) = S(pA)

Es gilt auch fiir Operatoren die bekannte Beziehung

~

)2 A2 2
(a4))) = (4% - (A
Die Unbestimmtheitsrelation besagt

Theorem 1.13 (Unbestimmtheitsrelation) Im Zustand, beschrieben durch den
statistischen Operator p, erfiillen die Varianzen zweier Observablen A und B, die
durch die selbstadjungierten Operatoren A und B beschrieben werden, die Un-
gleichung

var(A) - var(B) > W’—BD
- 4

‘ (1.69)

Beweis: .
Fiir einen beliebigen Operator 7 gilt die Ungleichung

(TThY =S(pTTH >0

Diese Ungleichung ist sofort einsichtig, wenn wir fiir p die Spektraldar-
stellung verwenden

SppT T = Z A (@il T M) > 0
i X0 X

>0
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Die Eigenwerte des statistischen Operators liegen bekanntlich zwischen
0 und 1 und der Mittelwert (;|T T7|¢;) in den Eigenvektoren |p;) des
Zustandsoperators j kann als Normquadrat des Vektors 7'7|¢;) aufgefafit
werden. Wir wahlen speziell 7' = AA+iaA B, wobei  eine beliebige reelle
Zahl sein soll. Die Ungleichung liefert dann

A

(T TT) = Sp(p (AA)?) — iaSp(p [AA, AB]) + a*Sp(p (AB)?) >0

Der Kommutator kann umgeformt werden in
[AA,AB] =[A, B] = iC

Kommutatoren hermitescher Operatoren sind anti-hermitesch?. C' ist des-
halb hermitesch und besitzt nur reelle Eigenwerte. Somit wird aus der Un-
gleichung

A A

(T TT) = Sp(p (AA)?) + *p(p (AB)*) + aSp(p C) > 0

Alle Terme in dieser Ungleichung sind also reell und die ersten beiden
sind sogar positiv. Die linke Seite beschreibt eine nach oben geoffnete Pa-
rabel in a. Die Ungleichung mufs fiir alle Werte von « erfiillt sein. Deshalb
ist es eine notwendige und hinreichende Bedingung, wenn die Unglei-
chung am Minimum, also fiir

1 (60

2 5p(p (AB)?)
erfiillt ist. In diesem Fall liefert die Ungleichung die gesuchte Unbestimmt-
heitsrelation

Y

A (swo)
D (AAP)Sp(p (AB)?) 2 St

Die physikalische Konsequenz der Unbestimmtheitsrelation ist sehr weit-
reichend. Die Unbestimmtheitsrelation besagt u.a., dafl Mefigrofien, die
durch nicht kommutierende Operatoren beschrieben werden (etwa Im-
puls und Ort), nicht gleichzeitig beliebig genau angegeben werden kon-
nen.

Beispiel:

Der Erwartungswert des Kommutators vom Orts- und Impulsoperator

2siehe GI. (1.33)
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(X, P) in einer Raumrichtung ist gemi8 GI. (1.63) ‘([ ¢ ]5]>‘ = h. Daraus
folgt die Unschérferelation

h2
var(X) - var(P) > T
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1.7 Der Hilbertraum

Wir haben einen linearen Vektorraum definiert als eine Menge von Ele-
menten, die unter Addition und Multiplikation mit Skalaren abgeschlos-
sen ist. Bemerkenswerter Weise sind alle endlich-dimensionalen Vektor-
rdaume gleicher Dimension isomorph®. Bei unendlich-dimensionalen Vek-
torrdumen, solche sind in quantenmechanischen Anwendungen relevant,
muf$ man jedoch Unterscheidungen machen.

Wir betrachten einen co-dimensionalen Satz von Basisvektoren |®,,) n €
N. Hieraus konstruieren wir einen Vektorraum V/, der aus allen Vektoren
der Form

W) = Zci|q)i> (1.70)

7

aufgebaut ist, in denen allerdings nur endlich viele Koeffizienten ungleich
Null sind. Mit anderen Worten, es sind beliebige, endliche Linearkombina-
tionen der Basisvektoren erlaubt. Die Grenzelemente von Cauchy-Folgen
in diesem Vektorraum V' liegen nicht unbedingt in V. Die Konvergenz ei-
ner Folge haben wir bereits im Abschnitt 1.2.5 definiert.

Zum Beispiel sind alle Vektoren der Form

|W;) = Z Cn|Pn)
n=1

tiir beliebige, endliche Werte i in V' enthalten. Der Grenzvektor fiir i — oo
ist jedoch kein Element von V/, da er unendlich viele Basisvektoren enthilt.

Wenn wir zu V' die Grenzelemente aller konvergenten, unendlichen Fol-
gen von Vektoren in V' hinzunehmen, erhalten wir einen grofieren Vektor-
raum. Dieser Vektorraum wird HILBERTRAUM H genannt, wenn zusétz-
lich 3", |ci|* < co. Wir betrachten zunéchst den Vektorraum 2, der alle be-
liebigen Linearkombinationen der Form |¥) = " ¢,,|®,,) enthdlt. Fiir phy-

sikalische Anwendungen sind vor allem normierbare Vektoren relevant,
da sie die Definition von Wahrscheinlichkeiten erlauben. Der Hilbertraum
ist ein Unterraum von €2, bei dem nur Linearkombinationen mit einer end-
lichen Norm zugelassen sind.

3Ein endlicher Vektorraum V" mit einem darauf definierten Skalarprodukt heift uni-
tarer Raum.
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Def. 1.30 (Hilbertraum) Ein linearer Vektorraum heifit Hilbertraum H, wenn

o in ihm ein Skalarprodukt definiert ist (Unitirer Raum)
o jede Cauchy-Folge ein Grenzelement in ihm besitzt (Vollstindigkeit).

Wir hatten bei der Diskussion des Spektraltheorems bereits gesehen, dafs
es fiir einige Probleme rechentechnisch sinnvoll oder sogar physikalisch
notwendig ist, auch nicht-normierbare Vektoren zu erlauben. Fiir die fol-
genden Uberlegungen benétigen wir folgende Definition:

Def. 1.31 (konjugierter Raum W*) Der zum Vektorraum W konjugierte Raum®
W+ ist die Menge aller Vektoren |x) = > b, |®,,) fiir die gilt
(Ulx) < oo VIU)eW
d.h.: Z b, < o0

und fiir die (V| ein stetiges Funktional auf YW* ist.

Es soll zunéchst gezeigt werden, daf3 der Hilbertraum zu sich selbst kon-
jugiert ist. Das heifst, jedes Element aus H ist auch Element aus H* und
umgekehrt

H =H"

Zum Beweis gehen wir vom Gegenteil aus. Wir nehmen an, es gibe einen
Vektor |x) ¢ H, fiir den gilt (¥|y) < oo. Da dies fiir beliebige |¥) gelten
mufs, wahlen wir |V) speziell so, daff seine Entwicklungskoeffizienten b,
dieselben Phasen haben wie der Vektor |y). Das soll bedeuten

bj = |bj| €™
¢j = |ej| e

Dann gilt also

DIyl =00 (1.71a)

J
D el bl <00 (1.71b)
J

“Es besteht eine enge Verwandtschaft zwischen dem Dualraum und dem konjugierten
Raum. Der einzige, wichtige Unterschied ist der, daf8 die Beziehung zwischen W und
dem Dualraum anti-linear ist, wohingegen ein strikter Isomorphismus zwischen WV und
W* besteht.
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Gl. (1.71b) besagt aber, daf§ es in H einen Vektor |¥M)) mit den Koeffizien-

ten cg-l) = ]cjll/ 2 ]bjll/ ? ¢i%; gibt, da dessen Norm nach Gl. (1.71b) ebenfalls

endlich ist. Dann kénnen wir aber statt |¥) den Vektor |[¥()) in GI. (1.71b)

verwenden. Das bedeutet nun aber wieder, daf} es in { einen Vektor |¥(?))
e

mit den Koeffizienten c; ) = |¢j|"* |b;]** €5 gibt. Dieses Argument kann

iteriert werden und besagt nach n Wiederholungen: Es gibt in ‘H einen
Vektor |¥™) mit den Koeffizienten cg-") = J¢;|* " |b;|" " €. Alle Vek-
toren |U(™) liegen in H. Da wir gefordert haben, daf (¥|y) ein stetiges
Funktional auf H sein soll, muf} auch [¥(®)) := lim, ., [¥™) = |y) € H.
Damit haben wir einen Widerspruch zu unserer anfanglichen Annahme
und somit gibt es keinen Vektor |y) € H*, der nicht auch in H enthalten
ist.

Wir definieren nun den Raum W aller Vektoren der Form |w) = )" w,|®,)

mit der Einschrankung

Z|wn|2nm<oo V'm e Ny
n

W ist ein Unterraum von H. Der konjugierte Raum W* enthilt alle Vekto-
ren [v) = > v,|P,) mit

(wlv) = Zw;;yn <oo V|w)yeWw

(w| ist ein stetiges Funktional auf W*. Offensichtlich ist W* wesentlich gro-
er als W, denn es sind auch Vektoren enthalten, deren Entwicklungskoef-
fizienten so schnell wie eine beliebige Potenz von n fiir n — oo ansteigen.
W* heifst erweiterter (rigged) Hilbertraum, und es gilt also

WCH=H CcW"

Es kann gezeigt werde, daf fiir jeden selbstadjungierten A in 7 ein voll-
standiger Satz von Eigenvektoren in W* existiert.

Wir haben somit zwei Losungen fiir das Problem, daf3 ein selbstadjungier-
ter Operator nicht immer eine vollstandige Eigenbasis im Hilbertraum mit
endlicher Norm besitzt:

1. Basierend auf dem Spektraltheorem: Transformiere die Gleichungen
in solche mit Projektionsoperatoren, die im Hilbertraum wohldefi-
niert sind, selbst wenn sie nicht als dufieres Produkt (|z)(x|) geschrie-
ben werden konnen.
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2. Erweiterung des betrachteten Vektorraums iiber quadratintegrabe-
le Funktionen hinaus. (— W*). In diesem Raum existiert immer ei-
ne vollstandige Orthonormalbasis. Mit dieser Erweiterung kann der
Bra-Ket-Formalismus generell angewendet werden. Diese Alternati-
ve wird im weiteren Teil des Skriptums verfolgt.

Beispiel:
Der Raum der Funktionen einer Variablen ¥(z).

Die Funktionen spannen einen Vektorraum auf. Konstruktion eines Hilbert-
raumes iiber quadratintegrabele Funktionen

/|\I/(a:)\2d1: < 00
Konstruktion des WW-Raumes von Funktionen W ,) ist
/\m(@ﬁ (14 |e)de < 00 ¥m=0,1,2,-

Konstruktion des W*-Raumes
X(z) eWwr

‘/\D(m)*x(m)dm <o YVU(E)EW

W* enthilt zu den quadratintegrabelen Funktionen auch solche, die nicht
schneller als eine beliebige Potenz von x divergieren.
W+ enthilt e**, die Eigenfunktion des Operators —i-L

W* enthilt die 6-Funktion, die Eigenfunktion des Ortsoperators Q.
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1.8 Der Produktraum

Viele physikalischen Probleme bestehen aus Teilsystemen bzw. mehreren
Freiheitsgraden. Z.B. bestehen Atome aus Atomkern und Elektronen. Elek-
tronen wiederum besitzen eine Ortskoordinate und einen Spin-Freiheitsgrad.
Es ist zweckmaflig, von den Hilbertraumen H;, Hs, - - - der einzelnen Teil-
systeme/Freiheitsgrade auszugehen und daraus den Hilbertraum des ge-
samten Systems aufzubauen.

Beispiel:

Elektron: Hx fiir den Ort (gebundener Zustand):
Menge aller Funktionen f(Z) mit [ |f(Z)|d’ < o
Hs fiir Spin:
Vektorraum, der durch die Eigenzustinde von S=
der Spin-Operatoren aufgespannt wird.

1.8.1 Das Tensor-Produkt

Wir greifen aus den Vektoren zweier verschiedener Hilbertraume 1 und
2 je einen Vektor |®); und |¥), heraus und bilden aus ihnen formal ein
Produkt(kein Skalarprodukt und auch kein dufSeres Produkt), das kom-
mutativ sein soll. Fiir das Produkt schreiben wir:

O, U) = |P); ® |U)s = V) @ |D)y . (1.72)

Das soll einfach bedeuten: Das Teilsystem 1 befindet sich im Zustand |®)
das Teilsystem 2 befindet sich im Zustand | V). Auf die Reihenfolge kommt
es hierbei nicht an.

Dieses Produkt, das direktes oder Tensor- Produkt genannt wird, soll wie-
der ein Vektor aus einem linearen Vektorraum sein, der die Physik zu-
sammengesetzter Systeme beschreiben soll. Offensichtlich liegt der Vektor
weder in H; noch in H,. Er liegt in einem sogenannten Produktraum

H="H @ H,

H wird von allen Vektoren (1.72) und deren Linearkombinationen aufge-
spannt.
Aus der Distributivitdt von |®); soll folgen:

Wenn: |(1)>1 = CL|(D1>1 +b|CI)2>1
@)1 @ W), al®1)1 @ [V)y + b|Dg); @ [¥),

Dasselbe gilt fiir |¥)s.
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Def. 1.32 (Skalarprodukt im Produktraum) Das Skalarprodukt zweier Pro-
duktvektoren ist definiert als das Produkt der Skalarprodukte in den beiden Teil-
rdumen:

(P1, U1 | Py, Uy) = (P1|D2) (V1|Wy) (1.73)

1.8.2 Vollstindige Basis im Produkt-Raum

Wenn |®;) eine vollstindige Basis in {H;} und {|¥;)} einen vollstindige

Basis in H; ist, dann ist {|®;); ® | V). } vollstandige Basis des Produktrau-

mes H; ® Ho.

Im Produktraum numerieren die Indextupel (k,1) die Vektoren durch. Wenn
die Dimension von H, durch N, gegeben ist, dann ist die Dimension des

Produktraumes H; ® H, gleich N; - N,. Dieses Konzept kann auch auf

oo-dimensionale Teilrdume angewandt werden.

1.8.3 Orthonormierung im Produkt-Raum

Aus den orthonormierten Vektoren der Teilrdume folgt mit Gl. (1.73) sofort
(P, V1| Ppr, Wpy) = (P | Ppor ) (Wi | Wir) = Opopr O

Wenn |®,), |V;) vollstandige Orthonormalbasen in H;, H; sind, dann gilt

ii@kﬂl’ﬁ@k,\lﬂ dk dl =1
ke

gtsoll entweder eine Summe oder ein Integral tiber die Variable k darstel-

len, je nachdem, ob es sich um eine diskrete oder kontinuierliche Grofse
handelt.

Ein beliebiger Vektor im Produktraum 14f3t sich entwickeln als

0,02 = S @, Wil o) @1 0 W4)s dk
(] -

=PkD)
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Beispiele:
1. Elektron mit Spin:

|W) beschreibt den Ort (Basis: Ortsraumeigenzustinde |7'))
|x) beschreibt den Spin (Basis: S*-Eigenzustdnde |o) = |+z))
|V, x) = |V) ® |x) beschreibt den Gesamtzustand des Elektrons.

Die sogenannte WELLENFUNKTION ist dann

V(@ 0) = (T, 0|V, x) = ((7] @ (o]) (1¥) ® |x))
= (Z]W) (a|x) = ¥(Z) - x(0)

Eine mogliche Wellenfunktion ist aber auch

Y(,0) = U(@)x(0) + V(T)X(0)

Sie beschreibt einen VERSCHRANKTEN Zustand.

2. Zwei Elektronen ohne Spin:

| 1) beschreibt den Ort des ersten Elektrons.
|U?) beschreibt den Ort des zweiten Elektrons.

|U!, U?) beschreibt den Gesamtzustand. (Basis: |#'', 7"%))
Die Wellenfunktion ist
v, 7?) = (@ a0 = l(a) - ¥
Auch hier ist eine verschrankte Wellenfunktion moglich
v = (V@ WAE) + )P E))
(verschrankter Zustand, klassisch undenkbar)

Man sieht sofort, daf$ nicht alle Vektoren in H; ® H, ein blofdes direktes
Produkt der Gestalt |®); ® |¥), sind.

Das ist der Grund, warum im Produktraum auch Wechselwirkungen der
Teilchen erfafit werden konnen. Zustinde vom |V) ® |®)-Typ beschreiben
unkorrelierte Teilchen. Man nennt diese Vektoren auch ELEMENTARE TEN-
SOREN. Zustdnde, die nicht so dargestellt werden konnen, nennt man "ver-
schrankte’ (entangled) Zustédnde.

Zum Beispiel konnen sich zwei Spins im Zustand

|U) = <|+z>1 ® |—z>2) + (|—z>1 ® |+z)2)
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befinden. Es ist keines der Teilchen im Eigenzustand der zugehorigen Ope-
ratoren S7, S5:

51y = Si(I+ahwl-at -sh o 2
= 7§|—|—z>1 Q |—2)2 + %h|—z>1 ® |42)2
= S(Hen@ s —l-2h @ [+2)s) # 5|0)
Nur fiir elementare Tensoren gilt:
(Do, Ug| g, W) = (P Par )1 (V1| W)

Unitare Transformationen lassen sich direkt auf Produktraume tiibertra-
gen.

Das Konzept des direkten Produktes a8t sich sofort auf eine beliebige
Zahl von Teilrdumen erweitern.

|\I/1,\I’2,"' 7\I,n> — |\Ijl>1®|\]:}1>2®“'®|\1}n>n:@l|qji>i
H=H1QH:®---QH,

1.8.4 Operatoren im direkten Produktraum

Alle bisherigen Uberlegungen iiber lineare Operatoren gelten auch fiir
Operatoren in Produktraumen. Betrachte einen Operator £ in den Basis-
zustanden

[P, W) = | D)1 ® (V)
L(kl;k’l’) = <(I)k> \ fﬁ@ku \D1/>
Wenn £ nur in ‘H, wirkt, wird er in H; ® Hs eingebettet als:

L= (Lol) = (£oi)a,w) = (£19:),) @ ),

Analog, wenn der Operator M nur auf Vektoren im Raum H, wirkt, wird
er im Produktraum wie folgt eingebettet
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Die Matrixelemente von £ sind in der Produktraumbasis

L%kl;k’l’) = <q)k’ﬁ|q)k’>'5ll’
L%k;l;k;’l’) = g - (‘I’Z|M|‘I’l'>

Operatoren verschiedener Teilsysteme kommutieren!
[/31, /\?12} —0
Fiir die Matrixelemente des Produktoperators £'M? = £ @ M gilt:

(O, Uy | L M| ®p, Tpr) = (B | L] D) - (T M| Ty)

Als Beispiel betrachten wir die Spin-Bahnkopplung, die bei der relativisti-
schen Behandlung der Atom-Wellenfunktionen ein wichtige Rolle spielt.

Der Operator, der die Kopplung beschreibt, ist proportional zu SL, dem
Produkt aus Spin- und Drehimpuls-Vektoroperator. Als Basiszustande fiir
den Spin kénnen die Eigenvektoren |o) von S* verwendet werden.

Eine mogliche Basis fiir den Bahnanteil bilden die gemeinsamen Eigen-
vektoren |1, m) von L2 und L-.

Die elementaren Tensorprodukte sind |/, m, o) = |I,m)®|o). In dieser Basis
sind die Matrixelemente des z-Anteils der Spin-Bahnkoppluing

(l,m,a]ljzgz\l',m',d} = <l,m|ljz|l’,m’> |§Z|a/>

=hm 6m,m’6l,l’ o 60,0’

.<0-
h
2
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Kapitel 2

Naherungsverfahren

2.1 Zeitunabhingige Storungstheorie

Eine ganz zentrale Aufgabe beim Losen quantenmechanischer Probleme
ist die Bestimmung der Eigenwerte und Eigenvektoren hermitescher Ope-
ratoren

H|®,) = E,|®,) . 1)

Es ist allerdings nur in den wenigsten Féllen moglich, das Eigenwertpro-
blem analytisch exakt zu l6sen. Neben analytisch exakten Losungen gibt
es eine Reihe sehr leistungsstarker Verfahren zum Losen von Eigenwert-
problemen. Zunédchst stellen wir das Eigenwertproblem in einer endlichen
Basis {|¢:)} (i =1,2,...,N) dar

H™ = g,z (2.2)

N
mit [®,) = > a"|y)

i=

1
und Hy; = (i Hy;)

Entweder ist der betrachtete Vektorraum endlich oder er wird durch eine
physikalisch motivierte, endliche Basis approximiert. Wenn die Dimensi-
on des Hilbertraumes nicht ,,zu grofi” ist, kann man das Eigenwertpro-
blem der Hamilton-Matrix Gl. (2.2) numerisch 16sen. Hierbei gibt es je
nach Grofie von N unterschiedliche Verfahren.
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N <103 : Standardverfahren der numerischen Mathematik,
liefern vollstandiges Spektrum und alle Eigenvektoren

103 < N < 10" : Lanczos-Verfahren,
exaktes Verfahren fiir tiefliegende Eigenwerte und -zustdnde

10 < N : Quanten-Monte-Carlo-Verfahren zur Bestimmung des Grundzustande:
und tiefliegender Eigenzustande sowie dynamischer Eigenschaften.
Statistisch exakt, d.h. EZYC = Ferekt o

Nue
Ein alternatives, approximatives Verfahren zur Losung des Eigenwertpro-
blems bietet die Storungstheorie. Dazu muf3
1. der Hamiltonoperator sich aufspalten lassen in: H = H, + H,
2. die 'Storung’ klein sein: JH < Hy”

3. die Eigenwertgleichung von H, gelost sein

Holo?) = E7 @) (2.3)
Bei vielen praktischen Problemen 148t sich H in der Tat so zerlegen.

Um die Ordnung des Storterms in der Reihenentwicklung identifizieren
zu konnen, schreibt man formal

H=Hy+\H, . (2.4)

Wir werden die Eigenwertgleichung nach Potenzen von A sortieren. Die-
ses Naherungsverfahren nennt man SCHRODINGERSCHE STORUNGSRECH-
NUNG.

2.1.1 Nicht entartete Storungstheorie

Wir gehen zunéchst davon aus, daf3 E nicht entartet ist. Weiter nehmen
wir an, daf8 die Eigenwerte und Eigenvektoren nach A entwickelt werden
kénnen

@) =@y + Ae)  + Ne)

n

E,=EY + AEW + XE® + e (2.5)

n
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Die Bedeutung von A soll noch etwas genauer erldutert werden. So wie
Gl. (2.4) geschrieben ist, ist A = 1 und nicht wirklich klein. Die Reihen-
entwicklung nach A macht dennoch Sinn, da hierdurch gleichzeitig nach
Potenzen von H; entwickelt wird. R

Besser zu verstehen ist die Vorgehensweise, wenn man H | = \H, schreibt
und \ die "GroBe" von H, angibt. [, ist dann von der gleichen Ordnung
wie Hy. Dadurch ist A wirklich eine kleine Gréfe und wir sind in der Lage,
auch die Zustdnde nach dem EinflufS des Storterms zu entwickeln.

Es soll aber auch darauf hingewiesen werden, dafs es Storungen H, gibt,
die zu einem nichtanalytischen Ergebnis fiihren, das sich nicht nach A um
A = 0 entwickeln la63t (z.B. e~ %).

In den meisten Féllen existiert jedoch die Entwicklung in GI. (2.5).
Einsetzen der Reihenentwicklung Gl. (2.5) in die Eigenwertgleichung GL.
(2.1) liefert

(Ho+ M) (120) + A0D) +A2(0) + ) =
= (EQ + AELM + NEP +---) (|29) + A o) + A2 [@2)y + -+ )

Daraus folgt

o) + A(E @) + Holo) ) + 22 (H]0) + Hol@P)) + ... =
EQ12) + A(EL(20) + EQ|e.)

+ 2 (E@100) + EOjol) + EQo®)) + ... (26)

Da die Taylorentwicklung fiir beliebige A gelten soll, miissen die einzelnen
Ordnungen individuell verschwinden.

IO E Hy|o) = EO|30) (2.7a)
O\ H |9 + Hy|dW) = EW|d©) 1 EO|pD) (2.7b)
O H|dW) + Hy|d?) = ED|0©) + EW|oWy 1 EO196@)  (2.7¢)

Energiekorrektur erster Ordnung

Die Gleichung 0-ter Ordnung (2.7a) entspricht dem Eigenwertproblem des
ungestorten Hamiltonoperators. Um die Energiekorrektur erster Ordnung
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zu erhalten, multiplizieren wir Gl. (2.7b) von links mit (@510)]
@O e0) + @O|Hy ) = EO@P[a) + B (@0]a)
——
ED (@] 1

Die Energiekorrektur erster Ordnung ist somit lediglich der Erwartungs-
wert des Storoperators im Eigenzustand ]@9) des ungestorten Systems.

ENERGIEKORREKTUR ERSTER ORDNUNG

EY = (o)1, |2 (2.8)

Das bedeutet auch, daff die Gesamtenergie bis zur ersten Ordnung durch
den Erwartungswert des Gesamt-Hamiltonoperators

E, = (}|H|2)

im Eigenzustand 10\ des ungestorten Systems gegeben ist.

Vektorkorrektur erster Ordnung

Als néchstes soll die Korrektur fiir den Eigenvektor gefunden werden. Da-
zu multiplizieren wir Gl. (2.7b) von links mit (@573)] firm #n

(@[ Hi| ) + (24| Ho [0f)) = EP(e]0L)) + BV (@)|2}))
—— —_——
B (@] =

@D e) = (BY - EY)@090)

n

0,100
= @Oy = EnlA[®n) 29)
EY — EY
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Wenn wir |<I>£Ll)) nach {|(I>£2) >} entwickeln, erhalten wir

@) = D 1o (@R |el)

—Gl.(2.9)
/—J\‘
@) = [o7)(@P]2) + Y o0 (@] 2)

m#n

(@ | | @5”)

|q)1(11)> - ‘®£LO)><¢$1O)|@£3)> + Z |(I)£2)> Eﬁf]) B Egg)

m#n

(2.10)

Der Entwicklungskoeffizient @510) |(I>§ll)> kann aus GI. (2.7b) nicht bestimmt
werden. Um diesen Entwicklungskoeffizienten festzulegen, muf3 die Nor-
mierung des Vektors |®,,) in der betrachteten Ordnung in \ berticksichtigt
werden

21”) + A|®5) + O(N?)

(1@ + M)+ 00) (1) + Ay + 00))
1)) + A[@L)) + O(\?)

((@[0) +2 (0 [21) + (2)[2)) +O(A?))

~~ -~
=1 =K

= (1- %m +00)) (120) + Alel) + 0(3))

|(I)n> =

1/2

= o)+ (Jo0) = S[2) ) +0(?)
&)

Das heifst, die Korrektur erster Ordnung |§>511)) fiir einen normierten Vektor
|D,,) ist

B) = @) — @) @11)
Die Entwicklung nach \@5,?) lautet
= 37 100) @ 1B0) = [0 (@01(0) + 3 [B0)(BV]6(1)
m m#n
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Mit Gl. (2.11) wird daraus

@) = 100) (@0al) -

n

B0) = ¢ o)+ 3 SrE el
D e
1
¢ = (@We?) - 5 ((@P1el) + (@]o)) )
_ l«@m¢m%4¢m@m»
2 n n n n
1
= (@0 e) - @Pap)) (a,b € R)
a+1ib airib
= b

Die Korrektur erster Ordnung laf3t sich also schreiben als

- q)(o)uff ‘(I)(O)>
D\ — 5|0 u (0)
B0 = o) + 30 )

m#n
Der gesuchte Eigenvektor ist somit

1©,) = |20+ ADD) + O\

(@) | Hy] @)
Ey) — Ew

e e

=Cmn

@) = (1+bA)[OV) + 1) [2l) +0O(N\?)

m#n

Unter Verwendung der Reihenentwicklung der Exponentialfunktion
P =1 4+ib) + O()\?)
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folgt

@) = €P[BD) + A | @) + O(N?)
m#n

= eib’\<|CI>£LO)) + e A Z Con | PO + (’)(/\2)>
=A+0(\2) m#n

= e (100) + A Y el @) + O()

m#n

Da der konstante Phasenfaktor beliebig gewéhlt werden kann, setzen wir
b = 0 und erhalten schliefdlich die Korrektur erster Ordnung zum Eigen-
vektor

KORREKTUR ERSTER ORDNUNG DES EIGENVEKTORS

O 77 15©
Ny _ oy (P [P ")

@) = 210 o (2.12)
m#n n m

@y = 0 . (2.13)

Wir kénnen nun auch quantifizieren, was "H 1 K f]o" bedeutet. Damit GI.
(2.12) eine gute Naherung ist, muf3 gelten

(©%) | Hy | @)

£O _ o <1 Vm #n (2.14)

‘Cmn| =

Bei der Storungstheorie geht man nur selten iiber die Korrektur erster Ord-
nung fiir die Vektoren hinaus. Allerdings ist es notwendig, fiir die Ener-
giekorrektur bis zur zweiten Ordnung zu gehen, insbesondere wenn der
Beitrag erster Ordnung (aus Symmetriegriinden) verschwindet. Wenn die
Storung klein ist, gentigt es, den ersten nicht-verschwindenden Beitrag zu
berechnen. Falls die Reihe nicht schnell genug konvergiert, kann es no-
tig werden, bestimmte Beitrdge zur Storungstheorie bis zu unendlicher
Ordnung aufzusummieren. Hierfiir gibt es sogenannte diagrammatische
Methoden.
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Energiekorrektur zweiter Ordnung

Wir multiplizieren Gl. (2.7¢c) von links mit <<1>£LO)| und erhalten

B9 (@032 0 (GL.(2.13))

(@ Hy|@V) + <<I>§L°)I%o|‘1>£2)> = B+ B (2|0
EY = (o))
Einsetzen der Gl. (2.12) liefert somit

EP = Y (2P H|2Y)emn

m#n

= Y (@D|H[eD)

m#n

(@) | Hy|@f)
EY — ER)

ENERGIEKORREKTUR ZWEITER ORDNUNG

N 2
v (@1 |el)

EY — EY

m=1
m#n

(2.15)

e Die Korrektur zum Grundzustand (n=0) ist immer negativ, da

EY—EY <0 Vm+#0

e Die Korrektur zum obersten Zustand (n=N) ist immer positiv, da

EV—EY >0 Vm#N

e Paare von Niveaus i, j stofien sich ab!(Anti-level-crossing!)
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BEISPIEL: SPIN-1/2 TEILCHEN IM EXTERNEN MAGNETFELD

Wir wollen nun ein einfaches Beispiel exakt 16sen und anschlieffend mit
dem Ergebnis der Storungstheorie vergleichen.

Wir betrachten ein Spin-1/2 Teilchen in einem externen Magnetfeld B =
BE, in z-Richtung. Der Hamiltonoperator dieses Systems lautet H = —gB..S..
Die Eigenvektoren sind gleichzeitig Eigenvektoren von S,, d.h. |+z), mit
den Eigenwerten F¢B.h/2. Als Storung schalten wir nun ein schwaches
B-Feld in x-Richtung hinzu. Der Hamiltonoperator lautet nun

H = —g¢B.S. — gB,S,, mit |B,| < |B.|. In der S.-Basis ist die Hamilton-
Matrix

‘ |+2) |—2) (2.16)
|+z> _ngg _ngg
|—2) | —gB,2  gB.a

Die Eigenwertgleichung lautet daher in Matrixform

—% ( gz _Bé“ )f: Ef . (2.17)

Eine nicht triviale Losung existiert nur, wenn

gh ( B, B, P By s .
‘_7 ( B, -B. ) _“E‘ =E = (g3)"(BI+BY)=0 . (218)
Daraus folgt
h

B = B2+ B2

Dieses Ergebnis ist unmittelbar einsichtig. Da das physikalische Problem
rotationsinvariant ist, kann man die z-Achse auch in Richtung des Gesamt-
Magnetfeldes legen. Als nédchstes bestimmen wir noch die Eigenvektoren.
Einsetzen der Eigenwerte +¢hB/2 in die Eigenwertgleichung (2.17) liefert

B. B, SN L
(52 )ein)e o
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Aufgrund der verschwindenden Determinante gentigt es, die erste Glei-
chung zu erfiillen, (B, + B) x1 + B, x5 = 0. Bis auf die Normierung lautet

der Eigenvektor also
o B,
7\ —(B.+B)

Zum spéteren Vergleich entwickeln wir nun die Losung nach dem kleinen
Parameter A\ := B,/B,.

By = iB;gh\/l T2 = iB;ghu + %/\2 oY) . (2.19)

Das heifit, die Energie in nullter Ordnung in A ist +B,¢gh/2. Die Energie-
korrektur erster Ordnung verschwindet, und die Korrektur zweiter Ord-
nung lautet +(B,gh/4))\%. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit haben
wir B, > 0 angenommen. Fiir den Eigenvektor zu I, lautet die Reihen-
entwicklung

1

=7 (—erooy ) =7 (1500 )

Z, = \/(5)2 +(1+0\))2=1+0()\?) : (2.20)

2
z, = ( _ﬁfo(?@;) ) - ((1)) —%(é)+0w)

Der erste Vektor auf der rechten Seite von 2.20 stellt den Beitrag nullter
Ordnung und der zweite Term den erster Ordnung dar. Analog ergibt die
Reihenentwicklung fiir den Eigenvektor zu E_

L1 A 1 1
Tz ( 1240 ) A ( I+ 0(3) )
Z_=/1+0(02) =1+0(\? . (2.21)

-(380) - (3)(3) o

Wir wollen nun das Problem stérungstheoretisch behandeln. Wir identi-
tizieren Hy = —gB,S, und H, = —gB,S5,. Die Eigenlosung von Hj, ist




Die Energiekorrektur erster Ordnung verschwindet wegen EY = ((ID%U) 15, | (ID%U)> =
0. Hier haben wir es also mit dem Fall zu tun, daff es notwendig ist, die
Korrektur zweiter Ordnung zu bestimmen. Fiir die Nichtdiagonalelemen-

te von H, gilt <<I>§LO) |H, |(I>$2)> = —ghB,/2 und somit

ONaEONE
E® — ‘@m |H1|CD">‘ _ (hgB:\" 1
" &2 BV -EBY 2 ) 2pD
@ _ __hgB;
Bve = F5p,

Die Korrektur erster Ordnung fiir den Eigenzustand lautet:

o) (0 | Hy D) hB, 1 B
Wy _ N 1P (P [HL|P”) _ ghB, oy _ 4 Be 0
o) = 30 NI _ ol LS gy = e 5 o)

m#n m#n m#n

In Tabelle 2.1.1 sind die Ergebnisse fiir die Eigenwerte und Eigenvekto-
ren zusammengefafit. Sie stimmen in der betrachteten Ordnung mit den
exakten Ergebnissen in den GI. (2.19,2.20 und 2.21) tiberein.

n|1o®) EQ EY 4+ EY |B5) (2.22)
1| [+2) —% —% (1+ %)\2) §|—z)
2| -2 M= ME(1430) -3l

Tabelle 2.1: Beitrige zur Storungstheorie.

2.1.2 Storungstheorie fiir (fast) entartete Zustinde

Wir wenden uns nun dem Fall zu, daf3 es fiir den betrachteten Zustand
0) A 0

|0\")) mindestens einen weiteren Zustand |®/.) gibt, fiir den gilt ’ %

1.

In diesem Fall bricht der bisher betrachtete Formalismus zusammen. Den

Extremfall stellen entartete Zustdande dar, bei denen ET(I?,) — E = 0 fiir be-

stimmte m # n ist. In diesem Fall ist die Abhangigkeit vom Storparameter
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A im allgemeinen nicht analytisch, denn fiir A\ = 0 liegt irgendeine beliebi-
ge Linearkombination der entarteten Zustinde H, ]@fﬂ) = EY |<I>£Loz> i=1---
vor, wobei i ein zusidtzlicher Index ist, der die entarteten Zustiande durch-
numeriert.

Wenn durch H, die Entartung aufgehoben wird, gibt es genau einen Satz
von orthonormierten Zustanden in dem Raum, der durch die ]<I>7(102> aufge-
spannt wird. D.h. beim Ubergang von A = 0 zu einem infinitesimal kleinen
A springen die Zustdnde in die Eigenzustdnde des Storoperators.

(0 0 * o ¢ E

Eng Eng En,

Abbildung 2.1: Eigenwertspektrum

Wir betrachten das Eigenwertspektrum von H, (Abb.2.1) und wihlen einen
Referenz-Zustand n, und dessen Nachbarschaft n, < ny < n;, so, dafs gilt

o i, |
M <1 i ng_ﬁ_/\[ ,

0 0
EO _ gO
mit der Definition der Indexmenge N' = {n,,n, + 1, -+ ,ng, -+ ,np}.

Wir definieren den Projektions-Operator P = Z |<I>(0)><<I>(0)\, der in den

Raum der Zustande pro]lzlert die mit nq (fast) entartet sind.
Das Komplement von Pist Q = 1 — P = Z |(I> )( | Wir teilen nun H

wie folgt auf
H=Hy+ (P+Q)H, (P+Q)=Hy+ PH P+ PH,Q+ QH, P+ QH,Q
N—— N—_—— ~ ~~ ~ ~~ -

i i ~fio iy

Zunidchst 16sen wir das Eigenwertproblem von i 0- Wegen

A 0 neN
i { o) nen

erhalten wir
0|2y = @) + PH,P|D)

. 0 n¢N
— OO0y 4 pl
w12 P 00y ey

Es gibt nun zwei unterschiedliche Félle
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a) n g N:
Hol®y) = EY|9)
d.h. die alten, ungestorten Zustdande bleiben Eigenzustande.

b) ne N
Holoy = B0y + PH,|0Y)

Multiplikation mit (0| von links ergibt
(@D H|@) = ELb, + (@0 PH D)

0 méeg~N
@] meN
d.h. es gibt nur nicht-verschwindende Matrixelemente fiir die Zu-
stinde ) mitm € .

wobei <<I>£2>u5 = {

Die Matrixdarstellung von i o hat somit folgende Blockgestalt:

N N (2.23)
N|A O
N0 A

Hierbei ist A in der Regel eine vollbesetzte Matrix mit den Matrixelemen-
ten

A = ]:Ir?m - 5mnE’r(7.0) + <(I)1(72)’]:11|(I)510)>

Im nicht-diagonalen Block sind alle Matrixelemente Null und A ist eine
Diagonalmatrix A, = 0,/ E,(lo). Das Eigenwertproblem von A stellt in der
Regel kein Problem dar, da der Raum der (fast) entarteten Zustdnde klein
ist. (Dimension < 1000).

Somit haben wir fiir die Stérungsrechnung einen neuen Ausgangspunkt
H = Ho+ Hy mit Hy = Hy + PHPund H, = PH,Q + QHP + QH,Q.
Das Eigenwertproblem zu H betrachten wir nun als gelost. Dabei ist zu
beachten, dafs die Vektoren \(I)%O)) fur n ¢ N weiterhin Eigenvektoren von

H, sind. Die Eigenvektoren zu n € A ergeben sich aus der Linearkombi-
nation
@) =" i o)
ieN
Es soll noch einmal daran erinnert werden, dafy wir urspriinglich am Zu-
stand n, interessiert waren. Wir konnen aber auch gleich die Korrektur
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fiir andere Zustinde in n € N, die ,nahe bei n,” liegen, mit berechnen.
Hierfiir ergibt die Energiekorrektur erster Ordnung

ED = (801, 30)

Da wir nur n € A zulassen, gilt Q|®?) = 0 weil |?) eine Linearkombinati-
on der Zustinde n € N, d.h. der Zustdnde aus dem von P aufgespannten

Raum ist. Da Q in jedem Term von H, vorkommt, gilt

ENERGIEKORREKTUR ERSTER ORDNUNG BEI ENTARTUNG

EW =0 ; neN (2.24)

n

d.h. die linearen Einfliisse von H | sind bereits in H o enthalten.
Fir n € NV gilt weiter

5O 77,150
=3 2 0)y (P [ H1[Pn)

m#n

meN = (@dYQ=0
7,(0 0
(@] = (@

N = !
m ¢ { £ _ O

Somit sieht die Energiekorrektur zweiter Ordnung beim (fast-)entarteten
Spektrum von H, formal dhnlich aus wie beim nicht entarteten Spektrum.
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ENTARTETE STORUNGSRECHNUNG ERSTER ORDNUNG

Hy|dY
=) [V % , neN . (2.25)

Mit denselben Uberlegungen erhalten wir

ENERGIEKORREKTUR ZWEITER ORDNUNG BEI ENTARTUNG

; neN . (2.26)

Durch }, . sind die Grundlagen fiir die Anwendbarkeit der Stérungs-

(
theorie (‘%‘ < 1) sichergestellt.

Die Energien und Eigenvektoren zu n ¢ N miissen separat berechnet wer-
den; also entweder mit den Formeln der nicht-entarteten Stérungstheorie
oder indem in den obigen Uberlegungen n als neuer Bezugspunkt n, ge-
wihlt wird.
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2.2 Brillouin-Wigner Storungstheorie

Die Schrodingersche Storungstheorie hat den Nachteil, dafs es mit sehr
viel Miihe verbunden ist, zu hoherer Ordnung zu gehen und der Fall der
Entartung separat behandelt werden musfs. Eine alternative Vorgehenswei-
se bietet die Brillouin-Wigner Stérungstheorie. Hierbei werden in allen
Termen Beitrdge teilweise bis zu unendlicher Ordnung im Stoéroperator
H, aufsummiert. Die Brillouin-Wigner Storungstheorie hat den Vorteil,
daf3 Korrekturen hoherer Ordnung bequem angegeben und auch entartete
Probleme im selben Formalismus behandelt werden kénnen.

Wie bei der Schrodingerschen Storungstheorie ist der Ausgangspunkt das
ungestorte Eigenwertproblem GI. (2.3). Die Eigenwertgleichung Gl. (2.1)
des gesamten Hamilton-Operators wird in die Form

gebracht. Der nicht normierte n-te Eigenvektor kann immer in der Form

©,) = [@7) + @) (2.28)

bestehend aus dem Beitrag nullter Ordnung und einem dazu orthogona-
len Vektor |®;-) geschrieben werden. D.h. <<I>7(10)|®$> = 0 und <<I>§lo)\<1>n> = 1.

Das kann bei der Bestimmung des Eigenwertes £, ausgenutzt werden.

Wir multiplizieren hierzu Gl. (2.27) von links mit dem Bra-Vektor (@)

und erhalten
E, = EY + (o) |H,|®,) (2.29)
Fiir die folgenden Uberlegungen wird der Projektionsoperator benétigt

Q=1-[e0)@P|=>" |20y @0] | (2.30)

m#n

der in den Raum orthogonal zu ](b%o)> projiziert. Offensichtlich vertauscht
Q mit Hy, so da die linksseitige Multiplikation von Gl. (2.27) mit Q

Q|®,) = (E, — Hy)~' QH,|®,) (2.31)

liefert. Der inverse Operator ist iiber die Reihenentwicklung definiert. Glei-
chung (2.28) von links mit () multipliziert

Qle,) = QIOY) +Q|®,) = [d;))
0 B4)
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erlaubt es, den orthogonalen Anteil &) in Gl (2.28) durch Q|®,) und
diesen wiederum durch Gl. (2.31) zu ersetzen

[©0) = |O) + (B, — Ho) ™" QI1|P,)
Damit kann der gesuchte Eigenvektor
N . o -1
@) = (11 — (B, — Ho)™! QHl) D)) (2.32)

durch den Vektor nullter Ordnung ausgedriickt werden. Wir setzen diesen
Ausdruck in Gl. (2.29) ein, um auch den Eigenwert

n

—1
E, = BO + (@0, (ﬁ By — ) @ﬁl) 20 (2.33)

ausschliefSlich durch den Vektor nullter Ordnung auszudriicken. Dieser
Ausdruck erlaubt eine systematische Entwicklung nach Potenzen von H,

E, = EQ + (@O H,|2) + (20| H, |(E, — Hy)™" QH, ||\

(2.34)

~

+ (@O, |(E, — Hy)™* QH, |-|(E, — Ho)™" QH, |[®©) + ...

Aus der ersten Zeile folgt der Eigenwert in zweiter Ordnung Brillouin-
Wigner Storungstheorie

N 2
(@1 |0l7)

E,=EY + (@ H |0 + >

n

——— (2.35)

m#n
Hierbei wurde GL. (2.30) und H, |<I>£LO)) = EY |(I>$LO)> verwendet. Der Aus-
druck in Gl. (2.35) hat groe Ahnlichkeit mit dem der Schrodingerschen
Storungstheorie. Man beachte aber, dafy hier im Nenner der gesamte Ei-
genwert £, steht. Das bedeutet, daf$ diese Gleichung selbst-konsistent ge-
16st werden muf3. Insofern enthélt der Term zweiter Ordnung in der Brillouin-
Wigner Storungstheorie bereits Teilsummen bis zu unendlicher Ordnung
in H,. Entwickelt man auch den Eigenwert E,,, der im Nenner von Gl
(2.35) vorkommt, nach Potenzen von H 1, so erhdlt man die unhandlichen
Terme der Schrodingerschen Storungstheorie. Das Vorhandensein des Ei-

genwertes [, im Nenner von Gl. (2.35) erlaubt es, auch entartete Probleme
zu behandeln. Das soll an einem einfachen Beispiel illustriert werden. Wir
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untersuchen die n x n Matrix

d e e e ... do 0 0 O 0 e e e
0 0 dy 0 0 0 dy e 000
Ho H

mit d;,e € R. Diese Matrix kommt in der Festkorperphysik im Zusam-
menhang mit Streuungen von Elektronen an Verunreinigungen bzw. bei
Hybridisierung vor. Die Eigenvektoren nullter Ordnung sind offensicht-
lich

0

0
mit dem Eigenwert d;. Die Brillouin-Wigner Storungstheorie zweiter Ord-

nung liefert fiir den ersten Eigenwert

62

Ey, —d;

Ey=di+0+ )
=2

Uns interessiert insbesondere der Fall d; = d, bei dem alle Energien von
Hy entartet sind. In der Schrodingerschen Stérungsrechnung ist es not-
wendig, diese Matrix exakt, vollstindig zu diagonalisieren. Die Brillouin-
Wigner Storungsrechnung hingegen kann problemlos angewandt werden
und liefert tiber

(n —1)e?
Ey—d=-——7"—
' Ey—d
das Ergebnis
Ei=dE+vn—le ,

das gleichzeitig mit dem exakten Ergebnis iibereinstimmt. Die Matrix be-
sitzt neben diesen beiden Eigenwerten noch den (n-2)-fach entarteten, un-
verschobenen Eigenwert d. Man erhilt die anderen Energie ebenfalls aus
der Brillouin-Wigner Stérungstheorie, indem man den Formalismus auf
die anderen Ausgangszustdnde nullter Ordnung anwendet.

102



Die Brillouin-Wigner Storungsrechnung liefert natiirlich nicht in allen Fal-
len das exakte Ergebnis. Sie ist aber fast immer der Schrodingerschen Sto-
rungsrechnung iiberlegen. Es gibt in Vielteilchen-Rechnungen jedoch das
Problem der GROSSENKONSISTENZ. Das bedeutet, die Gesamtenergie soll-
te mit der Systemgrofie linear anwachsen. Bei der Brillouin-Wigner Sto-
rungsrechnung ist die Grofienkonsistenz nicht gewéhrleistet. Dieses Pro-
blem kann mit KUMMULANTENTECHNIKEN behoben werden.
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2.3 Variationsansatz

Die Schrodingersche Storungstheorie ist gut anwendbar, wenn der Haupt-
teil des Hamiltonoperators bereits exakt diagonalisiert werden kann. Dies
ist allerdings nicht immer der Fall. Eine Alternative bietet die Variations-
methode, die besonders dann hilfreich sein kann, den Grundzustand ei-
nes Systems abzuschdtzen, wenn die exakte Losung nicht bekannt ist und
wenn kein kleiner Storterm vorliegt. Die Idee des Variationsansatzes be-
steht darin, eine physikalisch motivierte , Testfunktion” mit freien Para-
metern zu formulieren. Die Parameter werden so bestimmt, daf$ die Test-
funktion die Eigenwertgleichung ,so gut wie moglich erfiillt”.

Die Voraussetzung dafiir, dafy das Variationsverfahren tiberhaupt sinnvoll
ist, besteht darin, dafy der Erwartungswert des Hamiltonoperators in der
Testfunktion eine obere Schranke fiir die exakte Grundzustandsenergie
liefert. Zum Beweis gehen wir von einem beliebigen Zustandsvektor |V)
aus und entwickeln ihn nach den Eigenzustinden |¥,,) von H

n

Der Energie-Erwartungswert im Zustand |¥) ist

A Entin,n/
o HE) 3 (YY) (L H D) (V) 35 (W) E,
(W]w) D (W O)* (W[ W) (Wi | 0) > ([ 0)[?
——

[

n,n

S (0,9 (E, — By + Ep)
S (T

e -~ 2
I ARSI SIS
> (W 9)) > (@
>0 h Fo

Daraus folgt also das gesuchte Ergebnis £ > F,. Die Gleichheit £ = E|
liegt dann und nur dann vor, wenn |V) = |¥y).

Man kann mit analogen Uberlegungen auch zeigen, daff £ < E,,. Also
gilt
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EO S % S Emax . (236)

Der Erwartungswert der Energie in einem beliebigen reinen Zustand liegt
also immer im Eigenwertspektrum. Das Ergebnis tibertrdgt sich unmittel-
bar auf beliebige Zustinde £y < Sp(p H ) < Enax-

Fiir die Aussagekraft des Variationsansatzes ist es wichtig, dafs E eine obe-
re Schranke fiir die Grundzustandsenergie darstellt. Ein schlechter Test-
vektor kann immer noch eine gute Energie liefern. Eine Naherung der
Ordnung O(e) fiir den Testvektor liefert eine Ndherung der Ordnung O(€?)
tiir die Grundzustandsenergie

‘\Il> = |\I/0> + O(E) = E =FEy+ O(EQ)

Beweis:
Wir driicken den Testzustand |¥) durch den Beitrag nullter Ordnung |Vy)
und den Korrekturvektor |A), der von der Ordnung O(¢) sein soll, aus.

(¢wol + (A A (170} +14))

(4ol +(A[) (120} + 14))
(Uo | H|Wo) + (To|H|A) + (A|H|To) 4+ (A|H|A)
(Wo|Wo) + (To|A) + (A[We) + (A[A)
Eo(Uo|To) + Eg(Tg|A) + Eo(A|Ty) + (A|H|A)
(Wo|Wo) + (Wo|AY + (A[T) + (A]A)
Eo((Wo| Do) + (WolA) + (A[Wo) + (AJA) — (A|A)) + (A[H]A)
<\Ifo‘\1/0> + <\I’0|A> + <A’\I/o> + <A’A>
O(e?)

-~
A

INEEESIN

Der Variationsansatz besteht darin, daf man einen geeigneten Vektor als
Testvektor wiahlt. Diese Wahl ist der Intuition bzw. Erfahrung des Physi-
kers tiberlassen. |¥) sollte sinnvoll, aber auch mathematisch einfach sein,
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d.h. die Erwartungswerte sollten berechenbar sein. Um eine bessere Ndhe-
rung zu erhalten, parametrisiert man {iblicherweise den Testvektor |¥) =

|W(X)). Der beste Zustandsvektor ist dann jener, der den Energie-Erwartungswert

E(X) = ——
(T(A)[E(N))
minimiert.
9 - . .
5E(/\) - 0 = )\opt = EoPt - E(/\opt>
BEISPIEL: DER HARMONISCHE OSZILLATOR
V(x) P(X)
-1 0 1 -1 0 1

X X

Abbildung 2.2: Links:Harmonisches Potential, rechts: Gaufsches Wellenpaket.

Das Potential des harmonischen Oszillators ist in Abbildung (2.2) abgebil-
det. Die tiefste Energie ist klassisch erreicht, wenn das Teilchen bei x =
0 zur Ruhe gekommen ist. Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit ist dann:
P(z) = §(x). Der klassische Grundzustand besitzt aber auch den Impuls
p = 0. Dies steht im Widerspruch zur quantenmechanischen Unschérfere-
lation. D.h., die Aufenthaltswahrscheinlichkeit muf$ etwas ,, verschmiert”
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sein: Wir setzen testweise eine Gaufsfunktion (siehe Abbildung (2.2)) mit

variabler Breite o fiir die Aufenthaltswahrscheinlichkeit an

22
PQM(JI) = 1 e o2

Die Wahrscheinlichkeit ist auf eins normiert

+oo

/ Pon(x) dz = 1

—00

Aufderdem ist der klassische Grenzfall fiir 0 — 0 enthalten

lim Py (x) = d(x)

o—0

Wegen P(z) = |¥(z)|” ist die zugehorige Testfunktion

1‘2
U(z) L o722

(ro2)1

Der Hamiltonoperator des harmonischen Oszillators lautet:

~

H2 | mw? 2
H= P +mX
Der Energie-Erwartungswert ist dann
B o= (WHD) = (0](5P+ 22X |v)

= L (U|P?|U) 4 M (@] X2 D)

(2.37)

_ //( (O |2) (2| 2| (2 ’|\If>+m;’2(‘If|x>(:c|)§'2|x’><x’\\lf>>d:c’dz(2.38)

Aus Gl. (3.122) sind die Matrixelemente

(z|X|2') = x 6(x — 2) Ortsdarstellung des Ortsoperators

h d

(z|P|z'y = =—&(x — 2')  Ortsdarstellung des Impulsoperators

1 dx
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bekannt. Einsetzen in Gl. (2.38) zusammen mit ¥ (z) := (z|¥) liefert

~ h? d? mw? 5
E = —— U(z) - v 2
Sy dx U(x) o (x) + 5 /d$| ()" x
d? 1 d? 22
o) = o ()
dx? (ZE) (7{'02)1 dx? c
1 d A _wz
- -5
(7‘(02)1 dx o2
1 1 «? T a2
et — —e 252 ——e 22
(7T02)i< a2’ +020 © >
1 2 —1 2
- et A3
(71'0'2)1 o2 02
—_——
=V(x)
d? 1 x?
) = (- 5) e
Der Energie-Erwartungswert wird zu
- h? .1 7 mw? 2 o
B = - dx@(x);(l—;)\lf(x)—k ; /dx|\11(x)| z
h? 1 2
_ QmUZ(/dx \\I/(x)g—p/d:c )P ) + 7 /d:c\\l/(:c)|2m2
—_—

=1

Wir benotigen nur noch die Varianz der Gaufsfunktion

2 9 1 _ﬁ 9 02
dr |U(x)|"2z® = N dr e 2x° = 5 :

um den endgiiltigen Ausdruck fiir den Energie-Erwartungswert angeben
zu konnen

2 2 2 h2 2 .2

P o h? (1 10>+mwa_ +mwa
) 2 2 4mo? 4
=T =V

2mo?

Die gegenldufigen Energiebeitrdge sind in Abbildung (2.3) dargestellt.

e T nimmt mit zunehmendem o2 ab, da das Teilchen weniger ,lokali-
siert" ist und somit kinetische Energie verliert. (vgl. Unschérferelati-
on)

¢ V nimmt mit zunehmendem o zu, da das Teilchen weiter ausgelenkt
wird und somit in Bereiche hoherer potentieller Energie gelangt.
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Abbildung 2.3: Beitrige V (punktiert) und T (gestrichelt) zur Gesamtenergie E
(durchgezogen) als Funktionen von o2, mit Ey = hw und x2 = h/(mw)

Die minimale (optimale) Energie E°* erhalten wir aus

OE B h? +mw2i():>2—h
(02 — 4m(0?)? 4 i —_
o _ B o B

4 4 2
Topt — Vopt

In diesem Fall stimmt die variationelle Energie und Wellenfunktion mit
den exakten Groflen tiberein.

hw
E(] — 7
1 -
|\IJO> = 9 T € Qngt
(ﬂ-a'opt)Z
h
2 — -
Topt = mw

Das ist nattirlich bei komplizierteren Problem i.d.R. nicht mehr der Fall.
Fiir makroskopische Teilchen gilt typischerweise m = O(lg) und w =
O(sec™!). Fiir die ,,Breit” o des Gauf3schen Wellenpaketes erhélt man dann
mit /1 = 1.05457 - 107*".Js

10-31

= 1071
1 m
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Das heifdt, in diesem Fall ist die , Verschmierung” vernachldssigbar klein.

Zum Vergleich: Atomradien sind von der Gréfienordnung 1/? = 10719,
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2.4 Zeitabhingige (Diracsche) Storungstheorie

Héufig interessiert man sich fiir zeitabhdngige Hamilton-Operatoren. Z.B.
konnte man daran interessiert sein, was mit einem Atom passiert, wenn
man elektromagnetische Wellen einstrahlt. Man kann versuchen, die zeit-
abhingige Schrodingergleichung analytisch exakt zu 16sen. Das gelingt al-
lerdings nur in den seltensten Fallen. Der Ausweg sind entweder numeri-
sche Verfahren, die in den letzten Jahren rasant an Leistungsfahigkeit und
Bedeutung zugenommen haben. Alternativ hat man die Moglichkeit, das
Problem approximativ zu 16sen. Wir gehen davon aus, dafd der Hamilton-
Operator H = Hy + H(t ) aus einem zeitunabhéngigen Teil Hy und einer
zeitabhingigen Storung H, (t) besteht. Fiir das Folgende gehen wir davon
aus, daf das Eigenwertproblem von Hj

]:—’0’(1)71> = €n|Dr)

gelost ist. In der Praxis benutzt man die Losung des zeitabhdngigen Pro-
blems, um experimentell Riickschliisse auf das Eigenwertspektrum von
Hy zu gewinnen. Z.B. kann man einen klassischen Oszillator von aufien
mit einer periodischen Kraft mit einer Frequenz w anregen. Wenn wir w
kontinuierlich variieren, wird die Amplitude der erzwungenen Schwin-
gung bei der Eigenfrequenz des ungestorten Oszillators maximal sein. Wir
konnen also auf diese Weise auf die Eigenfrequenz (bzw. Federkraft) und
die Reibungskrafte riickschlieffen. In Quantensystemen ist diese Vorge-
hensweise die einzig mogliche, das mikroskopische System zu untersu-
chen. In diesem Zusammenhang hat man allerdings die Starke des Stor-
terms H, unter Kontrolle und kann erreichen, dafl , H, < H,” Die Auftei-
lung der Dynamik in Anteile, die von H, und solche, die von H, herriih-
ren, fithrt zur Einfithrung des Wechselwirkungsbildes.

2.4.1 Das Wechselwirkungsbild

Die Zeitentwicklung eines beliebigen Anfangszustands |®) im zeitunab-
hidngigen ungestorten System lautet beaknntlich

1P, (1)) = e~ 10t p)

Deshalb ist es sinnvoll, diesen Teil der Dynamik explizit im Zustandsvek-
tor

@5 () =t e W () (2.41)
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der die Schrodingergleichung des vollen Problems l6sen soll, zu bertick-
sichtigen. Zustdnde im urspriinglichen SCHRODINGERBILD kennzeichnen
wir mit einem Index S und die im WECHSELWIRKUNGSBILD mit /. Die
Zeitableitung von Gl. (2.41) liefert

|ws)
- d S _ . Z 3 —iﬁot I —l‘H()td I
ih—=U5() = zh(—ﬁHoe i |\I;Z(t)>+e ot 2 (t)>>
= I—:f0|\115>+ihe_%H°ta|\III(t)> (2.42)

Wir setzen Gl. (2.41) und Gl. (2.42) in die zeitabhédngige Schrodingerglei-
chung

d N
zhd—]\I!S(t»:(H0+H1>|\Ifs(t)> . (2.43)
t
ein und erhalten
Ao 0%) + ihe=H0t wh0y) = ) + e H 1)
e t8ot L0y = et (1)

d 22 SN i 7
V(1) = et e kI w (1))

—.fl
=:H

WECHSELWIRKUNGSBILD

HI = ettt f, =i Hot
(2.44)
d N
i) = ) (0)

Wir entwickeln nun |¥/(t)) nach den Eigenzustinden von Hy:

(W) =D ealt)|®n)

n
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Einsetzen in Gl. (2.44) liefert:

mz —cn () = > H{|®)cn(t)

Multiplikation von links mit (®,,|:

mzd (D, \q>> = > (PulH{[D) et

n
6n,m

d

e+%€mt<q>m|1:[5'|q>n>e_%€nt

ihggen(t) = 36T @l {100 7Ee (1)
Hm’n
Z i (1) ¢, (1)
Mit der Definition
€m — €n
wmn - h

n(t) = =2 Hun(t)e“ e, (1) (2.45)

Hon(t) = (®n|HY|D,) (2.46)

/Oém(T)dT = cm(t)—cm(O):—%Z/o Hop (7)™ 7, (T)dT
enl(t) = cm(O)—%Z /0 Hop (7)em7 e, (7)dr (2.47)

Eine Reihenentwicklung, die nach Potenzen in H; geordnet ist, erhdlt man
uiber die Picard-Lindelof-Iteration:

O S R
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Wenn die Iteration konvergiert, erfiillt ) die Integralgleichung Gl. (2.47).
Wir beginnen die Iteration mit e (t) = cm(0):

¢n(0)

WO = 0=+ [ ol D ar
— (0) — %ch(0)< /0 thn(T)eiwmanT)

AKorrektur zu ¢ von der Ordnung H,y

Der nichste Iterationsschritt liefert:

< t
1) =ul0) = 5 3 [ Hunlr)e e ryar

(0 = 3 [ Hunlme(0)

N J/

/ Hnn’ 6 Wnn! T dT/)) dr

=M+ ( -+ Z / A7 Hpn (7)€" / 7" Hppr (7)€ ™ ¢,0(0)

Insbesondere interessiert uns folgende Frage: Wenn das System zur Zeit
t = 0im Zustand |®;) ist, wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, daf§ es dann
zur Zeitt > 0 in dem Zustand |®y) ist? (|®;), |®) sind Eigenzustdnde von
Hy)

Py = [(®;0@))] = [(® et (D) (D4 D) | = [ ()]
;=@ () f!Z Z Z\ |cp ()]
fn
(2.48)

Die Anfangsbedingung lautet ¢,(0) = 0,,;. Daraus folgt in zweiter Ord-
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nunginﬁ[l
c ot
e(t) =00 — 1 / Hy(r)e 7 dr
0

1 t . T . ’
— EZ/ dTan(T)GWf”T/ dr' H,; (1") e
— Jo

0

+ O(H}) (2.49)

2.4.2 Harmonische oder konstante Storung

Eine sehr wichtige Anwendung der zeitabhdngigen Storungstheorie sind
Probleme, bei denen zur Zeit t eine konstante oder harmonische Stérung
eingeschaltet wird

Hy, = O(t)Acos(wt + ¢)
e O(t) schaltet die Storung zur Zeit t=0 ein
o A= Al ist selbstadjungiert, damit H, selbstadjungiert ist

o fiir w = 0 beschreibt diese Gleichung eine konstante Stérung
Es gilt

Hi(t) = O(1) <§e“"t6“"—|—§el‘“te“">

= O(t) <Vem + ‘A/Te’i“’t)
Hmn(t) _ (aneiwt + Vr:kme_th)
O(t) wird in diesem Zusammenhang nicht mehr benétigt, da die Integrale

in Gl. (2.49) ohnehin erst bei ¢t = 0 beginnen! Das erste Integral in Gl. (2.49)
lautet

¢ ' .
/ dr Hpnn (T)eiwm” = Vi / drel@twmn)r 4 Vo / dreilwmn—w)T
0 0 0

H(wmntw)t __ 1 H(wmn—w)t __ 1
- ane + Vntn ‘

W(Winp + W) (W — w)

D.h. der Term erster Ordnung liefert:

sin [ “Lit@y
ittty 2
ci(t) =—=q Vpy-em2 e ———=

oo SIn (L%T*wt)
+ V* . 67: fzz t [
writw fi

2 2
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Wir haben den Term df; weggelassen, da in der praktischen Anwendung
nur der Fall f # i interessiert.

Wir betrachten zunachst ein konstantes Potential (w = 0)

. o . wfit o . wfit
cp(t) = _%{Vfi'elgt'w-kvﬁ'd%t-smgﬁ )}
2 2
) Wi in (2Lt
= —%(Vﬁ+v;) .euft.smu(wz )
——— 5

Die Wahrscheinlichkeit, dafs das System in der Zeit ¢ in den Zustand f
tibergegangen ist, lautet

t2 o sin® (“£¢)

Py =le;(t) = |Hpl? —25-
G

(2.51)

Falls das Spektrum diskret und ¢; nicht entartet ist, gibt es zwischen der
Energie ¢; und der Energie der Endzustdnde ¢; eine Energieliicke Ae;. Die
Ubergangswahrscheinlichkeit lautet

4|Hfz|2 . 2 AEft
Prg= it sin? (S0
= Az ™ on

Diese Wahrscheinlichkeit oszilliert also mit der Frequenz w = £¢. Das ist
ein charakteristisches Phanomen diskreter Systeme. Erst im Fall kontinu-
ierlicher Spektren verschwindet die Periodizitdt, wie wir gleich sehen wer-

den. Die Periode der Oszillationen ist 7' = 27" und die Amplitude nimmt
proportional zu ﬁ ab. Die grofte Ubergangswahrscheinlichkeit liegt al-

so vor, wenn i und f zu benachbarten Zustdnden gehoren.
Wenn das diskrete Spektrum in ¢; entartet ist, d.h. 3f # ¢ : ¢y = ¢;, dann
liefert GI. (2.51) stattdessen

t |Hpl?
Pi-»f - T

Die Wahrscheinlichkeit wéchst proportional zu ¢ an. Ab einer bestimmten
Zeit wird die Wahrscheinlichkeit grofler Eins. Das ist natiirlich unsinnig
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und zeigt an, daf3

t K

(2.52)
| Hyil

erfiillt sein muf3, damit die Storungstheorie erster Ordnung anwendbar

ist.

Wir wenden uns nun dem Fall zu, dafd das Spektrum bei ¢; kontinuierlich

ist.

Es ist hierbei zweckmigig, die Ubergangsrate (Ubergangswahrscheinlich-

keitsdichte pro Zeiteinheit) W = £ einzufiihren, die aus Gl. (2.51) folgt

W, = 2 g L (sinst/2) ’
N Y wyit/2

Wir fithren nun folgende auf Eins normierte Funktion ein

Ay(w) i = % (smf?t))z

2 (2.53)
/ Ay(w) dw =1
Mit dieser Funktion ist die Ubergangsrate
2w €r — €
Wiy = 23 Hal' AT (2.54)

Das Verhalten von A,(w) ist in Abbildung (2.4) als Funktion von w zu fe-
stem t wiedergegeben. Man erkennt, daf8 A;(w) bei w = 0 konzentriert ist,
eine Breite proportional zu } und eine Hohe proportional zu ¢ hat. Sie ist
auf Eins normiert und es gilt Diese Funktion verhélt sich im Limes ¢ — oo
wie die Delta-Funktion.

lim / (@) A(w) dw = F(O)

t—o0

vorausgesetzt, die Test-Funktion f(w) hat die Eigenschaft lim,, @ = 0.

Fiir diese Klasse von Funktionen gilt

lim Ay(w) = d(w) : (2.55)

t—o00

Hiermit wird Gl. (2.54) zu
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—271Ut 27Ut
t/21 |

A()

Abbildung 2.4: Plot der Funktion A,(w) (durchgezogen) und der Einhiillenden

w; — (gestrichelt).

FERMI’S GOLDENE REGEL

27
Wii; = E|171ﬁ|25(ef—ei) : (2.56)

Diese Darstellung ist immer dann sinnvoll, wenn in der Nachbarschaft
von ¢; ein Kontinuum von Endzustdnden vorhanden ist. Das ist in phy-
sikalischen Anwendungen oft der Fall. Im Limes ¢ — oo gilt offensicht-
lich die Energieerhaltung. Fiir sehr kurze Zeiten ist die Energieerhaltung
aufgeweicht, da die Frequenz der vorliegenden Schwingung noch nicht
eindeutig ausgepragt ist. Wir finden im Fall der Entartung eine zeitlich
konstante Ubergangsrate, d.h. die Ubergangswahrscheinlichkeit wchst
linear mit der Zeit und fiithrt zu unphysikalischen Ergebnissen, wenn die
Storungstheorie nicht mehr anwendbar ist, d.h. wenn die Ungleichung GI.
(2.52) verletzt wird.

Bei einem kontinuierlichen Spektrum kann man nicht mehr die Ubergangs-
wahrscheinlichkeit in individuelle Zustinde angeben. P = [(®,|¥(t))|* in
Gl. (2.48) hat dann vielmehr die Bedeutung einer Wahrscheinlichkeitsdich-
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te. In diesem Fall interessieren wir uns fiir die Ubergangsrate in das Inter-
vall von Endzustandsenergien (¢, € Al; := [ef, €5 + A€]). Gl (2.56) wird
dann zu:

2
Wi—»A]f = Z f|Hni|25<6n_6i>
EnEnAIf
2
_ / B2 6(E — &) p(E) dE
EGAIf h

—— o

= O(e; € Aly)|Hpi T p(ei) (2.57)

e Ein gemitteltes Matrixelement (| H;|*) ist nur sinnvoll, wenn | H ;| in
Iy nicht wesentlich variiert.

e p(FE) ist die Zustandsdichte, denn die Anzahl der Zustdnde AN im
Intervall AE := (E — £, E + %) ist gegeben durch

E+5
AN= Y"1 :/ o(E"YdE' ~ p(E)A
m Ei%

€n ELAIf
Neben Gl. (2.57) gibt es eine in vielen Fallen praktischere Darstellung der

Ubergangsrate. Ausgangspunkt hierfiir ist

1

w — 10t

:Pl + i o(w) ,
w

wobei diese Beziehung erst unter einem Integral Bedeutung erhilt und P
als Hauptwert-Integral zu verstehen ist. 07 stellt eine infinitesimale, posi-
tive Grofle dar. Aus dieser Beziehung folgt eine wichtige Darstellung der
0-Funktion

DARSTELLUNG DER 0-FUNKTION

Cx

I 1 . 1 0t 5(w)
im — = - =
ot—om  \w—i0F om0 T W? 4 (01)? “
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Einsetzen in Gl. (2.56) liefert:

2
Wiop = ;|Hfz'|25(€f—€i)

w1 1
- THLPES _
h = W\S((ef—ei)—ZOJr)

2 A A 1
= S5 ( (D] AT|Df) (Ds| Al D
23 (@ddtie el dle) )

2 N 1 N
= G ( (0] AT|@s) (P A|®;
23 (@ddtle el A )

Wegen Hy|®;) = ¢;|®;) gilt auch:

2 A 1 .
Wiy = =S| (9|AT @) (Pf|— A|®;
F= <<| s |>>
Es mufd nun, wie zuvor, iiber alle Endzustdnde in Al; summiert werden.
Wir modifizieren hierzu A so, A — W, daf$ der Operator W nur in die End-
zustdnde streut, die im jeweiligen Experiment gerade untersucht werden
(z.B. Richtungs-Selektion, Energie-Selektion etc.).

W\ D) = A|<I> 7) fur beobachtete Endzustiande |® )
£ 0 sonst

Hierbei ist 1V i.d.R nicht mehr selbstadjungiert! Die Summation iiber die
Endzustdnde kann nun uneingeschrankt durchgefiihrt werden und liefert

2 . 1 )
W;_, = = S (D WD WD | — W\,
N - ;»v(( (W ®)( fl(Ho—e,-)—z'OJf \ >>
2 . 1 )
— 2« . T )
o e e )
=1
UBERGANGSRATE
Wi _2g (@;|W1 ! W|®;) (2.58)
z—>AIf — FL 7 (ﬁo—ei) —ZO+ 7 . .

120



Die rechte Seite stellt eine sogenannte Greensche Funktion dar. Sie bil-
det den Ausgangspunkt zur theoretischen Beschreibung experimentell be-
stimmbarer dynamischer Antwortfunktionen.

Der Fall einer harmonischen Stérung laf3t sich nun leicht diskutieren. Hier
ist w # 0 und es gibt in Gl. 2.50 zwei Beitrdge: af(wy; + w) + bf (wp — w),
von denen fiir grofse ¢ nur jeweils einer ungleich Null sein kann.

laf(wpi +w) +bf(wr —w)[* = al* |flwp +w)* + b | f(wps — w)[?
+ (a"b+ ab") f(wpi + w) - fwp —w)

(. 7

=0
Voraussetzung hierfiir ist, dafy der Abstand 2w der beiden /-artigen Peaks
grof3 ist gegen die Peakbreite 27/t (siehe Abbildung (2.4)). Das heif3t,

T h
t> — =~
w |€f—€i|

Gleichzeitig mufl immer noch Gl. (2.52) erfiillt sein, damit die erste Ord-
nung Storungstheorie giiltig ist. Fiir die Zeit ¢ erhalten wir also die Bedin-

gung

o —al <" T
Voraussetzung dafiir, dafd diese Bedingung fiir ¢ tiberhaupt erfiillt werden
kann, ist

M <1

€7 — il
Das ist genau die gleiche Voraussetzung, die fiir die Giiltigkeit der zeitu-
nabhédngigen Storungstheorie notwendig ist.

Analog zu Gl. (2.56) erhalten wir

2T 2

Wing =7 | IWal® 8(es —ei+hw) +[WE[" dles — e — hw)
ej=¢;—hw=Emission ey=eit+hw=Absorption
Analog zu Gl. (2.58) erhalten wir
1 1

2 - A .
Wisar, = 5S ((CI)JWT = —W|D;) + (0| W'

h H0—€i+w—20+ Ho—Ei—w—iO+
Diese Formeln sind der Ausgangspunkt zur Beschreibung vieler physi-
kalischer Effekte, wie z.B.: (inverse) Photoemission, Augerspektroskopie,
Coulomb-Streuung und Compton-Streuung.

il
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Teil 11

Quantenmechanik
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Kapitel 3

Der Formalismus der
Quantenmechanik

3.1 Quintessenz der Quantenphysik am Beispiel
des Doppelspaltexperiments

Die wesentlichen Merkmale und Besonderheiten der Quantenphysik las-
sen sich am Beispiel der Spaltexperimente erkldren. Hiermit werden wir
die Quantenmechanik ableiten. Wir betrachten hierzu klassische Teilchen,
Wellen und Elektronen und vergleichen die Ergebnisse miteinander.

3.1.1 Experiment mit klassischen Teilchen

Abbildung 3.1: Doppelspaltexperiment mit Kugeln.
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Wir machen ein Gedankenexperiment mit einem Aufbau, der in Abbil-
dung (3.1) skizziert ist.

e Eine Quelle schiefst Kugeln zufillig in den Raumwinkel A€Q.

e Am Schirm S werden die Kugeln registriert. Daraus ergibt sich die
Wabhrscheinlichkeit p(z)dx, eine Kugel im Intervall (z,z + Az) oder
kurz, in Az, anzutreffen.

e Die Quelle wird mit so geringer Intensitit betrieben, daf$ die Kugeln
einzeln und gewifs als , Einheiten” ankommen.

Das Experiment wird nun auf verschiedene Weisen durchgefiihrt
e nur Spalt 1 offen liefert P, (z)
e nur Spalt 2 offen liefert P»(z)
e beiden Spalte offen liefert Pj5(x).
Man findet Po(z) = Pi(z) + Pa(z)

3.1.2 Experiment mit Welle

Wir wiederholen den Versuch mit Wasserwellen, die Versuchsanordnung
ist in Abbildung (3.2) dargestellt.

Abbildung 3.2: Doppelspaltexperiment mit Wasserwellen.
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Quelle erzeugt kreisformige Wellen.

Wand hat wieder zwei Spalte.

Der Schirm S sei ein Absorber, so dafd keine Wellen reflektiert wer-
den.

Die Auslenkung bei S oszilliert mit der Zeit und die Amplitude hingt
vom Ort ab.
Der Detektor D messe die Intensitit / = |[Amplitude|”.

Man beobachtet:

1. I kann alle positiven Werte annehmen (abhéngig von der Quelle).
KEINE QUANTELUNG.

2. Beide Spalte offen:
I,5(z) zeigt das bekannte Interferenzbild (wie bei der Lichtbeugung).
Es hangt vom Abstand der Spalte A ab.

3. Wir blenden Spalt 2 oder 1 aus:
I, bzw. I, enthalten KEINE A-abhdngigen Strukturen mehr.

4. Man findet 112 7é ]1 + [2.
Es liegt Interferenz zwischen beiden (Teil)Wellen vor.
An manchen Stellen gibt es KONSTRUKTIVE bzw. DESTRUKTIVE In-
terferenz. Konstruktive Interferenz wenn
Abstand (Detektor — Spalt 1) - Abstand (Detektor —Spalt 2) =n -\
A ist die Wellenldnge,n € N.

5. Mathematische Beschreibung:
Die momentane Auslenkung am Ort des Detektors D ist

Al = R(ae™?) nur Spalt 1 offen
Ay = R(age™) nur Spalt 2 offen
A = R(are™* + aze™’) beide Spalte offen
ai,ay € (C

Der Bezug zu den gemessenen Intensitdten ist

L = |aje™t]? = Jay]?
[2 — |a,2€th‘2 — ’a2’2
Iy, = |a16i“t+a26i“t|2 = |a1]* +|az)? +[2|a1||a2|c0s(5)}

= I +1 +(2as]|as| cos(9))
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Der Term in der eckigen Klammer ist der INTERFERENZTERM, der
von der PHASENDIFFERENZ ¢ abhdngt, die sich aus dem Gangunter-
schied ergibt.

3.1.3 Experiment mit Elektronen

Wir stellen uns ein dhnliches Experiment mit Elektronen vor (siehe Abbil-
dung (3.3)).

Abbildung 3.3: Doppelspaltexperiment mit Elektronen.
Experimentelle Beobachtungen:

1. Die Elektronen kommen (wie klassische Teilchen) als Einheiten am
Detektor an.

2. In Abhéangigkeit vom Ort des Detektors variiert die Zahlrate.

3. Stellt man tiberall entlang des Schirmes Detektoren auf und fiihrt
eine KOINZIDENZMESSUNG durch, so findet man, daf3 jedes Elektron
immer nur genau in einem Detektor ein Signal auslost.

4. Detektiert wird eine Auftreffwahrscheinlichkeit.

Da die Elektronen einzeln am Detektor eintreffen, folgern wir
Vermutung A: JEDES ELEKTRON GEHT ENTWEDER DURCH SPALT 1 ODER
DURCH SPALT 2.

Zur Uberpriifung der Vermutung, schliefen wir einmal Spalt 2 und ein-
mal Spalt 1 und messen die Auftreffwahrscheinlichkeiten P, bzw. P,. Das
Experiment liefert jedoch
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[ J P1,27éP1+P2.

e Durch das Offnen des zweiten Spaltes sinkt an manchen Stellen die
Auftreffrate der Elektronen sogar auf Null (Interferenz wie bei Wel-
len).

Dieses Phianomen 1413t sich nicht erkliren durch

1. Das Elektron teilt sich bei Durchgang durch den Spalt (denn es kommt
immer genau ein Elektron an)

2. Das Elektron lauft auf komplizierten Bahnen durch beide Spalte.

Es ist und bleibt mysterits, wenn wir davon ausgehen, ,daf} das was wir
messen, auch das ist, was das Ding an sich (Elektron) tatsachlich ist oder
tut”. Wir werden auf dieses Phanomen spéter genauer eingehen.

Uberraschenderweise ist die Mathematik zur korrekten Verkniipfung von

P; und P, sehr einfach. Wir kénnen, wie bei Wellen, komplexwertige Am-

plituden ¢; und ¢, definieren, aus denen wir die Intensitat (Auftreffwahrscheinlichkeit)
folgendermafien erhalten

Po= gl
Py = |pof?
Py = o1+ pof

Wir lernen hieraus

ELEKTRONEN KOMMEN ALS TEILCHEN AN, IHRE AUFTREFF-
WAHRSCHEINLICHKEIT IST VERTEILT WIE DIE INTENSITAT VON
WELLEN.

Bei klassischen Wellen waren die komplexen Zahlen ein mathematischer
Trick zur Vereinfachung (eigentlich verwendet man nur den Realteil). Fiir
Elektronen MUSSEN komplexe Zahlen verwendet werden. Folgt aus der
Tatsache P, » # P, + P,, daf3 die Vermutung A, die Elektronen gehen ent-
weder durch Spalt 1 oder Spalt 2, falsch ist? Diesen Schlufd wollen wir im
folgenden weiter hinterfragen.
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3.1.4 Experiment zur Bestimmung der Trajektorie

Wir wiederholen das Doppelspaltexperiment, in dem beide Spalte geoff-
net sind. Gleichzeitig zum Signal, das wir am Schirm messen, wollen wir
versuchen festzustellen, durch welchen Spalt das Elektron geht. Zu die-

Abbildung 3.4: Experiment zur Bestimmung der Trajektorie.

sem Zweck plazieren wir hinter dem Doppelspalt eine Lichtquelle, wie in
Abbildung (3.4). Wenn ein Elektron durch einen der Spalte fliegt, entsteht
ein Lichtblitz. Die Versuchsanordnung ist so, dafd aus den Lichtblitzen ge-
folgert werden kann, durch welchen Spalt das Elektron gekommen ist.
Wenn man das Experiment durchfiihrt, beobachtet man, dafs es mit jedem
vom Detektor D nachgewiesenen Elektron nur einen Lichtblitz gibt, ent-
weder von Spalt 1 oder von Spalt 2. Nun haben wir ein Dilemma, denn
das bedeutet nun wieder, dafs Vermutung A doch richtig ist, das Elektron
geht nur durch Spalt eins oder durch Spalt 2. Wenn wir allerdings die orts-
aufgeloste Auftreffrate analysieren, finden wir nun wieder

Pio=P + P )

wobei Py, P, die Wahrscheinlichkeiten des Einfachspalt-Experimentes sind;
d.h. die Interferenz ist durch Einschalten der Lichtquelle verschwunden.
Schalten wir das Licht wieder aus, ist die Interferenz wieder da.
Offensichtlich hat die Elektron-Licht-Wechselwirkung die Teilchenbahn
der Elektronen drastisch gestort.

Man kénnte daran denken, die Lichtintensitdt zu reduzieren. Dabei zeigt
sich jedoch, daff nun nicht mehr gleichzeitig zu jedem Detektorsignal ein
Lichtblitz auftritt. Wenn wir die Fille untersuchen, bei denen wir wissen,
durch welchen Spalt das Elektron gegangen ist, erhalten wir nach wie vor
keine Interferenz. Umgekehrt zeigt die Auftreffrate derjenigen Elektronen,
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bei deren Durchgang kein Lichtblitz registriert wurde, wieder das Interfe-
renzbild.

Es gibt aber noch eine andere Moglichkeit, den Einflufs der Photonen auf
die Elektronen zu reduzieren. Die Impulsdnderung des Elektrons hingt
vom Impuls des Photons ab. Beim Licht besteht zwischen dem Impuls p
und der Wellenldnge A die Beziehung p = h/A. Um den Impuls des Pho-
tons und somit den Impulsiibertrag auf das Elektron zu reduzieren, muf3
die Wellenldnge des Lichtes vergrofiert werden. Wenn wir das tun, beob-
achten wir, daf$ unterhalb einer charakteristischen Wellenldnge A < \* das
Interferenzbild verschwindet. Die charakteristische Wellenldnge ist gera-
de so grof3, daf wir nun nicht mehr sagen konnen, durch welchen Spalt
das Elektron gegangen ist.

Es ist offensichtlich so, dafs wir immer dann QUANTENKOHARENZ (Inter-
ferenz) beobachten, wenn das Experiment nicht unterscheiden lafit, durch
welchen Spalt das Elektron gegangen ist. In diesem Fall ist die Auftreffrate
gegeben durch P, = |¢; + ¢o|?. Liefert das Experiment hingegen prinzi-
piell die Information, durch welchen Spalt das Elektronen ging, so ver-
schwindet die Quantenkoharenz.

Es deutet sich an, daf$ wir nicht mehr tiber das , Ding an sich” reden kon-
nen, sondern nur dartiber, welche Information ein gegebener Meflapparat
prinzipiell liefert. Der Begriff Meflapparat ist hierbei im weitesten Sinne
zu verstehen und schliefit das physikalische System mit ein. Wir fassen
noch einmal zusammen

ELEKTRONEN KOMMEN ALS TEILCHEN AN, IHRE AUFTREFF-
WAHRSCHEINLICHKEIT IST VERTEILT WIE DIE INTENSITAT VON
WELLEN. DIE WAHRSCHEINLICHKEIT IST EINE EIGENSCHAFT,
DIE DURCH DEN EXPERIMENTELLEN AUFBAU VORGEGEBEN WIRD.
SIE IST KEINE PHYSIKALISCHE EIGENSCHAFT DES ELEKTRONS!

3.1.5 Grundprinzipien der Quantenmechanik

Wir fassen die Ergebnisse der Experimente aus dem vorigen Abschnitt zu
einem vorldufigen Konzept der Quantenmechanik zusammen. Es muf an-
gemerkt werden, dafd wir hier nur ideale Experimente mit wohldefinierten
Anfangs- und Endbedingungen durchgefiihrt haben. Eine Erweiterung
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werden wir spater vornehmen. Wir haben folgende Grundprinzipien der
Quantenmechanik eruiert:

Erstes Grundprinzip

Es kann in der Quantenphysik nicht mehr vorhergesagt werden, welche
der Alternativen unter wohldefinierten Anfangsbedingungen am Ende ei-
ner Messung nachgewiesen wird. Es konnen nur noch Wahrscheinlichkei-
ten angegeben werden. Die Gesetze, denen die Wahrscheinlichkeiten ge-
ntigen, sind jedoch, wie wir spater sehen werden, deterministisch.

Die Wahrscheinlichkeit, dafy ein Experiment einen bestimmten Ausgang
nimmt, ist durch das Quadrat des Absolutbetrages einer komplexen Zahl
¢ (Wahrscheinlichkeitsamplitude) gegeben.

P =|p|?

Zweites Grundprinzip (Summenregel)

Wenn ein Ereignis auf verschiedenen sich gegenseitig ausschliefSenden
WegenW,, i =1,... ,m, erreicht werden kann, sind die Wahrscheinlichkeits-
amplituden fiir die Einzelereignisse aufzusummieren. Dies entspricht der
Summenregel der Wahrscheinlichkeitstheorie auf die Amplituden ange-
wandt.

Grundprinzip 2a

o= Z w(W;)

= (3.1)
2
P =gl

Hierdurch tritt Interferenz auf. Voraussetzung fiir die Addition der Wahr-
scheinlichkeitsamplituden ist, dafd wir prinzipiell nicht in der Lage sind
zu unterscheiden, welches Einzelereignis im Experiment realisiert wurde.
Wenn das Experiment es jedoch IM PRINZIP erlaubt (auch ohne daf} wir
es tatsdchlich ausnutzen), zu unterscheiden, welche Alternative gewdahlt
wurde, geht die QUANTENKOHARENZ verloren und Wahrscheinlichkei-
ten miissen dann im , klassischen Sinne” addiert werden.
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Grundprinzip 2b

Wir wollen bereits hier darauf hinweisen, daf in der endgiiltigen Formulierung
der Quantenmechanik diese Unterscheidung nicht explizit benétigt wird, sondern
in der Theorie konsistent enthalten ist. Es wird darum gehen, welchen Teil des Ge-
samtsystems man als System und welchen als Teil der Meflapparatur betrachtet.

Drittes Grundprinzip (Produktregel)

Die Produktregel der Wahrscheinlichkeitstheorie Gl. (1.4) {ibertrdgt sich
auf die Wahrscheinlichkeitsamplituden

p(ANB)=¢(AlB)-9(B) . (3.2)

Die Produktregel lafst sich durch wiederholtes Anwenden auf den Fall ver-
allgemeinern, daf ein Ereignis in aufeinanderfolgende Teilereignisse zer-
legt werden kann E; A E5 A .. .. Hierbei ist die Amplitude fiir das Gesam-
tereignis gleich dem Produkt der Amplituden der Teilereignisse.
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3.2 Wahrscheinlichkeitsamplituden

3.2.1 Kombination von Amplituden

Ziel dieses Abschnittes ist es, die vorldufige Form der Quantenmechanik

auf einige Beispiele anzuwenden. Wir werden hierbei weitgehend auf de-

taillierte, mathematische Ableitungen verzichten. Wir beginnen mit der

Uberlagerung von Wahrscheinlichkeiten am Beispiel des Doppelspaltex-

periments fiir Elektronen. Die Wahrscheinlichkeit, ein Elektron in der Schir-

mebene in Az anzutreffen, ist gegeben durch das Betragsquadrat der Wahrscheinlichkeits-
amplitude.

Fiir die Wahrscheinlichkeitsamplitude , dafs das Teilchen, das von der Quel-

le Q ausgeht (also dort prapariert wurde), in Az ankommt, fithren wir fol-

gende Schreibweise ein

(Elektron kommt bei = an|Elektron wird in () prédpariert)

oder kiirzer (z|Q) eC

Man kann dies genauso lesen wie bedingte Wahrscheinlichkeiten. Rechts
vom (Bedingungs-)Strich steht die Voraussetzung und links die Propositi-
on, deren Wahrscheinlichkeit zu bestimmen ist.

Das 2. Grundprinzip besagt, dafs Wahrscheinlichkeitsamplituden zu ad-
dieren sind, wenn den Elektronen verschiedene sich gegenseitig ausschlie-
ende Alternativen zur Verfiigung stehen, den Endzustand zu erreichen.
Das bedeutet fiir den Doppelspalt

(z]Q) = (z, $1|Q) + (z, S:|Q)

das Elektron wird in Q prépariert und fliegt von dort entweder zum Spalt
1 (S1) und von dort nach x oder alternativ tiber Spalt 2 (S3). Wir gehen
davon aus, daf$ die Spalte so klein sind, dafs wir nicht weiter spezifizieren
miissen, durch welchen Bereich des Spaltes das Elektron geht. Oder an-
ders ausgedrtickt: die Spaltbreite ist viel kleiner als der Spaltabstand.

Wir verwenden nun das 3. Grundprinzip der Quantenmechanik
P(ANB) = p(A|B) - o(B)
Die Produktregel lautet in der neuen Schreibweise
(2, 5:|Q) = (2|51, @) - {51|Q)
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Sie kann in gewissem Sinne in klassischen Bildern gedeutet werden (wir
lesen Produkte von Wahrscheinlichkeitsamplituden immer von rechts nach
links). Das Elektron wird in Q prépariert und geht zundchst mit Wahr-
scheinlichkeitsamplitude (5;|Q) zum Spalt S;. Von dort propagiert das
Teilchen mit Wahrscheinlichkeitsamplitude (z|S;, Q) nach z. Da wir aber
bereits die detailliertere Information haben, dafs das Teilchen von S; wei-
terfliegt, ist die Information tiber die Quelle () tiberfliissig, d.h. (x|S;, Q) =
(x]Sy) .

Wie bereits zu Beginn des Abschnitts erwidhnt, soll hier auf eine prazise
Ausformulierung des Problems verzichtet werden. Es geht hier vielmehr
um das qualitative Konzept. Ansonsten miifiten wir natiirlich auch die
Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir den Durchgang durch den Spalt, in den
die Spaltbeschaffenheit eingeht, berticksichtigen.

Die Elektronen kénnen natiirlich auch tiber Spalt 2 zum Detektor gelangen
und zur Amplitude beitragen. Fiir die gesamte Wahrscheinlichkeitsampli-
tude, dafs ein Elektron am Ort x ankommt, erhalten wir

(#]Q) = (z[S1) - (51|Q) + (2[S2) - (5:|Q)

2

= Z<$|Sz> (Si]@)

=1

(2@} = (ol [ D_[Sisi | 1)

Aus dem Vergleich der beiden Seiten schliefsen wir

2
Z [Si)(Si| =1 (3.3)
i=1

Wir erkennen hier eine allgemeine, sehr hilfreiche, Eigenschaft der Wahr-

scheinlichkeitsamplitude: die unterschiedlichen Wege werden durch Ein-

schieben des Einheitsoperators 1, der eine vollstindige Summe iiber Pro-
jektionsoperatoren darstellt, erzeugt. Der Projektionsoperator P, projiziert
aus allen moglichen Pfaden den heraus, bei dem das Elektron durch den

Spalt i geht. Dies zeigt bereits, wie hilfreich die neue Schreibweise ist. Man

erkennt auch, dafs Gl. (3.3) nichts anderes ist als die Marginalisierungsre-

gel der Wahrscheinlichkeitstheorie.

Um die allgemeine Vorgehensweise zu illustrieren und zu zeigen, wie
einfach es ist, sehr viel komplexere Anordnungen (Abbildung(3.5)) zu be-
handeln, betrachten wir ein Experiment mit zwei Spaltebenen. Die Wand
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Abbildung 3.5: Komplexeres Spaltexperiment

I enthalte 2 Spalte, die Wand II enthalte 3 Spalte. Fiir die erste Wand bleibt
die Formel fiir die Wahrscheinlichkeitsamplitude formal

2

(@|Q) => (=[S]) - (S!1Q) (3.4)

=1

Nun miissen wir aber fiir den Weg von der Wand I nach x die Spalte in
der Wand II genauer spezifizieren. Von dem Spalt ¢ in der Wand I kann
das Elektron auf drei verschiedenen Wegen nach = gelangen. Entweder
durch Spalt 1, 2 oder 3 in der Wand II. Daraus folgt fiir die Wahrschein-
lichkeitsamplitude, dafs ein Elektron vom Spalt ¢ im ersten Schirm nach z
kommt

(lSf) = (all]S])

3

= S (alsiysis

j=1
Setzen wir dies nun in (3.4) ein, so erhalten wir eine Doppelsumme
3 2
(2@ = D> (@IS7") (S7"Ish) (si1Q)
7j=1 =1
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Wir summieren also iiber alle moglichen Pfade, auf denen das Elektron
von der Quelle ) nach z gelangen kann und geben hierzu die elementare
Prozesse an: Das Elektron wird in () erzeugt, fliegt zundchst durch den Spalt
i in der Wand 1. Anschlieflend propagiert es von dort durch den Spalt j in der
Wand 11. Anschlieflend fliegt es von hier nach x

Um ein konkretes, numerisches Ergebnis angeben zu kdnnen, benétigen
wir die Wahrscheinlichkeitsamplituden fiir die elementaren Prozesse, das
sind solche, die nicht weiter zerlegt werden konnen. Das heift, neben den
Regeln zur Manipulation von Wahrscheinlichkeitsamplituden benétigen
wir die Vorschrift, wie Wahrscheinlichkeitsamplituden quantifiziert wer-
den. Hiermit werden wir uns in einem spéateren Kapitel beschéftigen.

137



3.2.2 Doppelspaltexperiment plus Lichtquelle

Ohne in der Lage zu sein, endgiiltige numerische Ergebnisse berechnen
zu konnen, kdnnen wir dennoch bereits erstaunliche Aussagen aus der
vorldufigen Quantentheorie ableiten. Z.B. konnen wir das Verhalten der
Elektronen im Experiment zur Flugbahn-Bestimmung korrekt wiederge-
ben. In diesem Aufbau werden Elektronen in der Elektronenquelle () pra-

Abbildung 3.6: Detektion der Trajektorie der Elektronen mittels Lichtquel-
le

pariert und gleichzeitig Photonen von der Lichtquelle L ausgesandt. Wie
in Abb. (3.6) skizziert, befindet sich eine Lichtquelle hinter der Wand zwi-
schen den beiden Spalte. Zusétzlich sind 2 Detektoren D, , so aufgestellt,
daf Elektronen, die durch einen der beiden Spalte gehen, Photonen in den
ndhergelegenen Detektor streuen.

Uns interessiert die Wahrscheinlichkeitsamplitude, ein Elektron in x anzu-
treffen und gleichzeitig ein Photon in einem der Detektoren zu registrie-
ren, vorausgesetzt, das Elektron wurde in @) prédpariert und das Photon
stammt aus der Quelle L

<.Z', Da‘@? L>

Aus den Grundprinzipien 2 und 3 erhalten wir

(z,DalQ, L) = i;@»DavSi'Q?”
_ §;<$,Da|si,@,L>-<si|Q,L>
_ é<x,ga|si,L>-<si|Q>
_ imsi, L) - (D,|S;, L) - (S;|Q)
- 22:<”5|5i> (Dol Si, L) - (Si]Q)

=1

Es wurde ausgenutzt, dafl in (z, D,|S;, @, L) die Information tiber die
Elektronenquelle tiberfliissig ist, da bereits die detailliertere Information
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vorliegt, dafs das Elektron durch den Spalt i fliegt. Analog gilt (x[S;, L) =
(]S)).

Wir fithren noch eine Abkiirzung fiir die Wahrscheinlichkeitsamplitude
(Dy|S;i, L) ein, dafi ein Photon in den Detektor a gestreut wird, wenn das
Elektron durch den Spalt i geht: 5,; := (D,|S;, L). Damit haben wir

2

(@, DalQ, L) = (@[S} - Boi - (Si[Q) (3.5)

i=1

Aus der Symmetrie der Meflanordnung geht hervor

P = B2
512 = 621

Fiir den ersten Detektor liefert Gl. (3.5)

(x, Dh|Q, L) = (x[S1) B (51|Q) + (x[S2) Bz (S2|@)
= Pu (z[S1) (S11Q) +P12 (x[S2) (S2|Q)
=Py =Py

(x, D1]|Q, L)y = [11P1+ [12Ps

Gemafs Gl. (3.5) enthélt nur der erste Index von (5 den Detektor-Index.

Somit ist das Ergebnis fiir den zweiten Detektor unter Ausnutzung von
GL (3.6)

(3.6)

(, Do|Q, L) = B12®1+ P11 P

Die Wahrscheinlichkeit , daf} ein Elektron am Ort z eintrifft und gleichzei-
tig ein Photon der Wellenldnge A im Detektor D, nachgewiesen wird, ist
nach dem 1. Grundprinzip

[z, Di|Q, L) = |Bul® 11" + B |Dof?
+ ((611@1)*(512q)2) + (511@1(512@2)*)

= |511’2 \‘I)1|2 + |512’2 \‘I)2|2 + 23{3(51‘1512(59{@2) (3.7)

Die Wahrscheinlichkeitsamplitude (312, ein Photon im Detektor 1 nachzu-
weisen, wenn das Elektron durch Spalt 2 gegangen ist, gibt die Fehlerrate
des Nachweisprozesses wieder, denn im Idealfall soll beim Durchgang des
Elektrons durch den Spalt 2 nur der Detektor 2 reagieren.

Betrachten wir nun zwei Flle:
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1. A <« Spaltabstand < (2 < 1, (Trajektorie nachweisbar).

(@1 [Bua|?
[ - [B1a|?

[(zD1|QL)*
(zD2|QL)*

Q

Q

KEINE INTERFERENZ!

2. XA > Spaltabstand < (315, ~ (11 =: [, (Trajektorie nicht nachweis-
bar).
(zD1|QL) | = |®1 + ®o* - |B° = [(xD,|QL)|?

INTERFERENZ!

Wir sehen also, dafd unsere bisherige Theorie durchaus in der Lage ist,
den beobachteten komplexen Sachverhalt zu beschreiben. Insbesondere
stellen wir fest, dafs wir nicht explizit unterscheiden miissen, ob es im
Prinzip moglich ist, die Wege, die das Elektron ging, zu unterscheiden.
Wenn man die MefSapparatur in das Quantensystem mit aufnimmt, wird
diese Unterscheidung konsistent beschrieben. In diesem Fall gentigt das
Grundprinzip 2a. Diese Eigenschaft, die man Verschrankung (entangle-
ment) nennt, riihrt tief an den konzeptionellen Fundamenten der Quan-
tentheorie und hat zu sehr kontroversen Diskussionen bei den Vitern der
Quantenmechanik gefiihrt. Wir werden hierauf spéter bei der Diskussi-
on der Schrodinger-Katze und dem Einstein-Podolsky-Rosen Paradoxon
noch eingehen.

Wir wenden uns nun einem noch komplexeren Problem zu, das ebenfalls
die Besonderheiten der Quantenmechanik widerspiegelt.

3.2.3 Streuung an einem Kiristall

Wir betrachten nun ein Beispiel aus der Festkorperphysik, die Streuung
von Neutronen an einem Kristall. Ein Kristall ist eine periodische Anord-
nung von Atomen. Der Neutronenstrahl komme aus grofier Entfernung,
so daff die Neutronen gleichmiflig auf die gesamte Flache des Kristalls
auftreffen.

Wir sind an der Wahrscheinlichkeitsamplitude interessiert, mit der ein
Neutron im Detektor (der unter dem Winkel © aufgestellt ist) ankommt.
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Abbildung 3.7: Skizze der Neutronenbeugung am Kristall.

Abbildung 3.8: Schematische Intensititsverteilung bei der Beugung am Kristall-
gitter.

Diese Wahrscheinlichkeitsamplitude bezeichnen wir also mit (D|Q). Die
alternativen Wege sind hier die Streuung an den verschiedenen Atomker-
nen des Kristalls, die wir mit ,,i” (i=1,...N) numerieren.

N

(DIQ) =Y (DIK;){Ki|Q)

i=1
K; : Neutron kommt am Kern 7 an.

Wie bei der Streuung am Doppelspalt enthdlt die Amplitude Phasen, die
vom Ort der Atomkerne abhdngen. Die Aufsummierung dieser Phasen,
die zu den unterschiedlichen Pfaden gehoren, die das Neutron durchlau-
fen kann, fiihrt zu einem charakteristischen Interferenzbild, d4hnlich dem
der Beugung am Mehrfach-Spalt (siehe Abbildung (3.8)).

Ein solches Interferenzbild wird auch bei vielen Kristallen beobachtet und

es wird durch unseren Zugang quantitativ auch recht gut beschrieben (De-
tails folgen spéter). Es gibt jedoch Kristalle, bei denen das Spektrum zu-
sdtzlich einen breiten Untergrund aufweist (siehe Abbildung (3.9)). Dieser
Untergrund wird bei Kristallen mit lokalisierten magnetischen Momenten
beobachtet. Man kann sich solche Kristalle so vorstellen, daf3 sich an je-
dem Gitterpunkt ein magnetischer Dipol befindet. Bei hinreichend tiefen
Temperaturen ordnen sich diese in einem Ferromagneten parallel an (sie-
he Abbildung (3.10)) Was ist in diesem Experiment anders? Das Neutron
besitzt ebenfalls ein intrinsisches magnetisches Moment (Spin). Wir neh-
men hier schon etwas vorweg, das erst im ndchsten Kapitel ausfiihrlich
besprochen wird. Es gibt fiir die Neutronen-Spins nur zwei mogliche Ein-
stellungen: parallel oder antiparallel zum Magnetfeld des Ferromagneten.
Es gibt in diesem System eine Erhaltungsgrofie. Die Summe der magneti-
schen Momente der Kerne und des Neutrons (Spin) bleibt bei der Streuung
erhalten. Daraus folgt:

1. Wenn das Neutron mit Spin parallel zum Ferromagneten ankommt,

kann nichts passieren. {1=-17. Die Situation ist wie im nicht-magnetischen

Fall.
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Abbildung 3.9: Schematische Intensitidtsverteilung bei der Neutronenbeu-
gung an Kristallen mit magnetischen Momenten.

Abbildung 3.10: Ausrichtung der magnetischen Momente bei gentigend
tiefer Temperatur

2. Hat das Neutron antiparallelen Spin, dann kann das Neutron seinen
Spin umdrehen: | T=T]| oder gleichbleiben: |T=|T.

Wir miissen die Berechnung der Wahrscheinlichkeitsamplitude um diese
Moglichkeit erweitern. Wir gehen davon aus, dafs durch Anlegen eines
externen Magnetfeldes alle Spins im Kristall nach oben ausgerichtet sind.
Der Spin der einfallenden Neutronen soll nach unten zeigen. Den Zustand
notieren wir als |(), | , alle Kernspins 7). Der erste Pfeil gibt die Richtung
des Neutronenspin an. Wir betrachten die zwei Moglichkeiten

1. Endzustand |D, |), d.h. das Neutron kommt mit der urspriinglichen
Spineinstellung aus dem Kristall wieder heraus. Bei der Streuung
wird kein Spin umgedreht. Alle Kristallatome tragen ununterscheid-
bar zur Streuung bei. Daraus folgt, dafs alles so ist wie im Fall ohne
Magnetfeld.

2. Endzustand |D, T, k-ter Kern |, Rest 1), d.h. das Neutron kommt
mit umgedrehtem Spin aus dem Kiristall heraus und hat seinen Spin
mit dem des k-ten Kernspins ausgetauscht.

Die Wahrscheinlichkeitsamplitude dafiir, dafs das Neutron den Detektor
erreicht und der k-te Kern seinen Spin umgedreht hat, ist
(D, 1, k-terKern |, Rest 7 |Q, |, alleKerne 7) = (D|k) b (k|Q)

Nun ist es aber prinzipiell moglich, festzustellen, welcher Kernspin ge-
flippt wurde, und daraus erhdlt man dann die Information, welchen Weg
das Neutron genommen hat. Das Grundprinzip 2b liefert somit

(D, T1Q, )P = [b]> > (DIE) - |(k|Q)?
k

In diesem Ausdruck geht die Phaseninformation verloren und es gibt kei-
ne Interferenz mehr sondern nur noch einen kontinuierlichen Signal-Untergrund.
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3.3 Das Stern — Gerlach Experiment

Wir wenden uns nun einem Experiment zu, das einfach genug ist, dafd
wir alle Details der Quantenmechanik korrekt behandeln konnen, das aber
gleichzeitig komplex genug ist, um als Musterbeispiel verwendet zu wer-
den. Das Experiment wurde urspriinglich von O. Stern und W. Gerlach im
Jahre 1922 durchgefiihrt. Sie schickten einen Strahl von Silber-Atomen in
ein inhomogenes Magnetfeld und erhielten ein tiberraschendes Ergebnis.

Zuerst betrachten wir den Ausdruck fiir die Energie eines magnetischen
Momentes in einem Magnetfeld

E=—fi-B (3.8)

Ein geladenes Teilchen, das auf einer Kreisbahn lduft, erzeugt ein magne-
tisches Moment

i=-1.F (3.9)
2
L ist der Bahndrehimpuls, ¢ die Ladung und m die Masse des Teilchens.
Diese Beziehung ist aber nur dann richtig, wenn die Massenverteilung
und die Ladungsverteilung identisch sind. Ist dies nicht der Fall, so muf3
noch ein Faktor berticksichtigt werden, das GYROMAGNETISCHE VERHALT-
NIS. Die Formel (3.9) wird dann zu
ﬁ:g-Qi-E . (3.10)
Es gibt aber zusitzlich zum Bahndrehimpuls L noch die Moglichkeit eines
intrinsischen Momentes, das SPIN genannt wird. Man findet experimen-
tell gPlektron ~ 2.0023, gFretor ~ 5.5856 und gVeu'™n ~ —3.8264. Es wur-
de versucht, aus dem g-Faktor Riickschliisse auf eine effektive Massen-
und Ladungsverteilung eines rotierenden Objektes zu schliefsen, und so
den Spin ebenfalls als Bahndrehimpuls zu deuten. Diese Versuche sind
jedoch zum Scheitern verurteilt. Es stellt sich heraus, daf$ selbst Punktla-
dungen einen Spin besitzen. Die richtige Erkldrung des Spins als internen
Freiheitsgrad gelang Dirac ausgehend von der relativistischen Energie-
Impuls-Beziehung.

Aus der Energie (Gl. (3.8)) folgt fiir die Kraft, die auf ein elektrisch NEU-
TRALES Atom ! (z.B. die Silber-Atome im Stern-Gerlach Versuch) aufgrund

L Auf geladene Teilchen wirkt zusitzlich die Lorentz-Kraft.
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des magnetischen Momentes ausgetibt wird

F = —-VE
P 3
F, = —
o axa(Z#ﬁBﬂ)
/=1
3
0
= Zﬂﬁ'a—Bﬁ
p=1 ¢

(3.11)

Wie wir sehen, benotigen wir ein inhomogenes Magnetfeld, da in einem

homogenen Magnetfeld (%é = 0) keine Kraft auf ein neutrales Teilchen
wirkt.

Es wird fiir diesen Versuch eine Anordnung verwendet, die in Abbildung
(3.11) und (3.12) skizziert ist. Wir legen die Inhomogenitidt des Magnetfel-

Abbildung 3.11: Aufbau des Stern-Gerlach-Experiments.

des in z-Richtung. Um das Experiment quantitativ analysieren zu kon-
nen, machen wir einige Idealisierungen. Wir nehmen an, daff das Ma-
gnetfeld aufierhalb der Liicke zwischen den Polen verschwindet. Aufier-
dem soll |B,| < |B,| und |B,| < |B.| sein und wir verlangen weiter,
dafd der Feldgradient zwischen den Polschuhen konstant in z-Richtung
zeigt. Die Komponenten des magnetischen Feldes sind dann im Idealfall
B, = B, =0, B, =z B', wobei B’ der Feldgradient ist. > Daraus folgt

Fz:HzB, )

2Man beachte, da B, = B, = 0 wegen VB = 0 nicht mdglich ist, aber man kann
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Abbildung 3.12: Verlauf der magnetischen Feldlinien beim Stern-Gerlach-
Versuch

wobei B’ vom Magneten fest vorgegeben ist. Die z-Komponente des ma-
gnetischen Momentes 4., kann hingegen von Messung zu Messung variie-
ren. Die Teilchen werden also im Bereich des Magneten entsprechend der
Ausrichtung ihres magnetischen Momentes in z-Richtung abgelenkt. Die
magnetischen Momente der Silber-Atome, die aus der Quelle kommen,
sind statistisch verteilt. D.h. p, = |u| - cos @ sollte klassisch kontinuierlich
alle Werte zwischen — |u,| und + |u.| annehmen. Wir messen nun die An-
zahl der auftreffenden Silber-Atome in Abhédngigkeit von der Ablenkung
z. Das Experiment sollte aus Sicht der klassischen Physik eine kontinuier-
liche Verteilung liefern, wie sie in Abbildung (3.13) skizziert ist. Was Stern
und Gerlach aber gefunden haben, ist in Abbildung (3.14) dargestellt. Man
findet lediglich zwei Haufungspunkte, d.h. es kommen nur zwei Werte fiir
die Ablenkungen vor. Das Ergebnis kann nur so gedeutet werden, dafs das
magnetische Moment im Magnetfeld nur in zwei Einstellungen vorliegen
kann. Die dazugehorigen Werte des intrinsischen Drehimpulses (SPINS)
sind S, = +2. Diese Einstellungen werden wir spater SPIN UP und SPIN
DOWN nennen.

Wenn der Stern-Gerlach-Apparat in x- bzw. y-Richtung oder irgendeine

zumindest erreichen, dafl diese Komponenten des Feldes gegentiber der z-Komponente
vernachléssigbar sind. In diesem Fall werden die Komponenten des magnetischen Mo-
ments in der xy-Ebene sehr schnell um die z-Achse prizessieren und die Effekte der
x-y-Komponenten mitteln sich zu Null.

145



Abbildung 3.13: Klassisch erwartete Hiufigkeitsverteilung.

andere Raumrichtung zeigt, findet man ebenfalls nur zwei Ablenkwinkel,
die wieder auf zwei mogliche Einstellungen des magnetischen Momentes
im jeweiligen Magnetfeld zurtickzufiihren ist.

Um dieses Phdnomen genauer zu untersuchen, werden wir vier Stern-
Gerlach-Experimente besprechen, die auf Richard P. Feynman zuriickge-
hen und die die Schliissel-Eigenschaften der Quantenmechanik aufzeigen
werden.

Experiment 1

Um die Experimente leichter beschreiben zu kénnen, verwenden wir fiir
einen Stern-Gerlach-Apparat (Abb.3.11) mit Inhomogenitit in = (y, z2)-
Richtung die Abkiirzung SG, (SG,, SG.).

Wir stellen jetzt hinter SG, eine Blende auf, die z.B. den unteren Teilstrahl
ausblendet. In Abbildung (3.15) haben wir ein schematisches Symbol fiir
einen solchen Stern-Gerlach-Apparat eingefiihrt.

Nun stellen wir hinter den ersten SG, , der den unteren Teilstrahl aus-
blendet, einen zweiten SG., (siehe Abbildung (3.16)), mit derselben Blen-
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Abbildung 3.14: Skizze der beobachteten Hiufigkeitsverteilung.

Abbildung 3.15: Auswahl einer Spinrichtung.

de. Wir finden, dafs alle Teilchen, die durch den ersten SG, gegangen sind,
hinter dem zweiten SG . nachgewiesen werden. Wenn wir im zweiten Ap-
parat statt des unteren den oberen Weg ausblenden, kommen keine Teil-
chen mehr durch. Das heifst, dafs im zweiten (und allen darauf folgenden)
S, das Verhalten der Teilchen vorbestimmt ist. Man nennt den Teilchen-
strahl GEFILTERT oder POLARISIERT oder einen Strahl, von dem man weifs,
daf alle Teilchen in einem bestimmten (QUANTEN-)ZUSTAND prépariert
wurden.

Wir werden sagen, dafl die Atome hinter dem ersten SG, im (+z)-Zustand
préapariert wurden, da die z-Komponente ihres Spins den Wert S, = +2
hat. Analog sprechen wir vom (-z)-Zustand, wenn der obere Teilstrahl
ausgeblendet wurde und alle Atome S, = —2 haben. Dann soll (b|a) die
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Abbildung 3.16: Zwei SG, Apparate hintereinander.

Wahrscheinlichkeitsamplitude sein, daf$ ein Atom, das aus einem Apparat
kommt, der den (a)-Zustand prapariert, in einer anschliefenden Messung
einen Mefwert, der zu einem (b)-Zustand gehort, liefert. * Z.B. ist (—z|+2)
die Wahrscheinlichkeitsamplitude, daf} ein Atom, das im ersten SG, nach
oben abgelenkt worden ist, im anschlieffenden SG . nach unten abgelenkt
wird.

Wir haben bereits einige Wahrscheinlichkeitsamplituden experimentell be-
stimmt.

(3.12)

Die Zuweisung der Werte (a|a) = 1 ist nur bis auf Phasenfaktoren mog-
lich. Da sie aber keinen Einflufs auf Mefigrofien haben, haben wir fiir die
Wahrscheinlichkeitsamplituden die obige Wahl getroffen.

Experiment 2

Wir verwenden wieder SG. als Filter, um nur Teilchen im (+z)-Zustand zu
prédparieren. Im Anschluf$ plazieren wir einen SG, -Apparat (Sg,) (siehe
Abbildung (3.17)). Das Experiment liefert: 50 % der Teilchen, die in SG,
einfallen, liefern den Mefswert S, = +§, und 50 % S, = —g. Der (+x)-
Zustand und der (—x)-Zustand kommen also gleich haufig vor. Das glei-
che Resultat erhalten wir, wenn wir den (—z)-Zustand im ersten Schritt
prédparieren oder wenn wir statt SG, den Apparat SG, verwenden. Dar-

3Man beachte die Analogie zum Doppelspaltexperiment.
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aus leiten wir fiir die Wahrscheinlichkeitsamplituden die Beziehungen

(42| + 2)[> = 1/2

[(—a| £ 2)|* =1/2 (3.13)
[(+yl £ 2)[* =1/2 '
[~y £ 2)* =1/2

ab. Wenden wir uns nun dem dritten Experiment zu.

Abbildung 3.17: SG, und SG, Apparat hintereinander.

Experiment 3

Hierbei bringen wir hinter die Versuchsanordnung vom zweiten Expe-
riment eine Blende an, die nur Zustinde mit (+z) herausfiltert. Im An-
schlufs daran plazieren wir wieder einen SG., um die Spinverteilung in
z-Richtung zu messen (siehe Abbildung (3.18). Aus der Messung folgt: 50

Abbildung 3.18: SG. , SG, und SG. Apparate hintereinander.

% der Teilchen, die in den drltten Stern-Gerlach- Apparat hineingehen, lie-
fern den Mewert S. = +2 und 50 % liefern S, = —2.
Fassen wir nun die Ergebmsse der drei Stern-Gerlach-Apparate zusam-
men. Die erste Apparatur prapariert N, Teilchen im (+4z)-Zustand . Der
Teilchenstrahl wird dann im 2. Stern-Gerlach-Apparat aufgeteilt in die Zu-

stande (+x) und (-x). In den 3. Stern-Gerlach-Apparat schicken wir also nur
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% Teilchen. Da wir aber schon im 1. Stern-Gerlach-Apparat die Teilchen
im (—z)-Zustand herausgefiltert haben, erwarten wir, dafs nun aus dem
3. Stern-Gerlach-Apparat alle Teilchen mit S, = +2 herauskommen. Das
Resultat aus Experiment 3 zeigt aber, dafy hier wieder eine symmetrische
Verteilung der Zustdande auftritt. Anders gesagt: die Messung mit SG, hat
das Ergebnis des ersten SG, annulliert. Es bleibt von der ersten Messung
keine Information iibrig. Man sagt SG. und SG, sind inkompatible Mes-
sungen.

Experiment 4

Fiir ein weiteres Experiment verwenden wir einen modifizierten Stern-
Gerlach-Apparat, der in Abbildung (3.19) skizziert ist. Dieser Apparat ist

Abbildung 3.19: Modifiziertes Stern-Gerlach-Experiment.

so konstruiert, dafd die divergenten Teilchenstrahlen wieder zusammen-
gefiihrt werden. Wenn man intern keine weiteren Blenden anbringt, hat
diese Apparatur de facto keinen Einflufs und sollte von daher wie der Ein-
heitsoperator wirken. Wir kdnnen mit diesem Apparat dieselben Experi-
mente wie mit dem einfachen Stern-Gerlach-Apparat durchfiihren. Dazu
blenden wir im mittleren Teil einen der beiden Teilstrahlen aus (siehe Ab-
bildung (3.20)). Wir kénnen nun im Experiment 3 den Apparat SG, ge-

Abbildung 3.20: Modifiziertes Stern-Gerlach-Experiment mit Blende.
gen einen modifizierten Stern-Gerlach-Apparat (mit Inhomogenitit in x-
Richtung) austauschen. Wir finden das alte Ergebnis: wenn wir den (—z)-

Zustand ausblenden, liefern 50 % der Teilchen S, = +2 und 50 % S, = —2.
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Dasselbe gilt, wenn wir | + z) ausblenden. Wir konnen aber auch ein neu-
es Experiment durchfiihren, in dem wir beide Teilstrahlen ungehindert
durchlassen. In dem Fall beobachten wir, dafs alle Teilchen mit S, = +§
herauskommen. Das ist klassisch sehr verbliiffend, da doch die Halfte der
Teilchen aus dem ersten SG. mit S, = +§ bzw. S, = —g ,herauskom-
men” und diese wiederum zu gleichen Teilen S, = =+ besitzen sollten.
Deshalb sollte man erwarten, dafs nach wie vor die Hilfte der Teilchen
den modifizierten Stern-Gerlach-Apparat mit S, = 2 bzw. S, = —2 ver-
lassen. Gemafs Experiment 4 ist das aber nicht der Fall, sondern 100 %
der Teilchen besitzen S, = +2%. Das hei8t, das Ergebnis widerspricht der
Annahme, daf$ die Teilchen im mittleren Stern-Gerlach-Apparat entweder
S, = +§ oder S, = —g besitzen #. Dieses Teilchen-Charakteristikum ist in
dieser Anordnung nicht definiert. Ebenso wie im Doppelspaltexperiment
ist es nicht moglich, fiir Teilchen aus einem (—z)-Zustand zu sagen, ob sie
bei der x-Messung S, = g oder S, = —g liefern werden. Man kann ledig-
lich die Wahrscheinlichkeit dafiir angeben. Aber die Wahrscheinlichkeit
reicht nicht aus, um Experiment 4 zu verstehen, denn dann miifite eine
50:50 Verteilung angenommen werden.

Quantenmechanisch {iberrascht dieses Ergebnis nicht, denn es ist nur ei-
ne Bestdatigung der bereits abgeleiteten Grundprinzipien. Im Rahmen von
Wahrscheinlichkeitsamplituden lassen sich die Phanomene zwanglos er-
klaren. Der modifizierte Stern-Gerlach-Apparat hat lediglich unsere Grund-
prinzipien 2 und 3 bestétigt. Sie besagen

(+z]+2) = (Fzl+a)(+a[+2) + (+z]| —2)(—2] +2) =1

(—z|+2) = (—2|+x)(+z|+2) +(—2]—2)(—2|+2)=0
Allgemein ist | (a;]b)|* die Wahrscheinlichkeit, da die Spineinstellung (a;),
(¢ = 1,2) nachgewiesen wird, wenn der Zustand (b) vorliegt. Wir werden
nun zeigen, dafd die Wahrscheinlichkeitsamplituden alle Eigenschaften ei-

nes Skalarprodukts haben. Da keine Teilchen verlorengehen oder erzeugt
werden, muf gelten

2 2

1= [aib)[* = (ailb)" (wilb) . (3.14)

=1 i=1
Andererseits ist (b|b) = 1. Mit dem 2. und 3. Grundprinzip folgt daraus

2

L= (b)) = > (bla) (ailb) . (3.15)

=1

*Eine d4quivalente Beobachtung hatten wir bereits im Spaltexperiment gemacht.
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Da diese Relation fiir beliebige Zustande (b) und auch beliebige Orientie-
rungen der eingefiigten Spinzustidnde (a;) gilt, muf$

<ai|b> = <b|ai>* (3.16)

sein. Ansonsten wiare die Teilchenzahl nicht erhalten. Wir nutzen erneut
die Grundprinzipien 2 und 3 aus

2

by => (V'|a;) w => Wla) C; (3.17)

=1 o =1

[\

C; ist die Wahrscheinlichkeitsamplitude, im Zustand (b) den Wert a; anzu-
treffen. Das heifdt, man kann den Zustand (b) auch als Linearkombination
(b) = Ci(a1) + Cy(ag) auffassen. Dann besagt Gl. (3.17)

(V|C1(a1) + Cy(az)) = Cy (V|ar) + Cy (V]ag) : (3.18)

Wenn wir Gl. (3.16) und Gl. (3.18) genauer anschauen, erkennen wir, daf3
Wahrscheinlichkeitsamplituden die Eigenschaften von Skalarprodukten
besitzen. Um diese Interpretation zuzulassen, miissen die bisher nicht pra-
zise definierten Zustdnde einen Vektorraum bilden.
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3.3.1 Der quantenmechanische Zustandsvektor

Im vorigen Abschnitt haben die (4z)-Zustdnde eingefiihrt. Sie beschrei-
ben vollstindig das betrachtete Spin-1 System. Wir hatten gesehen, da88 es
nicht moglich ist, gleichzeitig die x- bzw. y-Komponenten der Spins festzu-
legen. Wir konnen zwar durch einen SG, einen (+x)-Zustand oder (—z)-
Zustand préparieren, aber dadurch verlieren wir die Information tiber die
y-bzw. z-Richtung. Das heifst, die Zustdande (4z) bilden einen zweidimen-
sionalen ABSTRAKTEN VEKTORRAUM. Man bildet hierzu die Zustdnde (a)
auf ZUSTANDSVEKTOREN |a) ab.

e jede Linearkombination stellt einen erlaubten Zustandsvektor des
Systems dar

e alle Zustinde des Spin-; Systems konnen damit ausgedriickt wer-
den

e die x-Komponenten (oder alternativ die y-Komponenten) bilden le-
diglich eine andere Darstellung desselben Zustandes

Man sieht leicht ein, dafs diese Vektoren alle weiteren Eigenschaften ei-
nes Vektorraums erfiillen. Vorsicht ist nur geboten bei der Normierung.
Eigentlich interessieren uns nur normierte Vektoren, da die Norm eines
Vektors |a) gleichzeitig auch die Wahrscheinlichkeitsamplitude (a|a) = 1
ist. Die Addition normierter Vektoren liefert aber in der Regel keinen nor-
mierten Vektor. Normierte Vektoren bilden also keinen Vektorraum. Wir
lassen daher zunédchst Vektoren beliebiger Lange und Phase zu. Alle Vek-
toren, die sich lediglich in der Norm oder einem Phasenfaktor unterschei-
den, beschreiben denselben physikalischen Zustand.

Es gibt in der klassischen Physik verschiedene Typen von Vektoren, z.B.
das elektrische Feld. Einen solchen Vektor charakterisiert man dadurch,
dafs man eine Basis ¢;, €, ¢, wiahlt und die Komponenten des Vektors in
dieser Basis angibt. Fiir den Vektor E heifit das

—

E=EFE,-¢;+E,-é,+E, €,

Man beschreibt den Vektor tiblicherweise durch die Abkiirzung (E,, E,, E.).
Diese Angabe ist nur vollstindig, wenn die Basis bekannt ist. Der Vektor
E beschreibt den physikalischen Zustand. (E,, E,, E.) hingegen ist nur ei-
ne mogliche Darstellung in einem willkiirlich gewé&hlten Basissystem. Die
Komponenten des Vektors erhélt man, indem man die Skalarprodukte des
Vektors mit den einzelnen Basisvektoren bildet, oder anders ausgedrtickt,
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indem man den Vektor E auf die Koordinatenachsen projiziert, z.B.
E, = E. €a

In unserem quantenmechanischen Beispiel gilt dhnliches. Wenn wir ein
Teilchen in einen SG, bringen, gibt es zwei Zustdnde | + z) oder | — z) zu
den MefSwerten S, = ig. Diese Zustinde wollen wir als Vektoren in ei-
nem abstrakten Vektorraum betrachten. Wie bereits festgestellt, haben die
Wahrscheinlichkeitsamplituden die Bedeutung eines Skalarprodukts der
beteiligten Zustdnde (Vektoren). Somit wissen wir aus GI. (3.12) bereits,
daf3 diese Vektoren eine Orthonormalbasis bilden. Auflerdem gilt wegen
der Summenregel (2. Grundprinzip)

1= |42)(+2] + | —2)(—2| : (3.19)

Angenommen, das Teilchen wird im Zustandsvektor | 4 x) prapariert, dann
besagt das Experiment 3, daf8 die Wahrscheinlichkeit, S, = +§ anzutref-
fen, 0.5 ist; genauso wie die Wahrscheinlichkeit fiir S, = —g. Andererseits
143t sich jeder beliebige Vektor als Linearkombination von Basisvektoren
darstellen. Wenn wir nun die | &+ z) Basis wéhlen, konnen wir zunéchst
einen beliebigen Zustandsvektor darstellen als

Wy =cy|+2) + e | —2) ) (3.20)

Die Koeffizienten (Wahrscheinlichkeitsamplituden ) c; erhalten wir aus
dem Skalarprodukt mit | & z) durch Ausnutzen der Orthonormierung (GL
(3.12))

cr = (el
o = (~2lv)
Aus (3.20) wird dann
) = [+ 2)(+2lv) + | =2} (—2lY) . (3.21)

Der adjungierte Zustandsvektor ist (sieche Mathematik-Teil)
Wl = W+ 2+ + @] = 2)(—2]
— Al 4 (2
Aus dem Experiment 3 bzw. aus Gl. (3.13) folgt dann mit |¢)) = | + )
— &+
o , (3.22)

| +2) = ZH(+2)+e| = 2))

e}

+

|
"9

o
|
I
®

S
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wobei § = §_ — 9, ist und 6+ noch unbekannte Phasen sind. In der Berech-
nung von Wahrscheinlichkeiten fillt die Phase ¢+ heraus. D.h. Zustinde
sind nur bis auf einen Phasenfaktor definiert. Diese Aussage wird immer
wiederkehren und spéter genauer spezifiziert werden.

Bevor wir die relevante Phase J bestimmen, soll der Erwartungswert von
S, aus den experimentell bekannten GrofSen berechnet werden. Wir ken-
nen die Wahrscheinlichkeiten |c.|” fiir die beiden Spineinstellungen und
wir kennen die zugehorigen Mefiwerte. Daraus ergibt sich der Mittelwert

h h
— 2._ 2. _—) =
(S = ey g +le P (=3) =0

Der Erwartungswert hat folgende Bedeutung: Wenn wir das Experiment
mit unabhéngig von einander, identisch prédparierten Teilchen wiederho-
len, werden wir im Mittel den Erwartungswert finden. Die einzelnen Mef3-
werte werden um diesen Wert streuen. Die Streuung ist durch die Varianz
festgelegt

(AS.)%) = ((S: = (5:))%) = (S2) — 2(8:)(S:) + (S2)°
= (S2)—(S.)°

Die Varianz vereinfacht sich weiter, da (S.) = 0

h h h

2y _ 22 202 _ Mo

(AS) = leP(5) +le-P(5) = (5)

Im Zustand | + z) findet man im Mittel den Mefiwert (S,) = 0 mit einer
Streuung AS, = 2.

Experiment 5

Wir fithren nun ein letztes Stern-Gerlach-Experiment durch (siehe Abbil-
dung 3.21), das es gestattet, auch die Phasen zu bestimmen. Analog zur

Abbildung 3.21: Versuchsaufbau des 5. Stern-Gerlach-Experiment.
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Entwicklung des Vektors |z) konnen wir auch die Vektoren |=+y) nach
| +2) entwickeln

| +y) = @Zﬂ*(]#—z)—i-e”]—d) . (3.23)

Die Entwicklungskoeffizienten wurden so gewéhlt, dafd wieder die beob-
achtete Wahrscheinlichkeit von

(2| +y)|> =05

fur die Zustande | £+ z) herauskommt. Mit dem Bra-Vektor (+y/|

e+

ol =—75 - ((+ +e(=2]) (3.24)
bilden wir das Skalarprodukt
e~ 1+ i+ » 5
(tyl+2) = —F— ((Fzl+e77(=2l) (| +2) + €[ = 2)
(64 —74) ,
_ ¢ 5 (1—1—61(5’“’))

1 .
[yl + o) = S+
= (1 + ei(5—v))* (1 + ei(5—v))

(14 cos(6 — 7))

N — | =

Um die in Abbildung (3.21) beobachtete Wahrscheinlichkeitsamplitude
[(+y| + z)|* = & zu erhalten, muBl § — v = +7 gelten. Hiermit kann nicht
festgelegt werde, welche Werte § und v individuell annehmen. Es ist Kon-
vention, 6 = 0 und « = 7 fiir rechtshdndige Koordinatensysteme zu wih-
len. Fiir linkshdndige Koordinatensysteme gilt dann v = —7. Mit dieser
Konvention folgt aus den Gleichungen (3.22) bzw. (3.23):

1

| +z) = E(H—z)—l—]—z)) (3.25)
1 .

|+y) = E(|+z)+z|—z>) ) (3.26)

Hierbei wurden ebenso die irrelevanten Phasen v, und ¢, auf Null ge-
setzt. Die Orthogonalitatsbeziehungen (—x|+z) = 0 und (—y|y) = 0 legen
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dann die restlichen Zustinde fest

1
| —x) = ﬁ(|+2>—|—2>)
1 .
-y = ﬁ(|+2>—2!—2>)

Wir haben somit unser Ziel erreicht und gezeigt, wie sich der Basissatz
{| £ z)} bzw. {| £ y)} aus dem Basissatz {| + z)} bestimmen 146t. Es ist
wichtig zu vermerken, dafd diese Experimente mit rein reellen Zahlen fiir
die Wahrscheinlichkeitsamplituden nicht erkldrt werden konnen.

3.3.2 Erweiterung auf Atome mit hoherem magnetischen
Moment

Das Stern-Gerlach-Experiment kann auch an Atomen mit hoheren magne-
tischen Momenten durchgefiihrt werden. Es zeigt sich dann, daf3 es statt
zwei Liniennun 3,4, 5. .. Linien gibt, die wir durchnumerieren wollen. Im
allgemeinen Fall gilt, analog zum Spin-; Beispiel, daf fiir die moglichen
Zustande |a;), die nach dem Filterexperiment vorliegen konnen,

(ai\aj> :(Sij Z,j = 1,2,...,N . (327)

Diese Zustiande bilden also ebenfalls eine orthonormale Basis. Auflerdem
gilt auch hier in Verallgemeinerung von Gl. (3.19)

i= Z la)(a;| . (3.28)

D.h., die durch das Stern-Gerlach-Experiment praparierten Zustiande bil-
den ein vollstindiges Basissystem. Nun wissen wir aus der Mathema-
tik, dafs hermitesche Operatoren in einem N-dimensionalen Vektorraum
Eigenvektoren besitzen, die eine vollstandige Orthonormalbasis bilden,
und daf3 deren Eigenwerte reell sind. Es drédngt sich also die Vermutung
auf, dafs man eventuell die moglichen reinen Zustiande eines Quanten-
systems als die Eigenzustdnde eines passend gewdhlten Operators und
dessen Eigenwerte als die N moglichen Mefsiwerte auffassen kann. Diese
Vermutung wird dadurch bestérkt, dafs jede Observable (dynamische Va-
riable) des Spin-; Systems durch eine geeignete Stern-Gerlach-Apparatur
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gemessen werden kann. Anwenden einer solchen Apparatur auf einen zu-
vor praparierten Zustand liefert aber wieder einen Zustand des betrach-
teten Vektorraums. Somit kann der Meflapparat als ein Operator darge-
stellt werden. Verallgemeinerungen der oben durchgefiihrten Uberlegun-
gen zeigen auch, dafs dieser Operator linear ist.

Die Mefigrofie A (im Stern-Gerlach-Experiment S.,) nimmt N diskrete Wer-
te a; (1 = 1,2,...N) an. Im Zustand [¢) ist die Wahrscheinlichkeit p; =
[(ai|)]?, aB der Wert a; vorkommt. Der Erwartungswert der Mefigrofie
A ist

N N N
= picai =Y |(®lan)’a; =Y aiila)(aly) (3.29)
=1 =1 =1

Wir hatten die Vermutung gedufSert, dafs fiir jede Mefigrofie (dynamische
Variable) ein Operator A existiert, dessen Eigenwerte mit den a; tiber-
einstimmen und dessen orthonormale Eigenvektoren die das System be-
schreibenden Zustdnde sind

Ala;) = aila;) : (3.30)
Wenn das stimmt, kann Gleichung (3.29) weiter umgeformt werden in
N
(4) = Z<w’ai‘ai> ~{alt)

i=1
N

= > (WlAla) (ailv)

i=1

() = <w|A(<i|ai><ai|)|¢>
— il

(4) = @A) . (3.31)

Wir nehmen hier noch eine Umformung vor, die es spéter gestatten wird,
eine Verallgemeinerung einzufiihren

N N
(= 3 fodo)wldla) = 3 (o (1001 dla)
i=1 i=1 N ,
p

Der ZUSTANDSOPERATOR p beschreibt die allgemeinste Form eines Zu-
standes. Man nennt ihn auch STATISTISCHEN OPERATOR oder in der Ma-
trixdarstellung DICHTEMATRIX. Der statistische Operator wird im Abschnitt
(1.5) des Mathematikteils des Skriptums besprochen.
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ERWARTUNGSWERT EINES OPERATORS A IM ZUSTAND p

(A) = p(pd) . (3.32)

Diese Darstellung ist — aufgrund der Invarianz der Spur — unabhingig von
der gewdhlten Basis {|a;) }. Wir konnen den statistischen Operator auch
verwenden, um die Wahrscheinlichkeit, den MefSwert a; zu beobachten,
wenn das System im Zustand p prédpariert worden ist, allgemeiner auszu-
driicken

WAHRSCHEINLICHKEIT FUR DEN MESSWERT a; IM ZUSTAND p

Wa;) = (ai|pla:) : (3.33)

wobei der Zustandsvektor |a;) in Gl. (3.30) definiert worden ist. Die Ver-
allgemeinerungsmoglichkeit dieser Darstellung besteht darin, daff nicht
nur REINE Quantenzustdnde (siehe Mathematikteil), die durch einen Zu-
standsvektor |¢) ausgedriickt werden konnen, sondern auch Gemische be-
schrieben werden konnen, wie z.B.

p=>_cilopil

)

fiir irgendwelche normierten Vektoren |p;) und ), ¢; = 1, wobei¢; € [0, 1].
Hiermit haben wir die Moglichkeit, auch Zustdnde zu erzeugen, die unter-
scheidbare Merkmale haben. Ein Beispiel ist das Doppelspaltexperiment,
bei dem durch eine Lichtquelle zusitzlich festgestellt wurde, durch wel-
chen Spalt die Elektronen geflogen sind. Der zugehdorige ,,allgemeine” Zu-
stand wird durch den statistischen Operator

p = |di|* [S1,L)(S1, L]+ |da|* |Sa, L){Ss, L|
mit  dy = (S.|Q)
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beschrieben. Dieser Zustand hat keine Quantenkohéirenz. Solche Zustan-
de werden immer dann resultieren, wenn das System in einer unterscheid-
baren Uberlagerung erzeugt wurde. (Z.B. auch wenn die Elektronenquel-
le sogenannte Wellenpakete, d.h. Elektronen mit unterschiedlicher Ener-
gie, erzeugt.) Die Wahrscheinlichkeit, das Elektron am Ort z und das Pho-
ton im Detektor D; nachzuweisen, liefert den korrekten, Interferenz-freien
Ausdruck aus Gl (3.7). Ohne Lichtquelle ist das System in einem reinen
Quantenzustand mit dem Zustandsvektor

) = (d1 |S1, L) + da ]SQ,L>>

Der statistische Operator hat dann die Form
p= (108 150051+ 14l [S20(Sal + i 150)(5el + o 152) (51 )

Die charakteristischen Quanten-Eigenschaften rithren von den Nicht-Diagonalelementen
her.
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3.3.3 Darstellung des Spin ; Operators

Aus dem Spektraltheorem fiir endlich-dimensionale Vektorraume wissen
wir, daf$ jeder Operator iiber seine Eigenwerte und Eigenvektoren ausge-
driickt werden kann

N
A= Z a; |a;){a;| : (3.34)

Aus dem Stern-Gerlach-Experiment kennen wir bereits die benotigten Gro-
Ben und wollen nun die Spin-Operatoren S,,, die zu den dynamischen Va-
riablen S, korrespondieren, bestimmen. Da die Eigenwerte :l:%‘ reell sind
und aulerdem (|a;){a;|)' = |a;){a;| gilt, sind die Spin-Operatoren hermi-
tesch. Wir berechnen die Operatoren zundchst in der S,-Basis | &+ z). Um
eine systematische Formulierung zu erlauben, werden wir die Vektoren
| + 2z) und | — z) mit |0) bezeichnen. Es gilt damit die Eigenwertgleichung

S.lo) = a§|a) ; o==l1
0) |+ 2) fiuro=+1
g =
| —2) furo=-1
Weiter gilt
. h h
(@180 = o2 ioloy =0 Do,

Die Matrixdarstellung des Operators S, in der | + z)-Basis lautet also

ol +1 -1
OJ
+1| +2 0 h ( 1 0 )
Sz = = 5 _
-1 0 _%‘L 2 0 1

Analog erhalten wir aus der Spektraldarstellung
(@|(]+ @) (+al = | - 2}l )|o)
('] + @) (+2l0) = ('] = a)(~z]o))

({0’ + z)(o| + )" = (0’| = ) {o] — 2)")

(0|Salo) =

RO SH | SO | S
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o| +1 -1
0_/
+1 | (helta)(+zl+a)* (2| +a) (2] +a)*
—(tz|—z) (42| —2)* —(tz|—z)(—2|—2)*
(—z|+a) (42| +a)* (—z|+a) (2| +a)*
-1 —(—z|—2)(+2|-2)* —(—z|—z)(—2|—z)*
1111 LD (="
A 2 2 2 2 A ( 0 1 )
2 (+1)-1*  (=11*  1ax (=1)(=D)* 210
2 2 2 2

5 h(o1
Daraus folgt Sy — 3 ( 10 )

Der Pfeil soll andeuten, daff der Operator in der gewdhlten | £+ z)-Basis

in die angegebene Matrix iibergeht. Fiir die y-Komponenten des Spin-
Operators erhalten wir schlieslich

R (o + ol + vy — (o) — 9ol — ")

2
. h(0 —i
S =55 0)

Zusammenfassend haben wir

DARSTELLUNG DER SPIN-1/2 OPERATOREN IN DER | + z)-BASIS

A h 0 1 h
! h( 0 —i h
%‘*a(ﬂ )—5%
A h 1 h
Sz — 5 ( 0 _1 ) = 50’2
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04,0y, 0, sind die sogenannten PAULI-MATRIZEN. Zusammen mit der Ein-

heitsmatrix (1) (1) spannen sie den Vektorraum der 2x2 Matrizen auf.

Es lafst sich demnach jede 2x2 Matrix darstellen als

M:(ll‘O'm—F(lQ‘O'y—i-CLg'O'z—i-aoﬂ (335)

Wir hatten bislang immer nur das Eigenwertproblem der Operatoren 5%,
mit a € {z,y, 2}, betrachtet. Das heifSst, wir haben uns bisher nur fiir die

Projektion des VEKTOROPERATORS des Spins S auf die kartesischen Ko-
ordinatenachsen interessiert. Wir werden spéter auch die Eigenvektoren
und Eigenwerte fiir eine beliebige Quantisierungsrichtung 7 bendtigen.

Das heifit, wir bendtigen die Eigenvektoren von S7. In den Ubungen wird
gezeigt, daB die beiden Eigenvektoren zu den Eigenwerten 2 durch fol-
gende Ausdriicke gegeben sind

(3.36)

Der Winkel 6 ist der Winkel zwischen der z-Achse und dem Vektor 7 und
¢ entspricht dem Winkel zwischen der x-Achse und der Projektion von 7
auf die xy-Ebene. Wir iiberpriifen leicht, daff diese Formeln fiir die drei
Koordinatenachsen 77 = é,,7 = é,,7 = €, stimmen

Richtung | 0 | ¢ | +n) | —n)
z 510 Hl+2a+1-2) | Hl+2-1-2)
Y 515 | Bl +il-2) | Hl+2) —il—2)
2 0]0 |+ 2) |—2)
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3.3.4 Eigenschaften der Pauli-Matrizen

Wir stellen hier einige wichtige Eigenschaften der Pauli-Matrizen zusam-
men.

PAULI-MATRIZEN

0 —
oy = ( Y0 ) (3.37)

Man findet unmittelbar

EIGENSCHAFTEN DER PAULI-MATRIZEN

o2 — 1
Oq 03 = 7 *€aBy0y + 6046 ]1
{O’a,O'g} = 2(5a5

; (3.38)
0o = 0,
det(o,) = —1
Sp(oa) =0

{A, B} steht fiir den ANTIKOMMUTATOR {A, B} := AB+ BA.In Gl. (3.38)
wurde aufierdem der Levi-Civita-Tensor (e-Tensor) €,3, verwendet
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LEVI-CIVITA-TENSOR

€123 = €231 = €312 = +1
€321 = €213 = €132 = —1
Eapy =0 wenn zwei oder mehr Indizes gleich sind
(3.39)

Der Levi-Civita-Tensor ist somit vollkommen antisymmetrisch und inva-
riant gegen zyklische Vertauschung der Indizes €5, = £gya = £ya3. Weiter
ist der Kommutator der Pauli-Matrizen

(00, 08] = 0003 — 0800 = 1+ Eapy Oy — 1" Egay Oy = 200370
—EapBy

Daraus folgt der Kommutator der Spin-1/2 Matrizen

A% G , h ,
[Sa, Sa] = 5 (00,08 = il 2icop,0, = iheas, 5 ) o= iheapy Sy

Da in endlich-dimensionalen Rdumen ein Isomorphismus zwischen den
Operatoren und den Darstellungen besteht, gilt die obige Kommutator-
Relation auch fiir die Operatoren.

ALGEBRA DER SPIN-OPERATOREN

[Sa, S5 = iheap, S, Va,5=1,2,3 (3.40)

Diese Beziehung gilt, wie wir spater zeigen werden, fiir beliebige Drehim-
pulse. Die Mathematik dazu nennt man Drehimpulsalgebra. Allgemein
handelt es sich hierbei um eine Lie-Algebra der Drehgruppe.
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3.4 Abschlieffende Diskussion

Wir haben nun genug experimentelle Information iiber die mechanischen
und statistischen Aspekte der Quantenphysik gesammelt und analysiert,
um endgtiltige Grundprinzipien (sogenannte Postulate) aufzustellen. Es
soll noch einmal betont werden, was Theoriebildung bedeutet. Jede Theo-
rie beinhaltet gewisse fundamentale physikalische Konzepte (dynamische
Variablen), einen mathematischen Formalismus und einen Satz von Korre-
spondenzregeln, die besagen, welchen mathematischen Objekten die phy-
sikalischen Konzepte entsprechen. In der klassischen Physik ist die Abbil-
dung von den mathematischen auf die physikalischen Objekte so offen-
sichtlich, bzw. so vertraut, dafs der Unterschied schwer zu erkennen ist.
Ganz anders sieht das in der Quantenphysik aus. Dafs z.B. dynamische
Variablen irgendetwas mit hermiteschen Operatoren zu tun haben sollen,
ist schwer einsichtig.

Drei Aspekte der Quantentheorie benotigen mathematische Ausdriicke:
Der mechanische, der statistische und der dynamische Aspekt. Die ersten
beiden haben wir bereits eingehend diskutiert. Den dynamischen Aspekt
werden wir spater behandeln.

MECHANISCHER ASPEKT

Postulat 1 Zu jeder dynamischen Variablen (physikalisches Konzept) korrespon-
diert ein hermitescher Operator (mathematisches Objekt) und die moglichen Wer-
te der dynamischen Variablen sind die Eigenwerte des hermiteschen Operators.

STATISTISCHER ASPEKT

Dieser Teil bedarf einer eingehenden Diskussion. Wir hatten festgestellt,
dafd bei einer einzelnen Messung am Doppelspalt das Elektron immer
nur an genau einer Stelle in der Detektorebene nachgewiesen wird. Eben-
so werden beim Stern-Gerlach-Experiment die Spins entweder nach oben
oder nach unten abgelenkt. Allerdings ist es in beiden Fillen nicht mog-
lich, den Ausgang des Experiments vorherzusagen. Wenn wir aber bei
identischer, experimenteller Praparation das Experiment sehr oft wieder-
holen, strebt die relative Haufigkeit der Einzel-Ergebnisse gegen einen sta-
bilen Grenzwert. Das entspricht genau der Interpretation von statistischen
Experimenten. Es ist bislang keine Theorie auch nur ansatzweise bekannt,
die den Ausgang eines einzelnen Experimentes vorherzusagen erlaubt.
Die Quantenmechanik erlaubt vielmehr, die Wahrscheinlichkeiten fiir ver-
schiedene Mefiergebnisse vorherzusagen.
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Es ist sinnvoll, statistische Experimente in Prdparation und Messung zu
trennen. Denn einmal kénnen bei identischer Praparation unterschiedli-
che Messungen durchgefiihrt werden. Zum anderen kann ein und diesel-
be Messung bei unterschiedlicher Praparation durchgefiihrt werden.

Die Praparation bestimmt nicht den Ausgang eines Einzelexperiments,
sondern sie liefert die Wahrscheinlichkeiten fiir die unterschiedlichen Mef3-
werte. Da die Praparation unabhingig von der anschlieffenden Messung
ist, muf$ sie Wahrscheinlichkeitsverteilungen fiir alle moglichen Mefsgro-
3en liefern. Das ist genau die Bedeutung eines ZUSTANDES. Der Zustand
eines Systems spezifiziert die Wahrscheinlichkeitsverteilungen fiir alle Ob-
servablen. (Eine Observable ist eine dynamische Variable, die prinzipi-
ell gemessen werden kann) °. Obgleich die primére Definition eines Zu-
standes die abstrakte Menge aller Wahrscheinlichkeiten der verschiedenen
Observablen ist, ist es auch moglich, den Zustand mit einem ENSEMBLE
gleichartig praparierter Systeme zu identifizieren. Es ist aber ganz ent-
scheidend zu beachten, dafs dieses Ensemble nicht mit einer Anhdufung
realer Teilchen verwechselt wird. Das Ensemble sind fiktive Teilchen (Re-
plikas), die nacheinander identisch prapariert die Meflapparatur durch-
laufen.

Die mathematische Darstellung eines Zustandes muf3 also etwas sein, das
uns erlaubt, die Wahrscheinlichkeitsverteilungen aller Observablen zu be-
rechnen. Wie im Mathematikteil gezeigt, geniigt es, die Formel fiir den
Erwartungswert von Observablen zu postulieren.

Postulat 2 Zu jedem Zustand korrespondiert ein eindeutiger Zustandsoperator
(statistischer Operator) p. Der Mittelwert einer dynamischen Variablen A, die als
hermitescher Operator A dargestellt wird, ist

(A)y=p(pA) . (3.41)

Das Konzept des Zustandes ist eines der subtilsten und umstrittensten
Konzepte der Quantenmechanik. In der klassischen Physik bezieht sich
der Begriff Zustand z.B. auf die Koordinate und den Impuls eines indi-
viduellen Elektrons. So wurde in der Quantenmechanik von Anfang an
auch angenommen, daf sich der quantenmechanische Zustand auch auf
die Attribute z.B. eines individuellen Elektrons bezieht. Diese Annahme
fithrt jedoch zu Widerspriichen und muff aufgegeben werden.

°Technische Ergénzung: In oo-dimensionalen Vektorrdumen spricht man nur dann
von einer Observablen, wenn die Eigenvektoren des zugehorige selbstadjungierten Ope-
rators eine vollstandige Basis bilden.
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Es hat sich ein laxe, aber bequeme Sprechweise eingebiirgert. Anstelle der
Aussage , Ein System wird in einem Zustand pripariert, der durch den statisti-
schen Operator p beschrieben wird” findet man haufig ,Das System befindet
sich im Zustand p” bzw., wenn es sich um einen reinen Zustand p = [¢) (|
handelt, findet man oft , Das System befindet sich im Zustand |i)”. Dieser
Sprachgebrauch ist sehr viel bequemer und wir werden ihn teilweise auch
im Skriptum verwenden. Man sollte sich aber immer im klaren sein, daf3
die Aussage ,Das Teilchen befindet sich zur Zeit t im Zustand |v)” zu inter-
pretieren ist als ,, Zur Zeit t wird ein fiktives Ensemble von Teilchen in einem
reinen Zustand, der durch den statistischen Operator p = |i) (1| beschrieben
wird, pripariert.”
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3.5 Drehungen von Basiszustinden

In diesem Abschnitt werden wir die Operatoren ableiten, die zur Transfor-
mation von Zustandsvektoren des quantenmechanischen Vektorraumes
benotigt werden. Auch hier werden wir zunichst das Spin-1-System be-
trachten.

Wir wissen bereits, da88 jeder beliebige Spin-Zustand |¢) des Spin-3-Teilchens
geschrieben werden kann als

W)= cr [+2)+ - [—2)
—~— —~—
(+z]b) (=2]¥)

wobei c; angibt, welcher Anteil von [¢) in die Richtung | + z) oder | — z) projiziert
wird. Eine bequeme Darstellung von |1) ist, die Koeffizienten als Spalten-

vektor zu schreiben
S.-Basis c
o) S (o)

In dieser Basis gilt:

Fiir die Bra-Vektoren gilt dementsprechend (| — (¢, ).

Da das Basissystem willkiirlich gewdhlt wurde, konnen wir einen quan-
tenmechanischen Vektor, so wie konventionelle Vektoren, nach unterschied-
lichen Basissystemen entwickeln. Dies kann fiir die Auswertung sehr sinn-
voll sein. Nattirlich dndert sich hierbei der betrachtete Zustand nicht. Wir
konnen zum Beispiel schreiben:

) = {Fald) | +a) + (—zl) | = )
—— ~——

/ /
C+ C

=)
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Fiir die Basistransformation gentigt es, die Entwicklungskoeffizienten in
der z-Darstellung zu kennen:

(tafy) = (Tl +2) {(+z[ + ] = 2)(==])¥)
(| +z) (+2[) +{+z] = 2) (—2[¥)
—— ——

ct c_

<—f|¢> = (—z|+ 2)cy + (—x| — 2)e_
(2 = (e B )

Der Basiswechsel ist somit durch eine lineare Transformation der Entwick-
lungskoeffizienten gegeben.
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3.6 Drehoperatoren

Es gibt eine anschauliche (physikalische) Moglichkeit, die Vektoren selbst
zu drehen. Wenn man ein klassisches, magnetisches Moment in ein homo-
genes Magnetfeld bringt, prazessiert es um die Richtung des Magnetfel-
des. Wir werden bald kennenlernen, daf} die Wechselwirkung eines Spin
5 Teilchens mit einem B-Feld dazu fiihrt, daf der quantenmechanische
Zustandsvektor des Spin ; Teilchens eine ganz analoge Rotation um die
B-Feld-Richtung ausfiihrt.

Insbesondere wird ein Spin 1 Teilchen, das sich urspriinglich im Zustand
| + x) befindet, in der xy-Richtung rotieren und zu einem spateren Zeit-
punkt im Zustand | + y) sein.

™

Dieses Beispiel legt nahe, einen Operator R(Z, %) einzufiihren, der aus
einem Zustandsvektor | 4+ x) einen Zustandsvektor | + y) macht. Um die
Orthogonalitit zu bewahren, mufS dieser Operator auch aus einem Vektor
| — x) den Vektor | — y) machen.

Allgemein gilt, daf$ Drehungen Langen von und Winkel zwischen Vek-
toren erhalten. Da R eine Drehung beschreibt, miissen bei jedem belie-

bigen Drehwinkel innere Produkte erhalten bleiben. In Formeln ausge-
driickt heifit das

() = (&10) = (IR RIS) Vi), o)
= RR=1
Das bedeutet, daf$ die Drehoperatoren unitar sind.
Generell gilt aufserdem
Rz ¢) = Rz —) (3.42)
sowie

R(—2,¢) = R(2,—) (3.43)

3.6.1 Der Erzeuger der Drehung

Wir wollen nun den Operator R(%, ) so konstruieren, daf er die vorher
geforderten Eigenschaften hat. Hierzu ist es sinnvoll, zunéchst infinitesi-
male Drehungen dy zu betrachten. Danach kann man daraus Drehungen
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um einen beliebigen Winkel ¢ konstruieren.

Es geniigt, (%, dy) in eine Taylor-Reihe bis zu dem linearen Term zu ent-
wickeln

A

R(z,dyp) =1 - %Adcp +0(dp?)

Wir gehen davon aus, da R in dy analytisch ist. Somit existiert die Rei-
henentwicklung. Aufierdem wurde bereits berticksichtigt, daf§

dp—0 =
—

R(2,dy) i

Der Faktor —+ ist zunéchst willkiirlich und &ndert lediglich den Betrag
des noch unbestimmten Operators A, der jedoch nicht von dy abhingen
soll. Der adjungierte Operator R ist

Ri(sdp) = 1- (%)*ATdap =1+ %Aw@ —

; (At — A) dp + O(dg?®) = 1

RIR = (1+ -Aldp)(d — —Ady) =1 +

St |
St |

= Al = A
A ist also selbstadjungiert. A wird ERZEUGER DER DREHUNG genannt.

Die Drehung um einen endlichen Winkel ¢ erreichen wir durch N sukzes-
sive Drehungen um den Winkel Ay = &, wobei wir N schliefslich gegen
oo gehen lassen.

R(z,¢) = R(2,Ap)-R(2,Ap) - - R(2 Ap)

Aus der Spektraldarstellung wissen wir, wie die Funktion eines Operators
F(A) =3 fa))la){ayl
J
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definiert ist. Die Eigenvektoren von (ﬂ - %A%) sind dieselben, wie die des
Operators A
N (P 1@ 4 1
(1 — ﬁAN”aﬁ = |aj> _‘ﬁﬁfuay) = |aj> ﬁﬁaﬂaﬂ
(%
= (1- ﬁﬁ%ﬂaﬂ

mit den Eigenwerten 1 — ; £a;. Die Spektraldarstellung liefert somit

- i ¢ ()
(-FAp" = 20— gy e
= D eNnERa ) ay]
J
62
{ln(l — 8) = —£ — 5 }
Nog
A 7Ni£aj7@
(]1 — ﬁNA)N — Ze EN N N2 |aj><aj|
J
Jin (1 %%A)N = ey (g oo

J

Wir erhalten somit die

ALLGEMEINE FORM DES DREHOPERATORS

R(3,¢)=e 194 (3.44)

3.6.2 Drehungen von Spin §

Bisher haben wir nur ausgenutzt, dafs Drehungen Winkel und Langen er-
halten und analytisch im Drehwinkel ¢ sind. Es wurde jedoch noch nicht
spezifiziert, welche Objekte um welche Drehachse gedreht werden sollen.
Wir betrachten nun speziell die Wirkung von R(%, ¢) auf | + z) . Aus Sym-
metriegriinden miissen alle Experimente im um die z-Achse gedrehten Sy-
stem dieselbe Wahrscheinlichkeit bei darauffolgendem SG, -Experiment
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liefern. Das heifst X 4
R(z,0)| 4 2) = | + 2)

mit einer noch unbekannten Phase 7). Diese Gleichung ist &quivalent zu
Al+2) =c|+2)
Aus demselben Grund gilt
R(z.9) = 2) =¥ ~2)
bzw.
Al —z)y=d|-2)
Sind c und ¢’ gleich? Wir betrachten einen beliebigen Zustand
) = ci| +2) +e| = 2)
und wenden darauf eine Drehung um die z-Achse an

Rz )x) = crRl+2) +c Rl -2)
= cpe|+2)+ce?|—2z)

Fiir ¢ = ¢ bzw. ¢ = ¢ folgt

Rz @)lx) = € (cr] +2) + | - 2))

(.

-~

Ix)
Rz o)x) = €Y|x)

Dies wiirde aber bedeuten, dafs alle Zustdande bei Drehung um die z-Achse
erhalten blieben, der Operator R(2, ¢) also auf keinen Zustandsvektor eine
Wirkung hat. Das ist aber sicher falsch fiir den Zustand |x) = | + z).
Betrachten wir nun speziell die Drehung

A m ]_ ) s A
Rz )| +a) = —z(e5d |+ 2) +e7'a | —2))
2 V2
1 . x
= (e | +2) fe7'n" | —2))
V2
6_2-%0 )
= (| +2) +e'5mI| — 2))
V2
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Eine Drehung des | + z) Zustandes um die z-Achse soll aber (bis auf Pha-
senfaktoren) den | 4 y) Zustand ergeben, d.h.

~

Rz D) +a) £ ¥l +y)=e(+2)+il - 2))

T

)

=
G
2n 2
—c = c—f—ﬁ
= o+ 3
d = C—E
= -3
~ h
— Al+2) = (Co+§)|+2>
- h
A=2) = (- -2

Man sieht hier, da A dieselben Eigenvektoren hat wie 5., die Eigenwerte
sind lediglich um ¢, verschoben. Man kann also auch schreiben

A = Coﬁ + gz
— R(Z,p) = e IR T RO
Achtung!  in der Regel A5 +£ ¢4 . B
Gleichheit liegt nur vor, wenn die Operatoren kommutieren.

Wegen Gl. (3.43), R(—2,¢) = R(2, —p), muB gelten

!

i Re ok (80 L +iPe | —15:(-9)
eI Re — Ty
ACO
e e_lfcp = 1
R(2,p) = e 9% (3.45)

Analog gilt fiir Drehungen um die 2 bzw. y Achse
R(3,p) = e i (3.46)
Rgp) = e i%
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Fiir eine Drehung um eine beliebige Achse 7 (|7i| = 1) um den Winkel ¢
gilt

DREHOPERATOR

R(ii, ) = emie™S (3.47)

Abschliefiend betrachten wir noch eine Kuriositit, die Drehung um 27

R(z,2m)| +2) = e #5| 42) = e 4 2)
= etz =—|+2)
R(2,27)| —2) = e —2)=—|-2)
—
R(z2m)y) = —[¢) (3.48)

Wenn wir also ein halbzahliges Spin-System um 360° drehen, erhalten wir
nicht exakt dasselbe. Es tritt ein Phasenfaktor (BERRY-PHASE) auf.

Es wurde eingangs erwédhnt, daff man die Drehung der Vektoren durch
Anlegen eines Magnetfeldes erreichen kann. In einem spiteren Kapitel
wird gezeigt, dafd diese Zusatzphase unmittelbare Konsequenzen hat, die
experimentell beobachtet werden.

3.6.3 Drehmatrizen fiir Spin ; Teilchen

Im vorigen Abschnitt wurde fiir den Drehoperator fi(,%, ¢) der Ausdruck
R(3, )= e %5 hergeleitet. Dies kann man allgemeiner schreiben als R(éq, ) =

e~#5 Im Mathematikteil wurde gezeigt, dafl Operatoren in endlich-dimen-
sionalen Vektorrdaumen als Matrizen dargestellt werden kdnnen

(oRlo") = (e7'75%),,

oo
o
—150
= 2 a) /
(6 (o)

Wir nutzen die Eigenschaften Gl. (3.38) der Pauli-Matrizen

A

2n
o)) = 1
2n+1

o = 04
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aus. Damit 146t sich die Exponential-Funktion tiber die Reihenentwick-
lung bequem berechnen

- S

_ i_?—l)((;f). @ +:_OO<_¢>2V+1<<2‘5;)—2+”+11>! o
= (T ) (e )
- cos(g)-ﬂ—isin(g)aa

Dies ergibt fiir die drei Koordinatenrichtungen

R(z,9) = (G_Oi% egg)
e = () i)
)

R(y, ¢)

I

VRS

o

O

MR
—~
N

|

wn

—

=
—~
6

und fithrt zu dem bemerkenswerten Ergebnis, dafs der erzeugende Ope-
rator fiir die Drehung um die z-Achse der Operator der dynamischen Va-
riablen S, des Spins (Drehimpulsoperator) ist. Die obigen Uberlegungen
lassen sich auf beliebige Drehimpulse verallgemeinern und man erhlt all-
gemein

DER ERZEUGER DER DREHUNG IST DER DREHIMPULS.

Wie schon erwédhnt, wird in der Quantenmechanik jede dynamische Varia-
ble durch einen hermiteschen Operator beschrieben. Es besteht die Mog-
lichkeit, die Operatoren aller dynamischen Variablen aus geeigneten Trans-
formationen abzuleiten.
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3.7 Ort, Impuls und Verschiebung

3.71 Die Ortsdarstellung

Anders als beim magnetischen Moment konnen die Mefiwerte bei der
Ortsmessung alle reellen Zahlen annehmen. D.h., der zugehorige Opera-
tor hat ein kontinuierliches Spektrum. Wir betrachten zundchst nur eine
Raumrichtung. Das Eigenwertproblem ist somit

Qlz) = zlx) (3.49)

Wir haben bereits gezeigt, dafs dieser Operator hermitesch ist. Die Eigen-
vektoren bilden ein VOLLSTANDIGES ORTHOGONALSYSTEM. Die Zustidn-
de lassen sich jedoch nicht normieren

1 = / |2) (x| da (3.50)
(x|z") = o0(z—2')
Q = /x |z) (x| dx
Wenn wir Vektoren mit unendlicher Norm im Sinne des erweiterten Hilbert-
Raumes zulassen, ist die verwendete Dirac-Schreibweise mathematisch in

Ordnung. Wir kénnen dann einen beliebigen Zustand nach den Ortsraum-
Eigenfunktionen entwickeln

|¢>:/|x>g|ﬂ dx:/¢(x) ) de (3.51)

)

Der Zustandsvektor in der Ortsdarstellung v)(z) wird WELLENFUNKTION

genannt. Die Matrixelemente des Ortsoperators in der Ortsraumdarstel-
lung sind mit GL. (3.49)

(2|Qlx) = a(2'|z) =z - 6(x — 2) (3.52)
Aus dem Spektraltheorem folgt unmittelbar
(@ f(Q)lz) = /diﬂ”@’l (f(x”)|x”><x”|> |z)
= [ @ £
—— ——
Oz —x') oz —x)

= §(x—2)f(x) (3.53)
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Die Wirkung von f (Q) in der Ortsdarstellung auf einen beliebigen Vektor
1) ist

@ FQ)) = / (£ F(Q)]') (&'|) da’
O(x—a’)f(x) (x')

= f(z)-¢(x) (3.54)

Dieser Formalismus kann unmittelbar auf drei Dimensionen tiibertragen
werden. Wichtig hierbei ist, dafS die drei Koordinaten gleichzeitig gemes-
sen werden konnen, anders als bei den Spin-Operatoren S,, S, S,. Daraus
folgt, dafs sie durch kommutierende Operatoren beschrieben werden, die
eine gleichzeitige, vollstandige Eigenbasis besitzen

|7) = |x,y, 2) bzw. |21, 29, x3)

) = / APz |T) (7)) : (3.55)
(@'|7) = 0@ —z") =[] o(ra — )

Hierbei sei Q,, der Ortsoperator fiir die Komponente o
Qaw ) = xal|T)

[Qa,Qg] -0  Va,fe{1,23)

3.7.2 Verschiebung

In diesem Abschnitt wird das wichtige Konzept der Verschiebung (Trans-
lation) betrachtet. Wir beginnen mit einem Zustand, der am Ort & lokali-
siert ist. Nun betrachten wir diejenige Operation, die diesen Zustand in
einen anderen lokalisierten Zustand am Ort 7 + dZ iiberfiihrt, so daf3 sich
keine anderen Eigenschaften d&ndern (z.B rdumliche Details, Spineinstel-
lung). Diese infinitesimale Translation wird durch folgenden Operator be-
schrieben

A

T(dZ)|7) = |7 +dT) . (3.56)

Ein moglicher Phasenfaktor wurde per Konvention auf 1 gesetzt. Der Zu-
standsvektor auf der rechten Seite ist ebenfalls ein Ortsraum-Eigenzustand,
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diesmal zum Eigenwert 7+ dz. Offensichtlich ist | ) kein Eigenzustand des
Translationsoperators 7T'. Die Wirkung von 7" auf einen beliebigen Vektor
ist

Panf) = [ Tan@aE) = [ dofE s do o)
_.“’/>
— [ 15 - an
(@|T(dB)|y) = (@ - di) (3.57)
D.h. die Wellenfunktion des verschobenen Zustandes entspricht dem Zu-
stand mit verschobenem Argument, jedoch in die entgegengesetzte Rich-
tung. Das ist ein aus der klassischen Physik bekanntes Ergebnis. Wenn
man Basisvektoren in die eine Richtung verschiebt, verschieben sich die

Entwicklungskoeffizienten im urspriinglichen System in die entgegenge-
setzte Richtung. Wir wollen nun den Operator 7" ermitteln.

1. Wie bei der Rotation muf 7" unitir sein

~

THHT@) =1 (3.58)
damit innere Produkte erhalten bleiben.

2. Wir fordern weiter, dhnlich wie schon bei der Rotation, daf$ die suk-
zessive Translation um 7, und dann um #; gleich der Translation um
T 1+ fg ist

T(#+i) = T(&)-T(@) (3.59)

Dies fiihrt zu den Schlufsfolgerungen

)
“1(2) (3.60)
T(@)T (i) = T(@)T(2) (3.61)

d.h. Translationen kommutieren!

3. Wir fordern weiter, da 7'(d) analytisch in dZ ist

L . «
T(di) =1 -+ 2&: Agdr, . (3.62)
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Damit 7" unitar ist, mufs fla hermitesch sein. Hiermit sind automatisch die
obigen Bedingungen erfiillt.

Nun wollen wir eine der fundamentalen Vertauschungsrelationen der Quan-
tenmechanik herleiten

JADT) = Qul +dT) = (2o + dio)|T + dF)
( T)QalT) 2o T'(dT)|T) = 2a|T + dT)

[Qa, (:z')h D) = dra|T+dT) = dz|?) + O((d7)?)

Da dZ infinitesimal angenommen wurde, verschwindet der Term der Ord-
nung (d7)?. Dies gilt fiir alle |Z). Da sie eine vollstindige Basis bilden, gilt
somit die Operator-Identitét

[QQ,T(df)] — dr, 1
Wir setzen nun den Ansatz (3.62) ein
A . .
[Qa, 11— ﬁ %:Aﬁdl'ﬁ

D [QQ,AQ} drg = ihidee;  VdF
B

= Z [Qa,flﬂ] dxgs = da, 1
8

>t |

Wir wihlen drei verschiedene Kombinationen der dx; zu o = 1

a=1,de; =0,dey #0,drs =0 = 01, As] = 0
@:1,d$120,d$220,d$37é0:> _Ql,Ag_ =0
()é:17d$17é0,d1'2:0,d$3:0:> -QbAl- :Zhﬂ

Analoge Uberlegungen fiir a = 2 bzw. 3 liefern die allgemeine Formel

|Qas As| = ihdeg (3.63)
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3.7.3 Der Impulsoperator als Erzeuger der Translation

Bislang ist die Bedeutung von A, noch nicht bestimmt. Da der Drehimpuls
der Erzeuger der Drehung ist, liegt es nahe zu vermuten, dafy der lineare
Impuls der Erzeuger der Translation ist. Anders ausgedriickt, die Transla-
tion wird durch den Impulsoperator erzeugt.

J. Schwinger bemerkte in seiner Quantenmechanik-Vorlesung:

FUR FUNDAMENTALE EIGENSCHAFTEN ENTLEIHEN WIR LEDIG-
LICH DIE NAMEN AUS DER KLASSISCHEN PHYSIK

In diesem Sinne nennen wir A, von nun an den Impulsoperator und ver-
wenden in Anlehnung an die klassische Physik, das Symbol P. Wir erhal-
ten somit

T(d7) = ﬁ—%ﬁd“ (3.64)
mit
[Qa,ﬁg] T (3.65)

Aus der Unbestimmtheitsrelation GI. (1.69) folgt in Verallgemeinerung von
Gl. (3.65) die Ungleichung

var(Qq) var(P,) > hzz

Das ist die bekannte

HEISENBERGSCHE UNSCHARFERELATION

h
Az, - Apy > 3 : (3.66)

mit Az, = /var(Q,) und Ap, = \/var(P,).
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Aus der infinitesimalen Translation kann man nun eine endliche Transfor-
mation erzeugen. Dies kdnnte man wieder genauso machen wie bei der
Drehung. Um aber Alternativen aufzuzeigen, wird hier ein etwas anderer
Zugang gewdhlt

P(7+d7) = T@) - Td7) = T(@) (i - ﬁﬁdf)
_ T(f)—f(f)%ﬁdf
j .
T(F +di) — T(7) = —%T(f)ﬁdf
VIE) = —%T(f)-é
T(F) = e b7 (3.67)

Es wurde bereits stillschweigend angenommen, daf [Pa, Pg} =0 Vo,
ist.

Beweis: Als Spezialfall von Gleichung (3.61) gilt

[T(da:a L&), T(des - &) = 0
R . . R . . - 1 R R
[(]1 — %dmaPa) , (11 — %dngg) = —ﬁdxadxg [Pa, Pﬁ] L0 Vdz,,dxgs
—
PubBs] = 0
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Zusammengefafst ergibt dies die

KANONISCHEN (FUNDAMENTALEN) VERTAUSCHUNGSRELATIONEN

[Qm@ﬁ: =0
[Pa,ﬁﬁ: — 0
Q0 Ps| = iy (3.68)

D.h. insbesondere, dafs nicht gleichzeitig alle Orts- und Impulswerte an-
gegeben werden konnen. Wie wir bereits wissen, beschreibt | %) bereits ein-
deutig den Zustand des quantenmechanischen Systems. Es wird also nicht
mehr wie in der klassischen Physik der Zustand durch Ort und Impuls
(|7, p)) beschrieben.

Wir konnen den Zustand [¢)) entweder durch den Ort ODER durch den
Impuls angeben. Fiir einen beliebigen Zustand [¢) gilt dann

) = / dPa|) (&) = / &pl) - D7)

Fiir gebundene (normierte) Zustinde gilt aufSerdem

[lw@ras=1= [i@rey

Der physikalisch wichtigste Vektorraum ist somit der L?, der Raum der
quadratintegrablen Funktionen.
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3.74 Der Impulsoperator in der Orstdarstellung

Die Wirkung des Ortsoperators @, auf einen beliebigen Vektor |¢) in der
Ortsdarstellung war gemdfs Gl. (3.54) die Multiplikation mit z,,

(| Qa [0) = z0 0(F)

d.h. daf8 der Operator (), in dieser Darstellung einfach durch z,, zu erset-
zen ist. Wir wollen nun untersuchen, welche Wirkung der Impulsoperator
in dieser Darstellung hat.

Dazu gehen wir von einer infinitesimalen Verschiebung in Richtung einer
der Koordinatenachsen aus

dr = dx €,
Ausgehend von Gl. (3.57) gilt
(#T (dz Ea)|Y) = (¥ — dz &)

Auf der linken Seite setzen wir die Form von Gl. (3.64)

T(dre,) =1 — %dm j23

fiir die infinitesimale Verschiebung ein und erhalten
0(@ - do &) = (@l = o 2 ) 0)

]

= U(#) — 7dv (@ Pal)
Damit erhalten wir schlief3lich

h (%) = (7 — du €,)

<'f“5a’w>:; dr
h 0O -
= 7 a—xa V()

Damit wirkt der Impulsoperator P, in der Ortsdarstellung wie die partiel-
le Ableitung nach z,. In der Ortsdarstellung gilt somit die Korrespondenz
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OPERATOREN IN DER ORTSDARSTELLUNG

9 (3.69)
i O,

Diese Zuordnung gilt egal, wo die Operatoren in einer Sequenz von Ope-
ratoren O, O, auftritt, da

@0:Pa Oalt) = [ 2 @10112) (@1 1)
\’(—/
|¥)

ho |
1

— [ @ @on | 5
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3.8 Vollstindige Orthogonalbasen

3.8.1 Wichtigste Relationen endlicher Vektorriumen

Es gibt vollstandige Sdtze von orthonormalen Basisvektoren |®,) mit v =
1,...,N. Die Orthonormalitit besagt

<(I)V|(I)V/> = 51/1/ (370)

Die Vollstandigkeit kommt in

N
=2 [0,) () (3.71)

v=1

zum Ausdruck. Verwenden wir einen anderen Basissatz |y;), so liefern die
Matrixelemente von Gl. (3.71)

N

Oul) =D (xal®u) (@u]x;)

v=1
Da aber (x;|x;) = 0;; sein soll, erhalten wir

N

v=1

Wir definieren @, (i) := (x;|®,), den Entwicklungskoeffizienten von |®,)
in der neuen Basis. Dann wird aus Gl. (3.72)

N
S 0,0) 8 G) =0, (3.73)

v=1

Hierbei ist @, (i) die i-te Komponente des v-ten Basisvektors. Schreibt man
diese Spaltenvektoren zu einer Matrix U hintereinander, wobei die Matri-
xelemente durch




gegeben sind, dann lautet Gl. (3.73)

N
Z Ui'/ U;l/ = (UUT)U = 5ij
v=1

(3.74)
UUut =1
In dieser Notation bedeutet die Orthonormalitat Gl. (3.70)
vv=1 . (3.75)

3.8.2 Abzihlbare Basissitze im L2

Wir betrachten nun den unendlich-dimensionale Vektorraum L?. Die Ba-
sisvektoren |®,) (v = 1,...,00) erfiillen weiterhin die Orthogonalitats-
und Vollstandigkeitsbedingungen Gl. (3.70) und GL. (3.71). Als Basis, in
der wir diese Vektoren darstellen verwenden wir nun die Ortsraumbasis

)
(z]|®,) =: @, ()

Wegen (z|y) = d(x — y) lautet das Analogon zu Gl. (3.73)

Y b(r) &, (y) =@ —y) . (3.76)

v=1

3.8.3 Uberabzihlbase Basissysteme
Ortseigenfunktionen
Die Ortseigenfunktionen sind Diracsche Delta-Funktionen

Qly)=yly)

Xy(z) == (zly) = 6(x — y) (3.77)
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Diese Funktionen sind nicht quadrat-integrabel. Das Pendant zu Gl. (3.70)
lautet

<(I)V|(I)l/’> - 51/1/’ (378)

Die Delta-Funktionen bilden aber dennoch eine vollstandige Basis, mit
dem kontinuierlichen ,Index” y. Wir hatten bereits gezeigt, daf$ gilt

i = / Wyl dy (3.79)

Das heif$t, jede Funktion f(x) aus L? l4sst sich danach wie folgt entwickeln

f(x) = (z[f)

— (] (/ y><y|dy> )

= [ ) i) ay (3.80)

= / fW) xy(x) dy

Das ist nichts anderes als die Definition der Delta-Funktion. Es ist noch
interessant, die Matrixelemente von Gl. (3.79) zu berechnen

(la’) = (a] (/ 1) <ydy) 12"

_ / (ely) (yla') dy

—00
[e.o]

— [ wlo) v @) dy

—00
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Andererseits gilt aber (z|2') = §(x — 2'). Somit haben wir

o0

/ Xy(2) X" (@) dy = d(x —2') . (3.81)

—0o0

Diese Gleichungen haben dieselbe Struktur wie im Fall einer abzéhlba-
ren Basis. Lediglich werden Summen zu Integralen und Kronecker Delta-
Funktionen zu Dirac Delta-Funktionen.

Impulsseigenfunktionen

Wie wir nun zeigen werden, gelten dieselben Beziehungen auch fiir die
Impulseigenfunktionen

Plp)=p|p)

Diese Eigenwert-Gleichung lautet in der Ortsdarstellung gemaf3 Gl. (3.69)

(3.82)

®p(z) = p Op(x)

= S

d
) dx
Die Losung dieser Differentialgleichung haben wir bereits kennengelernt

P, (x) := (z|p) = \/217T—h en e . (3.83)

Auch diese Funktionen sind nicht quadrat-integrabel. Insofern erscheint

der Vorfaktor an dieser Stelle noch willkiirlich. Es wird sich weiter unten

zeigen, daf3 er sinnvoll ist. Es ist tiblich, anstelle von % die WELLENZAHL

k zu bezeichnen. Weiter steht die Wellenzahl mit der Wellenldnge A tiber
= 27 /X in Beziehung. Wir haben somit
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DE-BROGLIE-WELLENLANGE

p=hk
2w
DN (3.84)
h
A=— (DE-BROGLIE-WELLENLANGE)
P

Wir wollen tiberpriifen, ob fiir die ebenen Wellen ebenfalls die Vollstan-
digkeitsbeziehung gilt

i- [ ol (3.85)

Diese Operator-Identitét gilt, wenn sie fiir alle Matrixelemente einer voll-
standigen Basis erfiillt ist. Wir verwenden hierzu naheliegenderweise die
Ortsraumbasis. Das heifst, es muss gelten

? o0
o —a) 2 [ (alp) (i) dp
~ [ 4@ 26 dp
R (3.86)
1 i /
- % P (z=2')
2mh e dp
_ 1 [ i k (z—ax')
=5 dk



Diese Gleichung ist in der Tat erfiillt, wie wir spater beweisen werden.

— | eFET) gk =5z —a') . (3.87)
2

—0o0

Wir sehen, dafd es sinnvoller ist vom Impuls zur dimensionslosen Gro-
3e, Wellenzahl, tiberzugehen. Die Impulseigenfunktionen lauten in diesen
,,Einheiten”

1 .
(I)k(l’) — \/_2_7[_ ezkx

Wir konnen somit jede quadratintegrable Funktion f(z) := (x|f) nach den
Impulseigenfunktionen entwickeln

f(@) = (alf) = (o] ( / k) <kdk> £

- / (elk) (kI f) db
oo (3.88)

Das ist nichts anderes als eine Fouriertransformation. Die GroBe f(k) :=
(k| f) ist die Fouriertransformierte von f(x) = (x|f). Die Dirac-Schreibweise
enthiillt, daf3 es sich in beiden féllen um verschiedene Darstellung des Vek-
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tors | f) handelt. Die Umkehrtransformation zu Gl. (3.88) erhalten wir aus

k) = (k1) = ( [ 1o <a:dx) )

= [ tkla) Gals) o
- (3.89)
:/ f(x) &p*(z) dx

_L T e—ika:

Zusammenfassend haben wir

FOURIERTRANSFORMATION

1 [ r ikx
f(x)=E/ Flk) e dn

* (3.90)
f<k>=¢% / F() et di

In den Ubungen wird gezeigt werden, da8 die Fouriertransformierte einer
Gaufs-Funktion wieder eine Gauf3-Funktion ist
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FOURIERTRANSFORMIERTE DER GAUSS-FUNKTION

o0

2\1/4 CE i k 0% s~ (kP i gk
(mo?)Y /e w1 TR dp = () e TN el (3.9
m

—00

3.8.4 Verallgemeinerung auf drei Dimensionen

Die Verallgemeinerung auf drei Dimensionen ist nahezu trivial. Folgende
Anderungen sind vorzunehmen:

e 7 und k werden zu Vektoren.
e zk geht in das Skalarprodukt tiber
e dk und dz werden zu d°k und d°z.

e Die Normierung der ebenen Wellen 1/v/27 wird zu 1/(2)3/?
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3.9 Quanten-Dynamik: Schrodingergleichung

Bisher hatten wir uns mit Problemen befafdt, die nur Momentaufnahmen
waren. Das eigentliche Anliegen der Physik ist es aber, vorherzusagen, wie
sich der Zustand des Systems entwickelt.

Fiir die Quantenmechanik heifSst das: WIE STEHT DER ZUSTAND p ZUR ZEIT
t > ty AUS, WENN ER ZUR ZEIT t = ¢y, BEKANNT IST? Zunédchst wollen
wir uns mit reinen Zustdnden beschiftigen und die Zeitentwicklung eines
Zustandsvektors studieren. Da wir in der nicht-relativistischen Quanten-
mechanik davon ausgehen, dafs kein Teilchen verschwindet oder aus dem
Nichts entsteht, muf3 fiir alle Zeiten gelten

lpOl=1

denn (¥ (t)[1(t)) ist die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen im Zustand [(t))
zu finden, wenn es zur Zeit t im Zustand [¢/(t)) ist. Diese Wahrscheinlich-
keit ist natiirlich gleich Eins.

Die Zeitentwicklung wird wie die Rotation bzw. die Translation durch
einen Operator beschrieben. Dieser Operator mufi wieder die folgenden
Eigenschaften besitzen

1. Die Norm muf$ erhalten bleiben
2. Der Operator mufs stetig sein in t
3. Der Operator muf3 analytisch sein

Die Zeitentwicklung wird geschrieben als

() = Ut to) [ (to)) (3.92)
Wobei |(ty)) der Zustandsvektor zum Zeitpunkt ¢t = ¢, ist. Wir konnen

sowohl |1 (t)) als auch [¢)(t()) in einer Basis |p;) entwickeln.

[W(te)) = > ailto)le:) (3.93)

]

W) = Y et

7

In der Regel ist ¢;(t) # ¢;(to). Aus der Normierung folgt jedoch
Dol =) ety =1
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Wir verlangen sinnvollerweise, dafd die Zeitentwicklung in separaten Zeit-
schritten durchgefiihrt werden kann, d.h. fiir ¢, > t;

U(tz, to) = U(tg, tl) . ﬁ(tl, to) (394)

Um U (t,t0) zu bestimmen, betrachten wir (wie im Falle der Rotation und
der Translation) die infinitesimale Zeitentwicklung

7 o~

Ulto + dt, ty) = 1 — - Hdt (3.95)

Da U unitir ist, mufs, wie wir bereits wissen, H hermitesch sein. Aus Glei-
chung (3.94) folgt

Ut +dt,tg) = U(t+dtt)-Ultto)

= (- HAU(t 1)

= Ut to) — %F[U(t, to)dt

U(t +dt,to) — Ult,ty) = —%FIU(t,tO) dt

Wir erhalten die

SCHRODINGERGLEICHUNG FUR DEN ZEITENTWICKLUNGSOPERATOR

-l

z’hgf](t,to) —H.

o (t, to) (3.96)

Aus der Multiplikation von Gleichung(3.96) mit |¢(t,)) folgt

ih%ﬁ(t,to)lw(to» = H-U )] (to)

(3.97)
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V. EITABHANGIGE SCHRODINGERGLEICHUNG FUR DEN ZUSTANDSVEKTOR

Sl = Al) 3.98)

H kann durchaus zeitabhéngig sein, so wie auch in klassischen Systemen
der Erzeuger der Zeitentwicklung (HAMILTON-FUNKTION) zeitabhdngig
sein kann.

Die Zeitentwicklung der Entwicklungskoeffizienten ¢;(¢) erhdlt man aus
Gleichung (3.98)

N g N
ihy 7 Oles) = > e H|gy)
J J
d N
(@il = ihacz'(t) = Z ilHle
J H
In Vektorform geschrieben ergibt das
d
ih—cl(t) = H(t) - c(t) , (3.99)

dt
wobei ¢ der N-dimensionale Vektor der Entwicklungskoeffizienten c; ist.
Schliefilich gilt in einer unendlichen Basis (z.B. der Ortsraum-Eigenbasis)

(lin o) = [l o)

Das bringt uns zur

SCHRODINGERGLEICHUNG FUR DIE WELLENFUNKTION

ih%w(x,t) = /H z, 2 )2 t)da! (3.100)

mit H(z,2') = (z|H|2) : (3.101)
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Es soll nun die Bewegungsgleichung fiir den Zeitentwicklungsoperator
Ul(t, to) gelost werden. Wenn H explizit von der Zeit abhéngt, gilt im all-

gemeinen |:Ht17Ht2] # 0. Wir betrachten den Fall [Htl,th} = 0. Dann
kann die Bewegungsgleichung

9 . .
t,t HU(t, t
(‘%U( 0) = HU(t, 1)

mit dem Ansatz L
Ult,to) = e o 1000

gelost werden. Es sei das Eigenwertproblem von H(7) gelost H(7)|¢,) =
£n(7)|n)- Einsetzen in die Differentialgleichung und Anwenden des Spek-
traltheorems ergibt

@haatU(t ty) = ihaae i AT th|gpn g0n|—e i Jig =n ,

da wegen []:Itl, I:It2] = 0 Vt,t; eine gemeinsame Eigenbasis der H (L)Vt
existiert.

a - —Zt en(T)dT Z
ihsUtte) = ihY lpadoale” H o™ (—2e, (1))
Spgh. f{(t)_e%fttof{(‘r)d‘r:ﬁ.f]

Mit der Anfangsbedingung U (to, t,) = 1 ist die Losung also tatszchlich

ZEITENTWICKLUNGSOPERATOR FUR [H,, Hy] = 0

Ut ty) = e T (3.102)

Wenn H zudem zeitunabhéngig ist, hat der Zeitentwicklungsoperator die
Form

Ult, ty) = e-wt—0H (3.103)

Wenn [I:Itl, ]{ltz} # 0 kann die Gleichung (3.96) iiber die sogenannte DYSON-
REIHE aufsummiert werden.
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Aus der Zeitentwicklung des Zustandsvektors erhalten wir auch die Zeit-
entwicklung fiir einen beliebigen statistischen Operator p. Wir beginnen
mit einem reinen Zustand p = |V)(V|.

ind s m%wx\m _ (m%m)@m D) <m%<qf|)

dt
= (g1 ) wl - 1w (m%m)T
— ir(joywl) - 1w (Jff|\11>)T
= (juywl) - (1)

= [H.7]

Da sich ein beliebiger Zustand immer als konvexe Summe von reinen Zu-
stinden schreiben 1aft, gilt allgemein

ZEITENTWICKLUNG EINES STATISTISCHEN OPERATORS p

ih—p(t) = [H,p(t)] . (3.104)

3.9.1 Die Bedeutung des Hamilton-Operators

Wir betrachten einen Operator A und einen zeitunabhéngigen Erzeuger
der Zeitentwicklung H. Wenn A mit H vertauscht, gibt es eine gemein-
same Eigenbasis. D.h. die Eigenzustinde von A sind auch Eigenzustinde
von H. Mit der Eigenwertgleichung

Hla) = Ayla)
folgt zusammen mit GI. (3.103)
U(t,to)|a) = e #~]a)
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Das heifit, wenn wir eine dynamische Variable A gemessen haben und es
liegt der Zustandsvektor |a) vor, dndert sich der Zustandsvektor nach der
Messung zeitlich nicht mehr. Die einzige Mefigrofie, die immer erhalten
bleibt, ist die Gesamtenergie. Das deutet darauf hin, dafs H DER OPERA-
TOR FUR DIE GESAMTENERGIE IST. Diese Vermutung wird dadurch unter-
mauert, daf$ auch in der klassischen Physik der Erzeuger der Zeitentwick-
lung die HAMILTONFUNKTION ist. Das quantenmechanische Pendant ist
der HAMILTONOPERATOR.

Natiirlich legen diese Uberlegungen nur nahe, da H proportional zur Ge-
samtenergie ist. Damit im klassischen Grenzfall (. — 0) die Ergebnisse der
klassischen Mechanik herauskommen, muf$ die Proportionalitatskonstan-
te gleich eins sein. Oder anders ausgedriickt, die Konstante / in Gleichung
(3.96) ist dieselbe wie in den entsprechenden Gleichungen fiir die Rotation
und die Translation.
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DER HAMILTONOPERATOR FUR EINIGE WICHTIGE SYSTEME

1. TEILCHEN IM ZEITUNABHANGIGEN POTENTIAL

X P2 .
A= — + V@ (3.105)
UL ~—~—

. . t. ]
kin.Energie pot-fnergue

2. TEILCHEN IM ELEKTROMAGNETISCHEN FELD

2

() :
H="—"——"+ep(Q) (3.106)
2m
©(Q) : Skalarpotential
A(Q) : Vektorpotential

3. SPIN % TEILCHEN IM MAGNETFELD

= —pBS
B: externes Magnetfeld, experimentell vorgegeben (KEIN OPERA-
TOR).
S: Dynamische Variable
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3.9.2 Energie-Eigenzustinde

Wir betrachten nun speziell den Fall eines nicht explizit zeitabhdngigen
Hamilton-Operators H. Wenn ein Operator A mit H vertauscht, d.h. [A, H] = 0,
dann besitzen A und H dieselben Eigenvektoren. Wenn das System im Ei-
genzustand von A prépariert wurde |¢(t = t,)) = |a), so folgt

() = e~ 1t a) = e i Pel|q)

Das heif3t, das System bleibt im Zustand |a) fiir alle Zeiten und erhélt nur
einen zeitabhdngigen Phasenfaktor. Daraus folgt

Observablen, die mit H vertauschen, sind Erhaltungsgrofien.

Der Zustandsvektor |U) zur Zeit ¢ = 0 sei ein Energie-Eigenzustand, d.h
H|V) = E|V)
Damit erhalten wir fiir die zeitabhdngige Schrodingergleichung

L d
i U(0) = Elw(1)

unter der Voraussetzung, da8 / nicht explizit zeitabhingig ist, die

STATIONARE LOSUNG DER ZEITABHANGIGEN SCHRODINGERGLEICHUNG

(U(t)) = e i P W)

. (3.107)
H|U) = E|T)

202



3.9.3 Zeitabhiangigkeit der Erwartungswerte

Wir wollen die Zeitabhdngigkeit der Erwartungswerte eines Operators be-
rechnen

GUOORO) = (§Wol)olwo)

+ wioldn( i)
+ (dt ) b(t))

CI() = — Hl (1)

Mit

und der dazu adjungierten Gleichung

folgt,

GOOAOWO) = w0l FA0 )
o g (oo - oo )

4

g

(W ()| [H,A][(1))
= WOl FAO )0} - FOIL Hvo)

oder anders geschrieben
d i

£<A> = —;ﬂfiaﬁ])*‘(—fi) : (3.108)

Wenn der Operator A also nicht explizit zeitabhingig ist und auSerdem
mit A vertauscht ([A, ] = 0), so bedeutet das, daf der Erwartungswert
zeitlich konstant ist

WOIAD (1) = (£(0)|A(0)]2(0))

Somit sind die Erwartungswerte im vorliegenden Fall Erhaltungsgrofien.
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3.9.4 Beispiel: Spin-Prizession

— —

E = —u-B-S
Wihle B = B-é = E=—uBS,

B ist hier ein Parameter. In der Quantenelektrodynamik ist auch B quanti-
siert. Hier ist aber S, die einzige dynamische Variable. Der Ubergang zum
Hamiltonoperator erfolgt somit durch

A

E—H=—y-B-S, . (3.109)

Wir untersuchen, wie sich der Mittelwert (S,) zeitlich verandert. GemaR
Gl (3.108) gilt, da 25, =0

Mit o = 1,2, 3 oder x,y,z. Aus Gleichung (3.40) wissen wir:

A A~

[Sa, H] = —p1-B[Sa, S.] = —p-Bili €45 Sg (Summenkonvention)

Einsetzen ergibt

>

(Sa) = —pBeazp(Ss) . (3.110)

SIS
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Offensichtlich ist 4 (S.) = 0. Die erneute Zeitableitung liefert fiir o # 2

d? . d -
Ay ~1Beazs 4 (Sp)
—
_HBs,Bz’y<S >
—(uB)? €azp €426(5)
dary
d? . 9, A
S8 = —uBMS) =
(Sa) Cy cos(uBt) + D, sin(uBt)
%(S”O) —CouBsin(uBt) + DouB cos(uBt)
Zum Zeitpunkt t=0
<Sa>0 Ca
d -
%<Sa)0 DaMB
andererseits gilt nach GI. (3.110)
d . .
E<Sa>0 —pBeaz(Ss)0
daraus folgt
Da —az(S8)o

Die allgemeine Losung lautet somit

(Sa)e = (Sa)ocos(uBt) + £ap.(S3)0 sin(uBt)
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Bzw. fiir die einzelnen kartesischen Komponenten.

(80 = (Sa)ocos(uBH) + cope (Sa)o sin(uBt)
——
(Sy>0
= (S,)0cos(uBt) + (S,)¢sin(uBt)

A

(Sy)e = (3))ocos(uBt) +yua( o sin(1uBt)

= (Sy)ocos(uBt) — (Sz)osin(uBt)

> U

<Sz>t = <z>0

In Matrixschreibweise vereinfachen sich die Ausdriicke noch weiter

<$‘”>t cos(uBt) sin(uBt) 0 (Sﬁo
(S,)¢ = —sin(pu Bt) cos(uBt) 0 <€y>0
0 0 1 (S}

—

und man erkennt, da die Zeitentwicklung den Vektor (5) mit Winkelge-
schwindigkeit uB prézessieren lafst.
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3.9.5 Schrodinger-Bild <~ Heisenberg-Bild

Bisher haben wir Transformationen des Systems, wie Drehungen, Trans-
lationen und Zeitentwicklungen durch Veranderung des Zustandsvektors
mittels unitdrer Transformationen beschrieben

) — V) = U|¥)

Die Operatoren waren von den Transformationen nicht betroffen. Das ist
allerdings nicht die einzige Moglichkeit. Man erkennt das, wenn man un-
tersucht, wie sich der Erwartungswert eines Operators O unter einer uni-
taren Transformation verhalt:

(0) = (0) = (¥U'OU|¥)

Wir konnen also alternativ auch die Zustande bei der Transformation fest-
halten und die Operatoren stattdessen transformieren

0—-0 =uvtov . (3.111)

In der klassischen Physik gibt es das Konzept des Zustandsvektors nicht.
Transformationen werden an den dynamischen Variablen durchgefiihrt.
Von daher ist die Transformation der Operatoren dem klassischen Ver-
stindnis ndher. Wir wollen das an einigen Beispielen genauer erldutern.
Der unitdre Operator der infinitesimalen Translation lautet

T(d) = (1 — — dzoP,) (Summenkonvention!)

SRS

Der gemaf3 Gl. (3.111) transformierte Ortsoperator Qﬁ ist dann

= ZUlal o — —dx P,
Qj (I + h.dx P,) Qs (1 hdm )
~ 2 A A .
= Qp + £dza [P, Q5] +O(|dE")
——
—ihda 5 1
Qix = Qa + d&?a ﬂ
Terme der Ordnung O((dxz)?) kénnen bei infinitesimalen Transformatio-
nen vernachldssigt werden. Abgesehen vom Operator-Charakter ist das
genau die Gleichung, die im klassischen Fall eine Translation beschreibt.
Das ist sehr beruhigend, denn wir haben den Ubergang von den klassi-
schen dynamischen Variablen zu den Operatoren in einem willkiirlich ge-
wihlten Koordinatensystem durchgefiihrt. Da aber kein Koordinatensy-
stem ausgezeichnet sein sollte, muf$ die obige Gleichung notwendigerwei-
se gelten, ansonsten erhielte man unterschiedliche quantenmechanische
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Ausdriicke, je nachdem in welchem Koordinatensystem man den Uber-
gang zu den Operatoren durchfiihrt.

Man kann die gleichen Uberlegungen auch fiir die Drehungen anstellen.
Da hier der Drehimpulsoperator benétigt wird, sollte dieses Beispiel erst
im Anschluf$ an die Behandlung des Drehimpulses gelesen werden. Der
infinitesimale Operator der Drehung lautet

(i - 5 dpna La)

Der Ortsoperator transformiert sich bei der Drehung gemafs

Qﬁ — Q% = (]1 + % dp naﬁa) Qﬁ (ﬂ — % de naﬁa)
= Qu+ 1 domalla, Qs+ O('d")

Lo = Caryp ijp
N N 7 ~ Ao
Q ,/6 = @s+ 3 dip N €anp Qn [Py, Q)

N——

—ihdpp

Q /5 = Qﬁ + dp €ayp N Qv
Q' = Q+ dp(WxQ)

Diese Transformation beschreibt, genau wie im klassischen Fall, eine Dre-

hung von é entlang der Achse 77 um den Winkel do.
Schlieflich wiederholen wir dieselbe Uberlegung fiir die Zeitentwicklung
und finden, daf3 sich der Ortsoperator unter Zeitverschiebung wie

@ = Qs+ %[Ha Qpl dt = Qs + (%%) dt

verhalt. Daf3 %[I:I ) Qﬁ] = %Qg, wird in Gl. (3.113) bewiesen. Auch hier ist
die Analogie zur klassischen Physik gegeben.

Nun wollen wir die alternative Darstellung der Zeitentwicklung systema-
tisch untersuchen. Wie gesagt, in den bisherigen Uberlegungen waren die
(nicht explizit zeitabhéngigen) Operatoren zeitunabhingig. Die Zeitab-
héangigkeit wurde von Vektoren vermittelt. Dieser Zugang zur Quanten-
mechanik wird SCHRODINGER-BILD genannt. Wir haben gerade gelernt,
daf wir stattdessen auch die Vektoren zeitunabhéngig und die Operatoren
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zeitabhingig ansetzen kdnnen. Diese Darstellung nennt man HEISENBERG-
BILD.

SCHRODINGER- UND HEISENBERGBILD

Schrodingerbild: lo(t))
Heisenbergbild: lo(t))

Ult,to)|p(to));  O(t) = O(to)
o(to)); Of(t)y=U

Die Operatoren im Schrodingerbild werden i.d.R. nicht durch einen zu-
sdtzlichen Index gekennzeichnet.

Fiir t = t, sind beide Bilder gleich O (t;) = O(t,). Wir leiten nun die
Heisenbergsche Bewegungsgleichung ab

t

0 ~ i o~

0 - T ~yn

~Z 7yt — i gal

5:U'(t.10) +5UH

d 1~ d - R

folgt Lo — LigH oM 40t “
olgt 50" = L".0%]+ 0t ($00)) U1t



BEWEGUNGSGLEICHUNG FUR OPERATOREN IM HEISENBERGBILD

d - l
—OH =2
dt h

| =

[HH,OHHUT(t,tO)( O(t))U(t,to) : (3.112)

QU

t

Die meisten Operatoren, mit denen man es in der Quantenmechanik zu
tun hat, wie z.B. dynamische Variablen, sind nicht explizit zeitabhangig.
In diesem Fall vereinfacht sich die Bewegungsgleichung

BEWEGUNGSGLEICHUNG FUR NICHT EXPL. ZEITABH. OPERATOREN

—0 :Q[HH,OH] : (3.113)

In den meisten Fillen ist der Hamiltonoperator entweder zeitunabhéngig
oder die Zeitabhédngigkeit besteht in einem zeitabhingigen komplexwer-
tigen Vorfaktor, so daf8 [H (t), H(t')] = 0. In diesem Fall gilt

R %ftI:I(T)dT R —%ftﬁ(‘r)df R
HY(t) = ¢ o He "io )

Beispiel: Teilchen im zeitunabhingigen Potential V(X))

Wir behandeln die Bewegung eines Teilchens in einem Potential V(X ) im
Heisenbergbild. Ab sofort werden wir den Ortsoperator mit den gewohn-
ten Symbolen X , Y, Zbzw. X 1, XQ, X kennzeichnen. Der Hamiltonopera-
tor lautet damit

. P24 p2y p2 NS P? >
H="2""2_""3 L V(X Xy, X3) = — + V(X)

2m 2m
UM DIE FORMELN NICHT MIT INDIZES ZU UBERLADEN, LASSEN WIR IN

DIESEM BEISPIEL DEN OBEREN INDEX H, FUR HEISENBERGBILD, WEG. In
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diesem Beispiel sind alle Operatoren im Heisenbergbild. Aus Gl. (3.113)
folgt

d - i, P? >
it = ﬁ[(2m+v(X>)’Xa}
- R K)o e
h\2m ———

Im folgenden benotigen wir die Eigenschaften von Kommutatoren, die wir
in GL (1.21) und Gl. (1.64)-Gl. (1.67) zusammengefafst haben. Diese Eigen-
schaften gelten im Schrodinger-Bild. Fiir die Kommutatoren im Heisen-
bergbild mufs beachtet werden, daf3

A" BM = U'A,BlU . (3.115)

Hierbei diirfen die Operatoren auch beliebige Funktionen anderer Opera-
toren sein, denn wegen der Unitaritdt von U gilt allgemein

fATBY Y =U'f(A4,B,.. ) U (3.116)

da fiir die Terme in der Taylorentwicklung (A™)"(B")™ = Ut A" B™U ist.

Wir kénnen nun mit der Berechnung der Heisenbergschen Bewegungs-
gleichung Gl. (3.114) fortfahren, wobei wir Gl. (1.21), GL (1.66) und Gl.
(3.115) ausnutzen.

d 7 A Ao
LX) = (PP, K]+ [Py, X P
Gl = g (Palf Kl + [P0 K] P)
—ihidap —ihidap
N m
po— mix (3.117)
(0% - dt (0% .
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Erneute Ableitung nach der Zeit liefert mit GI. (1.64)

d - TIPS
—P, = —[H
o la h[ , Pa)

7 2oa ) 0 =

= —-|\V(X),P,|=-(th—V(X

V0, Pl = g iV (X))
d -~ 0 ~
—P, = —V(X
d = > =
P = —VV(x) (3.118)

Auch hier erkennen wir wieder eine Ubereinstimmung der Heisenberg-
schen Bewegungsgleichung mit der klassischen Formel. Im kraftefreien
Fall ist das Potential V(x) konstant. Daraus resultiert

d - . . .
—P,=0=P,(t) = P,0) =P,
o 1) = Pu(0)
g R R
dt m m

Durch Integration

A A A

t
X.(t) = X,+ P,—
m

erhalten wir das aus der klassischen Physik vertraute Ergebnis. Hieraus
leitet sich allerdings eine interessante, klassisch nicht zu verstehende Ei-
genschaft ab

’

o bt
S (X0, XN = (Kt Po) (R + Py
[(Xa(t), Xs(t)] [(Xo + m)( g+ ﬁm>]
X L Xt LR B+ B By
— ay <23 m ay <23 m aryd g m2 ayd g
vt . vt
- X, Byl = ih s, i
m[ 5] = il Gap -

D.h., die Ortsoperatoren zu verschiedenen Zeiten vertauschen nicht mehr
miteinander. Daraus folgt u.a.

AQa(1)AQq(0) > (3.119)

ht
2m
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Das bedeutet, daf das klassische Konzept der Trajektorie in der Quanten-
mechanik nicht mehr existiert. Wir konnen den Ort des Teilchens nicht
mehr zu allen Zeiten beliebig scharf angeben.

Allgemein folgt aus Gleichung (3.118)

d z > >
mﬁX = -V V(X) (3.120)
Dies ist das quantenmechanische Analogon zur Newtonschen Bewegungs-
gleichung. Die Gleichung (3.120) gilt aber nur im Heisenbergbild.

Fiir den Erwartungswert leiten wir das EHRENFEST THEOREM ab, indem
wir Gl (3.120) von links mit (¥ | und von rechts mit | V) multipliziert wird.

EHRENFESTSCHES THEOREM

m—m(Xa) = (- V(X)) (3.121)

Das Ehrenfestsche Theorem gilt sowohl im Schrodinger- als auch im Hei-
senbergbild.

—
A

Wenn das Potential V' (X) quadratisch ist, d.h.

—
A

VIX)=Vo+ Y VaXa+ > WasXaXs

ap
folgt daraus
oV (X :
) _ Vot Y (Wag + Wsa) X
0X, 3
=
oV (X .
TR = Ve Y (W + W) (X)
0X, 3
0 =
= —— V(X))
9(Xa)



Dann besagt das Ehrenfestsche Theorem, daf8 fiir die Mittelwerte ¢, :=
(X,) die klassischen Bewegungsgleichungen gelten

d? 0
mﬁqa - _a—an(QOé)

Man beachte, dafs das nicht mehr zutrifft, wenn das Potential hohere Po-
tenzen von z enthilt.
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3.10 Postulate der Quantenmechanik

Hiermit ist der Formalismus der Quantenmechanik abgeschlossen, und
wir wollen die Postulate der Quantenmechanik noch einmal zusammen-
fassen.

POSTULAT 1

Zu jeder dynamischen Variablen (physikalisches Konzept)

korrespondiert ein hermitescher Operator (mathematisches Objekt).

Die moglichen MefSwerte der dynamischen Variablen sind die Eigenwerte des
hermiteschen Operators.

POSTULAT 2

Zu jedem Zustand korrespondiert ein eindeutiger Zustandsoperator
(statistischer Operator) p. Der Mittelwert einer dynamischen Variablen A, die

als hermitescher Operator A dargestellt wird, ist

(A) = Sp(p A)
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POSTULAT 3

Die Dynamik des Zustandes, der durch den statistischen Operator p(t)
beschrieben wird, erhillt man aus

i p(t) = [, (1)

Im Fall eines reinen Zustandes p = |1) (1| geniigt der Zustandsvektor |1) der
SCHRODINGERGLEICHUNG

d 3
th—[¥(8)) = H[H(2))

Der quantenmechanische HAMILTON-OPERATOR geht gemiif des Korrespon-
denzprinzipes
H=Hx—2,p—p,...)

aus der Hamiltonfunktion H hervor.
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3.11 Eigenschaften der Einteilchen-Wellenfunktion

Wir wollen hier einige allgemeine Eigenschaften eines quantenmechani-
schen Teilchens im dufieren Potential behandeln. Auf Verallgemeinerun-
gen im elektromagnetischen Feld wird im einzelnen eingegangen.

3.11.1 Ortsraumdarstellung

In der Ortsraumdarstellung (Gl. (3.55)) hat der Ortsoperator die Matrix-
elemente )

(@] Xo|Z) = (Z']xal|7)
Die Matrixelemente des Impulsoperators erhalten wir, aus Gl. (3.69)
h o
1 0x!,

(| Pa| V) = @)

indem wir speziell | V) = |Z) wahlen. Damit haben wir schlieSlich

MATRIXELEMENTE DER ORTS- UND IMPULSOPERATOREN

(3.122)

Wir werden gleich fiir die kinetische Energie den Operator P? in der Orts-
darstellung benétigen. In einer bzw. drei Dimensionen gilt dementspre-
chend die Ubersetzung

A d?
Eine Dimension: P? — — hZF (3.123)
T
Drei Dimensionen: P? — — A = —}? (g)2 + (2)2 + (2)2
' Ox oy 0z '
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3.11.2 Kontinuitdtsgleichung

Die Wellenfunktion eines Teilchens in einem zeitunabhdngigen dufSeren
Potential folgt aus der Schrodingergleichung:

i 2 . Lo d o
— ( — ;L_m A+ V(x))z/z(x,t) = Eqﬁ(x,t) (3.124a)

ﬁ( —E A+ wf))w*(f, 1) = (@) (3.124b)

Gl. (3.124b) ist die konjugiert komplexe zeitabhdngige Schrodingerglei-
chung. Wir werden sie spdter noch benétigen.

Die Wahrscheinlichkeitsdichte p(Z,t), das quantenmechanische Teilchen
zur Zeit t am Ort ¥ anzutreffen, ist bekanntlich gegeben durch

p(f, t) = W}(fv t)|2 (3.125)

Die zeitliche Ableitung der Wahrscheinlichkeitsdichte liefert unter Ver-
wendung von Gl. (3.124a) und Gl. (3.124b)




Die rechte Seite kann mit der Identitit

weiter vereinfacht werden, und wir erhalten schliefSlich die Kontinuitéts-
gleichung

KONTINUITATSGLEICHUNG

%p(x,t)—l—ﬁj(x,t) =0 (3.126a)
j = %%(w*(f,t)ﬁzp(f,t)) (3.126b)

—

J(Z,t) ist die Wahrscheinlichkeitsstromdichte.
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Es ist interessant, die Wellenfunktion nach Betrag und Phase zu trennen:

VEVY(E ) = (@, t)e P (61 /o(Z, t)) eie(T0)
+ p(f, t)e—z‘sa(f,t) /p(f, t)eiap(f,t) iﬁ(p(f, t)

S@EOVEE D) = Vo@D (Wp@ t>) N PE OV PED iVl 1)

J

~~

%(Wf,wwf,w) (@ Ve,

n (Z,t)V(Z, t) (3.128)

g _,t — e
J(Z,1) '

Der Strom wird von der Phase "getragen". D.h. bei rein reellen Wellen-
funktionen ist p(Z, ) zeitunabhingig (Vj(Z,t) = 0 = 2 p(Z,t) = 0).

REELLE WELLENFUNKTIONEN LIEFERN KEINEN STROM.

Es soll noch erwdhnt werden, wie die Kontinuitidtsgleichung aussieht, wenn
ein elektromagnetisches Feld anliegt. In diesem Fall gehen das Potential
und der Impuls iiber in

V(@) — V(Z)+q ()

—~—
skalares Potential

P — P—q A®)
——
Vektorpotential

Die Kontinuitatsgleichung bleibt in Anwesenheit des elektromagnetischen
Feldes erhalten, lediglich die Wahrscheinlichkeitsstromdichte geht tiber in

i . .
@0 = o (v nveEn ) - Lip@

das heifst, zusatzlich zu dem Term, den wir bereits abgeleitet haben, tragt
noch das Vektorpotential zur Stromdichte bei.
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3.11.3 Randbedingungen der Ortsraum-Wellenfunktion
Verhalten im Unendlichen

Wir interessieren uns hier nur fiir GEBUNDENE ZUSTANDE, also solche, in
denen das Teilchen in einem endlichen Volumen lokalisiert ist.
Solche Zustiande sind NORMIERBAR

o0

+/Oow<f>\2d% ~1= [an [ar (u@Pr.,

0

wobei D fiir die Dimension des jeweiligen Problems steht (D=1,2,3). Damit
das Integral iiber den Radialanteil konvergiert, muf |¢)|? schneller als r—
abfallen, bzw |¢| schneller als r—?/2.

Randbedingungen eindimensionaler Probleme

1. ¢ muf stetig sein:

Beweis:
rot+e J
/ (%20(90)) dv = P(xo+e) —(zo—c) = A, .

Wiare ¢ unstetig bei x(, wiirde die rechte Seite fiir ¢ — 0 nicht ver-
schwinden. Das bedeutet aber, da8 L4 (z)  §(z — ) und somit
wiirde die kinetische Energie divergieren

2 _hQ d2
Bun = <¥lilo>= 5 [ (@) g0l ds

om e
- (@) (o)

_ % / %w(x)fdx

~ /5(35—:50).5(:5—1;0)(135:5(0) ~ 5

Da die kinetische Energie endlich ist, muf$ also v {iberall stetig sein.

2. Stetigkeit von Ly (z):
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Wir integrieren die Schrodingergleichung von zy — € bis g + ¢

0 ro+e xote
h2 d2
o [ gmv@det [ Ve a = [ v@ds. (3129
To—€ To—€ To—¢€

Die rechte Seite der Gleichung (3.129) ist von der Ordnung O(¢), da
¢ (z) keine J-Beitrdge besitzt, denn sonst wiirde die kinetische Ener-
gie erst recht divergieren.

Wir miissen nun einige Fille unterscheiden:

(a) V(x) ist uberall endlich:

Integration der Schrodingergleichung ergibt dann:
2

_;—m (w "(xo+€) — ¢ (zg — 5)) = O(e)

Also ist -£¢)(x) ebenfalls stetig.
(b) V(z) enthdlt einen J-Funktionsbeitrag : V(z) = V; - §(x — xo)

To+e To+e
V(x)dx-/%-é(x—xo)dx—‘/o>0
To—€ ro—¢

Ein solches Potential wird verwendet, um Potentialbarrieren zu
beschreiben. Die Schrodingergleichung liefert nach der Integra-
tion
, , 2mV,
Ol(xote) = (w0 —e) + = S(zo)  (3.130)

D.h. die Ableitung der Wellenfunktion ist bei z, unstetig.

(¢) V(z) = o0 in einem Intervall x € (z,, ;)

In diesem Fall mufs die Wellenfunktionen im erwahnten Inter-
vall verschwinden, da sonst die Energie unendlich wire. Nach
wie vor bleibt die Wellenfunktion stetig. Die Ableitung wird
hingegen i.d.R. unstetig sein.

Randbedingungen dreidimensionaler Probleme

Aus dhnlichen Uberlegungen (bzw. aus der Kontinuititsgleichung) folgt
ebenso in drei Dimensionen, dafy die Wellenfunktion und deren partielle
Ableitungen iiberall stetig sein miissen, wenn das Potential tiberall end-
lich ist.
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3.11.4 Zur Entartung eindimensionaler Systeme

Wir werden zeigen, dafs eindimensionale Potentialprobleme keine entarte-
ten, gebundenen Eigenzustdande besitzen. Dazu gehen wir vom Gegenteil
aus und nehmen an, es gidbe zwei entartete Eigenvektoren v, und s zum
selben Eigenwert E, d.h.

I )+ V(@) = B (@) (3.131a)
@)+ V@) = Biae) (3131b)

Multiplizieren wir Gleichung (3.131a) von links mit ¢, und Gleichung
(3.131b) mit ¢y und subtrahieren diese Gleichungen voneinander so er-
halten wir

2 nla)u (@) — r () 0
- L (i () ~ a()h(o) y
= a(a) b (x) — () 2) .

Die Konstante c ist unabhédngig von = und lafst sich insbesondere aus dem
Verhalten fiir x — oo bestimmen. Im Falle gebundener Zustinde ver-
schwinden die Wellenfunktionen und ihre Ableitungen im Unendlichen.
Daraus folgt

o= lim (el 0) — a()V4(o) ) =0
und somit

Vo) (x) = i) y()
W) _ @
() Vo ()

d d
. Inyy(z) = o In s ()

Die Differentialgleichung kann unmittelbar integriert werden
n(z) = Ingy(n)+d
Ui(z) = a(x) e’ o a(z)

Das heifst, die beiden Zustande sind physikalisch identisch (unterscheiden
sich nur durch einen Phasenfaktor). Das beweist die eingangs aufgestellte
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Behauptung:

GEBUNDENE ZUSTANDE IN EINDIMENSIONALEN POTENTIALEN
SIND NICHT ENTARTET.

3.11.5 Existenz reellwertiger Wellenfunktionen

Hier werden wir zeigen, dafs zu jeder Losung +(z) auch ¢*(z) Losung der
Schrodingergleichung

h2
——A = F
S AG() + V() = Bu()
ist. Das Konjugiert-Komplexe der Schrodingergleichung lautet

2
A V) = By
m
D.h., ¢*(z) erfiillt unabhiangig von der Dimension des Problems dieselbe
Schrodingergleichung wie ¢ (z) zur selben Energie®. Damit ist auch jede
Linearkombination Losungen des Eigenwertproblems zur selben Energie.
Wir konnen also auch speziell die reellwertigen Kombinationen

by = MOV
by = Y=V

wahlen.
Bei eindimensionalen Problemen gilt zusatzlich, da sie nicht entartet sein
konnen, dafd beide Losungen identisch sind. Wir haben somit gezeigt:

DIE WELLENFUNKTIONEN EINES POTENTIALPROBLEMS KON-
NEN IMMER REELL GEWAHLT WERDEN.

®Das ist nicht mehr der Fall, wenn ein magnetisches Feld anliegt, da dann auch ima-
gindre Anteile in der Schrodingergleichung vorkommen.
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Da bei reellen Zustianden die Stromdichte verschwindet, konnen diese Zu-
stinde keinen Strom tragen. Das ist aufgrund der Kontinuitédtsgleichung
gleichbedeutend mit 2 p(z,t) = 0 bzw. einer zeitunabhéngigen Aufent-
haltswahrscheinlichkeit.

3.11.6 Paritdt der Wellenfunktionen bei symmetrischen Po-
tentialen

Wir wollen hier untersuchen, welche allgemeinen Eigenschaften man ab-
leiten kann, wenn das Potential symmetrisch ist, d.h. wenn V' (—z) = V (Z).
Wir betrachten zunichst den Inversions-Operator S, der im Argument ei-
ner Funktion eine Spiegelung am Koordinaten-Ursprung bewirkt

(z|S|Y) = (1)

Wenn das Potential symmetrisch ist, vertauscht S mit dem Hamiltonope-
rator H. Daraus folgt aber, daf H und S einen gemeinsamen, vollstandi-
gen Satz von Eigenvektoren besitzen. Einige Eigenschaften der Eigenzu-
stinde von S lassen sich leicht bestimmen. Die Eigenwertgleichung lautet

SA'N’S) = 3’\118>

Aus S? = 1 folgt s> = 1, d.h., die Eigenwerte des Inversions-Operators S
sind s = +1. Das bedeutet aber auch

\Ijs<_f) = <$|3|\Ijs> - iqjs<f) )

daB die Eigenvektoren von S in der Ortsraumdarstellung symmetrische
bzw. anti-symmetrische Funktionen sind. Man spricht von GERADER BZW.
UNGERADER PARITAT. Die Eigenvektoren von H lassen sich deshalb eben-
falls nach gerader bzw. ungerader Paritdt charakterisieren. Wenn Eigen-
werte von H entartet sind, konnen die Wellenfunktionen unterschiedlicher
Paritdt gemischt werden. Bei nicht-entarteten Eigenwerten ist die Paritét
jedoch zwingend. Das gilt deshalb insbesondere fiir gebundene Zustiande
in eindimensionalen Potentialproblemen.

3.11.7 Untere Schranke fiir die Energien eines Potential-
problems

Die Eigenwertgleichung des Hamiltonoperators lautet

(% + V()?))|\I/E> = E [Vg)

225



Wir multiplizieren von links mit (¥ z| und erhalten unter der Annahme,
daf3 die Eigenvektoren auf Eins normiert sind

1 = >
b = om (Vp|P?|Wp) + (Vp|V(X)|¥p)
Die Operatoren P, sind hermitesch und haben als solche reelle Eigenwer-
te. Demzufolge sind die Eigenwerte von P2 grofer oder gleich Null. Das
liefert die Ungleichung

E > (Up[V(X)|Ug) = / V(7 V(E) Up(d) dPa
> Vi / V() W) dPa
2 Vmin

Hierbei ist V,,;, der Minimalwert des Potentials. Die Gleichheit kann nur
vorliegen, wenn (V¥ E|Pa 2|Wp) = 0 fiir a = 1,2,3, also wenn die untere
Schranke aller drei Erwartungswerte angenommen wird. Das ist nur der
Fall, wenn |Ug) Eigenvektor aller P2 zum Eigenwert Null ist. Diese Ei-
genfunktion hat die allgemeine Gestalt

3
Vp_o(T) = ap + Z baTa + Z CafTals
a=1 a#f
a,B=1

und ist nicht normierbar. Wir haben somit das Ergebnis

FUR DIE ENERGIE-EIGENWERTE GEBUNDENER ZUSTANDE GILT

E>min V(Z) . (3.132)
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Kapitel 4

Anwendungen I

4.1 Der harmonische Oszillator

Abbildung 4.1: Harmonischer Oszillator

Der harmonische Oszillator wird klassisch beschrieben durch die Hamil-
tonfunktion
2
p k
= —+4 = . 4.1

H o T 3% (4.1)
Mit dem harmonischen Oszillator wird ndherungsweise die Bewegung
von einzelnen Atomen im Festkorper beschrieben. Wenn die Atome in der
Gleichgewichtslage sind, so wirkt keine Kraft. Lenkt man ein Atom aus
der Ruhelage um z aus, so wirkt auf das Atom eine riicktreibende Kraft
f(x). Diese Kraft kann man in eine Taylorreihe entwickeln

fx)=f0)+ fi-x+...
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In der Ruhelage verschwindet die angreifende Kraft (f(0) = 0) und fiir
kleine Auslenkungen gilt in erster Ndherung

Fa) ~ | fO)] 2 = —k-a
Aus f(z) = =LV (z) folgt das Potential

V(z) = g z?
Klassisch wird dieses Problem iiber die Hamiltonsche Bewegungsgleichung

gelost

0 p
=p = mi
0
b ox o
=>m-& = —k-x

Die Losung dieser Differentialgleichung liefert bekanntlich

z(t) = acos(wt)+ Bsin(wt)
mit o= F 4.2)

m

Die Hamiltonfunktion H 14f3t sich somit auch schreiben als

2 2
P wm

H:— .

2m+ 2

2. (4.3)

Der Ubergang zur Quantenmechanik erfolgt durch Ersetzen der dynami-
schen Variablen durch Operatoren. Der Hamilton-Operator lautet dann
. P* Wmoa,

H=—
2m+ 2

(4.4)

Er ist offensichtlich nicht explizit zeitabhdngig, und die Losung der zeitab-
hiangigen Schrodingergleichung fiir den Zustandsvektor ist nach GI. (3.107)
durch die Eigenwerte und Eigenvektoren von H

Hip) = Elip)

festgelegt. Eine einfache, elegante, algebraische Losung des Eigenwertpro-
blems geht auf DIRAC zuriick.
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4.1.1 Methode von Dirac

Der Hamilton-Operator ldf3t sich umschreiben in

o fo ()
mw

Wenn die Operatoren vertauschten, konnte die eckige Klammer als (Q — z%) (Q + z%)
geschrieben werden. Aufgrund der Vertauschungsrelationen erhalten wir
hierfiir jedoch

A 2 5N 2 , SO\ 2
() owi) [ ()]s (2)]- 2
mw mw mw mw mw mw

Damit 1463t sich der Hamilton-Operator also folgendermafien umformen

Mit den Definitionen

ERZEUGUNGS- UND VERNICHTUNGSOPERATOREN

ot = Qi)
2h mw (4.5)

1483t sich der Hamilton-Operator in eine besonders einfache Gestalt brin-
gen
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HAMILTON-OPERATOR DES HARMONISCHEN OPERATORS
IN ZWEITER QUANTISIERUNG

~ A

H = hw(a'a + 5]1) : (4.6)

Die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren spielen in der Quantenfeld-
theorie eine wichtige Rolle. Uns interessiert ihre Vertauschungsrelation

pp
[mﬂ=:%ﬂ@ﬂaj@—%y

_ (@@]<Q<WJWH—gﬂ@H W@U
_ 2(Q,P|=2in i

VERTAUSCHUNGSRELATIONEN VON
ERZEUGUNGS- UND VERNICHTUNGSOPERATOREN

i
la,a]=0 . 4.7)
0

Man definiert noch den ANZAHL-OPERATOR N

A~

N :=adla , (4.8)

mit dem der Hamilton-Operator weiter vereinfacht wird
H=rhw(N+11)

N und H vertauschen miteinander und sie haben deshalb dieselben Ei-
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genvektoren.
Nln) = n|n) =
1
Hin) = hw(n+§)]n>

Daran ist zu sehen, da H die Eigenwerte hw(n + 5) hat. Die Frage ist nun,
welche Werte n annehmen kann. Um diese Frage beantworten zu konnen,

betrachten wir die Vertauschungsrelationen von N mit a und o

[N,a] = [afa ,af] = a' @ of —dfala (4.9a)
—
ata +]1
=a'a’a +a" —d'a’a =a (4.9b)
[Nya]=ldla ,a]=dlaa — ad a (4.9c)
ata +1
=dlaa —dlaa —a = —a (4.9d)
Daraus folgt
(N.allln) 27 aljn)
Nafln) —a'nln) = afjn)
Nd'ln) = (n+1)dl|n) (4.10)
Analog
Na |n) = (n—1)a |n) (4.11)

Das heift, wenn |n) Eigenvektor von N zum Eigenwert n ist, so ist

a'ln) Eigenvektor zum Eigenwert (n+1)
a |n) Eigenvektor zum Eigenwert (n-1)

Man nennt o deshalb den ERZEUGUNGSOPERATOR und ¢ den VERNICH-
TUNGSOPERATOR.

Wir erhalten somit
aln)y=XA-n—1) : (4.12)
Zum einen gilt

(nla'a |n) = X*Xn — 1n — 1) = |)]? ) (4.13)
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zum anderen aber auch
(nlafa |n) = (n| N|n) = n(n|n) = n : (4.14)
In)

Das heif8t, der Normierungsfaktor A muf8 |A\|? = n erfiillen. Wir wihlen
A = y/n und schieben einen moglichen Phasenfaktor in die Definition von
|n). Daraus folgt

a|n) =+/nln—1) (4.15)

Analoge Uberlegung fiir af|n)
a'ln) = pln+1)
(nlaa’ln) = |uf?
(nlaalln) = {nli+ Nln) =n+1= |uf

liefern

a'ln) = vVn+ 1|n + 1) (4.16)

Wir kénnen nun mit einem beliebigen Eigenzustand |n) beginnen und den
Operator a wiederholt anwenden

an) = Vnln-1)
aaln)y = y/n(n—1)n—-2)

a"ln) = Vn-(n—=1)-n—=2)---(n—m+1) [n—m) (417)

So erhalten wir die Eigenzustinde |n — m) zu immer kleiner werdenden
Eigenwerten (n —m) von N. Das bedeutet, dafl im Prinzip negative Eigen-
werte erzeugt werden konnen. Sie sind aber wegen

m = (m|N|m) = (mla' alm) = [|[¢||* > 0
W)
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aus physikalischen Griinden (Normierbarkeit) nicht erlaubt. Wenn n ganz-
zahlig ist, dann bricht die Folge Gl. (4.15) bei a |n = 0) = 0 ab. Wenn es
dagegen im betrachteten Hilbertraum NICHT GANZZAHLIGE Eigenwerte
von N gabe, so wiirden durch wiederholtes Anwenden des Vernichtungs-
operators negative Eigenwerte entstehen, die nicht erlaubt sind. Um das
zu vermeiden, diirfen nur ganzzahlige Werte fiir n zugelassen werden.
Wir erhalten also: Die Eigenwerte des Anzahloperators N sind die na-
tiirlichen Zahlen N,,.

EIGENWERTPROBLEM DES ANZAHL-OPERTORS

Nln)=nln)  VYneN, . (4.18)

Daraus folgt schliefdlich

EIGENWERTE DES HARMONISCHEN OSZILLATORS

E, = hw(n + =) (4.19)

e neEN

e Im Grundzustand hat das Teilchen die NULLPUNKTSENERGIE %
D.h., es ist nicht, wie in der klassischen Mechanik, in Ruhe, sondern
es fiihrt eine NULLPUNKTSSCHWINGUNG aus. Sie ist notwendig, um
die Unschérferelation zu erfiillen.

e Die Energie des Harmonischen Oszillators ist in Einheiten iw quan-
tisiert .
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4.1.2 Konsequenzen der Unschirferelation

Wir wollen hier {iberlegen, welche Konsequenzen aus der Unschérferela-
tion Az - Ap > g folgen. Der Hamilton-Operator (Gl. (4.4)) kann auch als
- (AP)?  Wm, s,
H = A
geschrieben werden, da die Mittelwerte (Q)) und (P) immer durch geeig-

nete Wahl des Koordinatensystems! zu Null gemacht werden kénnen. Die
mittlere Energie ist somit

B iy = CPN o agp

2m

Einsetzen von Az > % in die mittlere Energie ergibt eine Abschdtzung

der Form
(Ap)?  mw?h?

= om T R(Ap)
T
1%

Wir werden gleich sehen, daf es charakteristische Werte fiir Impuls und
Auslenkung in diesem Problem gibt

CHARAKTERISTISCHER IMPULS UND CHARAKTERISTISCHE LANGE DES
HARMONISCHEN OSZILLATORS

mwh
Do = 5
(4.20)
h
To :— —
mw

Wenn wir Ap in Einheiten des charakteristischen Impulses ausdriicken,
Ap = D po, lautet die Energie-Ungleichung

hw 1
> (ﬁQ i p—) . (421)

Die Energiebeitrdage und die Energie-Ungleichung sind in Abbildung (4.2)

Q) # 0 bedeutet, der Oszillator schwingt nicht um den Koordinatenursprung und
(P) # 0 heif8t, der Oszillator macht zusitzlich zur Schwingung eine Schwerpunktsbewe-

gung.
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Abbildung 4.2: Kinetische und Potential-Beitrige zur Energie des harmonischen
Oszillators. Der schraffierte Bereich ist gemdfs der Energie-Ungleichung erlaubt.
Die Energien sind in Einheiten von Ey = hw angegeben.

skizziert. Die minimal erlaubte Energie erhdlt man, wenn in GIl. (4.21)
Gleichheit vorliegt und die Ableitung nach p* verschwindet

(LY R R FRE IR
T a\M TRE) T U

p= 1=
Ap = po

Die minimale Energie liegt vor fiir AzAp = % Das heifst,

Ap — oo |k m
v 4(Ap)2  V2mw V2

Wir sehen also bestitigt, dafy p, und z, charakteristische Grofsen des Pro-
blems sind. Die Minimalenergie ist

Emin _ @
2
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e Der Grundzustand des Hamilton-Operators ist gerade so, daf die
untere Grenze der Unscharferelation eingenommen wird (AzAp =
h/2).

e Im Grundzustand ist der Beitrag der kinetischen Energie gleich dem

. . h
der potentiellen Energie <

4.1.3 Eigenzustinde

Wir wissen nun, dafs der n-te angeregte Zustand aus dem Grundzustand
|0) durch n-faches Anwenden von a' erzeugt werden kann .

[n) = ca(a)"[0)

Wir miissen nun noch die Normierungsfaktoren c,, ermitteln. Es gilt

In) (4.16) %awn—w
_ %.\/%...%(GT)”IW

Im allgemeinen Fall gilt also fiir den Zustand n

(a')"]0) (4.22)

-

Dies ist der einzige Zustand zur Energie E,, = hw(n + 3), da wir bereits
allgemein gezeigt haben, daff gebundene Zustdande in eindimensionalen
Problemen nicht entartet sind.

Wir wollen nun die mittlere Auslenkung (n|Q|n), den mittleren Impuls
(n|P|n) und die Varianzen (n|(Q — (n|Q|n))?|n), (n|(P — (n|P|n))?|n) im
Zustand |n) berechnen. Dazu miissen wir Q) und P wieder durch ¢ und
a' ausdriicken. Aus Gl. (4.5) folgt
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2mw (4.23)

Einsetzen in die Mittelwerte der Auslenkung und des Impulses liefert

A h
— — f =0
Qi) = s (] gl + (ol o))
R \/E\nflz R \/n—-‘rlln-i-lz
120 120
A . /mwh
(lPln) = i/ ] aln) — (o] alln) ) =0
— ——
LZO LZO

Dieses Ergebnis entspricht der klassischen Erwartung. Im zeitlichen Mittel
sind die Auslenkung und der Impuls Null. Nun berechnen wir die Varianz
mittels Gl. (4.15) und Gl. (4.16)

(AQ) = (@ =5 tol(a +a') I

- 2—<n|(a2—i—a“+a aT+aTa>|n>
mw

_ (<n|a ?In) + {nlal 2n) + (nla a'ln) + {nla'a rn>)

2mw

Die Erwartungswerte lassen sich mit Gl. (4.15) und Gl. (4.16) leicht berech-
nen

(n]a |n) V(n+1)(n+2){n + 2n) =0
(n]a’ 2|n) = /(n+ 1)(n + 2)(n|n + 2) =0
(n|a a'lny =(n+1) (n+1n+1) =n+1

(nla'a |n) =n (n—1n — 1) =n
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und wir erhalten
h 1

(n+§)

Fiir den Grundzustand (n = 0) ist die Streuung im Ort

(n(AQ)*|n) =

mw

OAQPI0) = 51 =

2mw 2

Analoge Uberlegungen fiir den Impuls liefern

@app =P = "0 ay (o)
mwh
= —T(CLQ +a'?—ala - aaT)
ol aPP) = ™ ((nlata fn) + {nla a'ln))
1
= mwh(n+ =)

2

Fiir den Grundzustand ist die Streuung im Impuls

olaPPI) = = 3
Zusammenfassend haben wir
(nQn) =0
@’p’m =0 (4.24)
(nl(AQ)*In) = a5 (n+ 3)
(n|(AP)*|n) = 2p5 (n + 3)

414 Grundzustand in der Ortsdarstellung

Die Wahrscheinlichkeitsamplitude, das quantenmechanische Teilchen am
Ort = anzutreffen, wenn es sich im Eigenzustand |n) befindet, ist

(x|n) = ¥, (2) . (4.25)
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Die Grundzustandswellenfunktion ¢y (x) kann folgendermafsen berechnet
werden. Wir wissen, daf8 a |0) = 0. Daraus folgt

mw

0= (ola 10) = /52 (120 + - (alPI0))

- = \/%(37%(%) + %%%@))

e —x5% - @ Yo()

Gewdohnliche Differentialgleichungen erster Ordnung haben eine eindeu-
tige Losung. Das heiflt, DER GRUNDZUSTAND IST NICHT ENTARTET. Die
Losung dieser Differentialgleichungen kann leicht ermittelt werden

=

— = -2, -xdx
Yo ’
Integration =  In(¢yy) = ¢ — x> 2°
1 —=2
Exponenzieren =  y(z) = Z¢ 225

Die Losung kann man auch iiber einen Potenzreihenansatz erhalten. Die-
ser Zugang ist im vorliegen Fall zwar umstandlicher, er ist aber auf eine
grofiere Klasse von Differentialgleichungen anwendbar. Die vorliegende
Differentialgleichung eignet sich wegen ihrer Einfachheit besonders, den
Potenzreihenansatz zu demonstrieren. Fiir die Losung setzen wir an

Yo(z) = Z cpx”

n=0

Einsetzen in die Differentialgleichung liefert

o0 o0
E cam a4y E c, z"t = 0
n=1 n=0

= c1 + Z (Cl+1 (l+ ].) +$6201_1) Il = 0

=1

Diese Gleichung mufs fiir jede Potenz individuell erfiillt sein, da sie fiir
beliebige = gelten soll und die {z'} eine linear unabhingige Basis bilden.
Daraus folgt

61:0

1
= —xggjcl_g : [ >2
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Ungerade Terme :

Cc3 = —x62§cl =0
C5 X C3 =0
= Copy1 = 0
Gerade Terme :
1
C —1752500
1 11
R T N
Cy z, 402 (—xy7) 13 o
—~~
2 Terme
1 1 1
P 72 n —_— 0 —
o = () g g @
n Terme
1
o 2\n
en = (0 e T DY)
-2
Ty 1
= e

Die Losung der Differentialgleichung lautet somit

Yo(z)

Die Normierung ergibt

JCEIRE

Co

E 2n _ § — (7 \n
Om on = n!(2x J'eo
n=

n=0

oN




GRUNDZUSTANDSWELLENFUNKTION DES HARMONISCHEN OSZILLATOR$

o(x) = (mz:g)_i e 213 (4.26)

Abbildung 4.3: Vergleich der Wahrscheinlichkeitsdichte p(x) des harmonischen
Oszillators. Gestrichelte Linie: klassisches Ergebnis. Durchgezogene Linie: q.m.
Ergebnis fiir n = 0. Die Auslenkung x ist in Einheiten von x angegeben.

Die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen in (z, x+dx) anzutreffen, ist demnach

‘ 8
N

onN

P(z)xe *

Klassisch betrachtet ist diese Wahrscheinlichkeit proportional zur Verweil-
dauer At des Teilchens im betrachteten Intervall

Ax
[o(@)]

Aus der klassischen Oszillatorbewegung folgt

P(x' € (v,x + Az)) x At =

z(t) = A-cos(wt+ @)
w(x)| =|2| = |w-A|-]|sin(wt+ )| = [wA|\/1 — cos?(wt + )

241




Nach der Normierung auf 1 erhalten wir

P(z' € (z,x +dx)) = 51—7()2@6

z
A

In Abbildung (4.3) sind die klassische und (fiir n = 0) die quantenmecha-
nische Wahrscheinlichkeitsdichte abgebildet. Die klassische Aufenthalts-
wahrscheinlichkeit ist vollstindig durch die maximale Auslenkung A fest-
gelegt. Diese Grofie kommt in der quantenmechanischen Beschreibung
nicht vor. Um beide Verteilungsfunktionen miteinander vergleichen zu
konnen, wihlen wir die Parameter so, dafy beide Verteilungen dieselbe
Varianz haben. Die Varianz der klassischen Wahrscheinlichkeitsdichte ist
(Az)? = A?%/2. Die Varianz des quantenmechanischen Ergebnisses ist laut
Gl. (4.24) z3(n + 1/2). Damit gleiche Varianzen vorliegen mufl die Ampli-
tude im n-ten angeregten Zustand A2 = 2(n + 1/2) 2% gewihlt werden.
Die Gesamtenergie ist klassisch E., = L4 = ™% 42, Setzen wir hier die
gerade bestimmte Amplitude ein, so erhalten wir

2 2

mw mw- h
2 1

Eges = —— w5(n+3) = —

: (n+3) =hw (n+3)

2 mw

in Ubereinstimmung mit der quantenmechanischen Energie. Das heifst,
die Amplitude wurde so angepafst, dafs die Energien iibereinstimmen.

4.1.5 Angeregte Zustinde in der Ortsdarstellung

Der n-te angeregte Zustand kann durch n-faches Anwenden des Erzeu-
gungsoperators aus dem Grundzustand erzeugt werden. Das wollen wir
ausnutzen, um die angeregten Zustdnde in der Ortsdarstellung zu bestim-

242



men

n' To d(;;—o) \AV’]_T\/ZEO
(mit ) R d\", -
2=—) = — — | lz——] e
To n! VT \/Zo dz s

Die angeregten Zustdande in der Ortsdarstellung

1 -1 1 _z
tnle) = =2 E hn<z>}z% (427)
hn(z) : Hermite-Polynom n-ten Grades

e h,(z) : reelles Polynom der Ordnung n in z

e h,(z) hat gerade oder ungerade Paritdt: h,,(—z) = (—1)"h,(2)
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Beispiele:

d 22 22 2 22 Z2
(z — d—)e_7 = ze 2 (5)6_7 =2z e 7
2 ~~
h1(z)
d 22 d 22 22 d 22
(z — E)Qe_ T = (z-— 5)226_7 = 2(z%" 7 — a(ze 7))
22
= 2(z—1+2Ye 2
22
= 202" —1)e 2
———
ha(z)

Orthogonalitdt der Hermite-Polynome

/00 (2 (2)dz = S mnl/T2"
/@Z)n @ij = 5n,m

Abschliefiende Bemerkungen:

e Das Eigenwertproblem kann auch direkt im Ortsraum geldst werden

- R? d?
i = B = (— 5 4+ 5ma)a) = Bu(2)

Die Wahrscheinlichkeitsdichte der angeregten Zustdnde ist in Abbil-
dung (4.4) dargestellt und mit dem Ergebnis der klassischen Mecha-
nik verglichen.

Die Wahrscheinlichkeitsdichte hat n Nullstellen.
Der Abstand der Nullstellen ist ungefihr Axs ~ 2A4/(n + 1) =

xo \/8/n firn > 2.

Qualitativ ndhert sich das q.m. Ergebnis fiir n — oo dem klassischen
Ergebnis an. Es bleiben aber deutliche Unterschiede

— n Nullstellen

- die Maxima sind doppelt so hoch wie im klassischen Ergebnis.

Experimentell haben wir aber immer eine endliche Auflésung Ax.
Die experimentelle Wahrscheinlichkeitsdichte ist demnach

fZ+A1’/2 dl’

~ Azx/2
pla) = ==
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Da Az > Ans (2o =~ 107 %m fiir m=1g und w=1/sec)
stimmen die Kurven fiir n — oo auch quantitativ iiberein.
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Abbildung 4.4: Vergleich der Wahrscheinlichkeitsdichte des harmonischen Os-
zillators. Gestrichelte Linie: klassisches Ergebnis. Durchgezogene Linie: q.m. Er-
gebnis fiir n = 1, n = 2 und n = 20 (von oben nach unten).
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4.1.6 Dyanmik des harmonischen Oszillators

Wir wollen hier die Zeitentwicklung der Wellenfunktion im Potential des
harmonischen Oszillators untersuchen. Zur Zeit t = 0 sei der Zustand
|®o). Zu einem spateren Zeitpunkt ¢ > 0 ist der Zustand gemafs Gl. (3.92)
und GIl. (3.103)

B(x, 1) = (2]®1) = (ale T |Bg) (4.28)

da der Hamilton-Operator des harmonischen Oszillators nicht explizit von
der Zeit abhiangt. Wir entwickeln den Anfangszustand |®,) nach den Ei-
genzustanden des harmonischen Oszillators

o) = > cn |n) (4.29)
n=0
cn = (n]Pg) = /\Ifn(x)Q)o(x) dx : (4.30)

Einsetzen in Gl. (4.28) liefert
O(z,t) = ch (z|n) e~ Pn
n=0
— chan(x) 6—iwt(n+l/2)
n=0
= t/? Z cn W, () e ™m . (4.31)
n=0

Die Tatsache, dafs die Energiedifferenzen £, — E,, ganzzahlige Vielfache
einer Energieeinheit (hier Aw) sind, fithrt dazu, dafs die Wellenfunktion
periodisch in der Zeit ist. Die Periode 7" = 27 /w entspricht der klassischen
Schwingungsdauer.

Oz, t+T) = e ewt/? Z cn U, (x) e i g2 (4.32)
n=0
= —®(z,t) : (4.33)

Der negative Vorfaktor hat keinen Einfluff auf Mefsgrofien. Das Ergebnis
kommt nicht vollig unerwartet, da das Ehrenfestsche Theorem bereits be-
sagt, dafs sich der Mittelwert (x) im quadratischen Potential klassisch ver-
hélt. Das besagt aber zundchst nur, dafd der Schwerpunkt der Wellenfunk-
tion periodisch oszilliert. Es ware noch denkbar, dafy die Wellenfunktion
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mit der Zeit ,,auseinanderlduft”. Das ist aber deshalb nicht moglich, weil
damit ein Zuwachs an potentieller Energie verbunden wire. Wie sieht die
Wellenfunktion nach der Hilfte der Schwingungsdauer aus?

(I)(l‘,t+T/2) _ ez‘w/Q eiwt/2zcn@n(l,> eTiwtn ,—imn

n=0
00

_ ieiwt/QZCn\I]n(m) e iwtn (_1)71,

n=0
ieiwt/? ch\lfn(—x) e iwtn
n=0
— iD(—,t) . (4.34)

Bis auf den unwichtigen Phasenfaktor i entspricht das ebenfalls den klas-
sischen Erwartungen.
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4.2 Einfache Potential-Probleme

Wir wollen hier einige einfache Potential-Probleme in der Ortsdarstellung
untersuchen. Wir beschranken uns hierbei auf eindimensionale zeitunab-
hiangige Potentiale. Die zeitabhdngige Schrodingergleichung fiir ein q.m.
Teilchen lautet allgemein

0 (a,t) = m%w(x, B (4.35)

Da der Hamiltonoperator zeitunabhéngig ist, erhdlt man die stationédre Lo-
sung aus dem Produktansatz

' ¢($,t> - Mx) ’ e—ig - ¢<x>6_iwt (436)
mit: hw=F

4.2.1 Freie Teilchen

Fiir ein freies Teilchen enthilt die Schrodingergleichung keinen Potential-
term

” 2mFE

Vi) =~ u()

Die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung ist

Y(x) = ae* be ™ (4.37)
2mkE
mit kE = 7;;

Dieser Zustand beschreibt ein freies Teilchen und ist nicht normierbar
—+oco
[ @) s = oo
— 0

Setzen wir die Losung (4.37) in den Ansatz (4.36) ein so erhalten wir

¢(x> t) _ aei(kaz—wt) + be—i(k:c+wt) (438)
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Ort konstanter Phase 7

Wir untersuchen, wie sich der Ort Z fester Phase zeitlich verandert.

1. ei(kac—wt)

kr —wt = const
N wt n const
r = —
k k

= UPhase ! + -%0

Diese Gleichung definiert eine typische Geschwindigkeit des Problems

DIE PHASENGESCHWINDIGKEIT

S

UPhase -— E

Der Term ¢!(**=%*) beschreibt eine rechts-laufende Welle, da die Phasenge-
schwindigkeit positiv ist.

2. e—i(km+wt)

kx +wt = const

r = _UPhaset"i_jO

Dieser Term beschreibt eine linkslaufende Welle.
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Wahrscheinlichkeitsstromdichte

Zundchst bestimmen wir den Beitrag, der von der rechtslaufenden Welle
geliefert wird

wr — aeikw e—iwt
h d h . .
jr — _%(w*_w> — —’&’2%<Zk efzk:(: ezkm)
m dx m
h
Jr = _|a’2'k
m
. hk P
gr = —lal* = =lal* = vlaf?
m m

Analog liefert die linkslaufende Welle einen Beitrag
. hk
gi=——bf
m

Das Ergebnis bestédtigt, daf es sich um rechts- bzw. linkslaufende Wellen
handelt.

Die Eigenzustdnde (4.37) sind rdumlich ausgedehnt. Aus ihnen kénnen
allerdings durch geeignete Linearkombination lokalisierte Zustande (Wel-
lenpakete) konstruiert werden

Ui(z) = /_ h a(k) e dk

[e.9]

wenn die Entwicklungskoeffizienten a(k) geeignet gewahlt werden. Der
lokalisierte Zustand ist jedoch kein Eigenzustand des Hamiltonoperators
mehr und zerfillt (zerfliefst) mit der Zeit.

4.2.2 Gebundene Zustinde im Potentialtopf
A) Potentialtopf mit unendlich hohen Wianden

Der Potentialtopf mit unendlich hohen Wanden, der in Abbildung (4.5)
skizziert ist, kann als stark idealisierter Festkorper betrachtet werden. Die
Elektronen verspiiren ein konstantes Potential im Festkorper und werden
durch unendlich hohe Wande daran gehindert, den Festkorper zu verlas-
sen. Das Potential lautet
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Abbildung 4.5: Potentialtopf mit unendlich hohen Wiinden

0 fir0O<z<lL
. { ir0 <o
oo sonst

Wir bestimmen die Wellenfunktion in den drei Teilgebieten separat und
setzen diese dann mit den Randbedingungen geeignet zusammen.

[&III: Hier ist ¢(x) = 0, da sonst
B = [ V@) d = o0

II: Die Schrodingergleichung vereinfacht sich zu der des freien Teil-

chens
" 2mFE
Vi) = TR
mit der Losung
Y(x) = asinkxr+b coskx (4.39)
mit k = 27;;E
a,b € C

Die Stetigkeitsbedingungen ¢(0) = 0 und ¢/(L) = 0 verlangen

b =0
asin(kL) =
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Abbildung 4.6: Wellenfunktionen zu den drei niedrigsten Eigenwerten.

Die zweite Bedingung zusammen mit der Normierung kann nur mit
sin(kL) = 0 erfiillt werden, da mit a = 0 die Wellenfunktion identisch
verschwinden wiirde. Damit erhalten wir die

QUANTISIERUNG DER WELLENZAHL, DES IMPULSES UND DER ENERGIE

k= T n=1,2,
h
p=hk = ”T” (4.40)
_ n*r?
" 2mI?
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Bemerkungen:

e Wie bereits besprochen, muf ¢/’ bei z = 0 und = = L nicht stetig sein,
daV(z) =ocofirz <Oundz > L.

e In Gl. (4.39) sind negative Energien, d.h. rein imaginédre Wellenzah-
len k£ noch erlaubt. Die zugehorigen Wellenfunktionen kénnen aber
nicht gleichzeitig an beiden Potential-Rdndern verschwinden. Die
Randbedingungen verlangen also auch £ > 0. Dies folgt auch be-
reits aus den allgemeinen Uberlegungen E > Vain.

o F, xxn’

e [, o< 1/L?. Wird bei Polaron-Problemen interessant.

In Abbildung (4.6) sind Wellenfunktionen zu den drei tiefsten Eigenwer-
ten dargestellt.

Kraftiibertragung auf die Wande
Die Kraft errechnet sich aus der Energie

dE
dL
Rr*n? 2 Rnn?
om L3 mI?
D.h., das Teilchen versucht aufgrund der Impulsiibertragung, die Wande
auseinanderzuschieben.

F =

B) Potentialtopf mit endlicher Tiefe

Wir betrachten nun einen Potentialtopf mit endlicher Tiefe

!
V(z) = Vo fiir|z] < L/2 ; Vo <0 (4.41)
0  sonst

wie er in Abbildung (4.7) skizziert ist. Wir haben hier den Koordinatenur-
sprung im Vergleich zum vorherigen Beispiel um —L/2 verschoben, da
sich hierdurch die Rechnungen vereinfachen. Wir interessieren uns hier
ausschlieflich fiir gebundene Zustinde, das heifst im Fall des vorliegen-
den Potentials £ < 0. Der andere Fall (£ > 0) wird im nachsten Abschnitt
besprochen. Gleichzeitig muf3 die Energie aber gemafs Gl. (3.132) grofier
als das Potential-Minimum sein, d.h. Vo < E < 0.
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Abbildung 4.7: Potentialtopf endlicher Tiefe.

Wir unterscheiden die drei in Abbildung (4.7) gekennzeichneten Berei-
che. Fiir die Bereiche I und III lautet die zeitunabhédngige Schrodinger-
gleichung

_om|B|

V(@) = T2 ()

Die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung hat die Form

P(x) = Aje™™ + Age™™

. om | E]| ) (4.42)
mit K= 2

Im Bereich I mufd A; = 0 sein, da die Wellenfunktion ansonsten fiir z —
—oo exponentiell anwachsen wiirde und somit nicht normierbar ware.
Aus demselben Grund ist A, = 0 im Bereich III.

Im Zwischenbereich II lautet die zeitunabhédngige Schrodingergleichung

Vol = [E])
h2

/() = 2 b(a)
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Hier hat die allgemeine Losung der Differentialgleichung die Form

U(x) = Bie*® 4 Bye~

_ : (4.43)
mit =220 TED
72
Die gesamte Wellenfunktionen ist somit
Aq e r < —%
Ay e h [T > é

Den Grenzfall £ = 0 miissen wir vorab separat diskutieren. Hierbei ist
k = 0. Das heifst, die Wellenfunktion ist in den dufSeren Bereichen I und III
konstant. Die Konstante mufs Null sein, da die Wellenfunktion sonst nicht
normierbar ware. Da die Wellenfunktion und deren Ableitungen bei +1/2
stetig sein mufs folgt, dafy die Wellenfunktion tiberall identisch Null ist: die
Stetigkeit verlangt, dafy die Wellenfunktion bei x = 41 /2 Null ist. Damit
ist das Problem identisch zu dem Potentialtopfproblem mit unendlich ho-
hen Winden. Hiervon wissen wir aber bereits, daf$ die Wellenfunktionen
an den Potentialwdnden verschwinden nicht aber ihre Ableitungen; aufier
fiir den Fall, dafs die Wellenfunktion identisch verschwindet. Dies ist aber
keine physikalisch akzeptable Losung. Das heifst, es gibt keine Losung zu
E = 0. Wir haben deshalb die Einschrankung V, < E < 0.

Aus dem Abschnitt (3.11.6) wissen wir, daf$ die Wellenfunktionen in einem
symmetrischen Potential symmetrisch oder anti-symmetrisch sein miis-
sen. Die Wellenfunktionen lautet dann

(As el o < —%
symmetrisch 1 (z) = { By cos(kz) ; -2 <z <L  (4.45a)
\AS e h* Tx > %
(A, er® o < —%
anti-symmetrisch  t,(z) = { B, sin(kz) ; -2 <z <L  (4.45b)
\—Aa et x> %

Nun werten wir die Randbedingungen zur Bestimmung der Konstanten
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aus

¥s(3) Ay e 3 = By cos(kL/2)
= tan(kL/2) = Z
Uiy —A e 3 = kB sin(kL/2)
(4.46a)
Ya(L): —A, e = B, sin(kL/2)

= tan(kL/2) = —%
V(L) A,e™®) = EB, cos(kL/2)
(4.46Db)

Diese beiden Gleichungen liefern die Quantisierungsbedingungen fiir die
erlaubten Energieeigenwerte. Fiir die weitere Analyse ist es sinnvoll, ei-
ne neue Variable n = kL/2 einzufiihren und F tiber Gl. (4.43) hierdurch
auszudriicken

P o= =25
m mL? |V,
= QE—QIE] = %( 2h|2 |—772)
——
Vo
= % = QT%LE‘— %_772
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Abbildung 4.8: Graphische Bestimmung der Energie-Eigenwerte im Potential-
topf. Aufgetragen ist tan(n) iiber n € (0,/Vy)und auferdem die Funktionen

—k/k und k/k. Es wurde Vi, = 100 gewihlt.

Zusammen mit Gl. (4.42) und den Bedingungsgleichungen (4.46a) und
(4.46b) erhalten wir

L2 Vo —n?
symmetrisch: tan(n) = ZL;Q = OT
kL/2
anti-symmetrisch:  tan(n) = _/{L§ ; = _+
VVo—1n?

Die graphische Losung dieser Gleichungen erhilt man aus den Schnitt-
punkten der in Abbildung (4.8) dargestellten Kurven «/k bzw. —k/x mit
der Kurve zu tan(n) im Bereich 0 < n < v/Vo. Man erkennt, daf unab-
hingig von V; immer ein Schnittpunkt mit der x/k-Kurve auftritt. Es exi-
stiert somit mindestens immer ein symmetrischer, gebundener Zustand.
Wir kdonnen auch leicht die Zahl der gebundenen Zustdnde bei gegebenem
Potentialparameter 1, bestimmen. Der Tangens hat Nullstellen bei 7 = nr.
Die Zahl der Schnittpunkte der Kurve zu x/k mit tan(n) nimmt immer um

eins zu wenn \/V, die Werte nr {iberschreitet. Die Zahl der symmetrischen

Eigenwerte ist also N, = int(@ + 1). Die Zahl der Schnittpunkte der
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Kurve zu —k/x mit tan(n) wichst um eins wenn +/V, die Werte nr + 7/2
tiberschreitet. Die Zahl der anti-symmetrischen Figenwerte ist demnach

N, = int(@ +1/2).
Zur endgiiltigen Festlegung der Wellenfunktion nutzen wir die Stetig-
keitsbedingungen Gl. (4.46a) und Gl. (4.46b)

A, = B, e"? cos(kL/2)
A, = —B,e"™? sin(kL/2)

aus und erhalten daraus mit der dimensionslosen Linge £ = z/(L/2)

[ cos(n) er€tD) , < —1

Us(§) = Bsq  cos(ng) , —1<E<+1 (4.47a)
| cos(n) e 7Y , E>+1
(—sin(n) enEtD , E<—1

Vo(€) =Baq  sin(né) ,—1<E<+1 . (447Db)
[ sin(n) e (&) , E>+1

Die Parameter B, ergeben sich aus der Normierung. Die moglichen ge-

bundenen Zustinde der Potential-Mulde mit 7, = 13 sind in der Abbil-
dung (4.9) dargestellt. Die Wellenfunktion zur tiefsten Energie hat keine

Abbildung 4.9: Wellenfunktionen V,,(§) zu den drei Eigenwerten E,, des Poten-
tialtopfes mit einer Potentialhohe V) = 13.
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Nullstelle. Die Zahl der Nullstellen ist generell n — 1, wobei die QUAN-
TENZAHL n die erlaubten Energien F,, durchnumeriert. In Abbildung (4.9)
gibt die Null-Linie der Wellenfunktionen gleichzeitig auf der rechten Ach-
se die zugehorige Eigenenergie E,, an. In den verwendeten Einheiten be-
finden sich die Potentialwande bei +1. Man erkennt, daf$s die Wellenfunk-
tion mit steigender Quantenzahl n zunehmend aus dem Potentialbereich
hinausragt.

4.2.3 Streuung an einem Potential

Abbildung 4.10: Streuung an der Potential-Barriere.

Hier soll quantenmechanisch untersucht werden, was passiert, wenn ato-
mare Teilchen an einem Potential gestreut werden. Gebundene Zustande
haben wir bereits im letzten Abschnitt abgehandelt und wir konzentrie-
ren uns hier auf ungebundene Zustdande. Wir betrachten hier sowohl den
Fall einer Potential-Barriere, so wie er in Abbildung (4.10) dargestellt ist
mit einem 1 > 0 als auch den Fall einer Potential-Mulde (14, < 0). In bei-
den Fillen interessieren uns aber ungebundene Zustdnde, d.h. Energien
E > max{0, V,}.

Es treffen Elektronen von links auf das Potential. Wir werden die Intensitét
R der riickgestreuten und die Intensitdt 7" der transmittierten Elektronen
berechnen. R und 7" bezeichnet man auch als REFLEXIONSKOEFFIZIENTEN
bzw. TRANSMISSIONSKOEFFIZIENTEN. Sie sind definiert als

Zahl der reflektierten Teilchen
Zahl der einfallenden Teilchen

Zahl der transmittierten Teilchen
Zahl der einfallenden Teilchen
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1. Klassische Behandlung

Fiir die klassische Behandlung ist es sinnvoll, das Potential abzurunden
(siehe Abbildung (4.11)), damit keine §-formige Kréften auftreten. Zu Be-

Abbildung 4.11: Klassische Behandlung der Potentialbarriere.

ginn, d.h. weit vor der Potential-Barriere, ist die kinetische Energie E;,
gleich der Gesamtenergie E. Im Bereich des Potentials gilt Ey;,, = £ — V (2).
Das Teilchen wird bekanntlich, je nach Vorzeichen des Potentials, von ihm
abgebremst oder beschleunigt. Zur Ruhe kommt es im Fall V;,., > E am

Umkehrpunkt z,, an dem Ey;, = 0, d.h. wenn V' (z) = E.
Es miissen klassisch zwei Fille unterschieden werden

1. Vop>E = R=1T=0

2. Vo< B = R=0,T=1

Wenn die Gesamtenergie grofier ist als die Potential-Barriere, wird das
Teilchen nicht reflektiert und fliegt iiber die Potential-Barriere hinweg.
Dies gilt insbesondere fiir eine Potential-Mulde (V; < 0).

Ist die Potential-Barriere hingegen grofier als die Gesamtenergie, so wer-
den alle Teilchen an der Barriere reflektiert.

In diese Uberlegungen ging die tatsdchliche Form des Potentials gar nicht
ein. Fiir die Quantenmechanik ist es leichter, mit dem rechteckigen Poten-
tial aus Abbildung (4.6) zu rechnen.

2. Quantenmechanische Behandlung

In den Bereichen I und III lautet die Schrodingergleichung

” 2mE

V' (@) =~ ()
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Sie hat die allgemeine Losung
¢(I) — Al . eikac + A2 . e—ikz

2mE

mit der Wellenzahl k= 72 . (4.48)

Hinter der Barriere (Bereich III) kann es nur rechtslaufende Teilchen (Wel-
len) geben. D.h. dort muf$ A, = 0 sein. Im Bereich II gilt

Yi(z) = KP(z)
= Y(r) = By-e"™+By-e ™

o M:{W E<Vy (4.49)

h? ilk| E>1V

Die gesamte Wellenfunktion ist somit

Ay e Ay et <~
Yx) = (B e +Bye ; —L<ap<i
Ay etk T > é

Die Stetigkeitsbedingungen von v (z) und 1’ (r) liefern 4 Randbedingun-
gen zur Festlegung der 5 Unbekannten. Zuséatzlich miissen wir noch fest-
legen, wieviele Teilchen pro Zeiteinheit einfallen. Die Konstante A; hangt
direkt mit dem Strom der einfallenden Teilchen zusammen

e COrt)

- Es(,aqe—m - (ik) - Ayet® )

= E|A1|2-k
m

Uns interessiert

./r' A 2
R = z_ — ;A2;2 je: jr . . . einfallende; reflektierte Stromdichte
e 1
. C 2
r = &_ 100
Je |A1|
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Der Strom der einfallenden Teilchen wird experimentell vorgegeben. Wir
konnen ihn jedoch beliebig wihlen, z.B. A; = 1, da in R und T nur die
Verhiltnisse eingehen.

Es bleibt also als Losung

6zk:x_|_A e—ika} Cx S %L
(x) =4 By e + Bye ™ —% <z< % (4.50)
C etk ;o> L

Nun werden die Randbedingungen zur Bestimmung der restlichen Kon-
stanten ausgewertet

B(=L): B 4 AL emi—h) = B osH) | B, rh)
(L) : C.e*) = B .ex®) 4B, . erb)

Y(—%): e"hF — A3 = —ip(Bie "% — Bye's)
V(L) Cehs = —ip(Be"T — Bye™"7)

. e‘ik% ikl A . qié 2 By
) ( 0 >+6 (C)_(qé ¢ ) \ B
g e~ik% aL [ A . —qr g By
o () (e) = e ) (B

Das Inverse der Matrix M lautet

1 g3 3 1
M_l = 7 1N ( q1 ¢ 1 ) = 7 N N
(¢—q7Y) @2  —q (g—q™)

Wir multiplizieren i) von links mit M~! =

Bl . -1 G_ik% zk% -1
(B) = () ) +erim

) (4.51)
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und setzen das Ergebnis in i7) ein. Mit Abkiirzungen sh := sinh(xL) und

ch := cosh(kL) fiihrt das zu

eks ikL A — iDNM! ek3 z’k%~NM—1
0 —e C = 1p. 0 +e" 2 C

L [ _ A P _ —ikg
k3 (]1+@pNM 1)(0) = (]l—zpj\//\/l 1) (60 )

A

Wir erhalten somit fiir die Koeffizienten A und C' das Zwischenergebnis

A —ikL [ § ~1 N ~1 1
(C):e (ll—l—zp./\f./\/l ) (]l—zp/\//\/l ><O>

~~

K

(4.52)

Nun gilt es, die Matrix K zu berechnen. Dazu benétigen wir zunéchst

1 1 +qt =2 1
-1 _ 2 _ q—Tdq _
NoME = q—q‘lN q—q‘1< —2 Q+q‘1) sh

Daraus erhalten wir

1 —fech L ip
<f1—ipNM_1) = " "
i ipch
g1

ipch _ip
1+ sh sh

-1
(ﬂ + ipN./\/ll) =

1 ipch
_i L+ gh

ipch ip

1 1+ sh sh

det ip 1+ ipch
sh sh

Mit der Determinanten der Matrix (i + ipAN M)

. 2 2 . 2

ipch p 1pch ,ch” —1

det = (1+— — = 1+2 — =
¢ ( T ) +sh2 * sho 7

berechnet sich die Matrix K zu
sh (1+p?) Qi_ﬁ

K - 1 2 2ipCh .
(1—p?) + 247 22 (14 p?)
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ch

—1

—1 ch
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Mit GI. (4.52) und Gl. (4.51) lauten die Koeffizienten

( 4 ) ——; (14 p?)sh

— 2 ’
C (1 — p?)sh + 2ipch 2ip
B B e~ kL/2 e (1 — p?*)sh + 2ipch + (1 + p?)sh
By ~ (1 — p?)sh + 2ipch 2ip
- 2e~kL/2 _4 ( sh+ipch
(1 — p?)sh + 2ipch ip
Das fiihrt zu dem Endergebnis
A=1e ™ (14 p*)sinh(kL)
C=+i2p e~ kL
_ 1 —ikL/2 (1 _ ;o\ o—KL/2
B 7€ | (1—1ip)e (4.53)
Bl _ % e—sz/Q (1 +Zp) e+/€L/2
Z = (1 — p*)sinh(kL) + 2ipcosh(k L)

Daraus erhilt man

REFLEXIONS- UND TRANSMISSIONSKOEFFIZIENT

R—|A]? = (1+ p?)?-sinh?(xL)
- (1+ p2)2sinh®(kL) + 4p2

(4.54)
4p?
T - O 2 - =
c (1+ p2)2sinh?(kL) + 4p>

1-R

Die wegen der Stromerhaltung j. = j; + j, notwendige Summenregel
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R+ T = 1ist offensichtlich erfiillt. Die Ergebnisse hdngen ab von

K-L=MX-+v1—c¢
K 1—¢
p_k_ €
L 4.55
oL (4.55)
V2mVy
E
€= —
Vo

Von den urspriinglich 3 Parametern des Problems, L, V; und E gibt es zwei
relevante, dimensionslose Parameterkombinationen, A und e. Wir werden
die beiden Fille, die sich auch klassisch unterscheiden, ndmlich

1. hohe Potential-Barriere (V5 > E > 0)

2. niedrige Potential-Barriere mit £ > 1{, > 0 oder Potential-Mulde E >
0>V,

im folgenden separat diskutieren.

A. Streuung an einer hohen Potential-Barriere (1, > E > ()

Wir betrachten zunédchst den Fall, dafd die Energie des Teilchens klassisch
nicht ausreicht, die Barriere zu tiberwinden (7" = 0 und R = 1). Die Situa-
tion ist in Abb.(4.12) skizziert. Wegen 1 > ¢ > 0 folgt k € Rund x € R.

Abbildung 4.12: Energie geringer als Potential-Barriere.

Das heifst, die Wellenfunktion zeigt oszillierendes Verhalten auflerhalb des
Barrieren-Bereichs und einen exponentiellen Abfall? im Barrieren-Bereich.
Wie die obige Rechnung gezeigt hat, gibt es quantenmechanisch — im Wi-
derspruch zur klassischen Erwartung — dennoch eine nicht-verschwindende

2Der exponentiell ansteigende Beitrag verschwindet nicht, wird aber vom abfallenden
Teil dominiert.
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Wahrscheinlichkeit, daf$ das Teilchen die Potentialbarriere iiberwindet. Man
spricht vom TUNNELEFFEKT. In den Gleichungen (4.54) und (4.55) sind al-
le Grossen reell.

Wir betrachten den Spezialfall einer sehr breiten und /oder hohen Barriere

k-L >> 1

bzw.

2m E
— L2V /1 —— >> 1
\/h °\/ Vo

In diesem Fall kann sinh(xL) und 7" in Gl. (4.54) durch

625[/ + e—inL + 2 N eQnL
4 4
4 2
P )26—2@
14 p?

sinh®(kL) = >> 1

= T = (

angendhert werden. Das bedeutet, der Transmissionskoeffizient verschwin-
det exponentiell mit der Barrierenbreite und der Barrierenhohe. Er wird
aber nur Null fiir unendlich breite oder unendlich hohe Potentialbarrie-
ren.

Wir betrachten nun zwei Anwendungen des Tunneleffektes

Raster-Tunnel-Mikroskop
Nobelpreis 1986 H.Rohrer, G.Binnig (IBM-Riischlikon)

Beim Scanning Tunneling Mikroscope (STM) wird eine Metallspitze tiber
eine Probenoberfldche mittels ,Piezoantrieb” gefiihrt, sieche Abbildung (4.13).
Die leitende (oder leitend gemachte) Probe wird zeilenweise abgetastet.
Zwischen der Spitze und der Probe wird ein Potential angelegt, wodurch
ein , Tunnel-Strom” fliefit, der vom Abstand der Spitze zur lokalen Pro-
benoberfliche abhdngt. Mit Hilfe einer Piezo-Mechanik kann die Spitze
senkrecht zur Probenoberfldche bewegt werden. Es gibt verschiedene Ar-
ten, das Tunnel-Mikroskop zu betreiben. In einer Betriebsart wird die Spit-
ze immer so nachjustiert, dafd der Tunnel-Strom konstant ist. Die hierfiir
notwendige Verschiebung ist ein Mafs fiir die Probenoberfldche.

Ein STM hat atomare Auflosung. Das erscheint zunédchst unglaubwiir-
dig, da die Spitze makroskopische Dimensionen hat. Der Grund ist der,
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Abbildung 4.13: Raster-Tunnel-Mikroskop.

dafl wegen der exponentiellen Abhingigkeit des Tunnel-Stromes vom Ab-
stand, das ,, unterste Atom” der Spitze den dominanten Beitrag zum Strom
liefert (siehe Abbildung (4.14)).

Abbildung 4.14: Spitze des Raster-Tunnel-Mikroskops.

a-Zerfall

Ein Kern kann-«a Teilchen (2 Protonen, 2 Neutronen) emittieren. Das Po-
tential des a-Teilchens im Kern wird fiir kurze Abstiande von der anzie-
henden Kernkraft und fiir groflere Abstande von der Coulombkraft be-
stimmt. Ein stark vereinfachtes, effektives Potential ist in Abbildung (4.15)
dargestellt. Wenn das Teilchen mit Drehimpuls L > 0 herauskommt, muf3
noch ein Zentrifugalbeitrag berticksichtigt werden. Klassisch kann ein Zer-
fall nur dann stattfinden, wenn das a-Teilchen auf eine Energie grofier
als V., angeregt wird. Quantenmechanisch jedoch kann das a-Teilchen
die Potential-Barriere durchtunneln. Wir wollen nun eine halb-qualitative
Diskussion der Lebensdauer des a-Teilchens fiihren. Der Transmissions-
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Abbildung 4.15: Potentialverlauf fiir o-Zerfall.

koeffizient 1" = J—; hat hier die Bedeutung einer Zerfallswahrscheinlich-
keit. Jedesmal, wenn das a-Teilchen gegen die Barriere trifft, ist die Wahr-
scheinlichkeit 7', dafs es den Atomkern verladfit. Die kinetische Energie im
Kern ist

mu?

Eyin = E—V:E+|me|27

2
vo= \/E<E+|me|)

Die Frequenz, mit der das Teilchen immer wieder gegen die Barriere lduft,
ist

v

210

V20 (E + Vial)
2mxg

Bei jedem Auftreffen auf die Barriere ist die Austrittswahrscheinlichkeit
gleich T. Aus der Zerfallswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit f -7 errechnet
sich die mittlere Lebensdauer des a-Teilchens im Kern zu

1

T = -

[T
2maxg

T - \/2m(E + [Vipin|)

Man beachte, dafs das a-Teilchen den Kern immer nur als Einheit verlassen
kann! Es , fliefst” also nicht kontinuierlich heraus!
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B. Streuung an einer niedrigen Potential-Barriere (£ > 1;, > 0) oder
Potential-Mulde (£ > 0 > V})

Wir betrachten nun den entgegengesetzten Fall, der in Abbildung (4.16)
dargestellt ist, in dem das Teilchen klassisch nicht an der Barriere reflek-
tiert wiirde (R = 0; T = 1), das heifst wir behandeln die Fille £ > V;, > 0
und £ > 0 > V4. Quantenmechanisch wird die uns hier interessierende

Abbildung 4.16: Energie grofSer als Potential-Barriere.

Situation ebenfalls durch die Gleichungen (4.54) und (4.55) beschrieben.
Es werden allerdings einige Parameter imagindr und es ist sinnvoll dies
explizit zu beriicksichtigen. Es sind die Félle ¢ > 1 und € < 0 moglich. Fiir
beide Falle wird aus Gl. (4.54) und Gl. (4.55)

REFLEXIONS- UND TRANSMISSIONSKOEFFIZIENT (F > max{0, V;})

4p?

T —
(1 — p2)2sin®(kL) + 4p2

(4.56)
R=1-T
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K 1—c¢

/)—E— | c |

\ = f;; : (4.57)
V2mivel

_E

T

Im Barrierenbereich gibt es nun auch eine oszillierende Losung

wll _ Blez\/ﬂx_'_BQefz\ﬁ\x

. 2m

Quantenmechanisch wird der klassische Wert T' = 1 (bzw. R = 0) immer
dann erreicht, wenn sin |xL| = 0, bzw. |x|L = nn. Anschaulich bedeutet
das, dafs die Barrierenbreite ein halbzahliges Vielfaches der Wellenldnge
p = 2m/k ist und die Welle in die Potentialbarriere ,hineinpafst”. Wiirde
man die Ausbreitung eines Wellenpakets untersuchen, wiirde man finden,
daf3 das Teilchen in diesen Fillen besonders lange im Potentialbereich an-
zutreffen ist. Dieses Phdanomen nennt man Streuresonanz. In Abbildung
(4.17) ist der Transmissionskoeffizient einmal als Funktion der reduzierten
Energie ¢ und einmal als Funktion der reduzierten Lange A aufgetragen.
Im letzten Bild erkennt man das Resonanzphdnomen. Da obige Uberle-
gungen auch fiir Vj; < 0 gelten, besagt die q.m. Rechnung, daf$ es auch
an Potentialtopfen Reflexionen am Potentialrand gibt. Dies wére klassisch
keinesfalls moglich.
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Abbildung 4.17: Transmissionskoeffizient in Abhingigkeit von € fiir A = 7 (obe-
res Bild) und als Funktion von X fiir e = 1.05 (unteres Bild).

4.2.4 Aufenthaltswahrscheinlichkeiten

Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines quantenmechanischen Teilchens
im Intervall (z, x + dx) errechnet sich aus den Gleichungen (4.50)

I ()] = 1+|A]? +2 R(A )
N —

|A] cos(2kxz—p)
A = |Al-e¥
R = |A]

lW(x)]? = 1+ R+ 2V Rcos(2kz — ¢)
1) [(@)]* = [Bil*e* 5 |Bal*e™ + 2R(B{ Bs)

HI) @) = [CP=T=1-R



Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit ist in Abbildung (4.18) fiir die drei dis-
kutierten Fille aufgetragen.

Im Gebiet I) entstehen durch Reflexionen an der Potential-Barriere auch
Wellen, die nach links laufen. Daraus resultiert eine Interferenz, die, wie
in Abbildung (4.18) dargestellt, zu einer oszillierenden Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit fiihrt.

Im Gebiet /7) hiangt es davon ab, ob £ < V; oder E > V}, also ob « reell
oder imagindr ist. Wenn « reell ist, so findet man ein exponentielles Ab-
klingen. Wenn « aber imagindr ist, so beobachtet man auch im Bereich der
Potentialbarriere oszillierendes Verhalten.

Im Gebiet /11) lauft die Welle nur nach rechts, es kann also keine Interfe-
renz geben. Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit ist tiberall konstant.

Wir haben hier nur den eher unrealistischen Fall behandelt, dafs die einlau-
fenden Teilchen im Impulseigenzustand prapariert werden und raumlich
vollig unbestimmt sind. Der interessantere Fall ist sicherlich der, daf§ die
einfallenden Teilchen als Wellenpaket prapariert werden. Die mathemati-
sche Behandlung ist dann wesentlich komplizierter, liefert aber dieselben
Reflexions- und Transmissionskoeffizienten. Die Rechnung kann im Buch
von Shankhar nachgelesen werden.
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Abbildung 4.18: Aufenthaltswahrscheinlichkeiten beim Streuproblem fiir die
drei diskutierten Fille Vo > E >0, E > Vo > 0und £ > 0 > V.
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Kapitel 5

Drehungen und
Drehimpulsoperator

Wir haben bereits mehrfach gesehen, daf8 Transformationen, z.B. Transla-
tion und Zeitentwicklung, in der Q.M. durch unitdre Operatoren beschrie-
ben werden. Was Drehungen anbelangt, so kennen wir deren Wirkung im
Raum der Spin-1 Zustinde. Diese Uberlegungen sollen nun auf beliebige
Zustande in der Koordinaten-Darstellung erweitert werden.

Definition: R,(y) : Drehung um die Achse z, um den Winkel ¢.

Der zugehorige unitdre Operator kann allgemein angesetzt werden als
U(Ra(p)) = 799 (5.1)

Hierbei ist J, der Erzeuger der Drehung, d.h. der Drehimpulsoperator.
Die Drehungen bilden eine Gruppe (Drehgruppe). Das heifit insbesonde-
re, dafd das Produkt von Drehungen wieder eine Drehung um eine geeig-
neten Drehachse und einen geeignete Drehwinkel ist.

Bevor wir die Erzeuger der Drehungen spezifizieren konnen, benétigen
wir einige Eigenschaften der Drehmatrizen im R3.

5.1 Drehmatrizen im R?

Drehungen konnen durch Drehmatrizen R dargestellt werden, die einen
Vektor 7 € R?® auf ¥ = R abbilden. Die Drehungen um die drei kartesi-
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schen Achsen z1, x5, r3 sind bekanntlich

1 0 0
R.(p) = 0 cosp —singp (5.2)
0 sing cosep

cosp 0 singp
R,(p) = 0 1 0

—sinp 0 cosyp

cosy —sing 0
R.(¢) = sing cosp 0
0 0 1

5.2 Vertauschungsrelationen von Drehungen

Wir beschridnken uns in den folgenden Uberlegungen auf infinitesimale
Winkel. Es geniigt daher, die fithrenden Terme der Reihenentwicklungen
cosp=1— %2 + O(¢*) und sin ¢ = ¢ + O(p*) zu verwenden. Wir untersu-
chen nun ganz spezielle Sequenzen von Drehungen, die Aufschluf$ iiber
die Vertauschungsrelationen der Drehimpulsoperatoren liefern werden

Ry(—¢) - Ro(—¢) - Ry(p) Re()

Diese Operation wire identisch der Einheitsoperation, wenn Drehungen
vertauschten. Die sequentielle Drehung wird durch Multiplikation der zu-
gehorigen Drehmatrizen berechnet. Terme der Ordnung O(y*) werden
vernachlassigt.

11— %2 0 %)
Ry(¢)R.(¢) = 0 1 0 )(
0

1-2 ¢ oY
Ry (—p)R.(—¢) = 0 1-£

@ —p  1-¢?



Daraus folgt

-5 ¢ e
Ry(=p)Re(—p) Ry(p) Ru(p) = 0 1-£ :
4

1—*+¢* P+pP—¢? p—o
= | —¢° 1—p*+¢* —p+o
©—¢ —p+o ©* +p* +1—2p?

Ry, (—¢)Re(—¢)Ry(©)Ra() = R.(—¢7)

Das heifst, wenn wir zundchst um die x-Achse und dann um die y-Achse
um den Winkel ¢ drehen und anschlieflend die gleiche Sequenz mit Dreh-
winkel —p wiederholen, so resultiert daraus nicht die Identitat, sondern
eine Drehung um die z-Achse um den Winkel —¢?. Ganz analog erhalten
wir

R.(—¢)Ry(—@)R.(¢)Ry(p) = Ru(—¢*)
Ro(—0)R.(—0)Ra(@)Ro(p) = Ry(—¢?)
Somit gilt allgemein
Ry(—¢)Ra(—¢)Ra(0) Ra(p) = capr Ry (—¢7) + O(£%) (5.3)

Wenn wir nun diese Drehungen an einem Quantensystem durchfiihren,
miissen beide Seiten von Gleichung (5.3) physikalisch zum selben Ergeb-
nis fithren. D.h.

U(Ry(=0))U(Ra(=9))U (Rs(0))U (Ra(0)) = €U 0y By (—5%))  (5.4)

wobei w,g noch unbestimmte Phasen sind. Fiir kleine Drehwinkel ¢ kann
die linke Seite der Gleichung (5.4) in eine Reihe entwickelt werden. Wir
kennzeichnen die Operatoren vorlaufig mit .J, und vernachlissigen wie-
der Terme der Ordnung O(?)

pi Lpns Pz Lpos

Uit ds— S(EPTA+irda—S(2P2T)
p= 1 g o= 1 p,-=

(=i Ts = (PR~ 2 — S(2)22) 65)
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Ausmultiplizieren liefert

3 1 o
Js— ) —5(%)205 + T2+ )

( 2 G Judy— B2+ Jﬁja>
5y
h

V[ Ja,Js] (5.6)

(p ~
= (Js+ Ja
,.L(

II<|

Auch die rechte Seite von 5.4 entwickeln wir bis zur Ordnung O(¢?). Wir
wissen bislang von w,s lediglich, dafd diese Phase mit ¢ — 0 ebenfalls
gegen Null geht. Es wird sich im nachhinein herausstellen, dafs w,3 von
der Ordnung O(?) ist. Wir entwickeln also dir rechte Seite von 5.4 in ¢
und w

W ¥
11— —+i(= - Eapydy + wapl) (5.7)

wag = O(¢?)

[ja,jg] = h(&agvj -l—w(wﬂ)
mit

h
Was = —2wa5
Wir wissen bereits

[jaajﬁ] = _[jﬁajoz]

=
Wap = ~Wpa 1= Eapy dy

=

[Jo, Jg] = ilicap,(J, +d 1)

Die Drehoperatoren sind nicht eindeutig. Die Willkiir der Phase spiegelt
sich in d, wieder. Wir haben die Freiheit, eine beliebige Wahl zu treffen.
Mit dem Operator

J, = J, +d, 1

wird die Vertauschungsrelation besonders einfach
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VERTAUSCHUNGSRELATIONEN DER DREHIMPULSOPERATOREN

[ja, jg] = Z‘f‘”_LEOéﬁwj7 . (58)

Es ist Konvention, diese Operatoren zu verwenden. Auf die physikali-
schen Ergebnisse hitte eine andere Wahl des Phasenfaktors keinen Ein-
flus. Wir werden im folgenden kein Dach mehr auf den Drehimpulsope-
ratoren benotigen, da es keine Verwechslung geben kann.
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5.3 Skalare und Vektor-Operatoren

Wir fiihren eine Messung durch und das System befinde sich im Eigenzu-
stand |¢)) der Observablen A

A p) = al)

Wir wissen dann, daf$ in einer unmittelbar anschliefenden Messung mit
Sicherheit wieder der Eigenwert a gemessen wird. Nun gehen wir bei der
zweiten Messung zu einem mit R gedrehten Koordinatensystem iiber. Da-
bei geht der hermitesche Operator der Observablen iiber in A’ und der
Zustandsvektor |¢)) wird zu |[¢') = U(R)|). Die Eigenwertgleichung im
gedrehten System lautet dann

Diese Uberlegung gilt fiir alle Eigenvektoren. Da sie eine vollstindige Ba-
sis bilden gilt somit UT(R)A'U(R) = A, bzw.

A" =U(R)AU'(R)

Wir gehen wieder von einem infinitesimalen Drehwinkel dy aus und er-
setzen den unitdren Operator

U= ¢"i% Lo

der Drehung durch die Reihenentwicklung bis zum linearen Term in dy

A=(1- %dcha)A(ﬂ + %dg&La)
A =A- %dgp[La, Al

Wenn A ein skalarer Operator ist, ist er invariant gegen Drehungen, d.h.
A" = A. Aus GL. (5.9) folgt dann

SKALARE OPERATOREN A

(Lo, Al =0
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Wenn der Operator A Vektor-Charakter haben soll, stellt er eine Menge
von drei Operatoren (z.B. in kartesischen Koordinaten A,, A,, A.) dar, die
sich bei Drehung entsprechend transformieren miissen. Die Projektion des
"Vektors’ A auf die durch den Einheitsvektor 7 charakterisierte Richtung

liefert A, := A. Bei Drehung geht 7i iiber in @’ = R 7i. Entsprechend geht
die Komponente des Operators bei der Drehung iiber in A/, = 7' A. Wir
betrachten nun konkret Drehungen um die z-Achse um den Winkel dy

und die kartesischen Komponenten der Operatoren A. Gemi8 Gl. (5.2) ist
die zugehorige Drehmatrix

1 0 0
Ry(dp)={ 0 1 —dy
0 dp 1

Die drei kartesischen Einheitsvektoren transformieren sich bei der Dre-
hung in

el = R.(dp)e, = €,
¢, = R.(dp)é, = é, +dp e,
¢’ = R,(dp)é, =€, — dyp é,

Die Komponenten des operatorwertigen Vektors A, = &, A gehen dabei
iiber in

A=A, —dy A,

[Laca Ax] -
[L., A, = ihA,
(Lo, A,] = —ihA,

Das 14#3t sich zusammenfassen in
[Lx, Aﬁ] = Z.hé:xﬁvAy

Wenn man die Uberlegungen fiir Drehungen um die y- bzw. z-Richtung
wiederholt findet man die allgemeine Transformationseigenschaft von
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VEKTOR-OPERATOREN

(Lo, Ag] = ih eagy A, . (5.10)

Die Vektoren der Orts- und Impulsoperatoren sind Vektor-Operatoren.

[La, 78] = EayplPyDp; 6]
= Eanpl'y [Dp, 7] —ih0ppl
——
= —Z'hécwgﬁy
= Z'h&fag,yf,y
Der Beweis, daf ) ein Vektor-Operator ist, geht analog.
Im folgenden werden wir mehrere Formeln ableiten, deren Beweise wir

in den nachsten Unterabschnitt verschieben, um den Flufl der Uberlegun-
gen nicht zu oft zu unterbrechen. Es erweist sich als sinnvoll, fiir einen

beliebigen Vektor-Operator A die Definition
A;=A, +is Ay (5.11)

einzufiihren, wobei s die Werte -1 annehmen kann. Diese Definition ver-

wenden wir auch fiir den Drehimpulsoperator L. Vektor-Operatoren A ha-
ben folgende Eigenschaften

EIGENSCHAFTEN VON VEKTOR-OPERATOREN

(L. A]=+hA, (5.12a)
[Ls, Ag] = (s — &') hA, (5.12b)
(A, L] = s h A, (5.120)

Diese Eigenschaften gelten auch fiir , da dieser selbst ein Vektor-Operator
ist. Allerdings verlangt man i.d.R. zusétzlich, daff die Komponenten eines
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Vektor-Operators untereinander vertauschen [A,, Ag] = 0. Insofern stellt L
einen Sonderfall dar. Dartiber hinaus stellt der Drehimpuls bereits in der
klassischen Physik einen Pseudo-Vektor dar, da er bei Spiegelung des Ko-
ordinatensystems am Ursprung (Ubergang von rechts- zu linkshandigem
Koordinatensystem) keinen Vorzeichenwechsel macht.

Fiir Vektor-Operatoren gilt auflerdem

EIGENSCHAFTEN ZWEIER VEKTOR-OPERATOREN A UND E

AB : skalarer Operator (5.13a)
ff X é : Vektor-Operator (5.13b)
a /I + 0 é : Vektor-Operator a,beC ) (5.13¢)

5.3.1 Ganzzahligkeit des Bahndrehimpulses

Die Beweis-Idee, die wir hier besprechen werden, geht auf Born und Jor-

dan (1930) zuriick. Wir gehen von einer speziellen Wahl eines Vektor-
Operators aus

A(l):=i(BxL)—1B . (5.14)

Hierbei ist [ eine zundchst beliebige reelle Zahl und Bein Vektor-Operator,

von dem wir zundchst lediglich verlangen, dafd die Komponenten von B
miteinander vertauschen [B,, Bs] = 0, Vo, 3, so wie es z.B. bei # und ];
der Fall ist. Daf$ es sich bei dem Operator in Gl. (5.14) um einen Vektor-
Operator handelt, folgt aus Gl. (5.13b) und Gl. (5.13c).
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A= —sB. Ly+ s B(L. — s1) (5.15a)
A. =B L, —BL+B.(L. - ) (5.15b)

-2
A, A]=2hB A (5.15¢)

Da der Vektor-Operator A auch auf r wirkt, miissen wir nun auch die

2
Radial-Koordinate 7 berticksichtigen. Im Hilbert-Raum H, ist 3 2, L und

L, eine v.S.k.O. mit den Eigenvektoren |r%, [, m).

Wirwenden Gl. (5.12a), d.h. [L,, A_] = —h A_, auf den Eigenvektor |r?,[,m = [)
an und erhalten

L(A_|r2,1,0) = h(l — 1) (A_|r2,1,1))

Das hei8t, A_|r?, 1, 1) ist Eigenvektor von L, zum Eigenwert [ — 1. Ebenso
erhalten wir aus GI. (5.12b) zusammen mit Gl. (5.15b)

—
A~

Ly A) [P, 010) = 20(B Ly [r2,0,1) —BL |, 1,0) + B. (L. — 1) [, 1,1))
— A

= —BL |r?,1,1)

Soweit gelten alle Uberlegungen fiir beliebige Drehimpuls-Operatoren.
Nun nutzen wir die eingangs erwahnte Besonderheit der Drehlmpulsope—

ratoren aus, da namlich 7, = pL = 0. Mit der Forderung BL = 0 folgt
ALY =A- Ly [P LD =0
L. (A_|r*1,0) =0
Somit haben wir
Al LD =c|r*l—1,1—1)

Wie weiter unten bewiesen wird, gilt

AJAIP2 L) =21 B2 1R 10 . (5.16)
Das bedeutet
) #0 furl#0
o firli=0
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Das ist besonders offensichtlich fiir B = 7. Dann kann man also durch
n-maliges Anwenden von A_ auf |/,[) zu Eigenvektoren |l — n,l — n) mit
negativen Drehimpuls-Quantenzahlen gelangen, wenn man mit halbzah-
ligen Werten fiir | beginnt. Das Problem tritt nicht auf, wenn man von
ganzzahligen [ ausgeht, da hier ¢ = 0 fiir [ = 0 gilt. Die Bedeutung des
Operators A_ als Operator, der die Drehimpulsquantenzahl um Eins ver-

ringert, kommt nur dadurch zustande, da BL = 0 ausgenutzt wurde. Das
ist die Eigenschaft des Bahn-Drehimpulses, auf die eingangs hingewiesen

wurde. Fiir Spins gibt es keinen Vektor-Operator B mit dieser Eigenschaft.

5.3.2 Beweise

Beweis von Gl. (5.12a):

[Lza As] - [Lza Az] +is [Lza Ay]
=ihe, Ay + s i2h527y7xA$
=1hA, + shA, = sh(AJ; +1s Ay) g-e.d.

Beweis von Gl. (5.12b):

[Ls, Ag] = [(Ly + i sLy), Ay + i $'[(Ly + i sLy), Ay
= [Ly, Ag] +i s[Ly, Ay +i §'[Ly, A)] +i* 88" [Ly, A]
=0 =0

=i’ s heya A, +i° 8 heyy A, = (s — ') hA, g-e.d.

Beweis von Gl. (5.12¢):

[Azu Ls] = [Azy Lx] + s [Az7 Ly]
=ihe, Ay + s i’k Eaya Az
=ihA,+ shA,=sh(A,+ siA) qed.
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Beweis von Gl. (5.13a):

—

[Las AB) = [La, Ay Bg] = [La, Ag] By + As[La, By

= ih (5aﬁvAvBﬁ + €aﬁw‘153y)

i

=1ih (EQQVAVBQ — €a57A73g> =0 qed

Beweis von Gl. (5.13b):

Wir definieren (' := A x B.

[La, Cgl = €Bv6 [LaaAvB5]

= €876 ([La, A,]Bs + A, [La, B&])

=ih (8575 EavpApBs + €35 5a5pApr>

=ih (?BM Eapy — EBpy 5@7) A,Bs

=ih (53a65p — 08p005 — 93a0sp + 5555ap> A,B;s

=1h (5ap555 — 5a565p) A,Bs
= th €apy €qps ApBs = th eqpy O g.ed.

Beweis von Gl. (5.13¢):

— —
~ ~

Wir definieren D := A x B.

[Laa DB] =a [LCHAﬁ] +b [LOHAB]

=1h eapy (a Ay +0b BV> =th eqsy D, q-e.d.

Beweis von Gl. (5.15a):
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A()=A,+is A,
=i g5y BgLy — | By +i s (i ey, BsL, — | By)
=1 €3y BaLy — s eypy Bgl, — 1 B
=i B,L, —i B,L,— sB,L, + sB,L, — B
=s(B, +isB,)L.— sB, (L, +isL,)—1 B,
= —$B, Ly +sB; (L, — s ) g-e.d.

Beweis von Gl. (5.15b):

A.=i(B, L,— B, L,) — IB.

—il (<B+ FB)(Le— L) = (B~ B)(Le +L)) 1B

= (B_Ly — ByL_) — B,

IH[\DIr—t

(B Li+B_L,—B_L.—B,L_)—IB,
1
=B_L,—3 (B_Ly+ByL_) - 1B,
=B_L;— (B,L,+ B,L,) — B,
—B_L,—BL+B.(L.—1) qed.
Beweis von Gl. (5.15¢):

[A+7 A*] = [(_Bz L+ + B+(Lz - l))? (Bz L — B*(Lz + l))]
= :[Bz L+> B, L—l"‘ [Bz L-H B—(Lz + l)l

-~

}’: Ty
+\[B+(LZ —0),B, L_|—[By(L,—1),B_(L,+ l)l
Ty Ty

T, =—[B. L.,B. L_]
—[B.Ly,B,]L_— B, B, L,,L_]
=-B,[LyB.) L_—[B.,B)] Ly L_—B?[L.,L_|-B. [B.,L_] L,
—— —— —— ——
—h By =0 2hL, —h B_
=+hB.B,L_ —2hB>L,+hB,B_L,
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Ty=|B,L,,B_(L,+1)]
=B, [Ly,B.(L,+1)]+[B.,B_(L,+1)] L,
=B, B_ [L,(L,+1)]+B, [Ly,B_| (L, +1)
N e N——

~h Ly 2hB,
+B_ [B,,(L,+1)] Ly +[B,,B_| (L. +1) L+
=0 =0

— —hB.B_ L, +2hB?(L.+1)

LB+(L2 ) B. L_ ]

B+ [(Lz ) B L- ] [B-HBZ L—] (Lz - l)

B, B, [(L,—1),L_|+By [(L.—1),B.] L_
N———— N—_———

—2hL_ =0
+ B, [B-i-v L—] (Lz - l) + [B-i-a BZ] L_ (Lz - l)
2h B =0

—[B(L: = 1), B-(L: +1)]

= =By [(L. = 1), B_(L. +1)] = [By, B_(L. + )] (L. — 1)
=B, [(L,—1),B_] (L,+1)+B_ [By,(L,+1)] (L, —1)
—~hB_ —h By
=+hB,B_(L,+1)+h B_ By (L.,—1)
By B_
=+2h B, B_ L,

T +Ty+Ts+Ty=hB.B, L_—-2hB*L.+hB,B_L,
—hB,B_ L, +2hB(L,+1)
— hBy B, L_+2hB?(L,—1)
+2h By B_ L,

:271(B§Lz + B+B_LZ)
:2h(B§Lz + (B! + B)) Lz>
—2hB*L,
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Beweis von Gl. (5.16):

Aus Gl. (5.15c¢) folgt

Av A LD = A A, LD +2h B2 L. |11

::A_<—BZLmJ>+B+(@—wnaw)+2h§?@uJ>
=0 =0

— 2RI B
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5.4 Eigenwertproblem der Drehimpulsoperatoren

Wir suchen zunéchst einen vollstandigen Satz vertauschbarer Operatoren.
Es ist bereits bekannt, dafd die kartesischen Komponenten des Drehimpul-
ses J, und Js (fiir o # (3) nicht miteinander vertauschen. Jedoch gilt
=0 (5.17)
denn
[J27 Jg] = [Jada, Jg]

- Joz[‘]om Jﬁ] + [Jom Jﬁ]Ja

= ih(CapyJady + Eagyrda)
Nach Umbenennen von o < v im letzten Term folgt

[J%,J3] = il(capyJady + Evgadaly)
= Z'h(e’:“agvjaly — 8ag7JaJ,y) =0

D.h. J? und J, besitzen einen vollstindigen Satz gemeinsamer Eigenvek-
toren. Mehr Operatoren kénnen jedoch nicht gleichzeitig diagonalisiert
werden. Alternativ hitte man auch J? und J, oder J* und J, wihlen kon-
nen. Es darf jedoch immer nur eine kartesische Komponente vorkommen
und es hat sich eingebiirgert, die z-Komponente zu verwenden. Die bei-
den Eigenwertgleichungen fiir /2 und J. lauten

J2a,m) = ah®|la,m)

J.la,m) = m- hla,m)
a und m in |a, m) kennzeichnen die Eigenwerte und es wurden Faktoren &
aus den Eigenwerten herausgezogen, um die Herleitung zu vereinfachen,
da (Dreh)-Impulse in den ,natiirlichen” Einheiten / ausgedriickt dimen-
sionslos sind.

In vielen Uberlegungen zu Drehimpulsen erweist es sich als praktisch, ei-
ne andere Darstellung zu wéhlen.

Wir definieren

LEITEROPERATOREN

Jy=J, i, . (5.18)
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Daraus lassen sich die Drehimpulsoperatoren in kartesischen Koordinaten
zuriickgewinnen

5 - (Jy +J-)
2

_ =)
Ty = 2i

Die Vertauschungsrelationen fiir die neuen Operatoren lauten
[J+’ J—] - [Jac + ina Jp — ZJy]
= [Jxa Jz] + [Jya Jy] +i[Jya Jx] - Z[Jza Jy]
—— N——

=0 =0

= —2i[J,,J,] = —2i-ihJ, = 2hJ.

[J.,J] ] =2h].

[Jz7<]:t] - [ijcc]:tZ[JzaJy]
= ihesydy £ i(ih)eLy, Ty
= ihJ, + hJ, = £h(J, +iJ,)

[Jz7 J:I:] = :thJ:I:

Hiermit werden wir das Eigenwertproblem des Drehimpulsoperators dhn-
lich 16sen konnen wie das des harmonischen Oszillators. Schliefilich gilt
noch wegen Gl. (5.17)

[J27 Jﬂ:] =0
J+ hat folgende Bedeutung
[J., Jella,m) = J,Jila,m) — Jy J.|a,m)
—— ——
+hJ+ m h|a,m)

J.(Jxla,m)) = h(m £ 1)(Ji]la,m))
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D.h. Ji|a,m) ist Eigenzustand von J, zum Eigenwert /(m + 1). Deshalb
nennt man .J. LEITEROPERATOREN.

J. dndert nicht den Eigenwert von J?, da [J?, J1] = 0, d.h.

JZ(Ji|a,m>) = JiJ2|a,m>
= ahQ(Ji|a,m>)

und somit ist Ji|a, m) Eigenvektor von J? zum Eigenwert ah?. Daraus
folgt
Jila,m) = Cyla,m £ 1)

Die Proportionalitatskonstante Cy wird spéter iiber die Normierung be-
stimmt.

Kann J; be}iebig oft angewendet werden? Die Antwort ist NEIN, wie die
folgenden Uberlegungen zeigen.

1
S -I=I+J = (T + J )P —(Je—J)?)
1
- §(<]+J_ + J_J_|_)

1
= <a7m|‘]2 o JZQ‘a7m> = §<<a7m“]+‘]*‘aam> + <a,m\J,J+|a,m>)

Nun gilt aber auch

Jo= (L+id) = (i) =J_

d.h.
1
(a,m|J? — J*|a,m) = §(§a,m|J+Ji|a,mZ + éa,m|JiJ+|a,mZ)
Norm von J'|a,m)  Norm von J; |a,m)
> 0
Somit haben wir
ah? —m?n: > 0
a > m?

Wir erhalten folgendes Ergebnis
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1. a > 0, da die Eigenwerte von J, reell sind

2. [m| < Va

Damit /. |a, m) nicht zu zu grofien, unerlaubten m-Werten fiihrt, mufl ein
maximales m existieren, fiir das gilt

Jila, Mpaz) =0 ) (5.19)
Dann gilt aber auch

J_Ji|a,mpez) = 0
J_Jp = (Jo—idy)(Jo+idy) = T2+ I} +il[ ]y, Jy]
——

i,
J Jg = JZ—Jf—hJZ =
J_Jila, Mee) = (ah? —m2 B — B*Minas)| @, Mpnaz) = 0
a = mmax(mma:c + 1)
Analog muf$ ein m,,,;,, existieren, mit
J_|a,Mpmin) = 0
bzw.
Jid_la,mpin) = 0
=
JoJ_ = JP—=J*+hJ,
=
da beide a-Werte gleich sind, gilt somit
m?ﬂaz + Mmaz = m?nm — Mmin
m?nax - m72nm = _(mma:c + mmm)
(mmax + mmin)(mmam — Mypin + ]-) =0
Losungen
1) Mmin = —Mmazx
2) Mmaz = Mmin 1
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Die zweite Losung steht im Widerspruch zur Annahme, dafs m,,,q5 > Mypyin-
Somit bleibt nur

Mmin = —Mmag

Da wiederholtes Anwenden von J, auf |a, M) zU |a, My,.,) fiihren muf,
muf$ eine ganze Zahl n existieren, fiir die gilt

J_ma» mmm> X |(l, Mmin + 7’L> X |6L7 mmax>

=
!
Mmaz — Mmin = 2mmax =n n e NO
n
= Mmax = = n e NO

2

Den Maximalwert von m definieren wir als

j = Mmaz
a = mmam(mmaw + 1) = .](.] + 1)
a = j(j+1)

Es ist Konvention, die Eigenzustiande von J 2 und J, mit j und m zu klas-
sifizieren.

J?|3, m) = %5 (j + 1)|4, m) (5.20a)
J:|j, m) = hml|j, m) (5.20b)

Die erlaubten Quantenzahlen und deren Bezeichnungen sind in Tabelle
(5.1) zusammengefafit. Wir machen folgende interessante Beobachtung

Symbol Name Wertebereich
Jj Drehimpulsquantenzahl J=73 n € Ny
m magn. Quantenzahl me{—j,—j+1,...,5—1,5}

Tabelle 5.1: Quantenzahlen des Drehimpulsoperators.
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JI = h-ji= (Jree)? = B
= J? > J?
J2 o= mg+1) = P2+ 17

d.h., der Drehimpulsvektor 143t sich nicht vollstandig ausrichten. Das muf3
auch so sein, denn wire J? = J2, so miifite J, = 0 und J, = 0 sein, was
im Widerspruch zur Unschérferelation stiinde. Eine Ausnahme stellt j = 0
dar, da in diesem Fall gilt

([T D) = BI(J2)| = A+ |m| =0
= (AT - (AJ,)? kann Null werden.

Als néchstes bestimmen wir die Proportionalititskonstante C. aus der
Normierung

. . ! . .
(G, mlJLIelg, m) = |Cuf? (. mE1]j, m*1)

=1

O = (imlJzJxljm)
= (Gml(J* = JZ F hJ.)|jm)
= PG+ —m’Fm)
= R +1) —m(m=1))

Wir erhalten somit das wichtige Ergebnis

. B 1 ﬁ ,
lj,m+1) = \/j(j—i—l)—m(mzlzl) p |7, m) . (5.21)

Der Vektor-Operator des Drehimpulses hat eine aufiergewo6hnliche Eigen-
schaft, die auf die Nicht-Vertauschbarkeit der kartesischen Komponenten
zuriickgeht.

Fiir normale Vektoren ¢ verschwindet das Kreuzprodukt ¢ x . Das gilt im
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Falle von J nicht
jX j = €a6a57J5J7

1 —
= S€a(Capy sy + EarptyJp)

2
1 —
= éeagaﬂ'y[J,ij’y]
== éé’aaEagfyihé“,gfy(;J(s
g
= a2 Oas
9 € 6Jo
= iheyJ,
=
T x J=ihJ

Wir haben die moglichen Eigenwerte von J? aus der Kommutatoralgebra
abgeleitet. Das heifst aber noch nicht, das in der Natur alle Werte von j
tatsdchlich realisiert sind.

Insbesondere entspricht j = ; NICHT einem Bahndrehimpuls. Wir hat-
ten aber gerade j = i im Stern-Gerlach Experiment als den Spin eines
Elektrons identifiziert. Generell gilt, dafs Bahndrehimpulse ganzzahlige j-
Werte besitzen. Halbzahlige Werte kommen durch Addition von Spin mit

Spin und (oder) Bahndrehimpuls zustande.
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5.5 Der Bahndrehimpuls

Der Bahndrehimpuls ist klassisch gegeben durch L = 7 x 7. Die Uberset-
zung in Operatoren liefert

L = Fxp (5.22)

Bei der Ubersetzung der klassischen Ausdriicke in die Quantenmechanik
kommt es hierbei nicht auf die Reihenfolge der Operatoren an, da wegen
€q3, NUr Terme 7gp, mit  # v vorkommen. Das heifst, es muf§ nicht her-
mitesiert werden.

5.5.1 Vertauschungsrelationen

Wir vergewissern uns, dafd der Bahndrehimpuls tatsachlich der Drehimpuls-
algebra gentigt.

[LOM LO/] = 5046750//6/7/ [fﬁﬁ”/’f‘ﬁ/ﬁ’yl}

= Eapy€d/ gy (TAﬁ [ﬁ’}” TAB/} ﬁ'y/ + f.,@/ [fﬂ7ﬁ7/] ﬁ'y)
—thd s thd, s
B By

- ih<_€aﬁﬁ’ €'y TBPy T Eapy Eugs fﬁ’ﬁv)
= ih<€aﬂﬁl 50/716/ f’ﬂﬁfy/ —ga&/ Ea’ﬁﬁ/ f’ﬁ/ﬁ,y)

Mit

Eaﬁ'y 50/[3/7 — 50&0/ ,BB/ - 5Oéﬁ/ 560/ (523)
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[LO“LO/] — ih(((saa/ 5,6’7/ — 5a'y/ (Sﬂa/)f’ﬂﬁ,y/ — (5010/ 5’Yﬁ/ — 6&6' 6’Ya/)fﬂ/ﬁW>
N m(%’ 7808 = Oary O30/ T3Py = Ono’ TP + 0o 0.0/ T 6D ”)

= ih (Sag (5a/7 — 5aﬁ{(5a/3) f’gﬁfy

~

= the, .. €y TgDy = the,y, Ly
——

.i/l/
Wir haben damit verifiziert, dafs der Bahndrehimpuls in der Tat der Dre-
himpulsalgebra geniigt. Von den Vertauschungsrelationen alleine wissen
wir bereits, dafy die Eigenwerte ganzzahlige oder halbzahlige Vielfache

von £ sind. Wir werden noch zeigen, daf$ die halbzahligen Drehimpulse
aufgrund der inneren Struktur des Bahndrehimpulses ausscheiden. Dar-
iiber hinaus ist bekannt, daf§ L ? mit L, vertauscht. Da der Bahndrehim-
puls nur auf die Winkelanteile einer Funktion ¢ (z, y, z) = ¢(r, 8, ¢) des zu-
grunde liegenden Hilbertraumes H, wirkt, bilden (EQ,LZ) keinen v.S.k.O.
Allerdings ist (V(#),L2,L.) ein vollstindiger Satz. Der zusitzliche Opera-
tor V(7) hangt nur vom Operator der Radialkoordinate ab und vertauscht
mit allen Drehimpulskomponenten. Die drei Operatoren haben eine ge-
meinsame Eigenbasis |n, [, m). Die gemeinsamen Eigenfunktionen Y;"({2)
von L~ und L, bilden eine Basis im Raum H, der Funktionen f(Q2) =
f(0, ¢) auf der Einheitskugel. Wir wollen im folgenden die Eigenfunktio-
nen Y;"(£2) bestimmen.

5.5.2 Ortsraumeigenfunktionen des Bahndrehimpulses

Klassisch ist der Drehimpuls

-
—

L = 7xp

In der Quantenmechanik wird in der Ortsdarstellung daraus der Operator
mit den Komponenten

L = Mg —73) . B o 9
L, = Pogr —75) = Li= —((ZUHF $)$—2(8—¢2%))
L, = 2zl —y2) Y

Z i oy y@a}

298



Kugelkoordinaten

x r - sin @ cos ¢
y = r-sinfsingp
z = r-cosf
0 w0 o 90
00  000xr 000y 000z
0 . .
= rcosfcosp — +rcosfsingp — — rsinf—
——— 0T N——— Oy 0z
cot 0-x cot -y
0 _ w0 wo 020
do  0pdxr O0pdy 0Op0z
= —rsinfsin 2—{— inf —
= —rs vs A vcosgoay
Y T
_ 99
Ty Y ou
p.-n"o (5.24)
1 Op

Behauptung

. 0 9]
Ly = he™?(£— +i —
+ = he™?( 86+ZCOt98¢)
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Beweis:

4 0
Ly = he*(£rcosfcos Yo =+ rcosfsin 2w F rsin 68_
x Yy z

+1 t6-sing 0 _; t 0 - sin 0 si 8)
-7 -CO -SIMUCOSY— —1-T-CO - S1N 0 S1N Q@ ——~—

cos cos

= he*% | Fr- Sin@3 + (ir - cosfcosp £ 1 - costimgp)2
0z oy

—(ir - cosOsin p F rcosd cos @)g}
Oz

0z

, 0 0
= het [:Fr - 8in @ — + ir - cos (cos p F isin @) En
~~ - OY

eFie

N Jax

0
+7r - cosf (cos p Fisingp) ]

eFiv

= h {:Fe:m’r - sin 92 + mg + zg]

0z 0y Ox
: . : o .,0 _ .0
= h [(:Fz‘.smfcosgzjzl"smgsmgo)az+zz(ay;z&v)]
r Y

= h(—i) {(y F ix)% — Z((‘% + 2%)1

g-e.d.

Zundchst bestimmen wir den p-Anteil der Eigenfunktionen Y, (6, ¢) der
Operatoren L?, L, zu den Quantenzahlen [, m

}/lm(a 90) - <97 90|)/lm>
Aus Gleichung (5.20b) und (5.24) folgt

0 , m
1 .
SVOp) = Z=eep) (5.25)
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O] ist eine noch beliebige Funktion, die nur von # abhingt. Anstelle von
Gl. (5.20a) verwenden wir nun GL. (5.19), d.h. L |l,m = [) = 0 und erhalten
die Gleichung

0 et ccosf O _ . _, B
g0t (Be) i D! (0, ¢) =
A —
WY (0,9)
(5:25) € (0 cos® . _, 1
= \/_<89@ () — lsinQGl 0))=0=

0 B cosf

50210 = 1= —6i(0)
= elO) = C;-sin'd

Beweis:  Zsin'd — I-cosfsin='0 — 1. %010

' 00 B ~ sinf !

Normierung

/dQ‘Y}m:l(@,SO)‘Q = ‘C’l|2/sinmesin9d0
0

s

= |Ol|2-/sin2l+10de
0

_ I(l+1)
= lal ‘F T(I+1+1)
_ 2 (1121)% - 21
= lal (20 +1)! =1
Konvention
B (—1)’ (20 +1)!
Cr=" 2
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Daraus folgt

(=" [(20+1)!
24! A

Die Eigenfunktionen zu kleineren Werten der magnetischen Quantenzahl

m erhalten wir durch wiederholtes Anwenden von Gleichung (5.21)

Y"=H0, 0) = e sin'

Im—1) = [(+1)—m(m—1)]2 Lh_|l,m)
. L_
= [l+m)(l—m+1)] 2 7|l,m)
=
m =1

i—-1) = [(20)-1]°?

L_
1,1
=1,

m=10—1:

1,1-2) = (25)%[(21—1)‘2]—%( L—}_L‘>2u,z>
[l,l—n>. - [(2;)(21_1)...<2z—n+1)m]—%( %‘)ﬂz,w
- [

(%)m L)

W0.0) = ||~ ietogh))  vi6e)

bzw mit (n =1 —m)

o = ]

N

Y/(0, ) ist von der Form Cje™#'-sin’ § =: Ce™#' (). Einmalige Anwendung

von f_ auf Y} liefert

_Cle—weisol (2

o —icotl- (+u))f(9) = eV (% + cot 6 - z>f(9)

(. J

£

302



Behauptung

1 d, .
= Ggar ™00

Beweis

¢ = ! [(d%smle) f(9)+sinl(9)%f(9)]

sin' 6

1 , . d
= [z.cotesmlef(e) + 81nl0@f(9)}

S1n

— Ll% 41 cot@] £(0)

g.e.d.

Dann 14f3t sich ¢ auch schreiben als

. 1 d .1 .
&= Cgint e d(cosf) (sin”6 - £(6))
L_ , 1 d
= (?)Yil(ea 90) = C1I€Z(l_1)tpsinl—1 0 ) d(COS 9) (Sinl 0 - f(9>>

Wir sind von der allgemeinen Form
Y (0, ¢) = Cie" f(9)
- L_ . .
ausgegangen. Die Wirkung von o ist somit

eilcp N 6i(l—l)c,a
und:  f(#) — f= ! L(sinle-f(e))

sin'=1 @ dcos @

Erneute Anwendung liefert

Lf i(l— 1 d . — s
G = G G T )
. 1@
= (Celt=2% 5 sin’ 0 - f(6)

sin'=2 6 d(cos )

303



Wir erkennen die Gesetzmafiigkeit

L_ .
(Y = et

1 d"
sin'=" @ d(cos )

_sin' 6 - f(0)

Nun setzen wir die spezielle Form von f(#) = sin' § ein und erhalten

KUGELFLACHENFUNKTIONEN

(=)' [(2L+ 1)1 + m)! e™ 1 d=m o
ym = . .
"(0:) 247! 2(l—m)!  2or sin™6 d(cosf)—m sin™ 0

Y™ bezeichnet man als KUGELFLACHENFUNKTIONEN. Sie bilden ein voll-
standiges Orthonormalsystem

2 T
/dw/desme Y (0,07 (0,0) = S
0 0

i Z Ylm* 6, 0)Y,(0, ) = (O —0)(p —¢)

sin 6
=0 m=—1

Jede Funktion f(6, ¢) auf der Einheitskugel (d.h. fiir # mit || = 1) 18t sich
nach Y, entwickeln

0o !
FO.0) = >3 " Y™(0,¢)

=0 m=—1

Die ersten Kugelflachenfunktionen lauten explizit

5.5.3 Ganzzahligkeit des Bahndrehimpulses

Der Bahndrehimpuls geniigt denselben Vertauschungsrelationen wie je-
der Drehimpuls. Von daher sind ganzzahlige und halbzahlige Vielfache
von i moglich. Die explizit durchgefiihrte Berechnung erlaubt es nicht,
zu entscheiden, ob die halbzahligen Werte erlaubt sind oder nicht. Das in
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l m Kugelflichenfunktion

0 0 P =

s
g

1 0 VY = /2 cost

+1 | Y7 = Fy/Zsinfet

2 0 VY = (/7=(3cos?0 — 1)

+1 |V = ?1/é—isin9COS fetiv

£2 | Y57 = /g sin® e
™

Tabelle 5.2: Die ersten Kugelflichenfunktionen.

der Literatur viel-zitierte Argument der Eindeutigkeit ist nicht zwingend.
Diese Argument besagt, dafs die Wellenfunktion invariant gegen Rotati-
on um die z-Achse um ¢ = 27 sein soll. Daraus folgt, dafs 2rm#A = n2w.
m mufl demnach ganzzahlig sein. Es gibt aber keine Begriindung fiir die
Forderung der Invarianz, da wir bisher Invarianz immer nur modulo Pha-
senfaktor gefordert hatten. Auflerdem kann die Invarianz gegen Drehung
um 27 nicht universell sein, da sie Spin-1/2-Teilchen generell ausschlie-
en wiirde. Wir hatten namlich auch da gezeigt, dafs ein Spin-1/2 Teilchen
nach einer Drehung um 27 einen Phasenfaktor —1 aufsammelt. Anderer-
seits ist es experimentell bestétigt, daff Ba<hndrehimpulse nur ganzzah-
lige Drehimpuls-Quantenzahlen besitzen. Der Grund muf$ an der inne-
ren Struktur des Bahndrehimpulses liegen. Z.B. giltja 7~ L = 0 wie auch
7 - L = 0. Diese Beziehungen gelten nicht bei Spins. In der Tat kann ge-
zeigt werden, dafi es aufgrund der inneren Struktur des Bahndrehimpul-
ses einen Operator A_ gibt

AL x|l=1,0-1) |
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der es erlaubt, Eigenzustdnde zu um eins erniedrigten Drehimpuls-Quantenzahlen
[ zu generieren. Wenn [ halbzahlig wére, wiirden auf diese Weise Zustdnde

zu negativen Drehimpulse-Quantenzahlen erzeugt werden kdonnen. Mit
demselben Argument wie beim harmonischen Oszillator sind daher nur
ganzzahlige Bahndrehimpulse erlaubt.
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Abbildung 5.1: Kugelflichenfunktion |Y;™(0,¢ = 0)]*zu l = 0,m = 0 als
Funktion von 0 in Polarkoordinaten. 6 wurde hier von 0 bis 27 variiert.
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Abbildung 5.2: Kugelflichenfunktion |Y;" (6,0 = 0)> zu l = 1,m = 0 und
[ =1, m = 1 (von oben nach unten). Durchgezogene Linien gehdren zu positiven
Beitrigen der Kugelflichenfunktion und gestrichelte zu negativen.
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Abbildung 5.3: Kugelflichenfunktion |Y;™(0,0 = 0)? zu il = 2,m = 0,
Il =2m = 1undl = 2,;m = 2 (von oben nach unten). Durchgezogene Li-
nien gehdren zu positiven Beitrigen der Kugelflichenfunktion und gestrichelte

zu negativen.
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5.6 Die Schrodingergleichung im Zentralfeld

Die Schrodingergleichung fiir ein quantenmechanisches Teilchen im ku-
gelsymmetrischen Potential (Zentralfeld) lautet

P2
(5 +VO) ) =B} (5.26)
Hierbei ist » = ||7]| die Norm des Ortsvektors. In der klassischen Mecha-

nik ist der Drehimpuls [ eine Erhaltungsgrofie. Er ist durch die Anfangsbe-
dingungen gegeben, und die Bewegungsgleichung des Teilchens reduziert
sich auf die Radialgleichung in einem effektiven Potential

2
2mr? ’

das sich aus dem urspriinglichen Potential und einem Zentrifugal-Beitrag
zusammensetzt. Wir werden versuchen, auch die Schrédingergleichung

Veps(r) =V(r) + (5.27)

auf ein Radialproblem zu reduzieren. Dazu bringen wir zunédchst L? in

eine addquate Gestalt
), (7<7)

l

L? = ('F X

Eaﬂfy Eaﬁ/’yl fﬁﬁ’y ’T‘Aﬂ/ﬁ’y/

- (556’/ 577/ - 567' (575/)7“5177 "' Dy

= fﬁ ﬁv fﬂ ﬁv - 726157 fvﬁﬁ
—— —~—

3>

Tppy—ihdgy PpTytihdpy
= 7252 —ihip — Papypaty — ihTH
— P 2hip—rPgpy - Py (5.28)
~—~
by —Bih
oo PR i
=
- L2+ (7p)? —ih (7p
5 = (7p) : (7p) (5.29)
r
(5.30)
Der Hamiltonoperator nimmt hiermit die folgende Gestalt an
go— =i +V(r) + o (5.31)
= T *
. 2mr* 2m 72
T
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Der Ubergang in die Ortsdarstellung, mit der Zuordnung F — Zund p — —ihV,
liefert

—1i? ((f- V) + (Z- 6))

2m r?

T —

In Kugelkoordinaten

T re,
v = erar"i'ge?l«ge"{'e@rs}neai
erhalten wir
- 0
7N = r—
o T@r
- -K2 1, 0 0 1 0 1 0 0 0
T —(—=(r—r— —r—) = —
- Qm(TQ(Tﬁrrar)_‘_ﬂrar) 2m7"(87" 87“+87")
h: 02
) T‘<WT)
und somit fiir den Hamiltonoperator
N h2 1 9° 1 Ez
H = -2 29 iy +—=
2m r Or? (r) 2m r?
A(r)

Als néchstes formen wir die Schrédingergleichung um

H]:.M/J(r,é’, ©) = Ey(r,0,p)
T2 N
2mr21/1(7‘,0, (,0) - (E - A(T))¢(T76790>
72 :
% 77[}(7“’0’ (p) = TQ(E— A(T» ¢(Ta 0’ 90)
v d

unabh. von r

unabh. von (0, ¢)

Diese Differentialgleichung kann durch einen Produktansatz ¢ (r, 6, )

weiter vereinfacht werden. Nach Multiplikation mit (R(r) -

links erhilt man

1 EQ 1
———Y(0 =
Y (6, 0)2m (0¢) R(r)

Y (0,

@)~

(7’) Y (0, 0)



Da die linke Seite nur 6 und ¢, die rechte Seite hingegen nur r enthalt, muf3
r eine Konstante sein und wir erhalten zwei in Winkel- und Radialanteil
getrennte Differentialgleichungen

SN0 = RY(6.) (5.32)
(A(r)+g)R<r) — ER(r) (5.33)

Gl. (5.32) ist die bereits geloste Eigenwertgleichung des Drehimpulsopera-
tors, deren Eigenwerte den Parameter x = %l(l + 1) mit der Drehimpuls-

quantenzahl in Verbindung bringen. Einsetzen in die Radialgleichung Gl
(5.33) ergibt

h* 1 d?

g B + (Vi + e

2m r dr? 2m r?

)R(r) — ER(r)

Multiplikation von links mit  und Verwendung der Abkiirzung x(r) := r R(r)
liefert schliefSlich die

SCHRODINGERGLEICHUNG FUR DEN
RADIALANTEIL DER WELLENFUNKTION

n* d?

—%Wx(r) + (V(r) + U+ 1)

Gy )X(T) =Ex(r) . (5.34)

Die Losung dieser Differentialgleichung hingt vom jeweiligen Potential
ab und mufs je nach Problem neu geldst werden. Die gesamte Wellenfunk-
tion 1) ist dann

Yin(r,0,) = () Y (0.0) (535)

wobei nur die Quantenzahlen des Drehimpulses explizit angegeben wur-
den. Die Quantenzahlen, die sich aus dem Radialanteil ergeben, werden
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spédter eingefiihrt. Allgemein kénnen wir bereits erkennen, dafs die Ener-
gien, wegen der Rotationsinvarianz in m, (2! + 1)-fach entartet sind .
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5.7 Wasserstoff und H-ihnliche Probleme

Das Wasserstoffatom H und seine Isotopen ’H = D und *H = T, sowie
die Ionen He",Li*",Be®" sind die einfachsten atomaren Systeme.

Ihre Kernladung ist ein ganzzahliges Vielfaches der Elementarladung und
die Elektronenhtille besteht ausschliefilich aus einem Elektron.

Ohne dufiere Krifte wirkt nur die Coulombwechselwirkung zwischen Kern
und Elektron. Es ist ndherungsweise ein Zentralkraftproblem, da der Atom-
kern viel schwerer ist als das Elektron. Wir verwenden folgende Abkiir-
zungen

m = Masse des Elektrons
M = Masse des Kerns

+Ze = Ladung des Kerns
-e = Ladung des Elektrons

Die potentielle Energie (Coulombenergie) des Systems ist in Gaufsschen
Einheiten' gegeben durch

2
vy = —2<

Die Schrodingergleichung wird dann zu
. h? . S
Hy(Z) = (—%A + V(2)) (%) = Ey(Z)

Aus Gl. (5.35) wissen wir bereits, dafs
— r m

v@ = vt =)

wobei x(r) der Radialanteil der Schrodingergleichung ist, dessen Quan-
tenzahlen noch nicht spezifiziert sind.
W d? _Z_e2+h_2l(l+1)

2m d?“zX(T) + r 2m 72

)x(r) = Ex(r)

x (r)+ (Ze;zm 1_W+y + QZZE)X(r) =0 . (5.36)
N——

_.22
=22

r 72

'Fiir mikroskopische Phdnomene sind Gaufische Einheiten bequemer als die SI-
Einheiten, da viele Vorfaktoren einfacher werden.
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In dieser Gleichung tritt eine charakteristische Lange ? atomarer Systeme
auf
k2

me?

— 05204 . (5.37)

agp —

Fiir r — oo vereinfacht sich Gl. (5.36) zu

') = 2

Wir untersuchen hier gebundene Zustdnde, das sind solche mit negativer

Abbildung 5.4: Coulomb-Potential V (x)

Energie. Wenn die Energie negativ ist, wird £ — V (r) fiir r — oo negativ
und die Schrodingergleichung fithrt zu einem exponentiellen Abfall der
Wellenfunktion. Neben den gebundenen Zustdnden gibt es noch Streuzu-
stinde mit positiver Energie. Fiir r — oo lautet die Differentialgleichung
somit

X'0) = ) = ¥ x(r)

Die Losung dieser Differentialgleichung ist bekanntlich

x(r) = ae™ "+ bet"

2qy ist der sogenannte Bohrsche Radius.
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Der zweite Summand ist nicht normierbar. Er beschreibt also keinen ge-
bundenen Zustand und wir setzen deshalb aus physikalischen Griinden
b=0.

Fiir beliebige »r machen wir den Ansatz
x(r) = F(r)e ™" (5.38)
und setzen ihn in Gl. (5.36) ein. Zusammen mit

D) = e T(E ()~ 0F (1) + 7 F)

erhalten wir

e (F0 -2 F e+ Cor - M ey ) = o
F'(r) =2y F'(r) + (%r -1+ 1)) ! SF(r) = 0

Diese Differentialgleichung besitzt eine singulére Stelle bei » = 0. Da die
Ordnung des singuldren Vorfaktors von F'(r) kleiner gleich der Ordnung
der Differentialgleichung ist, weif man aus der Theorie der Differential-
gleichungen3, dafd es eine ,Stelle der Bestimmtheit” ist. Die Losung der
Differentialgleichung laf3t sich in diesem Fall als eine verallgemeinerte Po-
tenzreihe ansetzen

F(r) = ) cu” (5.39)

n=0
pn=0
Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt

o0

ZC# ,u—l—a I[,L—’—O'_l)TM'HT 2 2VZCMN+U)T”+0 1
pu=0 =0

2Z o0 o0
— Z e, — (14 1) Z R |
0 pn=0 pn=0

3siehe z.B. Dirschmid, Kummer, Schweda Einfiihrung in die math. Methoden der theor.
Physik,Seite 104
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Wir fassen Terme gleicher Potenz in » zusammen
co(o(o—1) =11+ 1))r"?

- 27
+ Z {C#H p+l+o)(p+o)—2yc,(p+o)+ ——Cu 11+ ].)CM_A,_l}TM—HT_l =0
pn=0 Qo
(5.40)
Die Potenzen r! miissen individuell verschwinden, da die Gleichung fiir
beliebige Werte von r gelten mufl und die {r'} ein vollstindiges, linear
unabhdngiges Basissystem bilden. Zunéchst folgt aus der Bedingung ¢, #
0 fiir 0 die Bedingung

olo—1) = I(I+1)

Hierfiir gibt es zwei Losungen o = [ + 1 und 0 = —I. Wir zeigen zunéchst,
dafs die zweite Losung aus physikalischen Griinden ausscheidet. Fiir [ > 0
wadre die Wellenfunktion

nicht normierbar. Die Norm ist

/|¢ )2 dPx /|Y |2dQ /XEZ)Qr?dr

Fir! > 0und 0 = —[ gilt

x(r) = e rHegter+...) —2 cor”

Der Beitrag zur Norm vom Bereich r < ¢

€

/T‘Qldr =00

0

divergiert.
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Fiir | = 0 divergiert die Norm zwar nicht, dafiir aber die kinetische Ener-
gie.

kin 2m : X d x
RS

Der Winkelanteil der Wellenfunktion Y = —L ist eine Konstante. Wir

Var
betrachten wieder das Verhalten fiir r — 0

Vip(Z) = ﬁ(X(T)YOO) = %“5((60%+01+62r+...) e”’”)

= IVe@IP = & (%) (0.0)5 + 0(3)

Der Beitrag vom Intervall » < ¢ < 1 zur kinetischen Energie ist

€
2

h 2 [1
Egn = %cg (Y9)™ (0, ) 47r/ > dr + O(/ dr) = o0
0 0
O(e)
Damit konnen wir die Losung ¢ = —[ endgiiltig aus physikalischen Griin-

den ausschliefsen und ¢ = [ + 1 setzen. Einsetzen in Gl. (5.40) liefert die
Bestimmungsgleichungen der Koeffizienten c,,. Fiir alle o > 0 gilt

29(u+1+1)—2Z
Cutl _ i )~ % . (5.41)
Cu (p+1+2)(p+1+1)—1(l+1)

Das Verhalten fiir ;o > 1 ist

Gerr _ 2(pHl+l 2y
¢y p>l (u+H1+2)(p+1+1) p+1

Das ist dasselbe Verhalten, das die Koeffizienten der Exponentialfunktion
e?’" haben

0 (9 )H
6271 _ Z( '7‘) H

p=1 H
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Da die hohen Potenzen ;¢ > 1 das Verhalten der Funktion fiir grofie r
bestimmen, verhilt sich y fiir grofse r wie

X(T) — F(T) e = Tl+1 62'\/7" e - 7,lJrl v

Wenn die Potenzreihe nicht abbricht, divergiert x(r) fiir r — oo und be-
schreibt wieder keinen normierbaren, gebundenen Zustand. Wir miissen
also erreichen, dafs die Reihe abbricht. Es kann in der Tat erreicht werden,
dafs ein Koeffizient c,;; in Gl. (5.41) , und somit alle nachfolgenden, ver-
schwinden. Das ist genau dann der Fall, wenn

2z Z
= = = ; eN
DT uti+) a-(utit1n o ME

Fiir die Energie bedeutet das

22
E= M P&
2m 2m (p+ 1+ 1)2

B2 m2et 72

"o i1

Die Energie ist also quantisiert. Es ist tiblich eine modifizierte Quantenzahl
n = pu+ [+ 1 anstelle von i einzufithren. Aus 4 > Ound [ > 0 folgtn > 1
und die erlaubten Energien der gebundenen Zustande sind

me* Z*
En = Wﬁ n:1,2,3,...
Z2
Bn = —Rys

Die nattirliche Einheit der Energie ist das
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RYDBERG

1Ry = —— . (5.42)

Wegen pi+1+1 = n sind bei gegebener HAUPTQUANTENZAHL n nur Dreh-
impulsquantenzahlen [ < n erlaubt. Mit der Hauptquantenzahl n wird v
zu

oz (5.43)

naop

Aus dem Verhiltnis der Entwicklungskoeffizienten Gl. (5.41) wird somit

Cut1 _ 29(p+1+1) _2%
Cu (p+1+2)(p+1+1)=1(1+1) ‘ (5.44)
_ 9y p+l+1—n
(p+l+2)(p+14+1)—1(1+1)

Hieran lesen wir ab, dafd der erste verschwindende Entwicklungskoeffizi-
ent den Index n — [ hat. Das heif3st, der letzte nicht verschwindende Term
in der Reihe (Gl. (5.39)) hat den Index ;t = n — [ — 1. Die Reihe lautet somit

n—I[—1

F(r) =r'tt Z c, : (5.45)
n=0

Die Funktion F'(r) ist somit ein Polynom n-ten Grades.

5.7.1 Entartung
Die Energie F, hdangt nur von der Hauptquantenzahl n ab. Zu festem n

kann die Drehimpulsquantenzahl die Werte [ = 0,1,...,n — 1 annehmen.
Zu jedem [ wiederum sind 2! + 1 Werte fiir die magnetische Quantenzahl
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Symbol | Name erlaubte Werte

n | Hauptquantenzahl n=12,3,...
[ | Drehimpulsquantenzahl |!=0,1,2,...,n—1

m | magnetische Quantenzahl | m = {—,—-l+1,...,+l — 1,1}
20 + 1 mogliche Werte

Tabelle 5.3: Quantenzahlen des H-Atoms mit Wertebereichen.

moglich. Die Anzahl der entarteten Zustande ist somit

n—1
Entartung = Z(2l—|— 1)
1=0

1
= QZl—i-n

1=0
—1
_ Qn(n2 )+n:n2

Die Entartung ist also n”.

e Die Drehimpulserhaltung erklédrt nur die (2/41)-fache Entartung der
magnetischen Q.Z.

e Die hohere Entartung bedeutet, daf$ es hier eine weitere Erhaltungs-
grofle, ndimlich den RUNGE-LENZ VEKTOR gibt. Er ist klassisch defi-
niert als

N = D X L—e*Zme,
Quantenmechanisch

— 1 — —
N = §(ﬁ>< L+ L x p) —e*Zme,

Dieser Vektor ist nur im 1-Potential eine Erhaltungsgroe. Man spricht
daher auch von ZUFALLIGER ENTARTUNG.
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Abbildung 5.5: Energieniveaus des H-Atoms in Ry und Coulombpotential
(durchgezogene Kurve).

5.7.2 Energieschema des H-Atoms (Z=1)

Das H-Atom definiert charakteristische Werte fiir Energie und Lange

4
me
IRy = — = 13.
y 572 3.6 eV
h? 3
ap = —, =0.5294
me

5.7.3 Lichtemission

Nach den Gesetzen der klassischen Elektrodynamik strahlt beschleunigte
Ladung Energie ab. Das hiefde, dafs das Elektron, das klassisch auf einer
Ellipsenbahn um den Kern kreist, permanent Energie abstrahlen wiirde.
Es miifite dadurch spiralférmig in den Kern stiirzen. Das steht natiirlich
im Widerspruch zur Beobachtung stabiler Atome.

Zudem erwartet man klassisch ein kontinuierliches Emissionsspektrum.
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Man findet aber experimentell isolierte Spektrallinien. Quantenmechanisch
sind im Atom nur die Energien E,, erlaubt. Wenn ein Elektron einen Uber-
gang E,, — E,, (initial — final) macht, wird die freiwerdende Energie

E,, — E,, in Form eines Photons mit der Energie

1

2
1

1 ny —nj

hw = —R ——) = (——=)R
w Y( n}) ( nfnﬁc ) y
emittiert. Experimentell wurden anfdnglich drei Typen von Ubergéingen

beobachtet, die LYMAN, BALMER UND PASCHEN SERIEN

Zur Erinnerung

h-c
EF = hv=—
YT
h-c
- A= g
h-c = 1.2:-10%eV-m
Lyman Serie (n; = 1) :
h-c, n?
A= —(—— =23, ...
& Gaop)  n=28

A= (9...12)-10%*m
UV : (1...40)-10°m

Balmer Serie (n; = 2) :

h-c,n? 4

—(—— =3,4,...
Ry(n?—él> n=34
A = (36...66)-107"m

Sichtbar : (4...8)-107"m

A ==

Paschen Serie (ny = 3) :

h-c,n?-9
A = (08...1.9)-10°m
Infrarot = (1...100)-10"°m

n=4>5...
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Isotopeneffekt

Bei der Losung der Schrodingergleichung der H-dhnlichen Atome haben
wir angenommen, dafd der Kern in Ruhe ist. Aus der klassischen Mecha-
nik wissen wir, dafy das Zweikorperproblem in Schwerpunkts- und Rela-
tivbewegung zerfallt. Das gleiche gilt in der Quantenmechanik. Die oben
durchgefiihrte Rechnung bezieht sich dann auf das Schwerpunktsystem,
d.h. ¥ hat die Bedeutung des Abstandsvektors 7, = Z. — Tkem und die
Masse m muf durch die Effektivmasse

B m'M_ 1 N (1 m)
A R M

~E

ersetzt werden. Fiir Wasserstoff bzw Deuterium gilt

H : MKern:Mp
D : MKern ~ 2Mp

Da das Massenverhaltnis
Me 1

M, ~ 1836

sehr klein ist, fiithrt die Berticksichtigung der Kernbewegung nur zu gerin-
gen Modifikationen der Energie

me - €2 Me
E = ¢ " (1-_°
2h-n2( M)
Ry M
- Ja-T
=
Ry m m
AE, = EP—El=—2(—*--—"
_ Ry me
- n?2  2M,
~—~—
2,7-10—4
AN °

Weitere Korrekturen zum Wasserstoffspektrum rithren von relativistischen

Effekten her. Diese Korrekturen sind von der Ordnung O(0.1 fi). Weitere
Details sind Inhalt der Atom- und Molekiilphysik.
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5.7.4 Wasserstoff-Wellenfunktion

Die Wasserstoff-Wellenfunktion lautet

Vot (F) = 22 ¥7(0, )

Wir fassen nun die Ergebnisse fiir den Radialteil der Wellenfunktion zu-
sammen, wobei wir nun alle Quantenzahlen explizit beriicksichtigen

i) o gy L
r r
Z
Y=
nao
n—{—1
Xnu(7) = eyl c,
r =
Aus GI. (5.44)
Cput1 p+l+1—n

P (7R ) [ 7R IRAS ) Ry ()
erkennt man, dafs es sinnvoller ist
d, = (2v) "¢,

als neue Entwicklungskoeffizienten einzufiihren. Wir erhalten damit

dur1 p+l+1—n
A, (e l+2)p+l+1) —I(l+1)
B p+l+1—n
R HIB 420+ (L )2+ ) =12 =1
_ p+l+1—n
200+ )+ (L )2+ p)
l—n+p+1

(20 +24 p)(1+p)

Die Koeffizienten sind mit den Abkiirzungenv =n -1 —1und a = 2] + 2

B vl  —v(-r+1)
2 = (a+1)-2d1_a(a+1)-1-2d°
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g = —v+2 (v +1)(—v+2)
S (a+2)-3 2_a(a+1)(a+2).1.2.3 0

o v(=v+1) . (~v+p—1) 1
du = ala+1)... (a+p—1) mdo ' (546)

Diese Koeffizienten in die Reihe

n—Il—1 n—I[{—1

R(r) = Z c, = i: dy (2yr)*

=

eingesetzt fithren mit dy, = 1 auf die entartete Hypergeometrische Funkti-
on

R(r) = 1Fi(—v,a;2vr) =

pu=0

—v(—v+1)...(—v+p—1) (2yr)*
ala+1).. . (a+pu—1) !

Es handelt sich um orthogonale Polynome vom Grade v mit den Eigen-
schaft

1F1<—V7 Qa 0) =1 (54:7)
1F1(0,a57) =1 : (5.48)

Die entartete Hypergeometrische Funktion hdangt mit dem orthogonalen
Laguerre-Polynom* L%~! vom Grad v zusammen

v+a-—1
v

Lo N z) = ( ) 1F1(=v, a;297)

Das fithrt uns zum Endergebnis

4Es gibt in der Literatur zwei unterschiedliche Definitionen der Laguerre-Polynome.
Zwischen der hier verwendeten Definition L und der anderen Definition L besteht die

Beziehung L = ((,L_Tl();;;i%+a
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ORTSANTEIL DER WASSERSTOFF-WELLENFUNKTIONEN

. n— 1 — 1) /2
an( ) _ (27)3/2 (u) (277“)[ e " Liljll,l(277")

T 2n(n +1)!
/2
Xt (1) 3/2 (n+ 0! ' 1 I —yr
= (2 2 7
r O\ smmimn) @ma e
* 1Fi(l4+1—mn,204 2;29r)

Die Normierung der Wellenfunktion ist so gewihlt, dafs

/O N (X”;<r))2r2dr ~1

Der Faktor r? stammt vom Volumenelement d®r = r2drdS) und stellt sicher,
dafd die Wellenfunktionen zusammen mit dem Winkelanteil orthonormal
sind. Interessant im Vergleich mit der Bohr-Sommerfeld-Theorie ist der
Fall mit maximalem Drehimpuls [ = n—1. In diesem Fall ist F(0,2n;7) =
1 und der Radialanteil der Wellenfunktion vereinfacht sich zu

Xn,n—l(r) _ (2,}/)3/2 1 V2 (2’77“)”_1 e T
T 2n(2n — 1)!

Die radiale Wahrscheinlichkeitsdichte ist

D) = X1 (1) |? o< (2y7)2ne 21 = g2+ (20) In(29)

Sie hat das Maximum bei r = » = n%qj. Diese Werte stimmen mit de-

nen der Bohr-Sommerfeld-Theorie iiberein. Diese Ubereinstimmung sollte
aber nicht tiberbewertet werden, da die Elektronen nicht auf klassischen
stationdren Bahnen umlaufen.

Mit der Wellenfunktion ¥,,;,,, konnen folgende, oft benotigten Erwartungs-
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werte berechnet werden

(ry = ;—; (3712 — I+ 1)) (5.49a)
(r?) = ‘fgj (5n2 +1—3I(1+ 1)) (5.49b)
<%> _ nZZa - (5.49¢)

Fiir spétere Rechnungen benétigen wir die

GRUNDZUSTANDSWELLENFUNKTION DES H-AHNLICHEN ATOMS

73 1/2
77Z)100<T7 97 90) - (3—) e_ZT/ao . (550)

ag T
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Kapitel 6

Anwendungen II

6.1 Kovalente Bindung

In Molekiilen und Festkorpern gibt es verschiedene Arten von Bindungs-
mechanismen. Einer hiervon ist die KOVALENTE BINDUNG. Hierbei tei-
len sich benachbarte Atome ein Elektron. Durch diesen Teilchenaustausch
kommt es zu einer attraktiven Wechselwirkung. Im Gegensatz hierzu gibt
es auch die IONISCHE BINDUNG, bei der sich zwei anfangs neutrale Atome
so beeinflussen, daf$ ein energetisch giinstigerer Zustand entsteht, wenn
ein Atom ein Elektron an das andere abgibt. Hierbei entstehen unterschied-
lich geladene Ionen, die sich nun elektrostatisch anziehen. Bei der kova-
lenten Bindung wird kein Elektron abgegeben, sondern die beiden Atome
teilen sich ein Elektron. Am einfachsten ist dieser Effekt am ionisierten H
zu verstehen.

6.1.1 Das HJ Molekiil.

Das H; Molekiil besteht aus zwei einfach positiv geladenen Atomkernen
der Masse M und einem Elektron der Masse m. Selbst dieses zweiatomi-
ge Molekiil ist ein relativ komplexes System, das exakt nur mit Miihe zu
16sen ist. Man kann dieses Problem allerdings sehr gut mit Ndaherungsver-
fahren behandeln. Hier werden wir die Variationsrechnung anwenden.

e

Wegen des grofien Massenunterschiedes, 7= < 1073, bewegen sich die
Elektronen sehr viel schneller als die Atomkerne, und man kann die bei-
den Bewegungen entkoppeln. D.h., wir halten zunéchst die beiden Atom-

kerne an den Positionen R, und R, fest und 16sen die Schrodingerglei-
chung in dem daraus resultierenden Potential. Daraus erhalten wir die
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moglichen Energien des elektronischen Systems E, (R) als Funktion des
Abstandes R = ﬁl - ﬁg der beiden Kerne. Diese Energie stellt fiir die Dy-
namik der Kerne den elektronischen Beitrag zum Potential dar, in dem sie
sich bewegen.

Veff(R’) _ VKem_Kem(|R2 . R1|> + En(ﬁ)

Diese sogenannte BORN-OPPENHEIMER-NAHERUNG ist insbesondere in
der Festkorperphysik weitverbreitet und extrem zuverldssig. Da die Ker-
ne eine sehr viel grofiere Masse als die Elektronen besitzen, kann die Be-
wegung in guter Naherung bereits klassisch behandelt werden

MR =~V V¥ (R)

Diese Naherung wird in der Quantenchemie und in der Festkorperphysik
verwendet, um Gleichgewichtskonfigurationen von Molekiilen und de-
ren Schwingungen, sowie Oberflichengeometrien und Phononmoden zu
bestimmen. Diese Vorgehensweise geht auf R. CAR UND M. PARINELLO
zuriick.

Hier werden wir fiir Hj den Grundzustand und den elektronischen Bei-
trag zum effektiven Kernpotential bestimmen. Der Hamiltonoperator hat

Abbildung 6.1: Positionierung der Atome und des Elektrons im Hy Molekiil.

die Gestalt
h2  d? d? d? e? 2 e

H - -+ (& ¢ 4y ¢ 2. °
Qm(dx2+dy2+dz2) r 7’2+R ’

wobei 7, und R fiir die Lingen der Vektoren 7, und R stehen. Im wei-
teren geben wir alle Langen in Einheiten von ¢ an, d.h. z, = 7, - ap und
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R = R - ay. In den dimensionslosen Grofen #, R lautet der Hamiltonope-
rator dann

I 21 1 1
H= A+ (-~ 4 2)
2m aj apg. ™ Te R
h2
a = — =
me?
o2
— = 2Ry ... Rydberg
Qo
h? R?m2et  met
2m a? 2mh* 2h? Y
Daraus folgt

A 11 1
H = 2Ry(———————+ =
TR TRTR
In der weiteren Rechnung werden wir Energien in Einheiten von 2Ry (RYD-
BERG) angeben, H = H 2Ry , womit sich der Hamilton-Operator noch
weiter vereinfacht

HAMILTON-OPERATOR IN ATOMAREN EINHEITEN

Diese Einheiten nennt man ATOMARE EINHEITEN. In atomaren Einheiten
sind die numerischen Werte von ¢, i und m,. Eins, d.h. diese Naturkon-
stanten konnen iiberall weggelassen werden. Wir werden im weiteren die
Tilden weglassen und davon ausgehen, dafs alle Grofien in atomaren Ein-
heiten vorliegen. Das ist eine in der theoretischen Physik weitverbreite-
te, sinnvolle Vorgehensweise, da in diesen Einheiten alle Grofsen von der
Ordnung 1 sind.

Um eine Vorstellung zu bekommen, wie die Variationsfunktion aussehen
konnte, betrachten wir zundchst R >> a,. Dann gibt es zwei Moglichkei-
ten: Entweder ist das Elektron am Kern 1 oder am Kern 2. Die Wellenfunk-

tionen sind jeweils die Grundzustandsfunktionen des Wasserstoffatoms
Gl. (5.50)
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Da beide Moglichkeiten vorliegen konnen, setzen wir an

V(1) = crp1(7) + catha(7) . (6.1)

Dieser Ansatz ist mit leichten Modifikationen auch fiir kleine Abstinde
sinnvoll, denn fiir R — 0 ist die exakte Grundzustandswellenfunktion die
des H-dhnlichen Atoms mit Z = 2. Wir verwenden deshalb den Ansatz

(6.1) mit! 1
Po(r) = (Z—3> 26_Z "o

™

und den Variationsparametern ¢y, c; und Z, deren Werte aus der Minimie-
rung der Energie folgen.

73 73
() =1 (F)Ee 2T oy (F)ze 2T
L,_/ L,_/
Y1 (7) 2 (7)

Wir betrachten zunéchst das Teilproblem

(| H )

min E(cy, ¢2, Z) = min ~———-——-

c1,c2 c1,e2 <2/1|¢>

zu festem Z. Das hieraus resultierende Eigenwertproblem trifft man in
der Q.M. sehr haufig an und es soll daher etwas allgemeiner behandelt
werden.

6.1.2 Optimierung der (Variations-)Wellenfunktion in ei-
nem Teilraum

Wir entwickeln die gesuchte Wellenfunktion 1) nach einer beliebigen , Ba-

sis”. Im Gegensatz zu den bisher verwendeten Basissdtzen, muf3 die Basis

hier weder vollstdndig, noch normiert noch orthogonal sein?. Allerdings
miissen wir linear abhidngige Vektoren zuvor eliminieren.

N

) = Z ¢l i)

=1

1Es sei daran erinnert, daf8 in atomaren Einheiten ag = 1 gilt.

2Wir hatten bisher unter einer Basis immer eine vollstindige Basis verstanden. Das ist
auch die gangige Definition. Man findet aber in der Literatur, insbesondere in der Quan-
tenchemie, auch den Begriff Basis fiir einen Satz von Funktionen, nach dem entwickelt
wird, der keine vollstandige Basis dartellen mufs.
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Die bestmogliche Linearkombination fiir den Grundzustand finden wir,
indem wir die Energie bzgl. der Entwicklungskoeffizienten minimieren

~ /_’Hi—j
E(c) (Y| H1) _ Z” g (¢Z|H|z/)]> ¢
<w|¢> Zi,j ) <wz|¢j> Cj
T
0 _ il %__MHW B
ot = Ty e 2%

Multiplikation mit (¢[¢)) liefert

wHw
S-S
J

VERALLGEMEINERTES EIGENWERTPROBLEM

Hé=FES¢ (6.2)

Die stationdren Punkte der Funktion E(c) erhdlt man aus dem verallge-
meinerten Eigenwertproblem Gl. (6.2). Ein moglicher Losungsweg besteht
in der LOWDIN-ORTHOGONALISIERUNG

i = S3¢
HS™:% = ES% (6.3)
S HS 3@ = EZ
\ﬁf_/
H

Die Matrix H ist wieder hermitesch und wir haben ein normales Eigen-
wertproblem vorliegen. Wie im Mathematikteil gezeigt wurde, stellt die
Lowdin-Orthogonalisierung eine Moglichkeit dar, eine beliebige Basis zu
orthonormieren. Genau das wurde in Gl. (6.3) ausgenutzt. Wir hétten also
genausogut die Basis vorab orthonormieren konnen. In dem Fall ist S = 1.
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In diesem Fall ist am einfachsten zu erkennen, dafs das Ergebnis Gl. (6.2)
besagt, daf§ die niedrigste Energie in einem Teilraum des vollen Hilber-
traums dadurch erreicht wird, dafs in dem Teilraum das Eigenwertpro-
blem gelost wird.

Dieser Punkt soll noch genauer beleuchtet werden. Wir ergdnzen die be-
trachtete ,Basis” zu einer vollstindigen Basis.

1...N
1
: H H’
N
H' H+
ngs

Die exakte Losung der Schrodingergleichung erhalten wir durch Losen

von
c ¢

Die Minimierung im Unterraum ist dquivalent zu /I’ = 0. Eine interessan-
te Beobachtung ist aufierdem, daf$ die Eigenwerte von H dquivalent sind
zu den stationdren Punkten des Energiefunktionals.

Fiir das HJ Problem bedeutet obige Uberlegung, da8 wir

(U1 H1p1) = (o] H|1h2) = H;

(1 H |1h2) = (12| H 1) —=: H,
St = Sz = (Y2[tha) =1
Sia = S = (1[tha) =5

benotigen, wobei die Symmetrie des Problems ausgenutzt wurde. Es bleibt

zu losen
H1 H2 ) C1 —E 1S C1
H ) H 1 Co a S 1 Co
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Wie leicht zu sehen ist, sind die Losungen

Daraus folgt

a(7)

U (7)

1(F) — ¥a(7)

H, — H,
E, =
1—-S
5 1
Cp (1)/\/5
_ Hy+H,
T 148

IS ... ungerade Paritat (6.4)
() + () ... gerade Paritat (6.5)
2(1+295)

Wir tiberpriifen leicht, dafs diese Zustdnde ortho-normal sind. Aus Griin-
den, die gleich klar werden, nennt man (6.4) den antibindenden und (6.5)
den bindenden Zustand. Die Zustdnde sind in Abbildung (6.2) dargestellt.
Man nennt die so gewonnenen Wellenfunktionen auch Molekular-Orbitale.

Abbildung 6.2: Wellenfunktionen mit gerader und ungerader Paritiit.

Wir wissen, daf3 ¢4 (r) die exakte Grundzustandsenergie eines H-dhnlichen
Atoms mit Kernladungszahl Z ist



—Z; ist die Energie des H-dhnlichen Atoms in atomaren Einheiten. Die

Berechnung der Matrixelemente ldft sich damit vereinfachen.

H = -=-=+ —=+=

@) = (-5 +

72 1 1 1
Hy = (1|H[pr) = (—7 + §> (1) +(Z — 1)(¢1!T—1W1> - Wl!r—QWJl)
=1

Der Erwartungswert

<m%wn—/wwwéf%—z | (6.6)

entspricht der klassischen Coulomb-Wechselwirkungsenergie der Ladungs-
verteilung des Elektrons, gegeben durch p; (r) = |¢1(Z)|?, mit einer Punkt-
ladung (7 — 1) am Ort des ersten Kerns. Analog entspricht

1 91 i o2
il = [P dr =4 (1= 0 2me®) L 6)

der klassischen Coulomb-Wechselwirkungsenergie der Ladungsverteilung
des Elektrons, gegeben durch p;(7) = [¢1(Z)|?, mit einer Punktladung
6(7 — r3) am Ort des zweiten Kerns. Dieser Beitrag fallt wie % ab.

Die beiden klassischen Beitrdge ergeben

1
K = Z(Z-1)— E“ — (1 + ZR)e 1)
und somit
77 1
H = ——+-+K
1 5 + R—i—

Nun wenden wir uns der Berechnung von H, zu

7* 1 1 1
Hy = (olHl¢n) = (5 +5) S+(Z~ 1)(¢2|r—1|1/}1> - <¢2|r—2|¢1>

Wikt = (it = [0 g, VO g,
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(o] 1¢1) ist die sogenannte AUSTAUSCHWECHSELWIRKUNG, zu der es
klassisch kein Pendant gibt. Die Austauschwechselwirkung ist ein Interfe-
renzeffekt. Die Beitrdge der Austauschwechselwirkung sind

1 1
A= (Z = D)l o) = (Wl lin) = (2 = 2)- 2(1 + RZ)e™™
Sie fallen exponentiell mit R ab.
Wir benotigen noch das UBERLAPPINTEGRAL S
1
S = /¢1(m¢2(F) d*r =14+ ZR+ g(2}3)2)6—”

Die Grundzustandsenergie zu festem Variationsparameter Z und festem
Kernabstand R lautet

H, £ H,
1+£S5

zZ: 1 K+A

2 +}_z)+ 1+ S

Eb/a(R’Z) = = (

1. Zu festem R mufl Z°?*(R) fiir beide Losungen a/b aus mZin Ey, sepa-

rat ermittelt werden. = Z;}’;(R). In Abbildung (6.3) ist Zg’/p;(R) auf-
getragen. Man erkennt, dafs nur der bindende Zustand gegen den
richtigen Wert fiir R — 0 strebt.

2. Im unteren Teil von Abbildung (6.3) ist E, (R, Z2P*(R)) fiir « = a und

a = b aufgetragen. Nur die bindende Kombination 1, = —At2

2(14-5)
liefert eine Gesamtenergie (E,,;, = —0.586a.E.), die unter der des
dissoziierten Molekiils F 4 = E(H + HY) = —1Ry = —1a.E. liegt.
Die Differenz ist die Bindungsenergie

AE = (E(H})—E(H+HT)) = 0.086a.u. = 0.086 - 27.2 ¢V = 2.35 eV

Experimentell findet man eine Bindungsenergie von 2.8 eV'. Man be-
achte aber, daf§ E,.,; = —16.95 eV, d.h. der relativer Fehler der Ge-
samtenergie betragt nur ~ 3%. Das ist fiir diese grobe Naherung der
Wellenfunktion sehr gut.

3. Der Gleichgewichtsabstand R = 2.00a.E. = 2.00+0.529 A= 1.06 A
stimmt mit dem experimentell gemessenen Wert iiberein.

4. Halt man die Kernladungszahl bei Z = 1 fest, so erhdlt man

o Ebind =18¢eV
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Abbildung 6.3: Im oberen Teil des Bildes ist Z°**(R) als Funktion von R fiir den
bindenden (durchgezogene Kurve) und den anti-bindenden (gestrichelte Kurve)
Zustand gezeigt. Der untere Teil enthilt E°P*(R) als Funktion von R fiir den
bindenden (durchgezogene Kurve) und den anti-bindenden (gestrichelte Kurve)
Zustand. Zusitzlich ist noch der Austauschbeitrag A(r) als diinn gestrichelte
Kurve gezeigt.

o« RP' =13 A

Die Freigabe des Kernladungszahl als Variationsparameter fiihrt zu
einem deutlich besseren Ergebnis.

5. Die Ursache der Bindung im Fall von 1, ist eine Anhdufung von
Elektronendichte zwischen den Kernen (siehe Abbildung(6.2)). Hier
profitiert die Elektronenladung am meisten von der anziehenden
Energie beider Kerne.

6. Das Verfahren, das wir verwendet haben um eine molekulare Wel-
lenfunktion aus atomaren Wellenfunktionen aufzubauen heifst LINEAR
COMBINATION OF ATOMIC ORBITALS (LCAO) und wird vielseitig in
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der Quantenchemie und der Festkorperphysik eingesetzt.

6.1.3 Muonisch katalysierte Fusion

Man beachte, dafs der Gleichgewichtsabstand der Protonen gegeben ist
durch
h

R = 20a.E.=20—;
me

Hatten wir anstelle der Elektronen die 200-mal so schweren MUONEN ver-
wendet, (ebenfalls Spin 1 , Ladung -e) so hitten wir fiir den Gleichge-

2
wichtsabstand
Ropt/Elektron

Ropt/Muon _
210

gefunden.
Es ist folgender Effekt denkbar

ion!
Deuterium + Deuterium + p Fuﬂ))n. Tritium + p + 4.0MeV

Es wurden solche Reaktionen schon experimentell beobachtet. Deuterium
ist im Meer zur Gentige vorhanden.

Im Gegensatz zur konventionellen Kernfusion, bei der die Deuterium-
Atome durch grofie kinetische Energie (Hitze) dazu gebracht werden, die
Coulomb-Barriere zu tiberwinden, handelt es sich bei der muonisch kata-
lysierten Fusion um KALTE FUSION.

Muonen sind allerdings instabil® und kommen natiirlich nicht vor (auf8er
in kosmischen Strahlen). Sie miifiten erst in Beschleunigern erzeugt wer-
den. Bislang ist diese Art der Fusion nicht machbar.

3Halbwertszeit = 2.2 usec
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6.2 Van-der-Waals-Wechselwirkung

Eine weitere interessante Anwendung der zeitunabhangigen Storungstheo-
rie stellt die langreichweitige VAN-DER-WAALS-Wechselwirkung zwischen
neutralen Atomen dar. Diese aus der Quantenmechanik resultierende Wech-
selwirkung ist zwar bei geladenen Atomen ebenfalls vorhandenen, wird
aber dort von der Coulomb-Wechselwirkung dominiert.

Wir betrachten hier den Fall zweier Wasserstoffatome im Grundzustand.
Wie beim H3 Molekiil und mit derselben Begriindung verwenden wir die
Born-Oppenheimer-Naherung. Die Atomkerne ruhen im festen GROSSEN
Abstand r auf der z-Achse (siehe Abbildung (6.4)). r; ist der Vektor vom

Abbildung 6.4: Geometrische Anordnung zur Berechnung der van-der-Waals-
Wechselwirkung zweier H-Atome.

ersten Proton zu ,,seinem Elektron”, 75 ist der Vektor vom zweiten Proton
zu ,seinem Elektron”. Der Hamilton-Operator in der Ortsdarstellung fiir
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die beiden Kerne mit Elektronen lautet in atomaren Einheiten

Ay 1 Ay, 1
H= (-2l Sy (=22 = —H,
( 2 T1> +( 2 7’2) 0
1 1 1 1
—|— — + - - - -5 - -5 - ::Hl
v I+ =n| o [P+l -
K1-K2 E1—E> K1—E2 Ko—&1

Hierbei steht /C,, fiir Kern o und &, fiir Elektron «.. Da uns nur grofie Kern-
abstdnde interessieren, ist H; klein und kann stérungstheoretisch behan-
delt werden. Die Schrodingergleichung von Hj kann leicht gelost werden,
da Hy = H} + H{ aus identischen Hamilton-Operatoren fiir die beiden
getrennten H-Atome aufgebaut ist. Daraus folgt die Grundzustandswel-
lenfunktion des durch H, beschriebenen Systems

Yo = P (F1)* (L)
H(?wa(fa> = E¢a<fa)
vo=(s)7 e % ()T e ™

Die hochgestellten Indizes an den Wellenfunktionen geben an, bei wel-
chem Atomkern die Funktion lokalisiert ist. Der Grundzustand ist eine
kugelsymmetrische Funktion in den beiden Ortskoordinaten. Zur Berech-
nung der Energiekorrektur erster Ordnung (0| H|o) bendtigen wir Inte-
grale vom Typ

1 . 2 [ +1 r?
I:= | —— p(r dry == dry p(r / i
/’T‘_rl‘p< 1) ! r 0 1p( 1> \/]_—2 (7«1)

Nun ist \/ﬁ gerade das erzeugende Funktional der Legendre-Polynome

tn firt < 1,

(6.8)
furt > 1

Wie eingangs erwdhnt interessiert man sich bei der van-der-Waals-Wechselwirkung
nur fiir grofse Abstdnde, d.h. Abstdnde sehr grofs im Vergleich zur Aus-
dehnung der Atome (r > 7). Wir erhalten bis auf Terme der Ordnung
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O(e™)

+1

I o= [
mgzg/o drl(%)”rfp(rl)/_ d¢ P,(¢)

1
———
25n0
, 1 [ 1
dry i p(ry) = . d’ry p(ry) = .

_Am &

T Jo

Die Beitrdage zur Energiekorrektur erster Ordnung, die von der Kern-Kern
und Kern-Elektron-Wechselwirkung herriihren, laufen alle auf Integrale
vom Typ I heraus und liefern bis auf Vorzeichen einen Beitrag 1/r

1

1
E§<1)7K2 = ;
1

1
E§<1)7E2 = _;
1

1
E§(2)7E1 = _;

Die Elektron-Elektron-Wechselwirkung enthilt zunédchst ein Zweizentren-
Integral, das unter Ausnutzen von I in zwei Schritten berechnet werden

kann

1
B = /d3 /d3 —_—
E1E2 r2 1 HF+ 7:‘2 _ 771“ p(rl) p(TQ)

Die berechneten Beitrdge zu EY) addieren sich zu Null. Das heifit, die
Energie-Korrektur erster Ordnung verschwindet exponentiell (e7?") mit
dem Abstand r aufgrund der Kugelsymmetrie der Grundzustands-Wellenfunktion.
Zur Berechnung der fithrenden Beitrdge der zweiten Ordnung Storungs-
rechnung bendtigen wir die Wechselwirkung in H; zur fithrenden Ord-
nung in 1/r. In den folgenden Umformungen wird ausgenutzt, dafd die
Verbindungslinie zwischen den beiden Kernen die z-Achse definiert. D.h.
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insbesondere 7 = ré.
. 1
\/7”2 + QF(FQ — F1> + (FQ — F1)2
1 1

V242 s /12 =27 41

= r {1 + (122 — 20) /1 + (7 — 71)2/r%) 72

H1:7“

(Lt 2fr 43— (1= 2+ rf/ﬁ)—l/?}

Unter Ausnutzung von (1 + ¢)'/? =1 — 1t + 3¢2 + O(t*) erhalten wir

_ 22—z 1(f— F1)2 3 4z — Zl)2>
H, = Lo 1— _Z oAz 2
! " { +( r 2 r? * 8 72 )

1., 1
= r—s(rl'T2—32122)+O(r—4)

1 1
= T_3(9171372 + Y1Y2 — 22122) + O(ﬁ)

1

r3

1
r

)

Hierbei sind x5, y1/2 und 2, ; die x-,y-, und z-Komponente von 7 j,. H ist
die Dipol-Dipol-Wechselwirkung der beiden elektrischen Dipole er; und
er;. Die zweite Ordnung Storungstheorie liefert

et o W, Un, [T + iy — 2212200590) |
r6 B, +E,, —2F

ni,n2

YRRl 1L I

AE =

Der Term n; = ny = 1ist von der Summe ausgenommen, und die Energie-
korrektur ist, wie bereits allgemein gezeigt, negativ.

VAN-DER-WAALS-WECHSELWIRKUNG

EvdW = _CE
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Die wesentlichen Merkmale der van-der-Waals-Wechselwirkung sind
e Die Wechselwirkung ist attraktiv (]3(77’) — _VE= —6c1%>

e Das Potential fillt wie 1/7° ab.

— Es stammt aus zwei Dipolen, die je wie 1/r* abfallen.

- Q.M. =induzierte Dipole (7, ist kugelsymmetrisch!)

e Die vdW-Wechselwirkung wird bei neutralen Atomen beobachtet.
Sie existiert zwar auch fiir geladene Atome, wird hier aber vom Monopol-
Beitrag der Coulomb-Wechselwirkung dominiert.
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6.3 Systeme mit zwei Spin ; Teilchen

Um einen Zustand mit zwei Spin ; Teilchen zu beschreiben, verwenden
wir die elementare Produktbasis |01); ® |02)2. Zur Erinnerung

o h

Sﬂ’0a>6 = §Ua|0a>ﬁ

A 11 3
SZ|U<X>5 = h2§(§ + 1)|Ja>ﬁ = h21|0-a>/3

Hierbei gibt der Index /3 an, zu welchem Teilchen der Zustandsvektor bzw.
der Spin-Operator gehort. Die Produktbasis ist vollstandig und die gesam-
te Physik der beiden Spin-1/2-Teilchen kann darin beschrieben werden.
Es wird aufgrund zusitzlicher Wechselwirkungen dazu kommen, daf} die
z-Komponenten der S der beiden Spins nicht mehr mit dem Hamilton-
operator vertauschen, und deshalb werden die Eigenwerte dieser Opera-
toren keine guten Quantenzahlen (Erhaltungsgrofien) mehr sein. Der z-

Komponente des Gesamtspins 5 = $; + S, hingegen bleibt eine Erhal-
tungsgrofse, solange kein dufseres B-Feld vorliegt. Es ist deshalb sinnvoll
und interessant, das Eigenwertproblem des Gesamtspin-Operators zu 16-
sen. Die Komponenten des Gesamtspins gehorchen wieder den Drehimpuls-
vertauschungsrelationen

[S%,8%] = [(Sy+5%). () + S5)]
= [S7, 57+ 155, 85)
= Eaﬁv(S¥+S;)
[SS%] = €ap, ST . (6.9)

Es muB also eine gemeinsame Basis fiir 57 und S? geben, da diese beiden
Drehimpuls-Operatoren generell miteinander vertauschen.

§*[jm) = h-mljm)

§%jym) = B2j(j +1)ljm)
Wir wollen nun untersuchen, welche Werte m und j annehmen konnen.
Zunichst stellen wir fest, dafs

(57, 55] =0
da die beiden Spins v6llig unabhdngig voneinander sind und natiirlich
gleichzeitig scharf gemessen werden konnen. Daraus folgt unmittelbar

[S2,53] =0
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wie auch o
[S«i’SZ] =0

Schliefilich vertauschen ST%, §§ und §2 auch noch mit §* — S7 + Sz,
[958 =0

da diese Beziehung zuvor fiir beliebige Drehimpulse bewiesen worden ist.

-

Das heif}t, 52, 52, 52 und S7 bilden ein vollstindiges System vertauschba-
rer Operatoren. Thre gemeinsame Eigenbasis spannt den gesamten Hilber-
traum des Problems auf |sy, 55, 7, m). Die Eigenzustinde miissen folgende
Bedingungen erfiillen

(I) S%|817527j7m> = 81<51+1) ’517527j7m>
b) §2|51,32,j,m> = h2 31(51+1) |51752aj7m>
2 (6.10)
c) 52\51,52,j,m> = Rj(G+1) s, 82,5, m)
d) S%|si,s9,5,m) = him |51, 82,5, m) )

mit s; = s3 = 1/2. Die allgemeine Form der Eigenvektoren ist

51,82, ,m) = > CU™ |o109)
o1,026{£1}
1,02 =[01)1®]02)2

a) und b) sind trivial erfiillt. Aus der Bedingung d) folgt

~ o~ Giz Gz im im h
(G102] - (ST +85) Y CUmllor, o) = > 051,0)25(0'1 + 02)001,51 002,52

01,02 01,02
2 (jm)
= hAm C’(}M}2
Also
m ngm) _ (01 + 02) C(Jm)

51,02 2 01,02
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Es sind also nur solche C7 (j unglelch Null fiir die gilt

(0'1 + O'2>

m = 9

Mogliche Werte fiir m sind demnach m = (—1,0,1). Aus Bedingung c)
geht hervor

0102|S Z C’UJ1 ™ oios) = Z C’gjl o (6153|5%|0109)
01,02 701,02
il (3m)
LR G+ 1)l (6.11)
-2 -2 o2 o
S = 51 + 8y +2878; +2(S7S% + SYSY)

$(SF 85 +875%)

- 2 —
~ ~

= S, +8, +2528:+S8+S5; + 5755
~—_———

E

- 2 - 2 3 3 2
<0’10’2|Sl +SQ +255 ‘0'102> = 551751(552752(h21+h21+h210’102)

2(3 + 0'10'2)

= 501,51 50275271 9

hz 01:5'2/\0'2:5'1/\017éag

<5’15‘2|F|O’10‘2> = { 0

sonst
22 4+ —— | +— —+
51092
, ++[2 00 0
<5152|52‘0102> = - ——| 0 2 0 0
+—1 0 0 1 1
—+1 0 0 1 1

(6.12)

Wir fassen die Koeffizienten C/"., zu einem Vektor &7 = (Cyy e,y e y)
zusammen. Die Gleichung (6.11) geht dann in die Eigenwertgleichung der
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Matrix M tiber

M- G=j(j+1)-¢
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Diese Eigenwertgleichung kann leicht gelost werden und liefert

—_
N
Ol

|517 827j7 m>

J

[\
~
oL

‘517 82>j7m>

J

w
=
o

|81a 827.j7 m>

|517 827j7 m>

1
0 o
o | Jj+1)
0
|+ 2,+2)
1; m
0
1 o
o | JjG+1)
0
‘—Z,—Z>
1; m
0
0
1 .
V2 1 ) J(]+1)
1
1; m
0
0
1 .
-1
%<|+Z,—Z>—’—Z7+Z>)
0; m
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Zusammenfassung:

SINGULETT UND TRIPLETT-ZUSTANDE ZWEIER SPIN-1/2 TEILCHEN

j=0|m= %(|+—>—|—+)) Singulett
m = +1 | ++)

j=1m=0 %(\—i——>+|—+>> Triplett
m=-1 --)

6.4 Drehimpulsaddition

In die obigen Uberlegungen bis Gl. (6.10) wurde tiberhaupt nicht ausge-
nutzt, dafd die beiden Teilsysteme den Spin 1/2 haben. Deshalb gelten die-
se Uberlegungen allgemein. Das heifit, Wenn wir zwei beliebige Drehim-
pulse addieren
J=Ji+Js

gehorchen die Komponenten ebenfalls der Drehimpulsalgebra Gl. (6.9)
und es gibt auch in dem allgemeinen Fall eine gemeinsame, vollstandi-
ge Basis |j1, jo, 7, m), die die Eigenwertgleichungen Gl. (6.10) erfiillen. Aus
der Vertauschungsrelation folgt, wie wir bereits wissen, daf3

me{_ju_]+1a7]_1uj}

Auch im allgemeinen Fall kann der Eigenzustand nach der elementaren
Produktbasis

J1 J2
J1: 2,4, m) = Z Z CUm, ljima)1 @ |jama)s
mi=—ji1 ma2=—72
entwickelt werden. Die Entwicklungskoeffizienten 07(,1’17%2 nennt man CLEBSCH-
GORDAN KOEFFIZIENTEN. Die moglichen Werte der Drehimpulsquanten-
zahl sind
je{lil—g2|, 171 —j2|+1,..., 51+ 52}
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Kapitel 7

Identische Teilchen

In jedem Vielteilchensystem (z.B. Atome mit mehreren Elektronen, Mole-
kiile,...) haben wir es mit einem System identischer Teilchen zu tun. Wenn
die Teilchen tatsdchlich identisch sind, sind sie quantenmechanisch unun-
terscheidbar, da wir den Begriff der Trajektorie verloren haben. Klassisch
konnen wir die Flugbahnen identischer Teilchen verfolgen und sie inso-
fern unterscheiden. Quantenmechanisch ist das nicht moglich, denn sonst
wiifiten wir zum Beispiel auch, durch welchen Spalt das Elektron beim
Doppelspaltexperiment geht. Die Ununterscheidbarkeit der Teilchen hat
tiefgreifende Konsequenzen.

Wir betrachten ein System aus N identischen Teilchen. Zundchst nehmen
wir an, dafs diese Teilchen nicht miteinander wechselwirken

H=H +Hy+ -+ Hy
Fiir das Teilchen « gilt die Eigenwertgleichung
Hal‘ljz/>a — 61/|\];[1/>a

Ein Eigenzustand von H ist somit das Produkt der Eigenzustidnde der Teil-
systeme

[, vn)) = Q)W )a

N
H|V) = E[U) mit E=) ¢,

a=1
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Beispiel

N = 2
) = [U)1 ®@[V,)2
E = ¢ +e¢,

Nun ist aber auch der Zustandsvektor |V, ), ® |¥,)1 = |¥,)1 ® |V, )s mit
vertauschten Teilchen Eigenzustand zu F = ¢, + ¢,. Die beiden Zustidnde
sind also entartet. Bei N Teilchen mit paarweise unterschiedlichen Ener-
gien €,, # €,, ergibt sich somit eine extrem hohe Entartung von N!. Man
nennt diese Entartung AUSTAUSCHENTARTUNG.

Wir {iberlegen uns nun allgemein, unabhingig vom Hamilton-Operator,
die Konsequenzen der Ununterscheidbarkeit. Wenn das Vertauschen zwei-
er Teilchen keine mefibare Konsequenz haben darf, konnen sich Anfangs-
und Endzustand nur in der Phase unterscheiden

P ) = e |T)

Def. 7.1 (Transpositionsoperator) P,; ist der Transpositionsoperator, der die
Teilchen i und j vertauscht

pij|11117\112a"' 7\I]i7"' a‘;[lja"' 7\I]n>:|\1117\1127"' 7\IJj7"' a‘llia"' 7\Ijn>

Wenn wir den Operator wiederholt anwenden, sind die Teilchen i und j
wieder an demselben Ort, den sie vor ihrer ersten Vertauschung hatten.
Daraus folgt

o
H2 2

= P = ) = o)
=1 o p=0,7

= BlU) = )

Diese Uberlegung gilt fiir beliebige Indizes i, j. Daraus folgt, |¥) muf
symmetrisch / antisymmetrisch beziiglich aller Paare 7, j sein. Von den
N! Moglichkeiten sind daher nur zwei physikalisch unterscheidbar.
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TEILCHENSTATISTIK

Im Fall P,;|¥) = +|¥) spricht man von Bosonen.
Im Fall P,;|V) = —|¥) spricht man von Fermionen.

Aus der relativistischen Quantentheorie folgt, das Teilchen mit ganzzahli-
gem Gesamtspin Bosonen und solche mit halbzahligem Gesamtspin Fer-
mionen sind. Zwei zusammengesetzte Fermionen bilden ein Boson (Vor-
aussetzung fiir Supraleitung).

Wir fiihren folgende Definitionen ein

Def. 7.2 (Permutationsoperator) P ist der Permutationsoperator, der die Per-
mutation P erzeugt

]5‘\111711;2’... >\Ijn> = “IJPM\IJPQV" 7\Ian>

Def. 7.3 (Symmetrisierungssoperator)
A 1 A
Si=——=)>» P
Ay
Def. 7.4 (Antisymmetrisierungssoperator)
A 1 A
A= —) sign(P)P
Mo zp: gn(P)

Ausgehend von einem beliebigen N-Teilchen-Zustandsvektor |U) lassen
sich mit Hilfe dieser Operatoren bosonische und fermionische Zustande
bilden .

Bosonen: Up) = S|VU)

Fermionen: |[Uy) = A|U)

Beispiel fiir N = 2

1
Vo) = (000 + [0 )
Up) = ([0, Uy) — [T 0))

S

2
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Wenn |V, ¥s, - - -) ein elementares Tensorprodukt |¥;); ®@|W¥s), - - - ist, dann
ist |V ) eine sogenannte Slater-Determinante

W11 [Wa)1 oo [
Wy = Lo (W) [Wa)o oo [W)o
Win [Po)n - [Wn)n
Beispiel fiir N = 2
Lo |Wy) W)y
U -
V) 2’ [W1)2 [Wa)o
1
= % (“I’1>1 & ]‘I/2>2 — “I’1>2 &® !‘I’2>1)
1
= —= (|¥q, Uy) — | Uy, ¥y))

S5

2

7.1 Das Pauli-Prinzip

Eine Konsequenz der Antisymmetrisierung ist das Pauli-Prinzip: Zwei
identische Fermionen konnen sich nicht in demselben Quantenzustand
befinden. Wenn |¥;) = |¥;) mit i # j, so sind in der Slater-Determinante
zwei Spalten gleich und die Determinante verschwindet.

Beispiel: He-Atom, zwei Elektronen

Quantenzahlen: n; [; m;; m;

Zwei Elektronen konnen nicht einen identischen Satz von Quantenzahlen
haben.

Der Grundzustand hat die Quantenzahlenn = 1;1 = 0;m; = 0;m, = i%
Es konnen beide Elektronen mit unterschiedlichem Spin in diesem Zu-
stand sein. (Alle Zustdnde werden so paarweise besetzt.)

Geben wir weitere Elektronen hinzu, so miissen sie in die ndchste Schale:
n=2:

[ = 0; m; = 0=> 2 Elektronen

l=1;m; =—1,0,+1 => 6 Elektronen

So erklart sich das Zustandekommen des Periodensystems.
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7.2 Anyonen

Wir hatten bisher verwendet, daf3 FA’Z = 1 ist. Das stimmt aber aufgrund
der besonderen Topologie in zwei Dimensionen nicht mehr.

Wenn man zwei Teilchen im R? zweimal miteinander vertauscht, macht
es einen Unterschied, auf welchem Weg das geschieht. Es ist nicht mehr
dasselbe, eine Vertauschung auf die gleiche Art zweimal durchzufiihren,
so dafs Teilchen II von Teilchen I umkreist wird, oder sie beim zweiten Mal
in die umgekehrte Richtung auszufiihren. (Abb.7.1).

Man kann sich das auch sehr gut an zwei Schniiren veranschaulichen, de-
ren oberes Ende befestigt ist, und deren untere Enden "vertauscht’ werden.
(Abb.7.2).

In drei Dimensionen sind die beiden Riickwege aus Abb.7.1 identisch, da
man sie ineinander iiberfiihren kann, ohne das zweite Teilchen zu bertih-
ren.

In 2D verlieren wir also die Bedingung ]53 = 1 und somit sind in 2D
beim Vertauschen zweier Teilchen nicht nur die Phasenfaktoren +1 mog-
lich. Teilchen, die beim Vertauschen ,irgendeine” Phase erhalten, nennt
man Anyonen. Sie kommen u.a. beim gebrochenen Quanten-Hall-Effekt

Abbildung 7.1: Zweifaches Vertauschen von zwei Teilchen I und II im R?.

(FQH) vor.

7.3 Elektron plus Spin

Wir wissen bereits, daf3 jedes Elektron einen inneren Freiheitsgrad (Spin)
besitzt. Der gesamte Zustand eines Elektrons besteht somit aus Bahnanteil
|¢;) und Spinanteil |y,). Die allgemeine Form eines elektronischen Zu-

355



iy [

Abbildung 7.2: Zweifaches Vertauschen von zwei Teilchen im R

standsvektors lautet

|\II> = Z Ciax |1/Jz> ® |Xa>

2,00

V(7,0) = <f,0|\11>=Zci,awi(f)xa(U)

Wir wenden uns nun der Frage zu, welche Zustdnde zwei Elektronen an-
nehmen konnen. Es kann fiir beide Elektronen dieselbe vollstandige Basis
fiir Ort bzw. Spin verwendet werden. Ein elementares Tensorprodukt lau-
tet mit diesen Basisfunktionen

W) = [¥i)1 @ |Xa)1 @ |¥5)2 ® [X5)2 :

wobei der Teilchenindex aufierhalb der Winkelklammer angebracht ist. Es
gibt zwei Félle zu unterscheiden

1. Identische Bahnanteile (i = j):

Wegen des Pauli-Prinzips mufl dann o # 3 sein. Antisymmetrisie-
rung des Zustandes liefert

1 @ 1612 © = (1) © )2 = o © o)

J

Singtﬂett

In jeder beliebigen Quantisierungsrichtung n des Spins, gibt es zwei
Basiszustinde | 4 n) fiir den Spin (£ +2). Der Singulett-Zustand ent-
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spricht dem Gesamt-Drehimpuls Null und ist von daher rotationsin-
variant und unabhéngig von der Quantisierungsrichtung’.

SINGULETT-ZUSTAND ZWEIER SPINS

1
|Singulett) = —(|+n); @ | —n)s — | —n)1 @ | + n)s
¢1§< ) 7.1)
_E(H_Z)l@l—Z>2—|—Z>1®|+Z>2)

2. Unterschiedliche Bahnanteile (i # j):

Es gibt vier Moglichkeiten fiir die Spins:

) a=pg=+=2
N a=pg=-=2
) a=-g=+=

IV) a=-0=-z

Die daraus resultierenden antisymmetrisierten Zustande lassen sich
sinnvoll zusammenfassen in: antisymmetrisch im Spin und symme-

trisch im Ort, bzw. symmetrisch im Spin und antisymmetrisch im
Ort, d.h.:

!Beweis in den Ubungen.
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SINGULETT- TRIPLETT-ZUSTANDE ZWEIER ELEKTRONEN

L (101 @ )2 + [0 @ [93)2 )1 = 0,m, =0)  Spin-Singulett

%(Wﬁl ® |¥j)2 — |hih ® |@/J¢>2) S =1,ms € {0,£1}) Spin-Triplett
(7.2)

7.4 Das Helium-Atom

Als einfache Anwendung eines Mehr-Elektronen-Systems wollen wir das
Helium-Atom untersuchen. Wie in Abbildung (7.3) skizziert, besteht das
He-Atom aus einem Kern mit Kernladungszahl Z=2 und zwei Elektronen.
Der Hamilton-Operator fiir das He-Atom lautet in atomaren Einheiten

Abbildung 7.3: Schematische Darstellung des Helium-Atoms
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Wir betrachten zunichst nur I:[O. Die beiden Teile Ffo; und H, 0.2 sind iden-
tisch, aufler dafs sie auf verschiedene Teilchen wirken. Jeder Hamilton-
Operator fiir sich beschreibt ein H-dhnliches Atom mit Z = 2. Die tiefste
Energie erreichen wir, wenn wir beide Elektronen in den Grundzustand
geben. Gemaf3 Gl. (7.2) mufs der Spin-Anteil dann ein Singulett sein

‘wBahn> = ’n = 17l = Oaml = O>1 X ’n = 171 = 0>ml - O>2
|77Z}Spin> = |3 = Oams = O>

Die zugehorige Energie ist

ZQ
E=-2 (7) =42 —4.27,2eV = —108.8¢V

Wir beriicksichtigen nun den Wechselwirkungsterm H, = HP*" @ i

in der Storungstheorie

Spin |

AE(I) — \I,Bahn HBahn \IjBahn \I,szn 11 \I,Spin _ lDBahn HBahn \IJBahn
1

1
B //|<F1|n:1,l:0,ml:O>1|2|<F2|n:1,l=0,ml:0)2|27d3md3r2

[EEE]
- // VIR — 7l 7"2! ol72) d'rs d'rs

Dieser Term beschreibt die elektrostatische Wechselwirkung zweier iden-
tischer Ladungsverteilungen p(r). Die Elektronendichte im Grundzustand
ist

2

1
(7:-‘) ‘ Z3/2 — _73 67227“
\/_
Die Energiekorrektur ist
3
EO (Z_)2 //ezzn _ 1 _ o 22r2 d37‘1 d3r2
T |7 — 75|
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Wir wollen die Berechnung dieses Zwei-Zentren-Integrals explizit vorfiih-
ren. Da die Dichten rotationssymmetrisch sind, ist es sinnvoll, Kugelkoor-
dinaten zu verwenden

Zg 00 S 1
E(l) = (—)2/ dT‘l ’I"% €2ZT1/ d?"g 7"% €2ZT2/dQl /dQQ Fre——
m 0 0 |T1 - T2|

Zur Auswertung des inneren Winkelintegrals legen wir die z-Achse in
Richtung von 7. Man erhélt dann ein vollstandiges Differential

1

1 T 1 !
dQ S5 = 27'('/ dCOSQ :27'('/ d§
/ 217 — 7 0 ( >\/r%+r§—27"1r2cos(9) 1 TP+ rE = 2mme
27 S o
= ——— /14 71rE = 2r 1€ =——(ri+ry—|r1—12)
T2 f=—1 T2

Da es nun keine Winkelabhidngigkeit mehr gibt, liefert das zweite Win-
kelintegral [ dQ; = 47. Wenn wir schlie8lich die verbleibenden Radialan-
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teile berechnen, erhalten wir

ZS o] o]
EW = (7)2 87r2/ dry 622”/ dryre €272 (11 + 10 — |11 — 1))
0 0
oo 1 00
= 84° dry e 2%m (2/ dry 13 e 27 4 27"1/ dry 19 eQZ”)
0 0 T1

> 1
= 16Z6/ dry ry e”24m (@(1 — e (1 220 +22%%)) +
0

—4TZ12 e 2 (1 + 2Z7“1))
1626 [
= 17 / dry ry e 2" (1 — e M 2e72N (7)) — 2e7 22 (Zr)? +
0

e=2%n (Zr1) + 2e724m (Zr1)2>

= 423/ dry e 2" (1 — e (14 (Zrl))>
0

= Z /O Ood(QZrl) (2Zry) e 271 (1 —e P (14 %(227’1)))

= Z/o dtte‘t(l—e_t (1+%t)>
1

- 27,2eV = 34.0eV . (7.3)

Die Grundzustandsenergie ist demnach £ = —74.8eV. Der experimentelle
Wert liegt bei Ey,, = —78.8eV. Die Ubereinstimmung ist noch nicht sehr
gut, allerdings haben wir auch eine sehr grobe Naherung durchgefiihrt.
Eine Verbesserung, die leicht zu gewinnen ist, liefert die Variationsrech-
nung. Wie beim H; -Molekiil betrachten wir die Kernladungszahl in der
Wellenfunktion W, ;—o ,,,—0 des ungestdrten Problems als Variationspa-
rameter Z. Das Ergebnis kann dadurch nur besser werden, da die Energie
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in der 1.0rdnung Stérungsrechnung

U|Hy + H,|T)

b
N T

gleich dem Energieausdruck fiir Z = 2 ist, der in der Variationsrechnung
minimiert wird. Dieser Ansatz kann auch physikalisch begriindet werden.
Bisher haben wir die Elektronen als unabhéngige Teilchen betrachtet. In
Wirklichkeit werden sie sich aufgrund der Coulomb-Abstoflung aus dem
Weg gehen. Das bedeutet effektiv, dafs die Elektronen nicht die volle Kern-
ladung sehen, da diese teilweise durch das andere Elektron abgeschirmt
wird. Dieser Effekt kann durch Z — Z berticksichtigt werden. Die nétigen
Beitridge zur Energie haben wir bereits bestimmt. Wie beim H; -Molekiil
schreiben wir den Hamilton-Operator um in

Ho1(2) Ho2(2)
A2 A2
- D’ Z Z—-7 D: Z Z—-7 1
F=0 _=4 + B2 _Z + =
2 T1 1 2 T2 T2 T12

Die Energie-Beitrige von Hy,(Z) und Hyo(Z)liefern

R . Z2

(0 (2)[Hoa(2)057(2)) + (867(2)| Hoa(2)|07(2)) = —27%

Es wurde ausgenutzt, dafs sowohl der Hamilton-Operator wie auch die

Wellenfunktion ein H-dhnliches Atom zur Kernladungszahl Z beschrei-

ben. Der Beitrag vom modifizierten Potential wurde bereits in Gl. (6.6)
bestimmt

@) 1w (2) + (1P (2) v (2) =2 £

1 T2

Der verbleibende Term ist aus Gl. (7.3) bekannt
1 )
(0(2)|— 2" (2)) = 52
12

Die variationelle Gesamtenergie ist

5 5
E(Z2)=-2*4+2Z2-2)Z + 32 = z* (27 - g)z
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Minimieren der Energie liefert

0E(Z) 5, 1
— 2z-Z+ )40

0Z ( + 16 ~

5
zZ* = Z——=1.69

16

E(ZY) = —2°+ g Z—(%)Q L _2848-27.21 eV = —T7.5 eV
(1)
El

Die ersten beiden Beitrdge stimmen mit dem Ergebnis der Storungstheo-
rie tiberein. Wir erhalten zusétzlich eine Energieabsenkung, die auf die
oben beschriebenen Korrelationseffekte zurtickgeht. Das Ergebnis stimmt
bereits wesentlich besser mit dem experimentellen Wert {iberein.

7.5 Angeregte Zustinde von Helium

Abschliefiend wollen wir noch die untersten angeregten Zustande von He-
lium untersuchen, da sich hierbei neue interessante physikalische Quanten-
Effekte zeigen.

Der angeregte Zustand wird dadurch beschrieben, daf ein Teilchen im
Grundzustand n = 1,1 = 0,m; = 0 bleibt und das zweite Teilchen in
n = 2,1,m; geht. Gemaf der allgemeinen Uberlegungen in Gl. (7.2) gibt es
vier Kombinationsmoglichkeiten

1
7 (]100); ® |2lm)s + |2lm); ® |100)3) |s = 0,ms = 0) Spin-Singulett
N > y
% (]100); ® |2im)y — |2lm); ® |100)2) |s =1,ms € {0,£1}) Spin-Triplett

vy
(7.4)

Ohne die Elektron-Elektron-Wechselwirkung sind diese Zustdnde entartet
und liefern in nullter Ordnung die Energie

72 72 72 1 5 A
= (- - =2 (1+4-)=-22 68
Eq ( WE 2.22) . ( +4) 5 = —68.0eV

Diese Energie hangt weder vom Spinzustand (Singulett/Triplett) noch von
den Drehimpuls-Quantenzahlen (I, m) ab. Es gibt vier Spin-Zustande und
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zu jedem gibt es bei n = 2 vier Drehimpuls-Quantenzahlen (I = 0,m = 0)
bzw. (I = 1,m = 0,%1). Es existiert also eine 16-fache Entartung. Um
die Energiekorrektur erster Ordnung zu ermitteln, miifsten wir eigentlich
H, in diesem Unterraum diagonalisieren. Das entfallt hier, da der Stor-
Hamiltonoperator in den Zustdnden Gl. (7.4) bereits diagonal ist. H, ist
unabhéngig vom Spin, d.h. unmittelbar, da8 Matrixelemente von H,

(1wl twsl ) 1 (10 168) ) = walluip) v

proportional zum Uberlapp der Spin-Zusténde sind. Da die Spin-Zustinde
orthonormal sind, ist der Storterm in den Spin-Quantenzahlen diagonal.
Eine dhnliche Uberlegung gilt fiir den Bahnanteil. Es ist unmittelbar er-
sichtlich, daf H, invariant ist gegen Drehungen des Koordinatensystems.
Hierbei werden beide Ortsvektoren, i} und 75, gemeinsam gedreht, wobei
sich |7 — 73| nicht andert. Der Erzeuger der Drehungen ist der Drehim-
puls

l
l

2 X Do

>

1 X P1+

oy

>

Die Invarianz des Stéroperators gegen Drehungen bedeutet auch, da88 H,

mit ﬁ, bzw. L* und L2 vertauscht. Aus [ﬁ 1, O”] = 0 folgt, wie wir bereits
wissen,

(0% — o) (WalHiltog) =0

wobei |1),) Eigenzustand von O” zum Eigenwert o?, ist. Hier stellt O” einen
Satz kommutierender Operatoren mit gemeinsamer Eigenbasis {|¢,)} dar.
Wenn also zwei Zustdnde |1),) nicht in allen Eigenwerten o tibereinstim-
men, folgt, daf die nicht-diagonalen Matrixelemente (¢,|13) verschwin-
den. Wir zeigen nun, daf8 die vier Bahnanteile |Vz) in Gl. (7.4) Eigenzu-
stinde von L2 und L? sind. Qualitativ ist das klar, denn das Teilchen im
Zustand |n = 1,1 = 0,m = 0) hat Bahndrehimpuls Null, so daf8 der ge-
samte Bahndrehimpuls vom zweiten Teilchen im Zustand |n = 1,1,m)
bestimmt wird. Formal sieht man das wie folgt

- - 2
p:(g+LQ
L? = [+ Lj
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Die Wirkung der Drehimpuls-Operatoren auf das Tensorprodukt |1,0,0); ® |2,1,m)-
ist

o2 =2
L |1, O, O>1 ® |27 l, m>2 = (L 1|]_, 07 0)1) ®|2, l, m)2

—_—
0 |17070)1

+ 2 <£1|17 07 0>1) & <f’2|27 l> m>2>
~—_——

01]1,0,0)

-2
+11,0,0); ® ( J12,1,m)s )

N J/

VvV
R21(14+1)]2,1,m)2

=RI(+1)  [1,0,0)1 ® |2,1,m)s

(EﬂL 07 0>1) ® (z§|27 l? m)?)

(. / /

~~ ~\~
0|17070>1 hm|27l7m>2

[A/Z‘l,(), O>1 & |2,l,m>2

= hm ’1,0,0)1@‘2,[,771)2

Dasselbe gilt fiir vertauschte Teilchen-Indizes am Tensorprodukt. Das heifst,
die Zustinde in GI. (7.4) sind Eigenzustinde von L? und L* zu den Eigen-
werten %% - [(I + 1) und Aim. Die Bahn-Zustidnde haben alle verschiedene
Quantenzahlen (I,m). Nach der obigen Uberlegung ist /, somit in den
Zustdnden Gl. (7.4) diagonal. Das heifst, die Zustdnde sind bereits an die
Symmetrie des Storterms angepafst und fiir die Energiekorrektur benoti-
gen wir lediglich

EW = (Wh| | i) wg | wg") = (Uh 1| V)

— %( (100]; ® (2lml, >ﬁ1<1100>1 ® !2lm>z>
+ %( (2lm|, ® (100], )Fh(I?lmh ® |100>2>
+ 2. (<2lm|1 ® (100] )1%(1(|100>1 ® |21m)2)
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Die beiden ersten Terme sind gleich, und die 2 im dritten Term erklért sich
durch die Gleichheit der beiden auftretenden Mischterme.

. 1 S oo
E(l) :/‘\Ifloo(Tl)FW ’\Ijglm(Tg)‘2dT1dT2
1 — 12

-~

klassische Coloumb-Wechselwirkung

. . 1 . o o 7.5
i/‘1’§zm(7“1)‘1’100(7’1)ﬁ‘ymo(ﬁ)‘l’zlm(rz)dﬁdﬁ 75

rL—7re

N J/

—~
Austausch-Wechselwirkung
=C=xA

C stammt von der elektrostatischen Coulomb-Wechselwirkung und ent-
spricht dem Term, der bei der Grundzustandsrechnung die Energiever-
schiebung bewirkt hat. Der Austauschterm A beschreibt ein neues Quan-
tenphdnomen. Er riihrt von der Interferenz der beiden beteiligten, unter-
schiedlichen Bahn-Zustdnde her. Die Auswertung des Integrals in Gl. (7.5)
ergibt A > 0. Dadurch wird der Spin-Singulett-Zustand, der Zustand mit
symmetrischem Bahnanteil, energetisch angehoben und der Spin-Triplett-
Zustand, der Zustand mit anti-symmetrischem Bahnanteil, um den Betrag
A abgesenkt. Das ist qualitativ einsichtig: Im anti-symmetrischen Bahn-
Zustand ist die Wahrscheinlichkeit, die beiden Elektronen in kurzem Ab-
stand anzutreffen, stark reduziert. Somit ist die Coulomb-Abstofsung auch
klein. Im symmetrischen Bahn-Zustand ist das Gegenteil der Fall. Die Ener-
gieniveaus sind in 7.4 skizziert. Anders als im Grundzustand ist nun der

+A

Eioo + Eaim

Abbildung 7.4: Energieaufspaltung der angeregten Zustinde im Helium.

Grundzustand ein Spin-Triplett, da es energetisch giinstiger ist, den Bahn-
anteil antisymmetrisch zu wahlen. Obwohl in H keine Spin-Wechselwirkung
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vorhanden ist, kommt die spinabhédngige Aufspaltung aufgrund der Fermi-
Statistik ins Spiel. Diese Austauschwechselwirkung ist die Ursache fiir
kollektiven Magnetismus. Die Singulett-Triplett-Aufspaltung ist um Gro-
lenordnungen grofier als elektrostatische Dipol-Dipol-Wechselwirkungen
im Festkorper.

Wenn wir die Integrale in GL. (7.5) berechnen, finden wir

By, = Claps = Avsas = 11.4eV £ 1.2¢V (7.6a)
ED,, = Croop + Argp = 132¢V £0.9eV . (7.6b)

Addieren wir noch die Energie nullter Ordnung, so ist die Gesamtenergie

Ei9s = —56.6eV £ 1.2eV Exp: — 58.8¢V £ 0.4eV (7.7a)
Eis0, = —54.8¢V £ 0.9eV Exp: —57.9eV £0.1eV ) (7.7b)

Die Entartung sowohlim Spin s (Singulett-Triplett) und in der Drehimpuls-
Quantenzahl [ (s-,p-Orbitale) ist aufgehoben. Lediglich die Entartungen

in m, und m bleiben wegen der Rotationsinvarianz im Spin- und Orts-

raum erhalten. Es iiberrascht nicht, daf die Ubereinstimmung zwischen

erster Ordnung Storungstheorie und Experiment nicht perfekt ist. Trotz-

dem zeigt das approximative Ergebnis bereits zwei wichtige Effekte: Es er-

klart die spinabhéngige Aufspaltung der Niveaus (Singulett-Triplett-Aufspaltung)
und dafs die Aufspaltung im 2s-Zustand grofser ist als im 2p-Zustand.
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Kapitel 8

Einstein-Podolsky-Rosen-
Paradoxon

Einstein, Podolsky und Rosen (EPR) wollten aufzeigen, dafs die Quanten-
mechanik unvollstdndig ist. Das von ihnen vorgeschlagene (Gedanken-
)Experiment bezog sich auf zwei Teilchen im reinen Zustand, beschrieben
durch die Wellenfunktion ¢ (z1, z3) = §(x2 — z1). Wenn am Teilchen EINS
der Impuls gemessen wird, und dieser den Wert p; hat, so mufs laut Quan-
tenmechanik der Impuls des zweiten Teilchens p, = —p; sein. Das weifs
man ohne zu messen. Man kann nun am Teilchen ZWEI stattdessen den
Ort messen und man erhélt nach EPR somit beide Elemente der Reali-
tat des zweiten Teilchens, namlich den Ort und den Impuls. Dieses Expe-
riment ist sowohl praktisch als auch theoretisch unnétig kompliziert, da
z.B. die Messung unmittelbar nach der Praparation des Zustandes durch-
gefiihrt werden muf3, da die Wellenfunktion ,zerfliefst”. D. Bohm hat ein
Experiment vorgeschlagen, das dieselben logischen Schliisse erlaubt, aber
einfacher zu behandeln ist. Dieses Experiment soll im folgenden bespro-
chen werden. Wir betrachten zwei Spin-1 Teilchen, die in einem Singulett-
Zustand

|¢s> = %q + 2, _Z> - | - Z,+Z>)

préapariert wurden. Fiir die elementaren Tensorprodukte haben wir die
schon friiher eingefiihrte kiirzere Schreibweise verwendet. Wir hatten be-
reits gezeigt, dafs der Singulett-Zustand vollstindig rotationsinvariant ist,
so dafs er ebenso in der Form

) = J( + @, —a) — | — 2, +a)) = (1 9, —) — | — v, +3)

bzw.
¥s) = (| +n,—n) — | = n,+n))
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angegeben werden kann. Die letzte Gleichung soll bedeuten, dafi eine be-
liebige Quantisierungsrichtung 7 verwendet wurde.

Die beiden Spin-3 Teilchen sind so pripariert, da8 sie in entgegengesetz-
te Richtungen davonfliegen. Aufgrund des Singulett-Zustandes sind die
Teilchen eng miteinander korreliert. Es ist aber nicht moglich festzulegen,
ob |+ z, —z) oder | — z,+z) vorliegt.

Zwei Physiker, A und B, bauen je ein Stern-Gerlach-Experiment auf, um
den Spin des zu ihnen fliegenden Teilchens zu messen. Sobald A die z-

Abbildung 8.1: Einstein-Podolsky-Rosen Aufbau

Komponente mifit und S, = —I—g findet, mufd das Teichen bei B S, = —g
liefern. Hier konnte man sagen, dafl das nichts besonderes ist. Angenom-
men wir verwenden zwei Kugeln, eine rote und eine blaue, mischen sie
gut und bringen die eine nach A und die andere nach B, so liegt genau die-

selbe Situation vor. So einfach ist dies aber bei dem Spin-Singulett nicht.

Denn nachdem die Teilchen auseinander geflogen sind, kann sich A auch
entscheiden, S, zu messen. Wenn er den Wert S, = +§ findet, wird B de-
finitiv S, = —2 messen.

In der Kopenhagener Deutung der Quantenmechanik wird argumentiert,
dafd die Werte der Spins fiir X, y und z nicht gleichzeitig vorliegen kon-
nen, sondern daf$ erst durch die Messung bei A festgelegt wird, welches
MERKMAL die Spins besitzen. Diese Information ist dann instantan bei B.

Einstein konnte sich hiermit nicht abfinden: DIE PHYSIKALISCHE REALI-
TAT DES SPINS BEI B, DER BELIEBIG WEIT VON A ENTFERNT SEIN KANN,
KANN NICHT DAVON ABHANGEN, WAS BEI EXPERIMENT A GETAN WIRD !

Man konnte denken, dafs auf diese Weise Information mit einer Geschwin-
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digkeit grofier als die Lichtgeschwindigkeit {ibertragen werden konnte.
Z.B. konnten Bits wie folgt {ibertragen werden:

Bit 0

x-Messung

Bit 1

z-Messung

Wenn A eine z-Messung durchfiihrt, ist das gesamte System dann im z-
Eigenzustand. Wenn A eine x-Messung durchfiihrt ist das gesamte Sy-
stem im x-Eigenzustand. Wenn nun B feststellen konnte, daf’ ein z- oder
x-Eigenzustand vorliegt, so bedeutet das, daff mit beliebiger Geschwin-
digkeit Information iibertragen wiirde. Dies stiinde im Widerspruch zur
Relativitdtstheorie.

Diese Informationsiibertragung funktioniert so aber nicht wirklich. Denn
wenn A eine z-Messung durchfiihrt, so erhdlt er mit Wahrscheinlichkeit
0.5 als Ergebnis S, = +2 und mit derselben Wahrscheinlichkeit S, = —2.
Dasselbe ist bei B der Fall. Wenn B andererseits eine x- Messung macht, so
erhilt er unabhédngig vom S.-Wert, den A gemessen hat, ebenfalls mit glei-
cher Wahrscheinlichkeit S, = ig. Das heifst, B kann bei einer S,-Messung
gar nicht feststellen, in welche Richtung A seine Stern-Gerlach-Apparatur
ausgerichtet hat. Er muf zusétzlich den Wert +2 der Messung von A ken-
nen. Dieser muf ihm aber erst wieder auf konventionelle Art iibermittelt

werden.

8.1 Lokale verborgene Parameter / Bellsche Un-
gleichung

Bis 1964 hatte man geglaubt bzw. gehofft, dafs es moglich sei, neben den
Quantenzahlen noch weitere (verborgene) Parameter zu finden, die den
Zustand eines Systems im klassischen Sinne eindeutig charakterisieren
und somit deterministisch bestimmen, wie ein Experiment ausgehen wird.
Das ZUFALLIGE Verhalten eines Quantensystems ldge dann nur daran, dafs
man diese Parameter nicht kennt und eventuell auch prinzipiell nicht mes-
sen kann. Aber zumindest ist " das Ding an sich " scharf definiert und exi-
stiert unabhingig vom Betrachter.

Leider mufite man diese Sichtweise aufgeben, nachdem BELL 1964 eine
experimentell verifizierbare Ungleichung ableiten konnte, deren experi-
mentelle Auswertung gezeigt hat, dafd es keine LOKALEN VERBORGENEN
PARAMETER gibt.
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Die Idee ist, dafs neben den Quantenzahlen ¢ noch weitere (verborgene)
Parameter ) existieren, die den Zustand |¢) eindeutig definieren.

) =1g, A)

8.2 Ein nicht quantenmechanisches Modell und
die Bellsche Ungleichung

Wir wollen ein KLASSISCHES Modell konstruieren, das im Einklang mit
den Stern-Gerlach-Experimenten ist, das aber jedem Teilchen einen voll-
stindigen Satz von Attributen gibt, der den Ausgang des Experimentes
eindeutig vorherbestimmt. Die statistische Komponente kommt dann dar-
uber herein, dafs wir nicht wissen, welcher der klassischen Zustinde im
Einzelfall vorliegt.

Behandeln wir zuerst den Fall, daff A und B die Spin-Komponenten S,
oder S, messen. Dann muf$ der , klassische Zustand” der beiden Teilchen
die Information enthalten, welchen Wert wir bei diesen Messungen finden
werden.

{o. , oo}
—~ =~
+1 +1

z.B.
{+z , —=a}

Eine Messung liefert dann mit Sicherheit den Wert o.-2 bei der S.-Messung
und den Wert o, - 2 bei der S,-Messung. Damit wir im Einklang mit den
Stern-Gerlach-Experimenten sind, miissen wir eine wichtige Zusatzregel
einfithren: An jedem Teilchen darf nur eine Messung durchgefiihrt wer-
den. Danach dndert sich sozusagen der Zustand und der alte Zustand
wird unbrauchbar. Mifit man z.B. S,, darf nicht auch noch S, gemessen
werden. Aber A und B diirfen und sollen unabhéngig voneinander an ih-
ren beiden Teilchen des Paares messen.

Den Singulett-Zustand der beiden Spin-; Teilchen beschreiben wir dann
durch

Teilchen 1 ‘ Teilchen 2

{0_27090} ‘ {_Uza_ax}
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Die beiden Teilchen miissen entgegengesetzte Werte in den beiden Spin-
Komponenten haben. Es gibt somit im Singulett vier Zustdande, in denen
sich die zwei Teilchen befinden kénnen

Teilchen 1 | Teilchen 2
{+Zv +I} {_Zv —ZL‘}
{+Z7 _:L‘} {_Zv +$}
{—z, 4z} | {+z,—=}
{—z,—a} | {+2z, +2}

Wenn wir annehmen, daf§ in dem Ensemble von Singuletts alle vier Zu-
stinde gleich haufig vorkommen, so konnen wir die quantenmechani-
schen Vorhersagen reproduzieren.

z.B.

@) Messung von z bei A liefert +% = zbei B=—12

3) Messung von z bei A liefert +2 = x bei B liefert 50 % +2% , 50% —2

Nun konnen wir anstelle von S, und S, auch zwei beliebige, nicht not-
wendig orthogonale Richtungen betrachten und wiirden immer noch im
Einklang mit der Quantenmechanik sein, vorausgesetzt, wir erlauben, dafs
die Haufigkeiten, mit denen die 4 ,klassischen” Zustdnde vorkommen,
vom Winkel zwischen den beiden Richtungen abhidngen diirfen. Diskre-
panzen treten erst auf, wenn wir eine dritte Richtung einfiihren.

Wir betrachten nun drei beliebige Richtungen a, b, c fiir die Stern-Gerlach
Apparate. Es gibt dann 2* = 8 mogliche Zusténde, die in Tabelle (8.1) auf-
gefiihrt sind. Z.B. bedeutet der Zustand 5, dafy A in a-Richtung den Wert
—2 in b-Richtung +2 und in c-Richtung ebenfalls +2 finden wird. Fiir B
drehen sich alle Vorzeichen um. Aber es sei noch einmal betont, dafs beide
Beobachter jeweils pro Teilchen nur eine der mdoglichen Spin-Richtungen
messen sollen.

Da die , klassischen Zustdnde” 1-8 mit unbekannten Haufigkeiten P, vor-
kommen konnen, benétigen wir Experimente, die Ergebnisse liefern, die
unabhdngig von den P, sind. Die Beobachter A und B diirfen sich natiir-
lich zuvor absprechen und eine Liste erstellen, welche Spin-Richtungen sie
wann messen werden und anschlieflend in diese Liste ihre Ergebnisse ein-
tragen. Da sie bereits wissen, dafs sie wegen des Singulett-Zustandes im-
mer entgegengesetzte Werte finden werden, wenn sie gleichzeitig dieselbe

373



rel. Haufigkeit des Teilchen 1 Teilchen 2
Zustandes im Ensemble
P {+a,+b,+c} | {—a,—b, —c}
P, {+a,+b,—c} | {—a,— b +c}
P; {+a, =b,+c} | {—a,+b,—c}
Py {+a,—=b,—c} | {—a, +b +c}
Ps {—a,+b,+c} | {+a,—b, —c}
Ps {—a,+b,—c} | {+a, —b, +c}
P; {—a,—b,+c} | {+a,+b,—c}
Py {—a,—b,—c} | {+a,+b,+c}
SP=1

Tabelle 8.1: Mogliche Zustiinde des , klassischen Quantenmodells”.

Spin-Komponente messen, ist es sinnvoll, gleichzeitig nur unterschiedli-
che Komponenten zu messen. Also mifit A z.B. die b-Komponente und
B die c-Komponente. Das fassen wir zusammen als (b, ¢). Eine allgemei-
ne Angabe des Komponenten-Paares lautet dann (5S4, Sg), d.h. A mifit die
Komponente S, und B die Komponente Sp. Pro Paar gibt es natiirlich von
Messung zu Messung unterschiedliche experimentelle MefSergebnisse, da
nach unserer Annahme das Singulett in einer der 8 Kombinationen vor-
liegen kann. Unser Ziel ist es, eine Mefsgrofse zu finden, die unabhéngig
von den P, ist. Es wird deshalb zu allen sechs moglichen Kombinationen
(Sa, Sp) jeweils eine grofie Anzahl N Messungen durchgefithrt, um gute
statistische Aussagen zu erhalten. Am Schluf$ wird nur die Zahl V. ermit-
telt, die angibt, in wievielen Féllen A und B unterschiedliche Vorzeichen
gemessen haben. Daraus ergibt sich die relative Haufigkeit fiir entgegen-
gesetzte Vorzeichen (bei unterschiedlichen Quantisierungsrichtungen)
Ny
r=_=

6N

Die gesamte Zahl an Messungen ist 6/V.

Was kann man unabhingig von den Werten der P, iiber die relative Hau-
figkeit aussagen? Betrachten wir die Zustidnde i der Reihe nach.

In den Zustdnden 1 und 8 werden A und B immer entgegengesetzte Vor-
zeichen finden, ganz egal welche Komponente sie messen. Wir gehen nun
fiir den Zustand 2 die 6 moglichen Komponenten-Paare und die resultie-
renden Vorzeichen durch
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Paarungen | Rel.Vorzeichen
ab | -
ba
ac
ca
bc
cb

+ + + +

Aus der Tabelle geht hervor, dafi in 2 der 6 Paarungen entgegengesetzte
Vorzeichen gemessen werden. D.h., die relative Haufigkeit ist 1/3. Das-
selbe findet man bei den verbleibenden Zustianden 3-7. Wir wissen zwar
nicht welcher Zustand bei einer Messung vorliegen wird, aber wir ge-
hen davon aus, dafl es fiir das Vorkommen der Zustinde wohldefinierte
Wahrscheinlichkeiten P; gibt. Daraus berechnet sich die Wahrscheinlich-
keit, entgegengesetzte Vorzeichen zu messen

7 7
1 1 1
= P-1+F-1 P) —>|P+P P -=-
T 114+ £y +(;)3_(1+8+;)3
1
r > -
- 3

Daf heifit, wenn wir klassisch mit verborgenen Parametern argumentie-
ren, sollte mehr als ein Drittel der Messungen unterschiedliche Vorzeichen
liefern.

Was sagt die Quantenmechanik voraus?

Das System befindet sich in einem Singulett-Zustand
S) = Ll +2—2) = | —2,+2))

der in allen Quantisierungsrichtungen gleich aussieht
1) = (I +n,—n) = | = n,+n))

Wir konnen also auch

19) = (1 +a,—a) — | - a,+a))
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wihlen. Die Wahrscheinlichkeitsamplitude , das Paar (mit entgegenge-
setztem Spin in a-, b-Richtung) (+a, —b) zu messen ist

1
(+a,—b|S) = ﬁ((jta, —b| + a,—a) — (+a, —b| — a,+a))

1

= —=((+al+ a)(=bl — a) — (+a| — a){=b| + a))

V2 =1 =0
(- -a)
V2
Wenn wir a als z-Achse definieren, dann wissen wir aus Gl. (3.36)
6. .
| —b) = sin%| +a) — cos%be“ﬂ —a)
. eab eab —i
= (=bl—a) = (sm7(+a| — cos e “(—al)| — a)

= —cos 2eiv

Hierbei ist 6,, der Winkel zwischen den Achsen a und b. Aus der Wahr-
scheinlichkeitsamplitude erhélt man die Wahrscheinlichkeit, das Paar (+a, —b)
ZUu messen

cos? fab
P(+a,—b) = |{+a — IS = 2
Analoge Rechnungen ergeben
cos? Yot
P(—CL, +b) = |<—CL, +b|S>|2 = 2 2

Somit ist die Wahrscheinlichkeit, in dem Richtungspaar «a, b entgegenge-
setzte Vorzeichen zu messen

Oa
P(unterschiedliches Vorzeichen, a b) = cos? 7})
Ebenso gilt aus Symmetriegriinden:
eac
P(unterschiedliches Vorzeichen,ac) = cos’ 5y
Obe
P(unterschiedliches Vorzeichen, bc) = cos” %

Da die Richtungen a-c noch frei wahlbar sind, wihlen wir die spezielle An-
ordnung, die in Abbildung (8.2) abgebildet ist, bei der alle Winkel gleich

eab = eac = ebc = 120°
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Abbildung 8.2: Spezielles Dreibein fiir Bellsche Ungleichung.

sind. Daraus folgt fiir die Wahrscheinlichkeit, entgegengesetzte Vorzei-
chen zu messen

1
P(unterschiedliches Vorzeichen, zwei beliebige Richtungen) = cos®(60°) = B

Die Wahrscheinlichkeit, entgegengesetzte Vorzeichen zu messen, ist in die-
ser Anordnung quantenmechanisch ;. Dies ist im WIDERSPRUCH zum
klassischen Ergebnis r > % mit den lokalen verborgenen Parametern.

Das soeben geschilderte Experiment ist schwer durchzufiithren. Man kann
aber andere Ungleichungen ableiten, die experimentell tiberpriifbar sind
und in denen die unbekannten Wahrscheinlichkeiten P, ebenfalls nicht
vorkommen. Aus der Tabelle (8.1) folgt

P(+a,+b) = Ps+ P < (Ps+P;)+ (Pi+ B)
P(+c,+b) = P+ P;
P(+CL,+C) = P2+P4

Daraus erhalten wir fiir lokale verborgene Parameter die

BELLSCHE UNGLEICHUNG

P(+a,+b) < P(+a, +c) + P(+c, +b)
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Quantenmechanisch erhalten wir fiir die vorkommenden Wahrscheinlich-
keiten

1
P(+a,+b) = |{+a,+bls)]" = sl(+a+bl+a— a)|?
1 1

Diese Wahrscheinlichkeit gibt insbesondere den Grenzfall

P(+a,+b) =20

korrekt wieder, denn es diirfen ja niemals zwei Fermionen in ein und dem-
selben Quantenzustand sein.
Einsetzen der quantenmechanischen Werte fiir die Wahrscheinlichkeiten
in die Bellsche Ungleichung liefert
.200,1) .. 2 Yac .erc

sin o < sin 7—1—sm o
Wenn wir speziell §,, = 120%; 6,. = 6, = 60° wéhlen ist die Bellsche
Ungleichung mit 2 < 2 verletzt. Die quantenmechanischen Werte fiir die
Wahrscheinlichkeit P(+a, +b) etc. erfiillen also nicht die Bellsche Unglei-
chung. Die Ungleichung wurde experimentell iiberpriift!, und man fin-
det Ergebnisse, die im Einklang mit der Quantenmechanik sind und die
Bellsche Ungleichung verletzen. Daraus mufs man schliefsen, daf es keine
lokalen, verborgenen Parameter gibt.

1A.ASPECTT,ET AL. PRL 49,91,(1981)
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Kapitel 9

Wechselwirkung von Elektronen
mit elektro-magnetischen Feldern

9.1 Lagrange-Funktion geladener Teilchen im el.-
mag. Feld

Wir wissen bereits wie die Hamilton-Funktion eines Teilchens der Ladung
q im elektrostatischen Feld aussieht. Das elektrostatische Potential ® (%) ist
ja gerade die Arbeit, die verrichtet werden mufy, um ein geladenes Teichen
darin zu einem bestimmten Ort 7" zu bringen. Demnach ist die potentielle
Energie V() = ¢ ®(Z) und die Lagrange-Funktion ist dann

1
L=T-V= 5m72 —q®(7) . (9.1)
Die wohl-vertrauten Euler-Lagrange-Gleichungen sind
0 d( 0
o . df -\
—q%@(x) o (mx) = . (9.2b)
Das elektrische Feld erhilt man aus dem Potential iiber £ = — 2¢(Z) und

die elektrostatische Kraft ist demnach F = ¢ E. Die gesamte elektroma-
gnetische Kraft auf ein bewegtes geladenes Teilchen der Ladung ¢ enthalt
noch die Lorentz-Kraft'

—

F:qE—l—

oI

(txB) (9.3)

1Wieder in Gauf8schen Einheiten.
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die einen geschwindigkeitsabhidngigen Anteil enthilt, der nicht aus einer
Lagrange-Funktion vom Typ (9.1) iiber die Euler-Lagrange-Gleichung ab-
geleitet werden kann. Die elektromagnetische Kraft steht senkrecht zur
Bewegung und dndert nur die Richtung aber nicht den Betrag der Ge-
schwindigkeit und leistet daher keine Arbeit. Es kann aber leicht gezeigt
werden, daf$ die Lagrange-Funktion

LAGRANGE-FUNKTION EINES GELADENEN TEILCHENS
IM ELEKTRO-MAGNETISCHEN FELD

L= %mUQ —q®(7) + 247 (9.4)

@)

die richtige Bewegungsgleichung liefert. Das magnetische Feld kann im-
mer durch ein Vektorpotential tiber

3=V xA

ausgedriickt werden, da VB = 0 gelten mug. Der kanonische Impuls ist
dann

0 o
F= %L:mﬁjL%A . (9.5)

Fiir die Bewegungsgleichung benétigen wir

i QL _i*_ mi +
MACES R

Man beachte, da A = A(7(t), t). Deshalb gilt

d -
—A . 9.6
- ©96)

QI»Q

di 0A;0z; _ 0A; . o
Zaxj oo T VA

Schliefdlich benétigen wir fiir die Bewegungsgleichung noch

oL 00 q_ 0A
= + 17 9.7)

o, Lo, ErS



und erhalten fiir die Euler-Lagrange-Gleichung (9.2a)

—qaé + 2y 84 :mfc'i—i—%(aAi +U-6Ai>

ox;, c¢ Ox; ot
bzw.
. 0P q_0A q[0A, _ =
= T T B E( o 7Y VAZ)
B 00 10A\ qf.0A _ -
—C]<—a—xi—g at)+g<v8$i—v~vz4i) : (9.8)

Der zweite Term kann vereinfacht werden zu

A - ) )
= _F-VA | = T A s A
(U al’l v V Z) (U] 81’1 J U] 895]- l)

_ (@léjm - @-maﬂ) 4,

U. —
J 8.1'1

= &ijkEkim Vj —8x An
!

= Eijk Uy (6 X ff)k
B
= (7 x B)

i

Aus Gl. (9.8) wird damit

ox;, ¢ Ot
. 1 ~0A _
N F:mf=q<—vq>——V—>+%xB
c t c
)

Damit haben wir das gesuchte Ergebnis.

9.2 Hamilton-Funktion geladener Teilchen im el.-
mag. Feld

Wir wollen nun aus der Lagrange-Funktion die Hamilton-Funktion ablei-
ten, da sie den Ausgangspunkt fiir die Quantenmechanik darstellt. Unter

381



Verwendung von Gl. (9.5) und Gl. (9.4) erhalten wir

—

P
) N1 . )
- (mf—i— %)f— “mi’ +q0(@) - L4 7
c 2 c
1
2

Nun miissen wir noch die Geschwindigkeit durch den Impuls ersetzen.
Aus GL. (9.5) folgt 7 = L (5 — 2A) und somit

m

HAMILTON-FUNKTION EINES GELADENEN TEILCHENS
IM ELEKTRO-MAGNETISCHEN FELD

1 A
H=— (ﬁ— €A> +qd(F) . (9.9)
2m c
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Kapitel 10

Eine kurze Einfiihrung in die
Feynman’schen Pfadintegrale

Ausgangspunkt ist die Ubergangsamplitude (7’,t'|,t), ein Teilchen im

Zustand 7' zur Zeit ¢’ anzutreffen, wenn es zur Zeit t am Ort ¥ prapariert

worden ist. Mit dem Zeitentwicklungsoperator fiir einen nicht explizit zeitabhidngigen
Hamilton-Operator erhalten wir

A =t 4’Hﬂ
<1’ >t‘x7t>_<x ‘6 g

7 (10.1)

Wenn wir den Propagator (z’, |2, t) kennen, konnen wir daraus bequem
berechnen, wie sich ein beliebiger Zustandsvektor mit der Zeit entwickelt

W(EE) = (@ e 1T (1))
N / (&'~ |T) (3, ) dx

- / (&, 017, 1) (&, 1) dx

Wir gehen von dem Einteilchen-Hamilton-Operator

=2

H=Hy+H =2 +v@) (10.2)
2m
aus. Da die beiden Beitrage nicht kommutieren gilt
efi%H — e*i%Hoefi%ﬁH 4 O((At)2) 7

mit At = (' —t). Um die Faktorisierung dennoch durchfiihren zu konnen,
mufs dafiir gesorgt werden, dafs der Vorfaktor von H (hier At) kleine wird.
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Das erreicht man durch

(3|7, 1) = (7| e Han e Han | e~ H Wi |7)
NFaT(?oren

Vor jede Exponentialfunktion schieben wir den Einheitsoperator 1 = [ |7,)(7;| d*z;
mit passendem Index ,,i” ein und erhalten

(", ¢]7,t) = / /d3I1 APry_ 1H<$z ile” %| i) )

mit den Definitionen 7, = 7' und #y = Z und § = & Unter Ausnutzung
von GIl. (10.2) wird hieraus

N L
<f/, t/|f, t> = / ce /d3$1 . d3Q§'N_1 H (<fi_1|6_2%% |fz> —iV(&@)y ) + 0(52)
=1
N 2
% =1

=2
Wir verarbeiten nun die Matrixelemente (7;_; |e_’§_m% 7;) dadurch, daf8 wir
den Einheitsoperator ausgedriickt in Impulseigenzustdnden einfiigen

f,->> SISVER L 0(6%) . (103)

q—2

- ,iﬁé - - ,iﬁé - Il N -
(Fle Bt |z,) = / g (Tl Bt |D@T) = / dq et (F (@1

Mit -
(713) = (2mh) 2T
wird daraus

2

(Ziqle” 2mh|x> (27Th)_3

= (27Tﬁ)_3 /d3q e_iﬁ%(y-&-%"@(ii—fifﬂ)

73/2 s
- (57271 h) o (=)
10470
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Somit vereinfacht sich Gl. (10.3) zu

(@7t = //H ((lﬁ;’;h)‘?’/2 d%i) G (O V@) ¢ +0(6?) .

Im Limes N — oo geht das Argument der Exponentialfunktion tiber in

S EEe v@)s — [ R - vEe))

i

Damit erhalten wir den von Feynman vorgeschlagenen alternativen Zu-
gang zur Quantenmechanik {iber Pfadintegrale

FEYNMAN’SCHES PFADINTEGRAL

Die Ubergangsamplitude von & zur Zeit ¢ nach &'’ zur Zeit ¢’ ist die Sum-
me (Integral) iiber alle Pfade. Gemittelt wird der Phasenfaktor, dessen
Argument die Wirkung zu gegebenem Pfad ist. Der wesentliche Unter-
schied zur klassischen Physik ist die Tatsache, dafs nicht nur der Pfad mi-
nimaler Wirkung beitrdagt. Die Wirkung ist das Zeit-Integral der Lagrange-
Funktion.

Man beachte die groe Ahnlichkeit zu den Grundprinzipien der QM, die
wir im Zusammenhang mit dem Doppelspaltexperiment abgeleitet haben.
Geht man von der allgemeinen Giiltigkeit des Pfadintegral-Formalismus
aus, ist es einfach, den Einflufs eines Vektorpotentials (Magnetfeld) auf die
Wahrscheinlichkeitsamplitude eines bestimmten Pfades anzugeben. Man
erhilt lediglich aufgrund von Gl. (9.4) einen zusédtzlichen Phasenfaktor,
die sogenannte
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PEIERLS-PHASE

g t' podz R Ay
PPeierls = e'eh Jo A dt e'eh Jz Ad (104)

10.1 Aharonov-Bohm-Effekt

Ein Experiment, in dem die Peierls-Phase beobachtet werden kann, ist
der Aharonov-Bohm-Effekt. Hierbei werden Teilchen durch einen Dop-
pelspalt geschickt, hinter dem sich in einem rdumlich beschrankten Ge-
biet, wie in Abbildung (10.1) dargestellt, eine magnetische Spule befindet.
Innerhalb der Spule liegt ein konstantes B-Feld der Stiarke B, vor und au-
erhalb ist das B-Feld Null. Wir betrachten die beiden in der Abbildung
skizzierten Pfade, die zum Pfadintegral beitragen werden. Auf diesen Pfa-
den liegt kein B-Feld vor. Das Vektorpotential hingegen ist im Bereich au-
erhalb der Spule im Abstand r vom Spulenzentrum gegeben durch

»  ByR?

A= or ¢
Wir werden allerdings fiir die folgenden Uberlegungen den tatsichlichen
Wert von A nicht benstigen. Es sei U0 fiir « = 1,2 die Wahrscheinlich-
keitsamplitude fiir den Pfad o bei Abwesenheit der Spule. Der zusatzlich
B-Feld-abhéngige Phasenfaktor Faktor ist gemafs Gl. (10.4)

e_i(%) fPfada Adz

Die Summe der Amplituden der beiden Pfade ergibt
U, + Wy = @?eii(%”"fﬁdl Adz + \Ilgefi(ﬁ)f“adz Adz
— ¢ ) Jotagy Adz (q;?e*i(ﬁ)(fpfadl = Jotaay) AdE + 1Y)
— o) Joaay A4T (G0=i() fo AdE g0

Der Vorfaktor fillt bei der Berechnung von Erwartungswerten heraus. Nicht
so das Linienintegral auf einem geschlossenen Weg um das eingeschlosse-
ne B-Feld. Die Elektrodynamik (Satz von Stokes) liefert

judfz / B3
C
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Das hintere Integral ist ein Oberflaichenintegral, das den magnetischen
Flufs ® durch die von C umschlossene Flache angibt. Offensichtlich kon-
nen wir nun die Kurve C' deformieren, solange wir nicht den Bereich B = 0
verlassen. Mit der Konstanten fiir das elementare FluSquantum

q)() = 2m—
e

erhalten wir schliefdlich
U, + 0, = e*i(ﬁ)fpfadz Adit (\Ij?e_ﬂ”% + \I]g)

Wenn also ®/®, = n eine ganze Zahl ist, addieren sich ¥¢ und ¥9 kon-
struktiv und bei ®/®, = n + 1/2 destruktiv. Daf8 heifst, daff bei Variation
des B-Feldes eine oszillierendes Signal am Schirm beobachtet wird. Wir
haben somit ein Ergebnis abgeleitet, in das in Zwischenschritten das nicht
eindeutig festgelegte (eichabhdngige) Vektorpotential eingeht. Das End-
ergebnis hingegen hangt nur von B ab und ist eichinvariant. Das obige
Resultat hat weitere interessante Konsequenzen. Wenn geladene Teilchen
auf geschlossenen Bahnen umlaufen, z.B. in geeignet geformten Spulen,
so mufi der eingeschlossene magnetische Flufs in Einheiten von ®, quan-
tisiert sein, damit die Wellenfunktion eindeutig ist. Diese Quantisierung
wurde erstmals 1961 mit supraleitenden Spulen in einem homogenen Ma-
gnetfeld nachgewiesen. Da in den supraleitenden Spulen Cooper-Paare
die elementaren Objekte bilden und diese die Ladung 2e haben, wurde als
Flu8quant der Wert ®,/2 gefunden.

10.2 Quanten-Interferenz aufgrund von Gravita-
tion

Wir werden hier untersuchen, wie man den Pfadintegral-Formalismus nut-
zen kann, um ein iiberraschendes Interferenz-Experiment zu beschreiben,
daf3 sensitiv genug ist, Interferenz aufgrund des Einflufies der Erdgravita-
tion auf Neutronen zu beobachten. Man beachte, daf$ der Unterschied zwi-
schen der elektromagnetischen und der Gravitationskraft zwischen Elek-
tronen und Neutronen 10%° betrdgt. Man verwendet einen annihernd mo-
nochromatischen Neutronenstrahl, der &hnlich wie im obigen Doppelspalt-
Experiment in zwei Pfade zerlegt wird, die anschlieflend wieder zusam-
menlaufen. Einer der Teilstrahlen verlduft auf einem Weg, der eine hohere
potentielle Energie im Schwerefeld der Erde hat. Die Apparatur ist auf
einer ebenen Platte angebracht, die um eine Achse um einen beliebigen
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Winkel ¢ verkippt werden kann, so daf} der Beitrag der potentiellen Ener-
gie zur Wirkung durch

AS =T - mggly sin(p)

beschrieben werden kann. [; ist hierbei die Breite der Platte und 7" die Zeit,
die das Neutron benétigt, die Lange /s der Anordnung zu durchlaufen.
Wir kénnen 7" tiber T = I, /pm durch den Impuls ausdriicken. Der Impuls
wiederrum hdngt mit der de Broglie Wellenldnge tiber p = h/\ zusammen.
Der Unterschied der Wirkung auf den beiden Pfaden ist damit

msmeglila A sin(y)

AS = 2mh

Fiir Neutronen mit A = 1.4/? wurde die Interferenz als Funktion von ¢ ex-
perimentell ermittelt. Man findet eine Periode von O(5°). Da h im Nenner
vorkommt geht die Periodenldnge im klassischen Grenzfall 7 — 0 gegen
Null und die Interferenz-Oszillationen sind nicht mehr beobachtbar. Ein
weiterer interessanter Punkt ist die Tatsache, dafs hier beide Typen von
Massen, trage m; und schwere m, eingehen. Dieses Experiment ermog-
licht einen Test der Gleichheit dieser Massen auf mikroskopischem Gebiet.
Man findet die Gleichheit auch hier bestéatigt.
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Pfad 1 O

Pfad 2 g

Abbildung 10.1: Meflanordnung zum Aharonov-Bohm-Effekt. Durch den Kreis
verliauft der magnetische Fluf§ senkrecht zur Bildebene. AufSerhalb des Kreises
verschwindet das Magnetfeld.
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Kapitel 11

Zustandspraparation und
Messung

11.1 Zustandsprdparation

Wir hatten den Begriff Zustand mit einer reproduzierbaren Praparation
identifiziert, die fiir jede dynamische Variable die Wahrscheinlichkeitsver-
teilung festlegt. Auf die Frage, wie man genau einen gewiinschten Zu-
stand experimentell préapariert, soll hier nicht ndher eingegangen werden.
Eine ausfiihrliche Diskussion ist im Buch von Ballentine zu finden.

Hier wollen wir nur auf die Bedeutung der Unschirferelation eingehen.
Die Unschérferelation besagt, dafs es eine Korrelation zwischen den Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen verschiedener nicht kompatibler Observablen

gibt.

Was ist die experimentell verifizierbare, unmittelbare Konsequenz der Un-
schérferelation? Wir benétigen einen reproduzierbaren Apparat, der ein
fiktives Ensemble von Teilchen zu einem festen Zustand erzeugt. An einer
grofsen Anzahl identisch praparierter Teilchen messen wir zum Beispiel
den Ort X und finden eine Hédufigkeitsverteilung um den Mittelwert (X')
mit einer Breite y/var(X). Danach wird z.B. der Impuls ebenfalls an einer
sehr grofSen Anzahl identisch praparierter Teilchen gemessen. In diesem
Fall sei die Streuung /var(P). Die Unscharferelation besagt, dafd das Pro-
dukt der Breiten var(X) var(P) grofer als (£)? ist. Der experimentelle Test
der Unschirferelation bedeutet nicht, daff Ort und Impuls an einem ein-
zelnen Teilchen gemessen werden. Die Streuungen haben nichts mit den
experimentellen Fehlern der Einzelmessungen zu tun.
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11.2 Messung und Interpretation des Zustandes

Ein Experiment besteht in der Regel aus Zustandsprédparation und an-
schlieSender Messung. Die Analyse des Mefiprozesses ist von entschei-
dender Bedeutung zur Erhellung der korrekten Interpretation des Zustands-
konzeptes und bei der Diskussion verschiedener vermeintlicher Paradoxa.

BEISPIEL EINER SPIN-MESSUNG

Wir betrachten das Stern-Gerlach-Experiment, das in Kapitel (3.3) beschrie-
ben wurde. Die neutralen Teilchen fliegen, z.B. in y-Richtung, auf den Ma-
gnheten zu und werden zwischen den Polschuhen durch eine konstante
Kraft p. B’ in z-Richtung abgelenkt. Es ist von daher sinnvoll, ein Bezugs-
system zu verwenden, daf3 sich gleichférmig in y-Richtung bewegt und
in dem ein klassisches Teilchen vor der Wechselwirkung mit dem Ma-
gneten im Koordinaten-Ursprung ruht. In diesem Bezugssystem verspiirt
das Teilchen ein zeitabhdngiges Magnetfeld, das nur in der Zeit 7', in der
das Teilchen durch die Polschuhe fliegt, ungleich Null ist. Der Hamilton-
Operator ist also

0 t<0
H(t)=<X —czc, 0<t<T . (11.1)
0 t>1T

Hierbei ist 7. der Pauli-Spin-Operator und c eine Konstante, die den Feld-
gradienten und die Grofle des magnetischen Momentes enthiilt.
Wir nehmen nun an, dafy der Zustandsvektor zur Zeit t < 0 gegeben ist
durch

o) =al+z) +b[-z)
mit |a)® + |b]* = 1. GemiR Gl. (3.102) ist der Zustandsvektor zur Zeit 0 <
t<T

’w@» — e—th’wO> - eitcz/h | —|—Z> + be—itcz/h ’ . Z> ;O <t<T 7
(11.2)

da [H(t),H(t')] = 0. Fiir Zeiten t > T ist der Hamilton-Operator Null und
der Zustandsvektor ist somit

() = a T/ | 4 2) + be /M| - 2) YVt >T : (11.3)
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Der Einfluf$ der Storung erzeugt also eine Korrelation zwischen dem Spin
und dem Impuls des Teilchens. Gemafs Gl. (11.3) ist der Impuls

)T o =+1
b= = I o,=-1

Das Teilchen wird also je nach Spineinstellung entweder nach oben oder
nach unten abgelenkt. Aus der Ablenkung kann man umgekehrt auf den
Wert von o, schlieflen. Man beachte die nicht-triviale Eigenschaft, daf3 die
beiden makroskopisch beobachtbaren Ablenkungen, wie beim Doppel-
spaltexperiment, kohérent tiberlagert sind und ein verschrankter Zustand
aus Spin und Ablenkung entstanden ist. Um die paradoxen Konsequen-
zen dieses Ergebnisses zu verdeutlichen hat E. Schrodinger ein nach ihm
benanntes Gedankenexperiment vorgeschlagen.

11.3 Allgemeine Theorie des MefSprozesses

Mit dem obigen Beispiel haben wir die wesentlichen Teile einer Messung
kennengelernt. Es gibt ein mikroskopisches Objekt (I), eine ,Meflappara-
tur” (/7) und eine Wechselwirkung, die eine eindeutige Korrelation zwi-
schen einer dynamischen Variablen von (/) und einer geeigneten INDI-
KATORVARIABLEN von (/) herstellt. Angenommen, wir wollen eine dy-
namische Variable A', z.B. den Spin 57, des Objektes (/) messen. Der zu-
gehorige hermitesche Operator A besitzt einen vollstindigen Satz von FEi-
genvektoren

Ala)D =ala)D . (11.4)

Der Apparat (/1) hat eine Indikatorvariable 7, z.B. den Ort des Auftref-
fens auf dem Schirm, und der zugehorige hermitesche Operator 7 besitzt

!Der Einfachheit halber nehmen wir an, daf A ein diskretes Spektrum hat.
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ebenfalls einen vollstindigen Satz von Eigenvektoren
T 1k, m)UD) = k |, m)ID . (11.5)

Hierbei ist x der Eigenwert der Indikatorvariablen, deren Wert eindeuti-
ge Riickschliisse auf den Wert der dynamischen Variablen zulassen soll,
und m subsummiert alle tibrigen Quantenzahlen, die das makroskopische
Objekt eindeutig klassifizieren.

In einem ersten Schritt nehmen wir an, daff das Objekt (/) zu Beginn in
einem seiner Eigenzustinde |a))) prapariert wurde. Ebenso soll der Meg-
apparat vor der Messung im Zustand |0, m)!!) sein. Der gemeinsame Zu-
stand der beiden Objekte (1) und (I7) ist vor der Messung ein elementares
Tensorprodukt (die beiden Systeme sind entkoppelt!)

@) @ 0, m) "

Durch die Messung (Wechselwirkung) wirkt der Zeitentwicklungsopera-
tor und der Zustand nach der Messung (zu einem beliebigen, aber festen
Zeitpunkt ') hat ganz allgemein die Form

Ula)D @ 10,m)"0 =3 " ugm" o) @ |r(a), m')
a’,m’ (116)

— (@) (a,m))

Die letzte Zeile ist lediglich eine abkiirzende Definition, bei der die Eintra-
ge (a, m) nur die Quantenzahlen des Ausgangszustandes angeben. |x(a); (a
ist kein Eigenvektor der zugehorigen Operatoren.

Es gibt in Gl (11.6) nur die beiden Einschrankungen, dafy der Zustands-
vektor nach der Messung mit dem vor der Messung iiber eine unitire
Transformation verkntipft ist und dafl der Wert x(a) der Indikatorvaria-
blen nach der Messung eindeutig vom Wert a der dynamischen Varia-
blen vor der Messung abhéngen soll. Die letztere Einschrankung ist na-
tiirlich notwendig, damit die Messung tiberhaupt die gewiinschte Infor-
mation beinhaltet. Die Werte x(a), die zu unterschiedlichen Werten a geho-
ren, miissen MAKROSKOPISCH UNTERSCHEIDBAR sein. Im Fall des Stern-
Gerlach-Experimentes ist die dynamische Variable der Spin des Teilchens
o, und die Indikatorvariable der Impuls, bzw. die daraus resultierende
Ablenkung.

Wir betrachten nun den allgemeinen, realistischen Fall, daf$ sich das Ob-
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jekt zu Beginn in einem beliebigen reinen Zustand

) D =" ¢, |a) (11.7)

a

befindet, in dem es also nicht in einem Eigenzustand der zu messenden
dynamischen Variablen ist. Aus Gl. (11.6) und der Linearitdt des Zeitent-
wicklungsoperators U folgt nun ein modifizierter Endzustand

U [)P @ 10,m)"D =" ¢, |k(a); (a,m))
=: [thm)

Dieser Endzustand ist eine kohérente Uberlagerung makroskopisch un-
terscheidbarer Indikator-Eigenvektoren. Die Wahrscheinlichkeit, daf3 die
Indikatorvariable J der MefSapparatur im Endzustand den Wert x(a) an-
nimmt ist ebenso grofs wie die Wahrscheinlichkeit, mit der der Wert a der
dynamischen Variablen im Anfangszustand GI. (11.7) vorkommt.

(11.8)

Dieses einfache MESS-THEOREM besagt, dafd der Zustand des Gesamtsy-
stems nach der Messung eine kohirente Uberlagerung makroskopisch un-
terscheidbarer Zustdnde ist, vorausgesetzt der Zustand der dynamischen
Variablen war vor der Messung kein Eigenzustand, hat wichtige Konse-
quenzen fiir die Interpretation des Zustandskonzeptes. Es erlaubt, zwi-
schen den zwei moglichen Interpretationen zu unterscheiden:

A. Ein reiner Zustand [¢) liefert eine vollstindige Beschreibung eines
INDIVIDUELLEN Systems (Teilchens). Eine dynamische Variable A
hat einen Wert a dann und nur dann, wenn A|y) = a |¢).

B. Ein reiner Zustand beschreibt die statistischen Eigenschaften eines
(fiktiven) Ensembles identisch und unabhédngig prdparierter Syste-
me (Teilchen).

Die Interpretation A findet man haufig, explizit oder implizit, in dlteren
Lehrbtichern. Diese Interpretation hat jedoch ernsthafte Probleme mit dem
Mefitheorem. Da die Indikatorvariable nach der Messung nicht in einem
Eigenzustand ist, mufd nach A geschlossen werden, dafs die Meflapparatur
keinen definierten makroskopischen Zustand, der einem Wert der Indika-
torvariablen entspricht, annimmt. Die daraus resultierende Unsicherheit
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ist auch nicht nur mikroskopisch, sondern sie kann beliebige nicht tole-
rierbare, makroskopische Werte annehmen. Die Interpretation A ist somit
im Widerspruch zum Experiment.

Es gibt keine solchen Probleme mit der Interpretation B. Nach dieser In-
terpretation ist der Zustand eine abstrakte Grofie, die die Wahrscheinlich-
keitsverteilungen der dynamischen und der Indikatorvariablen angibt. In
jeder Messung wird immer nur eine Realisierung mit der entsprechenden
Wahrscheinlichkeit vorhergesagt.

Um die Interpretation A zu retten, wurde ein weiteres Postulat eingefiihrt,
das besagt, daf$ bei der Messung aus ungekladrten Griinden der Zustand
von der kohérenten Uberlagerung Gl. (11.8) in die Form GI. (11.6) iibergeht

[Ym) = [£(ao); (ao,m))

die dem beobachteten Mefiwert a, entspricht. Hierdurch ist der Zustand
keine kohidrente Uberlagerung der Eigenzustinde mehr der Mefappara-
tur in der Indikator-Variablen. Man spricht vom KOLLAPS des Zustands
bzw. der Wellenfunktion. Diese Interpretation scheint jedoch ebenfalls un-
haltbar. Es wurden verschiedene Argumente zu ihrer Untermauerung an-
gefiihrt:

a. , Der Kollaps wir durch eine unvorhersagbare externe Stérung her-
vorgerufen.”
Jede Art von physikalischer Stérung ist allerdings bereits im Zeitent-
wicklungsoperator berticksichtigt worden.

b. ,Der Kollaps resultiert aus dem Eingreifen des Beobachters.”
Aber auch hier kann es sich nur um eine physikalische Wechselwir-
kung handeln, die ebenfalls in U berticksichtigt werden muf3.

c. ,Der Kollaps stammt von der 'Umgebung’ ”.
Das ist wieder nichts anderes als a und b.

d. ,Eine Verallgemeinerung auf Gemische (statt des verwendeten rei-
nen Zustands) konnten den Kollaps erkldren.”
Es konnte aber unlidngst gezeigt werden?, da8 auch in diesem allge-
meinen Fall die kohirente Uberlagerung bestehen bleibt.

Man gelangt nur mit der Interpretation B zu einer widerspruchsfreien In-
terpretation der Quantenmechanik allerdings zu dem Preis, daf§ die ma-
thematischen Objekte keine individuell physikalischen Objekte mehr be-
schreiben.

2sjehe Lehrbuch Ballentine und Referenzen darin
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11.3.1 Spin-Rekombinationsexperiment

Weitere Hinweise darauf, dafd der Zustandsvektor nach der Messung seine
Integritdt behilt, liefern neuere Spin-Rekombinationsexperimente. Hier-
bei wird ein Neutronenstrahl prépariert, der sich in +z-Richtung ausbrei-
tet. Die Apparatur ist in Abbildung (11.1) dargestellt. Ahnlich wie beim

Abbildung 11.1: Spin-Rekombinationsexperiment.

modifizierten Stern-Gerlach-Experiment wird der Strahl in zwei Teile zer-
legt, die anschlieffend wieder zusammengefiihrt werden. Allerdings wird
die Aufspaltung nun durch Bragg-Streuung erzeugt und nicht mehr durch
Anlegen eines inhomogenen Magnetfeldes. Die beiden Teilstrahlen unter-
scheiden sich also nicht in ihrem Spinzustand. Im unteren Teilstrahl be-
findet sich zusétzlich ein sogenannter , Spin-Flipper”, ein Gerit, dafs den
Spin des Neutrons, das an dieser Stelle vorbeifliegt, umdreht. Die Neutro-
nen, die von links auf die Apparatur zufliegen, werden im reinen Zustand
|o) prapariert. Im oberen Teilstrahl bleibt der Spinzustand erhalten und
im unteren wird er zu | — ). Da die Strahl-Aufspaltung in dem Expe-
riment makroskopische Ausmafie hat, sagt die , Kollaps-Theorie” vorher,
daf3 sich die Neutronen, die rechts aus der Apparatur herauskommen, in
einem Zustand

e =31+ )l 1 - 2-21)

befinden, der eine inkohirente Uberlagerung der beiden Spin-Richtungen
beschreibt und keine Interferenzterme mehr enthilt. Wenn die Quanten-
kohédrenz jedoch erhalten bleibt, sollte der Zustand die Form

P =totl i) =35 (142) + - 2)
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haben. Der inkohérente Zustand liefert verschwindende Mittelwerte (o, )"k =
0 fiir alle Spinkomponenten «. Der kohdrente Zustand liefert ebenfalls
einen verschwindenden Mittelwert der z-Komponente (o, )" = 0, er sagt
aber eine endliche Polarisierung in der xy-Ebene voraus

(02)"" = cos(yp)

(o) " = sin(yp)

Die Phasendifferenz ist zwar nicht bekannt, kann aber experimentell kon-
tinuierlich variiert werden. Das Experiment bestétigt die periodische Ab-
hangigkeit des Mittelwertes (o,,) von der Phase. Die Kollaps-Theorie kann
deshalb nicht generell richtig sein. Die Kohédrenz verschwindet allerdings
im Experiment, wenn die Aufspaltung des Neutronenstrahls aufgrund
statistischer Fluktuationen der Apparatur von Messung zu Messung vari-
iert. Diese Variation gibt Anlafd zu statistischen Fluktuationen in der Pha-
se, die zum Verschwinden der Kohérenz fithren. Der Zustand p reduziert
sich unter dieser Bedingung zu einem inkohérenten Zustand. Dieser Kol-
laps ist jedoch kein neuer fundamentaler Effekt, sondern wird von den
statistischen Fluktuationen der Meflapparatur hervorgerufen.
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