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Simon Fernbach 1D Bose-Hubbard Modell ohne Spin

1 Einleitung

Das 1963 von J. Hubbard entwickelte Modell dient der approximativen Beschreibung von Viel-Teilchen-
Systemen, in denen die Korrelation der Teilchen von grofer Bedeutung ist und daher ,Mean-Field*-
Methoden wie z.B: ,Hartree-Fock” oder ,,Density-Functional-Theory*, nicht zielfithrend sind, da sie sémtli-
che Wechselwirkung der Teilchen nur gemittelt in Form von Ein-Teilchen-Ausdriicken beriicksichtigen. Da
das Hubbard-Modell selbst in seiner einfachsten Form noch Zwei-Teilchen-Ausdriicke in seinem Hamilton-
Operator enthiilt kann es Phinomene erkliren bei denen ,Mean-Field“ Theorien versagen wie z.B: Mott-
Isolatoren, bei denen herkémmliche Bandstruktur-Methoden prophezeiten, dass es leitend sein miisse.
Der allgemeinste Hamilton-Operator aus dem das Hubbard-Modell unter N&herung hervorgeht [I] lautet

2 : 2 : } : aBys t
H Z] az oCaj,o + U]lcl Cai Ucﬂ] o' Cvk,0' Cl,o (1)
a,i,j,0 a,B,v,0 oo’
,3,k,1

a, 3,70 ... Bandindices
0,0’ ... Spinquantenzahl
i,7,k,l... Gitterpldtze

Wenn die intra-atomaren Wechselwirkungen gegeniiber den inter-atomaren Wechselwirkungen dominieren
und sich das System innerhalb eines Bandes befindet (Fermi-Fliche vollstindig innerhalb eines Bandes)
vereinfacht sich (1) zu

U
H Z i5C o‘cij + 5 Zc'ir,a'c;r,a’ciafflciﬁ (2)
i

Es ist das einfachst mogliche Modell fiir das Verhalten von korrelierten Teilchen. In seiner simpelsten
Form enthélt es einen Ein-Teilchen-Anteil, welcher kinetischer Teil genannt wird und das Hiipfen der
Teilchen im Gitter beschreibt, sowie einen Zwei-Teilchen-Anteil, der die abgeschirmte Coulomb Wech-
selwirkung am jeweiligen Gitterplatz beschreibt und somit dem Hiipfprozess entgegenwirkt. Trotz der
simplen Natur des Modells enthélt es eine Vielzahl in der Natur zu beobachtender Phinomene von Viel-
Teilchen-Systemen z.B:,magnetische Ordnung (u.a Ferro/Antiferromagnetismus), einen Metall-Isolator-
bzw. Superfluid-Isolator-Ubergang , Supraleitung und in einer Dimension ist es eine Tomonaga-Luttinger
Fliissigkeit.“ Es wurde von mehreren Personen unabhingig zur Erklarung verschiedener physikalischer
Situationen eingefiihrt: [I][2][3][4][5]

J. Hubbard - die Erklirung der Ubergangsmetalle

J. Kanamori - itineranten Ferromagnetismus

e M. C. Gutzwiller - Metall-Isolator-Ubergang

Chemie: Pariser-Parr-Pople-Modell - erweiterte Pi-Elektronen Systeme (bereits zehn Jahre zuvor)

5/ 7




Simon Fernbach 1D Bose-Hubbard Modell ohne Spin

Das Bose-Hubbard-Modell fand Anfangs wenig Beachtung, da man keine Anwendungsmoglichkeiten kann-
te. Erst mit der BCS-Theorie der Supraleitung und dem damit einhergehenden Transport von Cooper-
Paaren sowie der Entdeckung, dass man mit dem Bose-Hubbard-Modell ultra-kalte Atome in optischen
Fallen beschreiben konnte gewann es an Bedeutung. Heutzutage wird es in einer Vielzahl von Situationen
angewandt, unter anderem:[@]

den Transport von ,,Cooper-Paaren* in Supraleitern

ultra-kalte Atome in optischen Fallen

e Untersuchung von Phaseniibergingen z.B: ,Superfliissig/Mott-Isolator

Verschrinkung von ultra-kalten Atomen in der Quanteninformationstheorie

1.1 Diese Arbeit

In dieser Arbeit wird ausschlieflich das 1D-Bose-Hubbard-Modell ohne Spin behandelt. Es wird der Pha-
seniibergang Mott-Isolator /Superfluid untersucht, die Teilchenfluktuation im Grund und 1. angeregten
Zustand, sowie die Zeitentwicklung der Besetzungszahlen der verschiedenen Gitterplitze.

Fiir die Eigenenergien und -zustinde wurde in MATLAB ein Programm geschrieben, welches die Sy-
stemparameter J,U,u,M,N und Nmax annimmt, die Hamilton-Matrix aufstellt und diese Diagonalisiert.
Die Basiszustinde wurden mittels [7] generiert.
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2 Grundlagen

2.1 Modell-Hamilton-Operator

Im folgenden Text werden sich die Ausfithrungen auf das 1D-Bose-Hubbard-Modell ohne Spin beziehen,
dessen Hamilton-Operator durch:

H=-J> bjbj+%2m(m—1)—u2m (3)

<i,j>

gegeben ist, wobei bg und b; Erzeugungs/Vernichtungs-Operatoren am Gitterplatz i sind, J und U Pa-
rameter fiir die Hiipfwahrscheinlichkeit und Wechselwikrung sind, ;# das chemische Potential, <i,j> die
Summe {iber benachbarte Plitze bedeutet und n; der Teilchenzahl-Operator fiir den Gitterplatz i ist.

Das Hubbard-Modell (B) erhélt man aus (2), indem man nur Hiipfprozesse zwischen néchsten Nachbarn
zuldsst. Es basiert auf der "Tight-Binding" N&herung und weist einige interessante quantenmechanische
Phinomene auf wie z.B:  yverschiedene Phasen und Phaseniiberginge.“ Die Eigenschaften des Modells
werden durch drei Parameter gesteuert: ,,J die Hiipfwahrscheinlichkeit, U die Wechselwirkung und p das
chemische Potential.

Der Vorteil des Modell-Hamilton-Operators gegeniiber dem Ab-Initio-Hamilton-Operator liegt darin, dass
man das System grob vereinfachen kann und oft dennoch relevante physikalische Phinomene zu beob-
achten sind. Dies macht zwar in den wenigsten Fillen eine exakte Behandlung moglich (Ausnahmen:
1D-Hubbard-Modell im U = 0 bzw. J = 0 Limit) aber die numerische Behandlung erheblich einfacher.

Durch die einfache Gestalt ist das Hubbard-Modell nicht in der Lage reale Materie addquat zu be-
schreiben weshalb einige Erweiterungen des Modells vorgenommen werden kénnen

o weitreichenderer Wechselwirkungsanteil
e Hiipfprozesse weiter als bis zu ndchstem Nachbarn

e Parameter vom Gitterplatz abhingig

2.2 Zeitenwicklung

Die Zeitentwicklung eines Zustands wird durch Anwenden des Zeitentwicklungs-Operators auf den Aus-
gangszustand erreicht, welcher gegeben ist durch

O(t) = e #Ht =" =Bt ) (m| (4)
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mit
m) = 3" ¢ty Q

den Eigenzustinden des Hamilton-Operators H. Ein beliebiger Ausgangszustand in Besetzungszahl-Basis
wird daher zeitentwickelt durch

() = U(O)ia) = D> e FEmterm |7y (7] i)

m  l,j

=30 D e Rt (6)
m 1

2.3 Zweite Quantisierung

In der Behandlung quantenmechanischer Viel-Teilchen-Systeme wird hauptsichlich der Formalismus der
yzweiten Quantisierung® verwendet, welcher sich von der gewohnlichen Quantenmechanik (,erste Quan-
tisierung®) dadurch unterscheidet, dass nicht nur Observable quantisiert, d.h: durch Operatoren ersetzt
werden, sondern auch Felder. Dies fiihrt zu sogenannten Feldoperatoren fiir z.B: das elektrische Feld oder
die Wellenfunktion.

Die ,erste Quantisierung® stellt die Ununterscheidbarkeit von Teilchen dadurch sicher, dass die Viel-
Teilchen-Wellenfunktion passend symmetrisiert wird. Bosonen miissen eine unter Austausch zweier Teil-
chen symmetrische Wellenfunktion besitzen und Fermionen eine antisymmetrische, wodurch sie das Pauli-
Prinzip befolgen. Die Symmetrisierung wird in der Regel durch Slater-Determinanten erreicht, welche
unhandlich und rechenintensiv sind, weshalb man zur ,zweiten Quantisierung“ iibergeht. In der ,zweiten
Quantisierung” wird ein Zustand nicht mehr dadurch beschrieben, dass man jedem Teilchen Eigenschaften
wie Ort, Impuls oder Spin zuweist, sonder es wird nur noch die Anzahl der Teilchen in jedem mdoglichen
Zustand angegeben. Dadurch umgeht man die Probleme die mit der Nummerierung der Teilchen in der
Lersten Quantisierung” entstehen und erst durch Symmetrisierung aufgehoben werden. Man verwendet
Besetzungszahl-Zustinde oder auch Fock-Zusténde

‘nlanQa"'ania"'anM> (7)

wobei die moglichen Ein-Teilchen-Zustinde von 1 bis M nummeriert werden und n; die Anzahl der
Teilchen im Zustand i beschreibt.

2.4 Fock-Raum

Der Fock-Raum ist ein Viel-Teilchen-Hilbert-Raum mit offener Teilchenzahl. Ein Viel-Teilchen-Hilbert-
Raum ist durch das Tensorprodukt der der einzelnen Ein-Teilchen-Ridume gegeben
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ngs = ®Hz (8)

%

Sind die Teilchen identisch vereinfacht sich das zu

Hyes = HY = ®H (9)

Um in der ,zweiten Quantisierung® arbeiten zu kénnen braucht man einen Raum der nicht nur Zusténde
mit N Teilchen erlaubt sonder auch solche mit jeder anderen Zahl an Teilchen, da sonst Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren nicht mehr in diesen abbilden wiirden. Ein solcher Raum wird dadurch erzeugt,
dass man die direkte Summe iiber Viel-Teilchen-Hilbert-Raume zu allen mdglichen Teilchenzahlen bildet

@H” (10)

2.5 Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren

Mit dem Fock-Raum lassen sich nun Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren definieren, um jeden be-
liebigen Zustand aus dem Vakuum-Zustand aufzubauen, welcher den Zustand ohne Teilchen darstellt.

M
Ty T2y oy Thiy e o s TUAL) :H(bj)"l|0> (11)
i=1

Hier sind n; die Besetzungszahlen der Zustande 1 bis M. Die Operatoren gehorchen Kommutations/Antikommutations-
Regeln welche die richtige Symmetrie bei Vertauschung sicherstellen. Fiir Bosonen sind dies

0
[b!, 61 =0 (12)
s

und fiir Fermionen
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(G by} =0
S
{6i0:¢ 1 =0 (13)

{¢io) é;a,} = 3:;0,

Weiterhin sind die Operatoren durch ihre Wirkung auf Zustdnde definiert, wobei sowohl fiir Bosonen
als auch Fermionen gilt

Igj|n1,n2,...,ni,...,nM> =n; +1ng,ne,...,ng +1,...,np)
I;i|n1,n2,...,ni,...7nM> = ./ni|n17n27...,ni— 1,...,7’LJV1> (14)

bi|n1,n2,...,ni,...,nM>:O <~ m:O
und fiir Fermionen zusétzlich

B;f|n1,n2,...,ni,...,nM>:0 < n; =1 (15)
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3 Bose-Hubbard-Modell

Um Aussagen iiber das Verhalten dieses Modells machen zu kénnen muss es fiir verschiedene Bereiche des
J — U Raumes gelost werden und aus den Eigenzustinden und Energien relevante physikalische Grofen
berechnet werden. Diese Grofen verwendet man nun um z.B: herauszufinden ob es sich um einen Leiter
oder Isolator handelt oder ob das System Phaseniibergéinge besitzt. Im Fall des 1D-Bose-Hubbard-Modells
gibt es zwei Phasen die durch einen Ubergang getrennt sind:

e Mott-Isolator bei U > J

e Superfluid bei U <« J

Nachfolgend wird ein System mit M Gitterplitzen und N Teilchen betrachtet. Es wird sich zeigen, dass
in den zwei Grenzfillen U = 0 bzw. J = 0 exakt 16sbar ist.

. . U
3.1 Band-Limit (3 — 0)
Wenn J > U dominieren Hiipfprozesse, wodurch die Mobilitdt der Bosonen steigt und das System entwi-

ckelt eine Bandstruktur, wie im Modell unabhéngiger Elektronen. Es handelt sich um einen superfluiden
Zustand. Fiir den Fall das U = 0 lautet

H=-JY blbj—p> i

<i,J> %

und da die Teilchenzahl fest ist fiihrt das chemische Potential nur zu einer Verschiebung der Energie
die vernachléssigt werden kann

H=-J Y blb—uN

<ij>
Somit wird zu

H=-J Y bl (16)

<i,j>

Durch Fourier-Transformation

1 - 1 )
b = —— ) agpexp *™ b= ——3 al exp’t™ (17)
R o
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kann (|16) gelost werden

H= 0 3 bl = =23 37 oMo Fialay,

J . .y , .y
_ _M aLak’ Z(ezk}le—zk (1-1) + ezkle—zk: (l+1))
J kK’ l (18)
== Z a;tak' Z k=R gik! | i(k—K)l ik
kK l
J s 1./ _1 ’ 7/ _ ’
= —MZalakr(elk + ek )Ze (k—K)1
koK’ 1
mit
M .
e e = 2cos(k) > e TR = Mgy (19)
=1
wird zZu
H=-2J cos(k)afar = —2J ) _ cos(k)u (20)
k k
was diagonal in der Basis des k-Raumes ist mit
2
k=""m {m e Nm < M} (21)
M
Daher ist das Energieband gegeben durch die Dispersionsrelation
e(k) = —2J cos(k) (22)
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Da die Besetzungszahlen des Grundzustands im k-Raum bekannt sind

|G>:|k0,k1,...,k‘i,...,kM,1>=|k0,0,...0,0> mit ko =N

ergibt sich die Grundzustandsenergie Eq zu

Eq = (G|H|G) = —2JN (23)
Dispersionsrelation

2J T
= 9
w

-2J X

-7 0 ™
k(3

Abbildung 1: Eigenenergien fiir U = 0 weisen eine Bandstruktur auf

10/[37




Simon Fernbach 1D Bose-Hubbard Modell ohne Spin

3.2 atomares Limit (5 — o)

Fir den Fall, dass U iiberwiegt, unterdriickt die Wechselwirkung die Hiipfprozesse und Teilchen blei-
ben an ihrem Ort. Das System wird zum Isolator. Dies kann man sich auch dadurch vorstellen, dass
die Absténde der Gitterpldtze immer weiter vergrofert werden, wodurch J gegen 0 strebt und man ir-
gendwann nur noch eine Ansammlung einzelner, getrennter Atome betrachtet. Geht nun J — 0 so kann
gelost werden, da der Hamilton-Operator in der Besetzungszahl-Basis diagonal ist, was bedeutet die
Besetzungszahl-Zustinde sind die Eigenzustédnde fiir J = 0 und die Diagonalenelemente der Hamilton-
Matrix sind die Eigenenergien.

U M M
Hypn = 9 Z<ﬁm|ﬁ1(ﬁ = Dlity) = D) Z((ﬁmmz |7in) — (Tim |7i]115))
i=1 i=1
M
U i2
= 5(2 = N)Gmn

mit n!, der Anzahl an Teilchen am Gitterplatz i im Zustand |7,,)
Die Eigenzustinde und Energien sind also

[Tim) = |75, 05t .. onl oo nhy) (24)
M
U ;2
B = 3= N) (25)

Der Grundzustand ist jener geringster Energie. Da die Teilchenzahl erhalten bleibt muss das dann der
Fall sein wenn Zf\il nflz minimal ist. Dies fiihrt zu dem Optimierungsproblem

M

i=1

M
Z n? = min.
i=1

(26)

welches mit der Methode der Lagrange-Multiplikatoren gelost werden kann.
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Simon Fernbach

M M
L) = "nZ+ A _ni—N)
i=1 =1
oL G~
= 2 . = _—= i N =
o, ni+A=0 an ;n 0
A 2N
M=y AT
N
. — N/M -
n; / i eN

Das heifst jeder Gitterplatz wird gleichméfig von einem oder mehreren Teilchen besetzt und der Grund-

zustand ist

|G>:|mvma~"7m> mit Eng(mfl) meN (27)
m= 3 9
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4 numerische Behandlung

4.1 Grundlagen

Um mehr iiber das Modell und sein Verhalten herauszufinden muss es numerisch fiir verschiedene Werte
von J — U gelost werden. Der einfachste aber auf sehr kleine Systeme beschrinkte Weg das zu erreichen
ist indem man die Besetzungszahl-Zusténde generiert und mittels dieser die Hamilton-Matrix berechnet
und diagonalisiert. Die Anzahl der moglichen Zustande fiir M Gitterplédtze und N Teilchen ist gegeben
durch

o <N+M1) _(N+M-1)

M-1 NI(M —1)! (29)

Der Ubersicht halber wurde fiir einige Werte von N mit % = 1 eine Tabelle erstellt

Tabelle 1: Wachstum der Hilbert-Raum-Dimension

N n H, ~ 12 kB

3 10 100 0.8

5 126 1.58 - 10* 127.0
10 | 9.23-10* | 8.53-10° | 6.82-107
15 | 7.75-107 | 6.01-10' | 4.81-10'3
20 | 6.89-10' | 4.75-10%' | 3.80-10"

Wie man sieht ist der Anstieg enorm und ohne die Nutzung ausgefeilterer Techniken ist man auf Syste-
me mit bis zu 10 Teilchen beschrinkt. Da die Matrix allerdings ,diinn-besetzt” ist sind unter passender
programmtechnischer Umsetzung Simulationen mit etwas mehr Teilchen moglich. Das zeigt deutlich die
Grenzen des naiven Losungsweges iiber die direkte Diagonalisierung der Hamilton-Matrix.

4.2 Basiszustinde

Die Basiszustdnde wurden mittels eines Programms von [7] generiert welches einen Algorithmus von [§]
verwendet.

function Z=Basis(N,M,a,b)

N...Anzahl Teilchen
M...Gitterplétze

a...minimale Anzahl pro Gitterplatz
b...maximale Anzahl pro Gitterplatz

13/137
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In den folgenden Berechnungen wurde N = M, a = 0 und b = 2 verwendet.
Der Quelltext ist in [7.1] zu finden.

4.3 Hamilton-Matrix

Sind die Basiszustinde erzeugt muss die Hamilton-Matrix berechnet werden

= e Lt U = . I
Hypp = (i |H|Tin) = —J Z <nm|bjbj|nn> + b Z(nm\nz(m = Dity) — H;<nm|nz|”n>

<i,j> %

ain U o
_ = 7217 7 el it 1)
=—J > (iim|blb;liin) + 25mn2nn(nn 1) — uNébmn

<i,j> i

= ...+ (%(Z ni2 = N) = uN)omn

Wie man sieht sind der U und p Anteil ohne Schwierigkeiten zu berechnen, einzig der Hiipf-Term bereitet
etwas mehr Aufwand.

M-—1
Hy = —J(blbas + blby + bl bar—y + by + > (B1biy + blbig)) (30)
=2

K3

Es sind 2M Operatoren die auf jeden der n Zustdnde angewandt werden und daraus einen neuen Zustand
erzeugen, welcher in der Menge der Zustinde gesucht werden und dessen Position als Spaltenindex der
Hamilton-Matrix gespeichert werden muss. Dabei ist die Mehrheit der erzeugten Zustédnde 0 und kann
vor dem Suchen aussortiert werden, da ein Vernichtungs-Operator auf einen Gitterplatz ohne Teilchen
angewandt wird oder, wenn Hard-Core Beschrinkungen angewandt werden, die Teilchenzahl an einem
Gitterplatz diese iiberschreitet. Weil bei diesem Verfahren viel gesucht wird ist es von Vorteil einen Such-
Algorithmus anzuwenden der speziell darauf ausgerichtet ist einen bestimmten Vektor in einer Menge
Vektoren zu finden. Hat man so jeden Zeilen und Spaltenindex der Beitrége gefunden, kann die Sparse-
Matrix aufgestellt und diagonalisiert werden.
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5 Ergebnisse

5.1 Parameter und Einheiten

Im folgenden werden fiir simtliche Auswertungen die Parameter:

o & =1 (aufer fiir
h

e J =1 - dh: alle Energien sind in Einheiten von J und sémtliche Zeiten in 7

In und (.3 wurde M = 10 verwendet und in [5.4] M = 10 und N = 2.

5.2 Bandliicke

Die Bandliicke oder Gap gibt Auskunft iiber die Phase in der sich das System gerade befindet. Ist sie groft
handelt es sich um einen Isolator, da die Teilchen um sich von einem Gitterplatz zu einem anderen zu
bewegen eine Energie in der Grofte der Bandliicke aufwenden miissen. Ist die Bandliicke Null handelt es
sich um ein Metall bzw. im Fall von Bosonen um ein Superfluid. Der Wert von U bei dem die Bandliicke
verschwindet zeichnet einen Phaseniibergang Mott-Isolator /Superfluid aus. Die Bandliicke berechnet man
mit

A= Eoz + Eion - (EG(N + 1) - EG(N)) + (EG(N - 1) - EG(N)) (31)

wobei Eg(N) fiir die Energie des Grundzustands mit N Teilchen steht, der erste Ausdruck als Ener-
gie gesehen werden kann ein Teilchen dem System hinzuzufiigen und der zweite es aus dem System zu
entfernen. Beides geschieht wenn ein Teilchen von einem Gitterplatz zu einem anderen hiipft. Die Formel
(31) gilt erst im ,thermodynamischen Limes*, weshalb der Verlauf der Bandliicke als Funktion von ﬁ

gegen Null hin extrapoliert werden muss, da ﬁ — 0 bedeutet die Anzahl der Gitterplatze geht gegen oo.

Fiir die Auswertung wurde M = 10 verwendet Man erkennt in Abb. [2| dass der Ubergang ungefiihr
bei U & 3 stattfinden muss, da die Gap innerhalb der Unsicherheit verschwindet

A= (-06+1.7)-1072
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u=1
| | | | | | | | |
6r Fit }
4+ X  Data |
X Gap = (-10+4)*10°
2 -

0 | | | | | | | =
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
1
M
Uu=3
T T T T T T T T T
6 Fit ]
4+ X Data _

X Gap=(-0.6+1.7)*107| |
2 - —
O | | | | | | | | | =
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
1
M
U=4
T T T T T T T T T
6r Fit }
4+ X Data |
X Gap = (15+2)*107 [
2 - —_
0 | | | | | | | | | =
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
1
M

Abbildung 2: Gap A fiir verschiedene U mit % = 1. Man sieht die Gap verschwindet im Rahmen der
Unsicherheit fiir U = 3
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M X Gap = (100+£10)*107?
2 — —

Fit
X Data

(o= | | | | | | | | | =
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
1
M
u=9
T T T T T T T T T
- -

6 Fit
e |
4 X  Data _
X Gap = (389+1)*107
2 - —_
0 = | | | | | | | | | =
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
1
M
u=10
T T T T T T T T /
6r e | Fit ]
4 F X  Data _
X Gap=(477+3)*107
2 - —_
O = | | | | | | | | | =
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
1
M

Abbildung 3: Gap A fiir verschiedene U mit % =1
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5.3 Teilchen-Fluktuation

Die Fluktuation der Teilchenzahl am Gitterplatz i ist durch die Varianz des Besetzungszahl-Operators
des jeweiligen Gitterplatzes gegeben

var(in;) = (#2) — (i)’ (32)

Die Teilchen-Fluktuation gibt Auskunft iiber die Mobilitat der Teilchen, da die Teilchenanzahl an ei-
nem Gitterplatz nur schwanken kann, wenn ein Teilchen zu oder von einem Gitterplatz hiipft. In Abb. [4]
sieht man gut, dass die Fluktuation mit steigendem U abnimmt da den Hiipfprozessen hohere Potential-
barrieren entgegenwirken, was zu einer Abnahme der Mobilitét fiihrt.

Abbildung 4: Teilchen-Fluktuation im Grundzustand als Funktion von U und Gitterplatz i fiir ]\]\2
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Abbildung 5: Teilchen-Fluktuation im 1. angeregten Zustand als Funktion von U und Gitterplatz i fiir
N

M
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0 0
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Abbildung 6: Teilchen-Fluktuation im Grundzustand am Gitterplatz ¢ als Funktion von U fiir %
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Abbildung 7: Teilchen-Fluktuation im 1. angeregten Zustand am Gitterplatz ¢ als Funktion von U fiir %
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5.4 Zeitentwicklung der Teilchendichte

Zum Auswerten der Zeitabhiingigkeit der Teilchendichte an Gitterplatz ¢ wird der Erwartungswert des
jeweiligen Teilchenzahl-Operators mit zeitabhangigem Ausgangszustand gebildet

(Ri(1)) = (Fa(Oliulila(t) = D D erEn=Emleper e ciimj (33)

nm [

Der Anfangszustand |77,(t = 0)) fiir die Auswertung war jeweils ein Teilchen am ersten und letzten
Gitterplatz bei M = 10 Gitterplédtzen

|7ia(t = 0)) = |1,0,0,0,0,0,0,0,0,1) (34)

Man erkennt in Abb. [§ und [0} dass sich der Anfangszustands |ii,(t = 0)) mit der Zeit wellenartig nach
aufsen ausbreitet und sich die Teilchendichte {iber alle Gitterplétze gleichmifig verteilt. Bei kleinem U
geschieht dies schneller, da sich die Teilchen leichter von Gitterplatz zu Gitterplatz bewegen kdnnen.
Anhand des Maximums der Teilchendichte kann man nun die Ausbreitungsgeschwindigkeit schétzen

Z ax. (n(tir)) = max. (n(ts) _ 1.4 Gitterplétze - J (35)
2 - h
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1.2

Abbildung 8: (n,(t)) - Teilchendichte an den Gitterplatzen in Abhangigkeit von der Zeit mit U = 2 und
Anfangszustand |7, (t = 0)) = |1,0,0,0,0,0,0,0,0,1)
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Abbildung 9: (n,(t)) - Teilchendichte an den Gitterpldtzen in Abhéingigkeit von der Zeit mit U = 30 und
Anfangszustand |7, (t = 0)) = |1,0,0,0,0,0,0,0,0,1)
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Abbildung 10: (n;(t)) - Teilchendichte an den Gitterplédtzen in Abhéngigkeit von der Zeit mit U = 2 und
Anfangszustand |7, (¢t = 0)) =1,0,0,0,0,0,0,0,0,1)

25/137




Simon Fernbach 1D Bose-Hubbard Modell ohne Spin

1 1
(n1)0.5 (N2)0.5 -
0 0 /
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4
t t
1 : : : : 1
()03 /_\__/_\ (1005
0 . . . 0 ﬂ
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4
t t
1 1
(75)0.5 ("6)0.5
0 . /\ 0 /\
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4
t t
1 1 : : : :
(N7)o05 (ng)0.5 1 1
L L 7
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4
t t
1 1
(Ng) 0.5 1 (M0)o5
0 = 0
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4
£ t

Abbildung 11: (n,(t)) - Teilchendichte an den Gitterpldtzen in Abhingigkeit von der Zeit mit U = 30
und Anfangszustand |7i,(t = 0)) = |1,0,0,0,0,0,0,0,0,1)
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6 Zusammenfassung

In Abs. |3| wurde die exakte Lésung fiir die zwei Grenzfille U = 0 (Abs. und ¢t = 0 (Abs. des
1D-Bose-Hubbard Modells abgeleitet und gezeigt, dass im Fall von U = 0, eine Bandstruktur entsteht
was auf einen superfluiden Zustand schliefen ldsst und im Fall von ¢ = 0 ein Isolator vorliegt, da die
Teilchen stark an ihre einzelnen Gitterplitze gebunden sind.

Fiir den Phaseniibergang Mott-Isolator/Superfluid wurde in Abs. jener Wert der Wechselwirkung
U gesucht, ab welchem die Bandliicke verschwindet, was bei U = 3 der Fall war.

Die Teilchen-Fluktuation bei M = N = 10 wurde in Abs. [£.3] behandelt und man erkennt in Abb. @
gut, dass mit zunehmendem U die Teilchen-Fluktuationen abnehmen, was damit erklart werden kann,
dass Teilchen bei kleinen Werten von U leichter von Gitterplatz zu Gitterplatz hiipfen kénnen, da U eine
Potential-Barriere fiir die Hiipfwahrscheinlichkeit der Teilchen darstellt.

In Abs. wurde die Zeitenwicklung der Teilchenzahl an den Gitterplitzen von N = 2 Teilchen in
einem Gitter mit M = 10 Platzen betrachtet. Es stellt sich eine wellen-artige Ausbreitung der Teilchen-
dichte ein, welche fiir kleine Werte von U schnell abnimmt und sich gleichméfig auf alle Gitterplétze
verteilt wie in Abb. [§ zu sehen ist. Fiir groke U bleiben die Peaks welche die Teilchen darstellen linger
ausgeprigt wie in Abb.[9]zu sehen ist, was man sich als lokalisierte Teilchen vorstellen kann, im Gegensatz
zu de-lokalisierten Teilchen bei kleinen U.
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7 Quelltext

7.1 Basis.m

function X=Basis(n,k,a,b)

Generate all integer compositions of n with k parts, each between 0 and b

11

13

15

19

21

23

25

29

31

33

35

37

39

41

43

45

47

49

51

53

55

57

59

63

65

integer whose

compositions

are

to be generated

number of parts
minimum value of parts
mazimum value of parts

e 3

The algorithm is directly taken from
Vincent Vajnovszki,

Matlab implementation :

Steffen Eger, steffen.eger@yahoo.com,

I IS N RN PN N N NN N NN

=1

f kxa>n ||
return
end
[minimum ,im] = generateMin (n—k=xa,k,b—a);
¢ = zeros(k,1);

% mot impossible

if im==

% first,

=

kxb<n || n<0 || k<O

compute all

Generating permutations with a given major indez,

11/5/2013

compositions with parts p such thal 0<=p<=b—a

X=genColex (n—kx*a,k,k,b—a,c,minimum,[]);

% then add a such that a<=p<=b
X = X+a;

end

end

% this implements Algorithm 2 in the paper
% b is the upper bound

function X=genColex(n,r,k,b,c,minimum,X)
if n==0

% leave this if you just want to have
% disp(c’)
% leave this if want to store results
X(end+1,:)=c;
else
if c(r)=—=
r = r—1;
end
1 = minimum(n);
for i=l:r
if i—1
e = n—(1—-1)*b;
else
e = 1;
end

c(i) = c(i)te;
X=genColex(n—e,i,k,b,c,minimum,X);
c(i) = c(i)—e;
end
end
end

function [m,impossible]=generateMin(n,k,b)
ne=zeros(n,1);
impossible=0;
for i=1:n
q = find (i,k,b);
if g—1
impossible=1;

it printed out (might be memory—saving)

in matriz X
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break
end
m(i) = q;
end
end

function t=find(n,k,b)
t=—-1;
for s=1:k
if sxb>=n
t=s;
break;
end
end
end

7.2 findrow.m

function Pos_i = findrow (M,v)
Pos_i = find((M(:,1) = v(1))");
for j = 2:size(M,2)

Pos_i = Pos_i(M{(Pos_i,j) = v(j));
end
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7.3 BoseHubbard.m

function [V,E,Z,rho] BoseHubbard (N,M,Nmax, U, t ,mu)

N...Anzahl Bosonen
M... Anzahl Gitterplactze
U...on—site Energie

t... Huepfwahrscheinlichkeit
ma.. .. chemisches Potential
Nmazx. .. mazimale Anzahl an Teilchen pro Gitterplatz
p...Anzahl der Lanczos Vektoren
.max. Anzahl der Iterationen wvon

. eigs ()
. Eigenvektoren (Koeffizienten)

I OO EN ONEN ININ O O EN N

E... Eigenwerte (Energien)
Z ... Besetzungszahl—Zustaende
Z v...Besetzngszahlen als Integer dargestellt
Z n...Zustaende die von den Huepf—Termen erzeugt werden
ind_i,ind_j...Indices der Beitraege von H zum erstellen der Sparse—Matriz
H... Hamiltonmatriz
rho ... Besetzungsdichte von H
p = 12;
it = 300;

% generieren der Basiszustaende bzw. laden falls schon vorhanden:
if exist ([’ ’Basis States\N ’ ,num2str(N), M ’ ,num2str(M), 'Nmax ’ ,num2str(Nmax) ,
States\N_’ ,num2str(N), M ’ ,num2str (M), 'Nmax ’ ,num2str(Nmax) ,

“.mat’], file ) =0

Z = load (] ’Basis “.mat’], ’Z’):
7 =7.7,

else

Z = Basis (N,M,0 ,Nmax);

save ([ "Basis States\N ’ ,num2str(N),’M ’ ,num2str(M), 'Nmax ’,num2str(Nmax),’ . mat’],’Z’);

end

Z v = zeros(size(Z,1),1);

% Umwandeln von Vektoren zu ganzen Zahlen:
for i l:size(Z,1)

Z v(i) =sum(Z(i,:).*«10."((M—1):—-1:0));
end

% erzeugen der Hopping Zustaende und Matrizelemente :
Z n = repmat(cat(2,[1-10~(M-1),1-10,10"(M—1)—10"(M—2),10~(M—1) —1],10.~(1:(M—-2)) —10.~(
H= cat(2,sqrt(Z(:,end)+1).xsqrt(Z(:,1)) ,sqrt(Z(: ,end)+1).xsqrt(Z(:,end—1)),sqrt(Z(:,1

Z n = repmat(Z v,1,2xM) + Z n;

n = zeros(size(Z n));

S =7Z_n;

% Aussortieren der verschwindenden Hopping Terme:
Z n(Z_n<0) = nan;

for i = 0:M-1

if i >0

S = S—n#*10"(M-i);

end

n = floor(S./10~ (M-1—-i));

Z n(n>2) = nan;

end

L = Tisnan(Z n);

ind j = repmat(transpose (1l:size(Z,1)),1,2«M);
ind_j = ind_j(L);

ind_i = zeros(size(ind_j));

H =H(L);

Z n=17 n(Tisnan(Z n));

0
)

:(M—=3)),10.7(1:(M—2)) —1
+1).xsqrt{Z(:,2)),sqrt(
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% Suchen der Indices wvon non—zero Hopping Termen:
j = l:numel(Z_n)

for

ind

end

i(j) = find(Z n(j)==7Z v);

H = cat(l,—t«H,U/2+sum(Z.x(Z—1),2) —muxN); % on—site interaction
ind i = cat(1l,ind i,(1l:size(Z,1))’);

ind

rho = numel(H)/size (Z,1)
H = sparse(ind i,ind j,H

j = cat(1l,ind j,(1l:size(Z,1))’);

2; % Sparsity von H

if size(H,1)<= 3200

[V,E] = eig(full(H));

else

end

end

opts .issym
opts.tol =
% opts.p =

10
45

2;

% opts.mazxit = 400;

[V,E, flag] = eigs(H,6, lm’,opts);

while flag
p=p+ 4

0

it = it + 100;

opts.p = p;
opts . maxit

[V.E,flag]

end

); % erzeugen der Sparse Matriz H

1; % sagt eigs() H ist symmetrisch

% die Anzahl der Lanczos Vektoren (Anzahl
it % maz. Anzahl an Iterationen (300 default)

eigs (H,6,’lm’ ,opts );

Eigenvektoren < p < dim(H))
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7.4 Gap.m

clear all
clc
close all

% M...Anzahl Gitterplaetze

% N...Anzahl Bosonen

% U...Paramter Wechselwirkung

% Nmaz...mazx. Anzahl an Teilchen pro Gitterplatz

% t...Parameter Huepfwahrscheinlichkeit

% mu... Parameter chemisches Potential

% E...Array fuer alle zum berechnen der Gap benoetigten Energien
% f...cell—array fuer die Fit—Funktionen der Gaps zu verschiedenen U
% E_Gap...Array fuer Energie—Gap bei verschiedenen U und M

M= [2,4,6,8,10];

N=[1,3,5,7,9;2,4,6,8,10;3,5,7,9,11];

U= [1,3,4,6,9,10]7

Nmax = 2;

t = 1;

mu = 10;

E = zeros([size(N),size(U,2)]);
f = cell(2,numel(U));

erg = | —-10,4;—-0.6,1.7;15,2;100,10;389,1;477,3];

% berechnen der Gap:
for s = 1l:size(U,2)
for i = 1:3
for j = 1l:size(M,2)

[T,E 0,7,7] = BoseHubbard (N(i,j),M(j),Nmax,U(s),t,mu);
E(i,j,s) = min(diag(E_0));
end
end
end
E Gap = E(3,:,:) — 2«E(2,:,:) + E(1,:,:);

% plotten der Ergebnisse:

ind = [1,size(U,2)/2;size(U,2)/2+1,size(U,2)];

for k = 1:2
h = figure;
for 1 = ind(k,1):ind(k,2)

if U(1)<8

[£{1,1},f{2,1}] = fit ((1./M)’ ,reshape(E Gap(1

else

type = fittype (@Q(pl,p2, x)pl*x ~2+p2, 1ndependent’ ’x

[£{1,1},f{2,1}] = fit ((1./M)’,reshape(E_Gap(1,:

end

if k =1

subplot (ceil (numel (U)/2),1,1)

else

subplot ( ceil (numel(U)/2),1,1—ceil (numel (U)/2)
end

plot (f{1,1},b")
hold on

plot (1./M,E_Gap (
errorbar (0, f{1,1
xlim ([0 ,0.5])

if 1<=4

1,:,1), kx")
1. p2 2*f{2 1}.rmse, 'rx’)

legend (’Fit’, ’Data’ ,[’Gap = (’ ,num2str(erg(l,1

else

legend (’Fit’, ’Data’ ,['Gap = (’ ,num2str(erg(l,1
end

title ([’Gap U = ’ ,num2str(U(1))])

)

i, 1) ,numel (M) ,1), "polyl’);

)

) numel(M) 1) ,type);

}), ’\pm’ ,num2str(erg (1,2)),’)*x10"{-2}"

), ’\pm’ ,num2str(erg(1,2)), )*x10~{-2}"
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xlabel (’$\frac{1}{M}$’, Interpreter’,’latex’)

ylabel(’\Delta’,’rot’,0)
ylim ([-0.2 7])

set (get(gca, *YLabel’), ’Position’,[—-0.03,3.0,0])

hold off
end

saveas (h,[ Gap_’ ,num2str (k)] , ' pdf’)

end
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7.5 Fluctuation.m

clear all
close all

cle

N = 9;

M= 9;

Nmax = 2;

U = linspace (1,10,20);
t = 1;

mu = 1;

C i = zeros(numel (U) ,M);

for k
for i

= 1:2

= 1l:numel(U)

[V,”,Z,”] = BoseHubbard (N,M,Nmax,U(i),t,mu);
¢ G = repmat(V(:,k),1,size(Z,2));

C i(i,:) =sum(c G."2.%Z.72,1) — sum(c G."2.%xZ,1)."2;

end

pl = figure;
for j = 1:M

subplot (5,2,])

hold on

plot (U,C_i(:,j))

hold off

xlabel (’U’)

ylabel ([ var(n_{’ ,num2str(j), })’])
end

[n_i,U n] = meshgrid (1:M,U);
[7,p2] = Fluc_surf_1_prop(U_n,n_i,C_i);

% p2 = figure;

% h1 = surf(U_n,n_i,C_i);

% zlabel (7U’)

% ylabel (71 7)

% title ("Correlation:’)

saveas (pl,[ 'Fluctuation_sub_ ’ ,num2str(k)], pdf’)
saveas (p2,[ Fluctuation 3D ’ ,num2str(k)], pdf’)
end
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7.6 TimeEvolution.m

clear all
close all
M... Anzahl Gitterplactze
N...Anzahl Teilchen
n_start... Gitterplaetze
Nmaz. .. maz.
U...Parameter Wechselwirkung
t...Parameter Huepfwahrscheinlichkeit
mu. .. Parameter chemisches Potential
... Matriz fuer Teilchendichte

[

... Vektor fuer Zeit

time ... mesh von T fuer surf()
I...mesh von Gitterplaetzen fuer
V... Koeffizienten (Eigenvektoren)
E... Eigenenergien
Z...Besetzungszahl—Zustaende

=N
|
S

... Anfangszustand
0...Index des Anfangszustands

RN O N O O NN N NS

= 0;
linspace (0,5,30) ’;
[I,time] = meshgrid(1:M,T);

% Loesen des Eigenwertproblems:
[V.E,Z,7] =

Axes_subplot = cell (1,M);
Z 0 = zeros(1,M);

Z 0(1,n_start) = [1,1];
ind_0 = findrow(Z,Z_0);

% bestimmen der zeitabhaengigen Teilchendichte

for m = 1:size(Z,1)
for a = 1l:size(Z,1)

for b = 1l:size(Z,1)
n —
end
end
end
n = real{(n);

% plotten der
hl = figure;

surf(time,I ,n)
xlabel(’t’, interpreter’
ylabel(’i’,’interpreter’

Ergebnisse:

,latex
,latex

h2 = figure;
for 1 = 1:M
subplot (5,2,1)
plot (T,n(:,1))

in

an denen die 2 Teilchen
Anzahl von Teilchen an einem Gitterplatz

surf ()

zZ

BoseHubbard (N,M, Nmax,U, t ,mu);

’,’FontSize’
>, ’FontSize’
zlabel (’$8\langle \hat{n} {i} \rangle$$’,’interpreter’,’latex’,’FontSize’

starten

der

n + V(m,a)*V(m,b)*V(ind 0,a)*V(ind 0,b)*repmat(Z(m,:) ,numel(T),1).*repmat(exp(li*(E(a,a)—E(b,b))

13)
13)

,
xlabel(’t’, ’interpreter’,’latex’, FontSize’ ,13)
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ylabel (| ’$$\langle \hat{n} {’,num2str(l),’}\rangle$$’], interpreter’,’latex’,’FontSize’,13, rot’,0)

ylim ([0 ,1])
Axes_subplot{l} = get(geca, YLabel’);
end

for 1 = 1:M

Pos = get(Axes_subplot{1l}, Position’);
Pos (1) = —0.8;

Pos(2) = 0.3;

set (Axes subplot{l}, Position’,Pos)
end

p = zeros(size(T));
for 1 = 1:numel(T)

[7>p(1)] = max(n(l,:));

end

saveas (hl,[ "Time_Evolution_surf_ ' ,num2str(U)

saveas (h2,[ *Time_Evolution_’ ,num2str(U)],

‘pd

], pdf)
£)
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