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1 Motivation

Zur Behandlung von quantenmechanischen Vielteilchenproblemen wird meist die 2. Quan-
tisierung herangezogen. Hierbei erfolgt die Beschreibung durch Erzeugungs- und Vernich-
tungsoperatoren.

Die einfachen Transformationsregeln dieser Operatoren ermdoglichen fiir sehr kleine Viel-
teilchensysteme die analytische Betrachtung mit symbolischer Programmiersoftware. Fiir
diese Arbeit wird Mathematica verwendet.

Phénomene, wo die Korrelation zwischen Fermionen fiir das physikalische Verhalten wich-
tig sind, konnen nicht mit konventionellen Methoden, die auf einem effektiven Einteil-
chenproblem basieren (z.B. Local Density Approximation), behandelt werden. Bei solchen
Vielteilchenproblemen liefern das Hubbard-Modell und seine Erweiterungen ein qualitati-
ves Verstandnis.

Fiir die Beschreibung von Festkorpern muss eine Vielzahl wechselwirkender Teilchen mit-
einbezogen werden. Das Hubbard-Modell enthélt Terme, die zur Beschreibung wechselwir-
kender Fermionen bendétigt werden: Einen kinetische Term, der die Bewegung der Elek-
tronen wiedergibt (elektrische Leitfihigkeit), und einen Potentialterm, der deren Wechsel-
wirkung enthélt.

Trotz dieser Einfachheit kann das Hubbard-Modell nur fiir eine Dimension und periodi-
schen Randbedingungen (Ring) mittels des Bethe-Ansatz exakt gelost werden.

Das Hubbard-Modell und seine Erweiterungen werden in folgenden Bereichen eingesetzt:

e Hochtemperatur-Supraleitung

e Metall-Isolator-Ubergang (Mott-Isolator)
e Bandmagnetismus (Fe, Ni, Co,...)

e Polymere

e Ubergangsmetalle und deren Oxide

e Fullerene (z.B. Cgp)

e Seltene Erden - zB. CeAls oder UPtg
Schwere Fermionen Materialien (2-3 Mal groflere Wéarmekapazitéit bei niedrigen Tem-
peraturen als iiblich)

e Fliissiges Helium (*He ist Fermion)
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2 Fock-Raum

Bei Vielteilchenproblemen erweist sich eine Darstellung mittels Erzeugungs- und Ver-
nichtungsoperatoren als giinstig, da die Symmetrien der Wellenfunktionen in den Ver-
tauschungsrelationen enthalten sind [I].

Fiir Bosonen gelten folgende Kommutatorrelationen:

[ai, aj] =0 (1)
laf, al) =0 2)
lai,al] = 6 (3)

Bei Fermionen wird aus dem Kommutator der Antikommutator. Zusétzlich wird jetzt auch
der Spin ¢ mitberiicksichtigt. Die Vertauschungsrelationen lauten:

{Cia’ Cja’} =0 (4)
{010'7 C}U’} =0 (5)
{Ci07 C}L'U/} - 572]'600’ (6)

Im Folgendem werden nur noch Fermionen betrachtet.

Jeder Zustand kann mit den Erzeugungsoperatoren aus dem Vakuumzustand erzeugt wer-
den:

‘ill,i”,igl, 7;2T e 7iNiaiNT> = CJhCJ{TCngCJgT ce CLLCLT’VELIQ

Die Anordnung der Operatoren wird einmal festgelegt und muss im weiteren Verlauf auf-
grund der Antikommutatorrelationen (GI. 4 - @ beibehalten werden.

Die Anwendung des Vernichtungsoperators auf den Vakuumzustand ergibt 0:
Cin|vak) =0 (7)

Beispielsweise folgt mit den Vertauschungsrelationen fiir die Anwendung des Vernichtungs-
operators auf einen nichtbesetzten Zustand:

Cll‘ilT,in,igT e 7iNi7iNT> =

CllCITC;lC;T . CLlcTNTlvab =

(—1)2N-L. CJ{TC;lC;T . c&lc%cluvab =0
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2.1 Implementation

Das symbolische Rechnen mit Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren stellt das Ziel
dieser Arbeit dar. Die Implementation erfolgt mittels Mathematica.

Die Operatoren werden iibergefiihrt in Objekte mit denen in Mathematica Rechenopera-
tionen durchgefiihrt werden kénnen:

I — F[1,i,0]

¢io = F[-1,i,0]

C

Der erste Parameter von F kann nur die Werte 1 (Erzeuger) oder -1 (Vernichter) annehmen.
Der zweite Parameter gibt den Platz an, wo der Operator wirken soll. Der Wert des dritten
Parameters entspricht mit 1 Spin T und mit —1 Spin | der Eigenschaft des jeweiligen
Platzes.

Das Wirken der Operatoren wird im Programm mit nicht kommutativer Multiplikation
(Mathematica-Funktion: NonCommutativeMultiply) realisiert.

Damit Mathematica auch wirklich mit den eben eingefiihrten Objekten rechnen kann, ist
es erforderlich Regeln zu definieren:

Erweiterung der Funktion 'NonCommutativeMultiply’
Umgang mit Skalaren, Distributiv-Gesetz

Vertauschungsrelationen (GL. [4] - [6)

ot Tt
el %Cja’c'

e Erzeugung einer Ordnung, da generell ¢, ol j

Pauliprinzip: c;ra c;ro, |vak) =0
Als Beispiel soll der Erwartungswert des Teilchenanzahloperators n,, = cjacw auf dem
Platz i = 1 eines Teilchens mit Spin | im Zustand | | T) berechnet werden:

(1] 1y LT

A\

F[-1,1,1] % «F[-1,1,-1] % « F[1,1,1] % «F[-1,1,1] * % F[1,1,-1] % «F[1,1,1] % * |vak)

wobei der Vakuumzustand |vak) auf der rechten Seite stets implizit enthalten ist.

Mittels der definierten Regeln wird versucht die Vernichtungsoperatoren auf die rechte
Seite zu bringen, da der gesamte Ausdruck auf den Vakuumzustand wirkt und ein Ver-
nichtungsoperator auf diesen Zustand 0 ergibt.

Der Erwartungswert ergibt sich zu

(T g 1) =1,

dh ein Teilchen mit Spin T befindet sich auf dem Platz i = 1.
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3 Hubbard-Modell

Mit dem Formalismus der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren kann der Hamilton-
Operator fiir wechselwirkende Vielteilchensysteme ausgedriickt werden.

3.1 Hamiltonian

Der Hamiltonoperator eines Festkorpers sollte im Prinzip eine Vielzahl von Beitrigen
enthalten:

Bewegung der Kerne

Wechselwirkung zwischen den Kernen

Bewegung der Elektronen
- Wechselwirkung zwischen den Elektronen

- Wechselwirkung zwischen Kernen und Elektronen

Die Schrodingergleichung, die alle diese Beitréage berticksichtigt, kann fiir mehrere Teilchen
unmoglich gelost werden.

Fiir viele physikalische Eigenschaften der Festkorper sind nur die Elektronen der duflers-
ten Schale entscheidend. Mit dieser Annahme kénnen der Kern und die inneren Schalen
zu einem lonenrumpf zusammengefasst werden. Weiters kann die Bewegung der Kerne
im Vergleich zur Bewegung der Elektronen aufgrund ihrer wesentlich héheren Masse ver-
nachlissigt werden (Born-Oppenheimer-Niherung). Auch bei periodischer und fixer An-
ordnung der Ionenriimpfe ist man aufgrund der Vielzahl von Wechselwirkungen noch nicht
in der Lage die Schrédingergleichung zu losen. Erst die Naherungen, die auf ein effektives
Ein-Elektronen-Problem fiihren, ermdglichen eine ndherungsweise Losung [1]:

— unabhéingige Elektronen
Hierbei wird die Wechselwirkung zwischen den Elektronen komplett vernachléssigt.

— Hartree-Fock-Néaherung
Diese Ndherung beinhaltet die Wechselwirkung der Elektronen mit der Ladungsdich-
teverteilung der restlichen.

— Local Density Approximation
Hier beriicksichtigt man Austauschs- und Korrelationseffekte zwischen den Elektro-
nen
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Das einfachste Hubbard-Modell eines Festkorpers reduziert sich auf die Beschreibung eines
einzigen, lokalisierten Niveaus je Atom/Gitterplatz[4]. Je Atom/Gitterplatz ergeben sich
daraus vier mogliche Konfigurationen:

Niveau leer

ein Elektron mit Spin |

ein Elektron mit Spin |

jeweils ein Elektron mit Spin T und Spin |

Der Hamiltonoperator des Hubbard-Modells besteht aus nur 2 Termen:

e cinem kinetischen Term (Hiipfterm), der Elektronen das Hiipfen auf néchstgelegene
Nachbarpléitze erlaubt, und

e cinem Potentialterm, der die Coulomb-Abstoflung zweier Elektronen beriicksichtigt,
die sich auf dem selben Gitterplatz befinden.

Diese beiden Terme konkurrieren miteinander. Die Elektron-Elektron-Wechselwirkung
(Coulomb-Wechselwirkung) mochte die Doppelbesetzung von Plétzen moglichst unterbin-
den, d.h. die Elektronen sind in ihrer Bewegung eingeschrénkt. Der Hiipfterm hingegen
versucht die Elektronen iiber das gesamte Gitter zu verteilen [2].

Der Hamiltonoperator ist nun wie folgt definiert:

H=T+U=~tY > (clcjg+clcin) U nypiny, (8)
c;-ra Erzeugungsoperator eines Elektrons mit Spin o auf Platz 4

¢;, Vernichtungsoperator eines Elektrons mit Spin o auf Platz ¢

~

n :C]L

i = C;»Cie Anzahloperator

Die Klammer (i, j) bedeutet, dass iiber benachbarte Gitterpldtzen summiert wird.

Die Hiipfamplitude ¢ > 0 entspricht dem Uberlappintegral des Einteilchen-Hamiltonoperators
zwischen den Wellenfunktionen zweier Gitterpléitze, wobei nur nidchste Nachbarn betrach-
tet werden. U > 0 ist ein Ma$ fiir die Stérke der Coloumb-Wechselwirkung [2].

Dieses Modell besitzt offensichtlich nur zwei explizite Parameter: ¢ und U. Implizit ent-
halten sind die Anzahl der Elektronen sowie die Temperatur.
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3.2 Eigenschaften

Physikalisch interessant ist das Verhalten nahe bei Halbfiillung (Anzahl der Elektronen
entspricht der Anzahl der Gitterplitze):

U = 0: System ist leitend (Tight-Binding) = Metall

U # 0: Ladungstransport durch Coloumb-Abstolung gestort = fiir U > 0 wird das
System ein Isolator

3.2.1 spin-charge-separation

In einer Dimension ist es moglich, dass sich Spin und Ladung der Elektronen trennen [5].
Das Elektron “zerféllt" in zwei unabhéngige Quasiteilchen (spinon und holon/chargon),
die sich mit verschiedener Geschwindigkeit ausbreiten kénnen. Das Spinon trigt den Spin
des Elektrons, das holon/chargon die Ladung.

3.2.2 reale Materialien

Das Hubbard-Modell bildet die qualitative Grundlage fiir Systeme, wo Wechselwirkungen
zwischen Elektronen eine entscheidene Rolle spielen.

Um das Verhalten vieler Materialen modellieren zu kénnen, muss der Hamiltonopera-
tor (Gl.|8) erweitert werden:

= Coloumb-Wechselwirkung nicht nur auf einem Gitterplatz
= Beriicksichtung mehrerer Orbitale

= Hiipfen auch auf andere Plitze als zum néchsten Nachbarn erlauben
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3.3 Symmetrien

Im eindimensionalen Hubbard-Modell wird eine Vielzahl von Gréflen erhalten [3]. Auf die
Erhaltung von Teilchenzahl und Gesamtspin wird nachfolgend genauer eingegangen.

3.3.1 Eichsymmetrie

Der Hamiltonoperator ist unter folgender Transformation invariant:
|

I, = exp(ia)c] — exp(—ia)c;, (9)

C o) C;

10
Der Operator dieser unitéiren Transformation lautet U(a) = exp(iarlN). Daraus folgt, dass
die Teilchenzahl N = ¥, ¢! ¢ erhalten bleibt.

ot Yol Tod

Die Erhaltung der Teilchenanzahl ist auch in den verschwindenden Kommutatoren mit H
ersichtlich:

[N, H] =0 (10)

A A~

[No, H =0 mit Np =) _ g (11)
7

3.3.2 Spinsymmetrie

Mit Hilfe der Pauli-Matrizen
0 1 0 —1 1 0

kann man lokale Spindichteoperatoren definieren:

5 h

Sai =15 > el (Ta)oor Cigr (13)

oo’
mit a = z,y, 2
Globale Spindichteoperatoren ergeben sich zu

So = Sai. (14)

Fiir diese Operatoren gelten die Vertauschungsrelationen
[S’aﬁ‘, S’gﬂ'} = ih5a6w§7,z’ (15)
[Ses Sﬁ} = ihEaﬁWSV (16)

Die Spindichteoperatoren vertauschen mit H , somit kénnen H , 5'2, S, gleichzeitig diago-
nalisiert werden konnen.
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3.4 Zeitentwicklung

Da der Hamiltonoperator (Gl nicht explizit zeitabhéngig ist, kann man zunéchst die
zeitunabhéngige Schrédinger-Gleichung 16sen. Sie lautet somit

Jeder Eigenzustand |t),,) entwickelt sich mit Zeit zu

W}n( )> = 77Ent|wn( )> (18)

Ein beliebiger Zustand |¢)) kann in Eigenzustédnde |1),) entwickelt werden:
=" calthn) (19)
mit ¢, = (Pn i)

Die Zeitentwicklung dieses Zustandes lautet:

=" caltn(t)) (20)

3.4.1 Dissipation

Der Grundzustand ist der Eigenzustand geringster Energie. Wird in der Zeitentwicklung
(GL ein Reibungsterm beriicksichtigt, d.h. das System kann Energie "abbauen”, strebt
das System mit zeitlichen Verlauf zum Grundzustand.

[9( Ze_"E" n [ (1)) (21)

n>0,
N(t) ... zeitabhéngige Normierungskonstante

10
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4 Simulation

Der Hauptteil des Programmes umfasst

. Berechnung der Hamilton-Matrix
. deren Diagonalisierung
. Zeitentwicklung verschiedener Anfangszusténde (Gl.

. deren grafische Darstellung

= W N =

Die vorher erwidhnten Symmetrien werden ausgenutzt um die Gréfle der zu diagonalisie-
renden Matrizen zu reduzieren. Aufgrund der Erhaltung der Anzahl der Teilchen mit Spin
T als auch mit Spin | (Gl kann H in Blocke gegliedert werden. Fiir die Bestimmung der
Eigenenergien und -zustdnde geniigt somit die Diagonalisierung des jeweiligen Blockes.

Simuliert werden Erwartungswerte

A~

(H) ... Energie (22)
(Nig) ... Teilchendichte am Platz ¢ mit Spin o (23)

und Korrelationen (on-site)

(R fuiy) — (i) (i) (24)

4.1 SystemgroBe

Die Anzahl der moglichen Zusténde k& und damit die Grofle der Hilbertraumes steigt rasant
mit zunehmender SystemgroBe N. Mit Ny als Anzahl der Teilchen mit Spin T und N| als
Anzahl der Teilchen mit Spin | ergeben sich k£ mogliche Konfigurationen:

v= () () = maow = W - (%)

Die maximale Anzahl an Zusténden erhdlt man bei Halbfiillung (N = N| = %) In
Tabelle[T]ist fiir unterschiedliche Systemgrofien die Grofie des Hilbertraums bei Halbfiillung
dargestellt. Wie man erkennt, ist bereits bei sehr kleinen Systemgrofien die derzeit mogliche
Speicherkapazitat erreicht.

Dennoch besteht die Moglichkeit auf groere Systeme zu extrapolieren. Das System wird
dabei in eine Vielzahl kleiner, 16sbarer Cluster unterteilt und darin gel6st. Mittels Storungs-
rechnung erfolgt eine Kopplung zwischen den verschiedenen Clustern (Cluster Perturba-
tion Theory) [6].

11
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Tabelle 1: Grofle des Hilbertraums bei Halbfiillung

Systemgrofle N | Anzahl Zustinde k
2 4
4 36
6 400
8 4900
10 63504
20 34134779536
—e————=B
e i e e e e
*—e— 989
GO——f—0—60—10
t
I T L I
I I I
I I I I I I
-——- —-- L
i

Abbildung 1: Aufteilung eines System in kleinere, l6sbare Cluster
die strichlierten Linien im unteren Bild stellen die Kopplungen zwischen den
Clustern dar

12
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4.2 Simulationsergebnisse
4.2.1 Spin-Charge-Separation

Fiir diese Simulation wird auf 7 Gitterplédtzen zuerst der Grundzustand von einem 2-
Teilchen-System (1 Teilchen mit Spin 7, 1 Teilchen mit Spin |) bei periodischen Rand-
bedingungen (Ring) berechnet. Zu diesem Grundzustand wird ein weiteres Teilchen mit
Spin T hinzugefiigt. Im Anschluss erfolgt die Entwicklung dieses neuen Zustandes mit der
Zeit.

Abbildung [2| zeigt den unterschiedlichen Verlauf der Erwartungswerte von Spin (durch-
gezogen) und Ladung (strichliert) an vier verschiedenen Zeitpunkten, wobei hier nur die
Anderungen der Erwartungswerte bezogen auf die Erwartungswerte bei ¢t = 0 dargestellt
werden.

N — ) D E3|EN ]

Abbildung 2: Trennung von Spin (durchgezogen) und Ladung (strichliert) - dargestellt an
verschiedenen Zeitpunkten

13
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4.2.2 Dissipation

Der Ausgangszustand dieser Simulation ist ein System von vier Teilchen auf acht Git-
terplétzen bei nicht-periodischen Randbedigungen (kein Ring). Zwei Teilchen mit Spin |
befinden sich auf den Gitterpliatzen 1 und 5, zwei Teilchen mit Spin | auf den Gitterplétzen
3 und 6.

Die Abbildungen [3 bis [0] zeigen die zeitliche Entwicklung des Anfangszustandes zu ver-
schiedenen Zeitpunkten (tg < t; < t2 < t3), wobei die Farbe orange den Teilchen mit Spin
T und die Farbe lila den Teilchen mit Spin | entspricht.

Durch die Beriicksichtigung eines Reibungsterm in der Zeitentwicklung (GI. strebt das
System zum Grundzustand. Jede der nachfolgenden Abbildungen enthélt unterschiedliche
Stérken der Coloumb-Wechselwirkung: U = 0 (keine Wechselwirkung), U = 1 (schwache
Wechselwirkung) und U = 100 (starke Wechselwirkung).

Jede Zeile einer Abbildung besteht aus der aktuellen Konfiguration (Teilchendichte an den
verschiedenen Gitterpldtzen fiir beide Spinarten) auf der linken Seite, aus einer Darstel-
lung der Erwartungswerte von kinetischer (schwarz) sowie potentieller Energie (rot) der
jeweiligen Konfiguration (Mitte) sowie aus dem Grundzustand (rechts).

¥ (=D ]+
U=0.0 Uu=00
energy
l
i L IlH I I I|:|
2 3 2 5 6 7 8 | 2 3 4 5 6 7 8
U=1.0 U=1.0
energy
]
S
f-4-20 2z 4 6 IlH IH IH IH
2 3 4 5 L 7 8 | 2 3 4 5 L 7 8
U=100.0 U=100.0
energy
|
S
-f-4-20 2 486

Abbildung 3: Konfigurationen zum Zeitpunkt tg = 0

14
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(=[»T4]
U=00 uU=0.0
energy
|
ml | | I -6-4-20 2 4 6 III III II] II]
12 31 4 5 6 T 8 2 3 4 s 6 7 B
Uu=1.0 U=1.0
energy
|
I I] I I -6-4-20 2 4 6 III IIl II] II]
12 31 4 5 6 T 8 2 3 4 s 6 7 B
U=100.0 U=100.0
ernergy
|
-6-4-20 2 4 6
T2 31 45 8 2 3 4 s 6 7T &

(=[»]4]
U=0.0 Uu=00
energy
|
I]I II] II] II] “6-4-20 2 4 6 III III III Ill
Iz 3 4 s 6 T @ Iz 3 4 5 & 7 8
U=1.0 U=1.0
energy
l
| II] I I] I -6-4-210 2 4 6 III IIl IIl Ill
Iz 3 4 5 & T 8 Iz 3 4 5 & 7T 8
U=100.0 U=100.0
energy
|
-6-1-210 2 4 6
z 3 4 5 6 7T & oz 3 45 6 7 8

Abbildung 5: Konfigurationen zum Zeitpunkt to
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0= ]+
U=0.0 Uu=00
energy
|
I]I II] II] II] -6-4-210 2 4 6 IlI III III Ill
oz 3 5 6 7 & Iz 3 4 5 & T 8
U=1.0 U=1.0
energy
|
I II] II] II] -6-1-210 2 4 6 III IIl IIl IIl
Iz 3 4 5 & T & Iz 3 4 5 a6 T 8
U=100.0 U=100.0
energy
|

Abbildung 6: Konfigurationen zum Zeitpunkt ts

Die Abbildungen [3| bis [] demonstrieren das zeitliche Verhalten des selben Anfangszustan-
des bei unterschiedlicher Stéirke der Coloumb-Wechselwirkung. Das Streben des Systems
zum Grundzustandes wird durch die Wechselwirkung gestort. Je stédrker die Coloumb-
Abstoflung, desto langer dauert es, bis der Grundzustand erreicht wird, da je nach Stérke
der Wechselwirkung die Teilchen in ihrer Bewegung beeintriachtigt werden.

16
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4.2.3 Korrelation

Diese Simulation passiert auf 8 Gitterplidtzen mit zwei Teilchen bei nicht-periodischer
Randbedingung - Ring nicht geschlossen. Der Anfangszustand lautet: ein Teilchen mit
Spin T befindet sich auf Gitterplatz 8 das zweite Teilchen mit Spin | auf Gitterplatz 1.

Die Abbildungen m bis [10] zeigen fiir verschiedenen Zeitpunkte (top < t; < t2 < t3) jeweils
im oberen Teilbild die aktuelle Konfiguration (Teilchendichte am jeweiligen Gitterplatz fiir
beide Spinarten) und im unteren Teilbild die on-site Korrelation (GI. an jedem Gitter-
platz. Zusétzlich enthalten sie auch unterschiedliche Coloumb-Wechselwirkungen (links:
U =1, rechts: U = 100).

Die Farbe orange entspricht wiederum den Teilchen mit Spin T, die Farbe lila den Teilchen
mit Spin |.

Abbildung 7: Konfigurationen zum Zeitpunkt tg

17
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=[]+
U=1.0 U =100.0
2 3 5 [ kd 8 | 2 3 1 5 6 i 8
| 2 3 1 5 a 7 1 1 2 3 4 5 f 7 H
2 3 4 5 [ T 3 2 3 4 5 f T 8

Abbildung 9: Konfigurationen zum Zeitpunkt to

18
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O— ]+

U=1.0 U =100.0

]
m
-
I

Abbildung 10: Konfigurationen zum Zeitpunkt ts

Aus den Abbildungen [7] bis[I0]erkennt man, dass sich bei unterschiedlich starker Coloumb-
Wechselwirkung die Teilchen mit fortschreitender Zeitentwicklung andersartig verhalten.
Bei U = 100 ist die Wahrscheinlichkeit ein Teilchen am anderen Ende der Kette zu finden
auflerst gering - in allen 4 Abbildungen bleibt das Teilchen mit Spin | (orange) auf der
rechten Seite der Kette wéhrend das sich das Teilchen mit Spin | (lila) groiteils auf der
linke Seite aufhélt.

19
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GRUNDLAGEN

Unpr ot ect [NonConmut ati veMul ti pl y];

NonCommut ati veMul tiply[A_, (B_+C )] :=A*»*xB+A*+C
NonCommut ati veMul tiply[(B_+C_), A 1:=B**xA+Cxx A
NonCommut ati veMul tipl y[A_, (-B_)]:=-A*%B;
NonConmut ati veMul tiply[(-A_), B_]1:=-AxxB;

Pr ot ect [NonCommut ati veMul ti pl y];

(* Regeln f r "%x" %)

subsnoncomm: = {NonCommut ativeMul tiply[A_, r_]=r A/; ChunQ[r ],
NonConmut ati veMul tiply[r_, A_l=r A/; ChumQ[r 1],
NonCommut ati veMul tiply[A_, r_B_]1=»r A+ B/; CnunQ[r ],
NonConmut ati veMul tiply[r_A_, B_1=»r A*xB/; CnunQ[r ],
NonConmut ati veMul ti pl y[Ti mes[A_, B_]] = Ti nes[A, Bl}

subsnonpower : = {A_~n_I nteger =» noncommpower [A, n] /; (! FreeQ[A, NonComutativeMil tiply])}
noncompower [A_, n_] : = Appl y[NonConmrut at i veMul ti ply, Table[A, {i, 1, n}]]

cnunbers = Map[ToExpressi on, CharacterRange["a", "z"]];

ferm ons {F, G H;

bosons = {A B, Cj;

CnumQ[xx_] : = Nuneri cQ[xx] | | Menmber Q[chunbers, xx] || Menber Q[cnunbers, Head[xX]]
Ferm onQ[xx_] : = Menber Q[f er mi ons, xx] || Menber Q[f er mi ons, Head[xXx]]

BosonQ[xx_] : = Merber Q[bosons, xx] || Menber Q[bosons, Head[xX]]

Ferm Sign[xx_, yy_]:=-1/; Ferm onQ[xx] & Ferm onQ[yYy];
Ferm Sign[xx_, yy_1:=1/; (!FermonQ[xx]) || (! Ferm onQ[yy])

KD[{m

b An___}1:=1f[Apply[And, Table[{m}[[i]]=={n}[[i1], {i, 1, Length[{m}]1}11, 1, O]

(+ Abfrage Operator =)
Oper at or Q[xx_] : = Ferm onQ[xx] | | BosonQ[xx]

s ERZEUGER / VERNICHTER
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ToNormal Order : = {F[-1, m __1#*+F[1, n___1:»-F[1, n] *xF[-1, m] +cac[F[-1, m], F[1, n]]}

ToOrder : = {F[i _, m __J1#*F[i _, n___ 1 =»-F[i, n]*«F[i, m /; (! OderedQ[{{m}, {n}}]1)}

subscac : =
{cac[F[-1, m __1, F[1, n___1] »KD[{m}, {n}],
cac[F[1, m __1, F[-1, n___11 »KD[{m}, {n}]}

simlaroperator :={F[i _, m __J#*+xF[i _, m__1=0/; ((i =21)]] (i =-1))}

sub0 : = {NonComut ativeMul tiply[xx___, 0, yy___1:»0}
subl: = {NonConmmut ati veMul tiply[l, xx_] = xX, NonConmut ativeMultiply[xx_, 1] = XX}

arrange : = Joi n[ToNor mal Or der, ToOrder, subscac, sub0O, subl]
rules : = Joi n[ToNor mal Order, ToOrder, subscac, sim | aroperator, subsnoncomm]

anni hilation:={F[-1, n___1:0}
ToMatri x : =Joi n[anni hil ation, sub0]

braflk_]:=NonComutativeMil tiplyee
Reverse[Tabl e[k[[i 1], {i, 1, Length[k]}] /. F[i _, m __1->F[-i, m]]

vernicht : = {F[m___]:>0}
Appl yRul es[x_] : =

{x //. subsnoncomm//. arrange /. sim |l aroperator /. subO //. arrange /. sim | aroperator /.
sub0 //. ToMatri x}

= Anwendung der Regeln (Beispiele)
Fr-1, 1, 11 == F[1, 1, 11 /. ToNormal Order /. subscac
1-F[1, 1, 1] »«F[-1, 1, 1]

(* beliebiger zustand %)
uz =F[1, 1, -1] #+F[1, 1, 1] #xF[1, 3, -17;

(* Anzahl operator =)
AZ =F[1, 1, 1] »xF[-1, 1, 1]

F1, 1, 1] ««F[-1, 1, 1]

(» Erwartungswert =)
brafuz] ** AZx% uz //. rules //. ToMatrix

1

» KOMMUTATORREGEL

comr egel = {COMM[XX_, YY_] = XX **YY - VY %% XX}

m TEILCHENANZAHLOPERATOR

Na[xx_, i __1:=XX[1, i]**xxx[-1, i]

s SPINDICHTEOPERATOR (PAULI-MATRIZEN)

Tau ={{{01 1}! {1! o}}v {{01 _l}! {I! 0}}! {{1! 0}! {O! _1}}}1

Sidir_, num] :=

1/72SumSum[Tau[[dir, i, jI1]1F[L, num If[i =1, -1, 1]] #*F[-1, num If[j ==1, -1, 1]],
.1, 231, {i, 1, 23]
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S[1, 1]
S[2, 1]
S[3, 1]

1

5 (F[1, 1, 1] %+ F[-1, 1, 1] +F[1, 1, 1] »«F[-1, 1, -1])

1

S (-1 F[1, 1, -1) #+F[-1, 1, 1] +1F[1, 1, 1] *+F[-1, 1, -1])
1

> (Fr1, 1, -17 =+« F[-1, 1, -1] -F[1, 1, 1] ««F[-1, 1, 1)
S[2, 1] »=F[1, 1, =11 //. rules //. annihilation//. rules

1
ZiF[L, 1, 1
2

Tabl e[corm[S[i, 1], S[Mod[i, 3] +1, 1]] -1 S[Md[i +1, 31 +1, 1], (i, 1, 3}] /. commmegel //.
rules /7 Sinplify

Tabl e[comm[S[i, 1], S[Mdd[i +1, 3] +1, 111 +! S[ModT[i, 31+1, 11, {i, 1, 3}] /. cormregel //.
rules // Sinplify

{0, 0, 0}
{0, 0, 0}

S2 = S[1, 1] *%xS[1, 1] +S[2, 1] »»S[2, 1] +S[3, 1] *xS[3, 1] //. rules //Sinplify

3
n (F[1, 1, -1] »«F[-1, 1, -1] +F[1, 1, 1] «+F[-1, 1, 1] +
2F[1, 1, -1] #+F[1, 1, 1] ««F[-1, 1, -1] ««F[-1, 1, 1])

test : = {NonConmmut ati veMul tiply[F[i_, m__1, F[j_, m__11=
175 ((i =1 8&&] ==-1) || (i =-18&&j =1))}

S2 xxF[1, 1, 11 *»xF[1, 2, 11 //. rules /. test /. subl /. annihilation/. subO// Sinplify
3
ZF[l, 1, 1] =+ F[1, 2, 1]

Splus = (S[1, 1] +1 S[2, 11) //. rules // Sinplify
Sm nus = (S[1, 11 -1 S[2, 1]) //. rules //Sinmplify

F[1, 1, -1] »+F[-1, 1, 1]
Fi1, 1, 1] ««F[-1, 1, -1]

(Splus +Smnus) /2 //Sinplify
(Splus -Sminus) /7 (21) //Sinplify

1
E (F[1, 1, -1] =»F[-1, 1, 1] +F([1, 1, 1] »«F[-1, 1, -1])

1
7511 (F[1, 1, 1] ++F[-1, 1, 1] -F[1, 1, 1] ««F[-1, 1, -1])

HUBBARD-MODELL auf 2 Plaetzen

H= -t SUm[F[1, 1, i ]»*xF[-1, 2, i]+F[1, 2, i]1#*+xF[-1, 1, i1, {i, -1, 1, 2}1 +
uSum[NaflF, i, 11 »=Na[F, i, -17, {i, 1, 2}1;
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Sges[aus_] :=Sum[S[aus, i], {i, 1, 2}]

Tabl e[comm[Sges[i ], H], {i, 1, 3}] /. commregel //. rules // Sinplify
{0, 0, 0}

S2 = Sum[Sges [aus] ** Sges [aus], {aus, 1, 3}] //. rules // Sinplify;
comm[S2, H] /. coomregel //. rules // Sinplify

0

m Matrixelemente von H
zustand[i _1:={1, F[1, i, -1], F[1, i, 1], F[1, i, -1] %+ F[1, i, 1]}

cl=Flatten[Quter [NonConmut ati veMul ti ply, zustand[1], zustand[2]]];
c2=Table[Nc[cl[[i]]], (i, 1, Length[cl]}] /.

Nc [xX___]1:>NceeReverse[List eexx] /. F[i_, m__]->F[-i, m];
el =Table[H**cl[[i]], {i, 1, Length[cl]}] //. rules //. ToMatrix // Sinplify;
e2 =c2 /. Nc » NonCommut ati veMul tiply //. rul es;

h = Qut er [NonConmut ativeMul tiply, e2, el] //. rules //. ToMatrix //. vernicht //.
subsnoncommy// Si nplify;

h 7/ Matri xForm

h = SparseArray[%];

Ei genval ues[h]

(xEi genval ues[h]/.u-0/.Sqrt [t"2]->t //Sort %)

00 0 0O 0O OO OO OOOO OOTO
00 0 0O -t 00O OO OOOO OOTPO
00 0 0O 0O OO O-t OOOO O0OTO
00 0 u O O-t 0O t O0O0OO0O OO0DO
O -t 0o 0 0 00 OO OOOO OOTO
00 0 0O 0O OO OO OOOO OOTO
o060 0 -t o 00 OO OOOS-toOO0OO
00 0 O 0 00O uo ooOOOT1t oo
00 -t o0 0O 00 OO OOOO OOTPO
00 0 t 0 00 OO OOOTt OODO
00 0 0O 0O OO OO OOOO OO0OTO
00 0 0O 0O OO OO OOwUWuU©O Ot oo
00 0 0O O O-t OO 1t O0OO0OwuWu O0O0O
00 0 O O OO t O OO0OOO uoo
00 0 O O OO OO OOTt O OwWuO
00 0 0 O OO OO OOOO OO0 2u

|
—

{0, 0, 0, 0, -t, t,t, u, 2u, -t +u,

1 1
“t +u, t +u, t +u, — (u—\/16t2+u2 ) — (u+x116t2+u2 )}
2 2

= Matrixelemente von S"2

dl =Table[S2 *xc1[[i]], {i, 1, Length[cl]}] //. rules //. ToMatrix //. rules // Sinplify;
d2 =c2 /. Nc » NonCommut ati veMul tiply //. rul es;

s2 = Qut er [NonCommut ati veMul tiply, d2, d1] //. rules //. ToMatrix //. vernicht //.
subsnoncommy// Si npl i fy;

s2 // MatrixForm

s2 = SparseArray [%];

Ei genval ues[s2]
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HUBBARD-MODELL auf mehreren Plaetzen

nums= 4;
m Hamiltonian

hopping:=F[1, j, i1*xF[-1, j +1, i]+F[1, ] +1, i]*xxF[-1, ], i]
periodi cHopping:=F[1, 1, i ]**F[-1, num i]+F[1, num i]#*+xF[-1, 1, i]

(» Ham | toni an =*)

T = -t Sumfhopping, {i, -1, 1, 2}, {j, 1, num-1}] -y Sum[peri odi cHoppi ng, {i, -1, 1, 2}1;
U=uSum[Na[F, i, 1] =xNa[F, i, =11, {i, 1, num}];

H=T+U,

Sges[aus_] : =Sum[S[aus, i], {i, 1, num}]

Tabl e[comm[Sges[i], H/. y->t], {i, 1, 3}]1 /. commregel //. rules //Sinplify
{0, 0, 0}

S2 = Sum[Sges [aus] ** Sges [aus], {aus, 1, 3}] //. rules // Sinplify;
comm[S2, H/. y»>t] /. commregel //. rules // Sinplify

0

m Zustaende

zustand[i _1:={1, F[1, i, -1], F[1, i, 11, F[1, i, -1] *+F[1, i, 11}

cl=Flatten[Quter [NonConmut ativeMl tiply,
Sequence @@ Tabl e[zustand[i ], {i, 1, num}]11] //. subl;

npart [j _, x_]:=Count [Flatten[{x /. NonConmut ativeMul tiply-List}], F[1, _, j1]

Repl aceSparse[ff_, rr_Rule]: =

(ff /. rr) /. Hol dPattern[SparseArray[xXx__]1] = SparseArray @@ ({xx} /. rr)

kzu[up_, down_] : = Sel ect [c1, npart [1, #] == up &&npart [-1, #] == down &]

= Matrixelemente von H

Tabl e[Lengt h[kzuli, j11, {i, O, num}, {j, O, num}]
{1, 2, 13}, (2, 4, 23}, {1, 2, 1}}
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up = 0; down = 2;
Timng[

k1l = kzu[up, down];

k2 = Tabl e[Nc[{k1[[i]11}], {i, 1, Length[k11}] /. Nc[XX___1:>
Nc ee Rever se[Fl atten[xx /. NonCommutativeMultiply-List]] /. F[i_, m__1-F[-i, m];

(
11 =ApplyRul es[Tabl e[H**K1[[i]1], {i, 1, Length[k11}11[[1]1];
12=k2 /. Nc »> NonComut ativeMil tiply /. subl,

ho = Appl yRul es[Qut er [NonConmmrut ativeMul tiply, 12, 1111[[11] //. vernicht //. subsnonconm//
Sinplify;
h[up, down] = SparseArray[ho]l; ]

{0. 024001, Null}
Save["christian/mat hemati ca/t heo-physi k/data/2_ham | t oni an. dat", h]
<< "christian/mat hemati ca/t heo-physi k/data/2_hami | t oni an. dat";

Repl aceSparse[h[1, 1], y»t]1 // MatrixForm

u -2t 2t O
-2t 0 0 -2t
2t 0 0 2t
0 -2t 2t u

ev2 = Ei genval ues[Repl aceSparse[h[l, 1], y-»t]1]

{0, u, %(ufx/64t2+u2 ) %[u+x/64t2+u2 ]}

m Matrixelemente von S"2
{k1, k2 /. Nc - NonComut ativeMul tiply//. rules} // Transpose // Matri xForm

dl =Table[S2 *xk1[[i]], {i, 1, Length[k1]}] //. rules //. ToMatrix //. rules // Sinplify;
d2 =k2 /. Nc » NonConmut ati veMul tiply //. rul es;

s2 = Qut er [NonCommut ati veMul tiply, d2, d1] //. rules //. ToMatrix //. vernicht //.
subsnoncomm// Si mplify;

s2 // MatrixForm

S2 = Spar seArray [%];

Ei genval ues[s2]

m Zeitentwicklung

(» Ham [ ton-Matri x =)
Cl ear [h];
<< "christian/mat hemati ca/t heo-physi k/data/4_hami | t oni an. dat”;

up =1; down =1;
kzu[up, down][[10]]
Fr1, 1, -17 =+ F[1, 4, 1]

(* Anfangszustand x)

anfang = 10;

psi0 = Table[O, {i, 1, Length[kzu[up, down]]}]1;
psiO[[anfang]] = 1;
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(+ potentielle/kinetische Energie in MatriXxFormk)
mat H= Repl aceSpar se[h[up, down], t -»1.1;

mat U = Di agonal Matri x[Di agonal [nmat H] ];

mat T = nat H- nat U,

ew[period_, ww_] : = Ei genval ues[Repl aceSpar se[Repl aceSparse[natH, y -» period], u-»>ww]];
ev[period_, ww_] : = Ei genvect ors[Repl aceSpar se[Repl aceSparse[natH, y -» period], u-ww]];

periodic =0.;

pot = {1., 0., -100.};

Tabl e[ei gw[i ] = ew[peri odic, pot [[i]
Tabl e[eigv[i] =ev[periodic, pot [[i]

]Y {I' 1' 3}];
]’ {IY 17 3}]1

[ pr—

(*» Zeitentw ckl ungsvektor =)

eps =0.0;

psil[t_, w_]:=Sum[psiO.eigv[w][[i]] Exp[-l eigw[w][[i]]lt (1-1eps)leigv[wl[[i]l],
{i, 1, Length[kzu[up, down]]}]

psi [t _, w_]:=#/Sqgrt [Conjugate[#].#] &[psil[t, w]]



spin-charge separation

nums=7;
m Hamiltonian

hopping:=F[1, j, i1*xF[-1, j +1, i]+F[1, ] +1, i]*xxF[-1, ], i]
periodi cHopping:=F[1, 1, i ]**F[-1, num i]+F[1, num i]#*+xF[-1, 1, i]

(» Ham | toni an =*)

T = -t Sumfhopping, {i, -1, 1, 2}, {j, 1, num-1}] -y Sum[peri odi cHoppi ng, {i, -1, 1, 2}1;
U=uSum[Na[F, i, 1] =xNa[F, i, =11, {i, 1, num}];

H=T+U,

Sges[aus_] : =Sum[S[aus, i], {i, 1, num}]

m Zustaende

zustand[i _1:={1, F[1, i, -1], F[L, i, 11, F[1, i, -1] *+F[1, i, 11}

cl =Flatten[Quter [NonConmut ati veMul ti ply,
Sequence ee Tabl e[zustand[i ], {i, 1, num}]11] //. subl,;

npart [j _, x_]:=Count [Flatten[{x /. NonConmutativeMiltiply-List}], F[1, _, j1]

Repl aceSparse[ff _, rr_Rule]: =
(ff /. rr) /. Hol dPattern[SparseArray[xx__]] = SparseArray ee ({xx} /. rr)

kzufup_, down_] : = Sel ect [c1, npart [1, #] ==up &&npart [-1, #] = down &]

m Grundzustand
up =1; down =1;

(* Ham | ton-Matrix =)
Cl ear [h];
<< "mat hemat i ca/t heo-physi k/data/7_hami | t oni an. dat";

(= potentielle/kinetische Energie in MatrixFormk)
mat H = Repl aceSpar se[h[up, down], t » 1. 1;

mat U = Di agonal Matri x[Di agonal [nmat H] ];

mat T = mat H- mat U,

(» Ei genwerte und Ei genzust aende x)
ew[period_, ww_] : = Ei genval ues[Repl aceSpar se[Repl aceSparse[natH, y -» period], u-»ww]];
ev[period_, ww_] : = Ei genvect ors[Repl aceSpar se[Repl aceSparse[natH, y -» period], u-»ww]];

periodic=1.;

pot = {1., 0., -8.};

Tabl e[ei gw[i ] = ew[periodic, pot [[i]11, {i, 1, 3}1;
Tabl e[eigv[i] =ev[periodic, pot [[i]111, (i, 1, 3}1;

(» Matrixdarstel lung des Anzahl operators x)

Cl ear [nup, ndown]

<< "mat hemat i ca/t heo-physi k/data/7_nup. dat";
<< "mat hemat i ca/t heo-physi k/dat a/7_ndown. dat";

Needs["Bar Charts'"]
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(* Grundzustand: Zustand nini mal er Energie )
co =1,
m = Position[eigw[co], Mn[eigw[co]l]l]l[[1, 111;

Bar Chart [{Tabl e[Conj ugat e[ei gv[cO] [[m 1]1].nup[i, up, down].eigv[col[[m ]], {i, 1, num}],
Tabl e[Conj ugat e[ei gv[co][[m ]]]1.ndown[i, up, down].eigv[col[[m 1], {i, 1, num}1},
Pl ot Range » {{0.5, num+0.5}, {0, 1}}, Axes - {True, Fal se},
Bar Styl e » {Purpl e, Orange}, Bar Spaci ng- 0.1, Bar G oupSpaci ng - 0. 4,
| mgeSi ze » 450, Gi dLi nes » Automatic, Franme - True]

1 2 3 4 5 6 7
1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

LI I

Cl ear [grund];
grund = Chop[eigv[co][[m ]]]1 xkzu[up, down] ;
grund = Pl us @@ gr und;

(* Hinzufuegen eines Teilchens mit Spin up auf Platz 1 =)
startzustand = F[1, 1, 1] »+grund //. rul es;
up = 2; down =1;

basi sneu = kzu[up, down];
startzustand =start zustand /. Pl us » Li st /. Ti nes - Li st;

koeffneu = Tabl e[0, {i, 1, Length[basi sneu]}];

Do [koef f neu[ [Posi tion[basi sneu, startzustand[[i, 2]]1]1[[1]]1]] =startzustand[[i, 111,
{i, 1, Length[startzustand]}]

koef f neu = koef f neu/ Nor m[koef f neu];

m Zeitentwicklung

(= potentielle/kinetische Energie in MatrixFormk)
mat H = Repl aceSpar se[h[up, down], t » 1. 1;

mat U = Di agonal Matri x[Di agonal [mat H] ];

mat T = mat H- mat U,

(» Ei genwerte und Ei genzust aende =)
ew[period_, ww_] : = Ei genval ues[Repl aceSpar se[Repl aceSparse[natH, y -» period], u-»ww]];
ev[period_, ww_] : = Ei genvect ors[Repl aceSpar se[Repl aceSparse[natH, y -» period], u-»ww]];

periodic =1.;

pot = {1., 0., -8.};

Qui et [Tabl e[ei gw[i ] = ew[periodic, pot [[i111, {i, 1, 3}11;
Qui et [Tabl e[eigv[i] =ev[periodic, pot [[i]]11, {i, 1, 3}11;
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(* Zeitentw ckl ungsvektor =)

eps =0.0;

psil[t_, w_]:=Sumlkoeffneu.eigv[w][[i]] Exp[-l eigw[w][[i]]t (1-1eps)]leigviwl[[il],
{i, 1, Length[kzu[up, down]]}]

psi [t _, w_]:=#/Sqgrt [Conjugat e[#]. #] &[psil[t, w]]

(» Dichte bzw. Energie je Platz =)

dup[t _, w_]:=Tabl e[Conjugate[psi [t, w]].nup[pl atz, up, down].psi [t, w], {platz, 1, num}]
ddown[t _, w_]:=

Tabl e[Conj ugat e[psi [t, w]]. ndown[pl atz, up, down].psi [t, w], {platz, 1, num}]

Bar Chart [{Tabl e[Conj ugat e[koef f neu]. nup[i, up, down]. koef fneu, {i, 1, num}],
Tabl e[Conj ugat e [koef f neu]. ndown[i, up, down]. koeffneu, {i, 1, num}]},
Pl ot Range -» {{0.5, num+0.5}, {0, 1}}, Axes - {True, Fal se},
Bar Styl e » {Purpl e, Orange}, Bar Spaci ng- 0.1, Bar G oupSpaci ng - 0. 4,
| mageSi ze » 450, Gi dLi nes -» Autonmatic, Frame » True]

1 2 3 4 5 6 7
1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

A L I I

tend = 10;
st eps = 1000;

Timng[

t abup = Tabl e[Chop[dup[t, 11], {t, O, tend, tend/steps}];

t abdown = Tabl e[Chop[ddown[t, 1]], {t, O, tend, tend/steps}];
| adung = tabup +t abdown;

spi n =tabup -tabdown; ]

(352. 914, Nul |}

(*Save["l adung. dat", | adung];
Save["spin.dat", spin]; %)

m Animation

Cl ear [l adung, spin, Id, sp]
<< "mat hemat i ca/t heo-physi k/ani nv7_l adung10-1000. dat *;
<< "mat hemat i ca/t heo-physi k/ani n/7_spi n10-1000. dat ";

(* Abzug O fset x)
Id = Chop[Tabl e[l adung[[i]] - | adung[[11], (i, 1, steps+1}1];
sp = Chop[Tabl e[spin[[i]] -spin[[1]1], (i, 1, steps+1}1];

(* Max/M n von Ladung und Spin wegen Darstellungs)
maxy = Max [sp, |d];
mny =Mn[sp, 1d];

3
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Li st Ani mat e[Tabl e[Li stLinePl ot [{Id[[j 1], sp[[j11},
Pl ot Styl e » {Dashed, Thick}, Pl otRange -» {{1, 7}, {m ny, maxy}},
Axes » {True, Fal se}, | nageSi ze » {800, 650}, Gi dLi nes - {None, Automatic},
FraneTi cks » {Tabl e[i, {i, 1, num}], {}}, Frame -» {True, Fal se}], {j, 1, steps +1}],
Ani mat or El ement s » {"ProgressSlider", "Pl ayPauseButton",
"StepLeftButton", "StepRi ghtButton", "FasterSl ower Buttons"},
Ani mat i onRunni ng » Fal se, Ani mati onRepetitions - 2]



Dissipation

nums= 8;

m Zeitentwicklung

(* Ham | ton-Matrix =)
d ear [h];
<< "christian/mat hemati ca/t heo-physi k/datas8_hami | t oni an. dat”;

up = 2; down = 2;

(* Anfangszustand x)

anfang = 5183;

psi0 = Table[O, {i, 1, Length[h[up, down]]}];
psiO[[anfang]] = 1;

Repl aceSparse[ff_, rr_Rule]: =
(ff /. rr) /. Hol dPattern[SparseArray[xx__]1] = SparseArray @@ ({xx} /. rr)

(= potentielle/kinetische Energie in MatrixFormk)
mat H = Repl aceSpar se[h[up, down], t » 1. 1;

mat U = Di agonal Matri x[Di agonal [nmat H] ];

mat T = mat H- mat U,

ew[period_, w_] : = Ei genval ues[Repl aceSpar se[Repl aceSparse[mat H, y -» peri od], u - ww]]
ev[period_, ww_] : = Ei genvect ors[Repl aceSpar se[Repl aceSparse[natH, y -» period], u-ww]]

periodic =0.;

pot = {0., 1., 100.};

Qui et [Tabl e[ei gw[i ] =ew[periodic, pot [[i]11], {i, 1, 3}11;
Qui et [Tabl e[eigv[i] =ev[periodic, pot [[i]1]1], {i, 1, 3}11;

(*» Zeitentw ckl ungsvektor x)

eps =0. 1;

psil[t_, w_]:=Sum[psiO.eigv[w][[i]] Exp[-l eigw[w][[i]]lt (1-1eps)leigv[wl[[i]l],
{i, 1, Length[h[up, down]]}]

psi [t _, w_]:=#/Sqgrt [Conjugat e[#].#] &[psil[t, w]]

= Animation

num= 8;
up = 2; down = 2;

(* Matrixdarstellung des Anzahl operators =)

Cl ear [nup, ndown]

<< "christian/mat hemati ca/t heo-physi k/dat a/8_nup. dat";
<< "christian/mat hemati ca/t heo-physi k/dat a/8_ndown. dat";

(» Dichte bzw. Energie je Platz %)
dup[t _, w_]:=Tabl e[Conjugate[psi [t, w]].nup[pl atz, up, down].psi [t, w], {platz, 1, num}]
ddown[t _, w_]:=
Tabl e[Conj ugat e[psi [t, w]]. ndown[pl atz, up, down].psi [t, w], {platz, 1, num}]
dboth[t _, w_] :=Tabl e[Conjugate[psi [t, w]].nup[platz, up, down].
ndown[pl at z, up, down]. psi [t, w], {platz, 1, num}]
ekin[t_, w_]:=Conjugate[psi [t, w]]. Repl aceSparse[matT, y - periodic].psi [t, w]
epot [t _, w_] : =Conjugate[psi [t, w]]. Repl aceSparse[matU, u-pot [[wW]]].psi [t, W]

(» Einstellungen fuer Animation )

Needs ["Bar Charts‘"]

| abvec = {("U = 0.0", "U = 1.0", "U = 100.0"};
tend = 50;

st eps = 500;



2

8 _anim513d.nb

(* Berechnung von Dichte und Energie in Abh ngikeit von Pl atz,
Zeit und Wechsel wi rkung =)
Cl ear [density, corr, energy]
densi ty[up, down, tend, steps] =

Chop[Tabl e[ {dup[t, u], ddown[t, ul}, {u, 1, 33}, {t, O, tend, tend/steps}ii;
Save["8_density513dnp.dat"”, density];
corr [up, down, tend, steps] =

Chop[Tabl e[dbot h[t, u] -dup[t, u] *ddown[t, ul, {u, 1, 3}, {t, O, tend, tend/steps}]];
Save["8_corr513dnp. dat", corr];
ener gy [up, down, tend, steps] =

Chop[Tabl e[{ekin[t, r], epot [t, r]}, {r, 1, 3}, {t, O, tend, tend/steps}]];
Save["8_energy513dnp. dat", energy];

Cl ear [density, energy, corr]

<< "christian/mat hemati ca/t heo-physi k/ani ny8_densi t y513d. dat";
<< "christian/mat hemati ca/t heo-physi k/ani nv8_ener gy513d. dat";
<< "christian/mat hemati ca/t heo-physi k/ani ny8_corr513d. dat";

m = Tabl e[Posi tion[ei gw[co], M n[eigw[co]]][[1, 111, {co, 1, 3}7;
m nen = M n[energy[up, down, tend, steps]l];

Li st Ani mat e[
Tabl e[Col um [Tabl e [Row[ {Bar Chart [density[up, down, tend, steps][[i, j1], Pl otLabel »
Styl e[l abvec[[i]], Bl ack, 201, Pl ot Range -» {0, 1}, Axes - {True, Fal se},
Bar Styl e » {Purpl e, Orange}, Bar Spaci ng- 0.1, Bar G oupSpaci ng - 0. 4,
I mageSi ze » {350, 200}], Bar Chart [energy[up, down, tend, steps][I[i, j11,
Pl ot Label -» "energy", Pl ot Range -» {{m nen, -m nen}, {0, 3}}, Axes » {True, Fal se},
Bar Styl e » {Red, Bl ack}, | mageSi ze -» {100, 100}, BarOri entati on- Hori zontal 1,
Bar Chart [{Tabl e[Conj ugate[eigv[i J[[m [[i11]1]1].nup[k, up, down].eigv[i J[[m [[i1]1]1],
{k, 1, num}], Tabl e[Conjugate[eigVv[i J[[m [[i]1]11]]. ndown[k, up, down].
eigvli 1[[m [[i]1111, ¢k, 1, num}]}, PlotLabel -» Style[labvec[[i]], Bl ack, 207,
Pl ot Range » {0, 1}, Axes - {True, Fal se}, BarStyl e - {Purple, O ange},
Bar Spaci ng -» 0. 1, Bar GroupSpaci ng-» 0. 4, | nageSi ze » {350, 200}]13}1, {i, 1, 3}11,
{j, 1, steps +1}], AninatorEl ements » {"ProgressSlider",
"Pl ayPauseBut t on",
" St epLeftButton",
" St epRi ght Butt on" },
Ani mat i onRunni ng » Fal se, Ani nati onRepetitions -
2]



on-site Korrelation

nums= 8;

m Zeitentwicklung

(* Ham | ton-Matrix =)
d ear [h];
<< "christian/mat hemati ca/t heo-physi k/datas8_hami | t oni an. dat”;

up =1; down = 1;

(* Anfangszustand x)

anfang = 57;

psi0 = Table[O, {i, 1, Length[h[up, down]]}];
psiO[[anfang]] = 1;

Repl aceSparse[ff_, rr_Rule]: =
(ff /. rr) /. Hol dPattern[SparseArray[xx__]1] = SparseArray @@ ({xx} /. rr)

(= potentielle/kinetische Energie in MatrixFormk)
mat H = Repl aceSpar se[h[up, down], t » 1. 1;

mat U = Di agonal Matri x[Di agonal [nmat H] ];

mat T = mat H- mat U,

ew[period_, w_] : = Ei genval ues[Repl aceSpar se[Repl aceSparse[mat H, y -» peri od], u - ww]]
ev[period_, ww_] : = Ei genvect ors[Repl aceSpar se[Repl aceSparse[natH, y -» period], u-ww]]

periodic =0.;

pot = {0., 1., 100.};

Qui et [Tabl e[ei gw[i ] =ew[periodic, pot [[i]11], {i, 1, 3}11;
Qui et [Tabl e[eigv[i] =ev[periodic, pot [[i]1]1], {i, 1, 3}11;

(*» Zeitentw ckl ungsvektor x)

eps =0.0;

psil[t_, w_]:=Sum[psiO.eigv[w][[i]] Exp[-l eigw[w][[i]]lt (1-1eps)leigv[wl[[i]l],
{i, 1, Length[h[up, down]]}]

psi [t _, w_]:=#/Sqgrt [Conjugat e[#].#] &[psil[t, w]]

m Animation
up =1; down =1;

(» Matrixdarstel lung des Anzahl operators x)

Cl ear [nup, ndown]

<< "mat hemati ca/t heo-physi k/dat a/8_nup. dat";
<< "mat hemat i ca/t heo-physi k/dat a/8_ndown. dat";

(» Dichte bzw. Energie je Platz =)
dup[t _, w_]:=Tabl e[Conjugate[psi [t, w]].nup[pl atz, up, down].psi [t, w], {platz, 1, num}]
ddown[t_, w_]:=
Tabl e[Conj ugat e[psi [t, w]]. ndown[pl atz, up, down]. psi [t, w], {platz, 1, num}]
dboth[t _, w_]:=Tabl e[Conj ugate[psi [t, w]].nhup[pl atz, up, down].
ndown[pl at z, up, down]. psi [t, w], {platz, 1, num}]
ekin[t_, w_]:=Conjugate[psi [t, w]]. Repl aceSparse[matT, y -» periodic].psi [t, w]
epot [t _, w_] : =Conjugate[psi [t, w]]. Repl aceSparse[mat U, u - pot [[wW]]].psSi [t, W]

(* Einstellungen fuer Animation =)

tend = 50;

st eps = 500;

Needs ["Bar Charts'"]

| abvec = {"U = 0.0", "U = 1.0", "U = 100.0"};



2 | 8_anim57.nb

(* Berechnung von Dichte und Energie in Abh ngikeit von Pl atz,
Zeit und Wechsel wi rkung =)
Cl ear [density, energy, corr]
densi ty[up, down, tend, steps] =

Chop[Tabl e[ {dup[t, u], ddown[t, ul}, {u, 1, 33}, {t, O, tend, tend/steps}ii;
Save["8_density57.dat", density];
corr [up, down, tend, steps] =

Chop[Tabl e[dbot h[t, u] -dup[t, u] *ddown[t, ul, {u, 1, 3}, {t, O, tend, tend/steps}]];
Save["8_corr57.dat", corrl;
ener gy [up, down, tend, steps] =

Chop[Tabl e[{ekin[t, r], epot [t, r]}, {r, 1, 3}, {t, O, tend, tend/steps}]];
Save["8_energy57.dat", energy];

Cl ear [density, energy, corr]

<< "mat hemat i ca/t heo-physi k/ani nv8_densi ty57. dat";
<< "mat hemat i ca/t heo-physi k/ani nv8_ener gy57. dat";
<< "mat hemat i ca/t heo-physi k/ani nv8_corr57. dat";

maxen = Max[ener gy [up, down, tend, steps]];
Li st Ani mat e[
Tabl e [Col um [Tabl e [Row[ {Bar Chart [density[up, down, tend, steps][[i, j1], Pl otLabel »
Styl e[l abvec[[i]], Black, 20], Pl ot Range -» {0, 1}, Axes -» {True, Fal se}, BarStyle -
{Purpl e, Orange}, Bar Spaci ng- 0.1, Bar G oupSpaci ng- 0.4, | nmageSi ze » {400, 215}1],
Bar Chart [ener gy [up, down, tend, steps][[i, j]], PlotLabel »"energy",
Pl ot Range » {{-maxen, maxen}, {0, 3}}, Axes -» {True, Fal se}, BarStyl e » {Red, Bl ack},
| mageSi ze » {200, 100}, BarOrientation- Horizontal 131, {i, 1, 3}11,
{j, 1, steps +1}], AninatorEl ements » {"ProgressSlider", "PlayPauseButton",
"StepLeftButton", "StepR ghtButton"},
Ani mat i onRunni ng » Fal se, Ani mati onRepetitions - 2]

m Korrelationen

i nw2 = 2;
inwa3 = 3;
Li st Ani mat e[
Tabl e[Row[ {Col um[{Bar Chart [density[up, down, tend, steps][[i nwn2, j 1], Pl otLabel »
Styl e[l abvec[[i nww2]], Bl ack, 20], Pl ot Range » {0, 1}, Axes - {True, Fal se},
Bar Styl e » {Purpl e, Orange}, BarSpacing- 0.1, Bar G oupSpaci ng- 0. 4,
| mageSi ze » {400, 320}, GidLi nes -» {None, Automatic}, Frane - {True, Fal se}],
Bar Chart [corr [up, down, tend, steps][[i nwa2, j 1], PlotRange » {-0.15, 0. 15},
Axes - {True, Fal se}, Bar Styl e » Bl ack, Bar Spaci ng - 0.1, Bar G oupSpaci ng - 0. 4,
| mageSi ze -» {400, 320}, G'idLi nes -» {None, Autonatic}, Frane » {True, Fal se}]}],
Col um [ {Bar Chart [densi ty[up, down, tend, steps][[i nw3, j]], Pl otLabel -»
Styl e[l abvec[[i nww3]], Bl ack, 20], Pl ot Range » {0, 1}, Axes -» {True, Fal se},
Bar Styl e » {Purpl e, Orange}, Bar Spaci ng- 0.1, Bar G oupSpaci ng - 0. 4,
| mageSi ze -» {400, 320}, G'i dLi nes -» {None, Autonatic}, Frane -» {True, Fal se}],
Bar Chart [corr [up, down, tend, steps][[i nwn3, j 1], PlotRange » {-0.15, 0. 15},
Axes - {True, Fal se}, Bar Styl e » Bl ack, Bar Spaci ng- 0.1, Bar G- oupSpaci ng - 0. 4,
I mageSi ze » {400, 320}, GridLi nes -» {None, Automatic}, Frane » {True, False}]1}1}1,
{j, 1, steps+1}], AninatorEl ements » {"ProgressSlider",
"Pl ayPauseBut t on",
"StepLeftButton", "StepR ghtButton"},
Ani mat i onRunni ng » Fal se, Ani nati onRepetitions -
2]
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