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1 Einführung

1.1 Supraleitung

Die erste phänomenologische Beobachtung von verschwindendem Widerstand in Metallen bei
tiefen Temperaturen gelang H.K. Onnes 1911 ([8]). Als Theorien zur Beschreibung der neu
auftretenden Phänomene standen zuerst die von F. und H. London aufgestellten Gleichungen
zur Verfügung ([10]), die auch den von Meissner und Ochsenfeld ([9]) gefundenen perfekten
Diamagnetismus beschreiben. Als umfassende mikroskopische Theorie steht seit 1957 Die nach
Bardeen, Cooper und Schrieffer benannte BCS-Theorie zur Verfügung ([11]). So wie die London-
Theorie daraus herleitbar ist, können auch die 1950 phänomenologisch eingeführten Ginzburg-
Landau-Gleichungen ([12]) aus ihr abgeleitet werden.

Zur neueren Entwicklung gehört das Auffinden von Materialien (vorallem Cupraten) mit hoher
kritischer Temperatur, sogenannte Hochtemperatursupraleiter (HTSC). Diese sind durchwegs
Supraleiter 2. Art (der perfekte Diamagnetismus ist nicht mehr gegeben, es können Flusss-
chläuche eindringen [13]). Diese wurden zuerst von J.G. Bednorz und K.A. Müller gefunden
([14]).

1.2 Ginzburg-Landau-Gleichung

Eine gute Einführung in das Thema Supraleitung findet sich in [3] und [1]. In dieser Arbeit
werden die Ginzburg-Landau-Gleichungen (GL-Gleichungen) für einige Geometrien besprochen
und Lösungen dieser berechnet.
Die folgenden Gleichungen stehen daher im Mittelpunkt der Arbeit und deren Herleitung durch
Einführung eines Ordnungsparameters in die Freie Enthalpie kann unter anderem in [1] nachge-
lesen werden. Erstmals eingeführt wurden sie von Ginzburg und Landau 1950. ([12]) Man
gelangt im SI zu folgendem Ergebnis (Gleichungen B-7, B-8 und B-9 aus [1]) mit der Ladung
q = −2e und der Masse m = 2me der Elektronenpaare.

1
2m

(
~
i
~∇− q ~A

)2

ψ + αψ + β|ψ|2ψ = 0 (1.1)

~js = qi~
2m

(
ψ∗~∇ψ − ψ~∇ψ∗

)
− q2

m
~A|ψ|2 (1.2)

~n ·
(
−i~~∇− q ~A

)
ψ = 0 (1.3)

Das Betragsquadrat des Ordnungsparameters |ψ|2 kann mit der Dichte der Cooperpaare ns
identifiziert werden. In einem ungestörten Supraleiter (ns variiere nicht stark) ohne Magnetfeld
folgt aus Gleichung 1.1

ns = |ψ∞|2 = −α
β

(1.4)
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1 Einführung

1.2.1 Charakteristische Längen

y=0

SupraleiterNormalleiter

e x

e y
e z

B=B z ez B=?

Figure 1.1: Konfiguration zur Herleitung der Eindringtiefe

Aus diesen Gleichungen lassen sich die Eindringtiefe λ und die Kohärenzlänge ξ bestimmen. Die
Eindringtiefe erhält man, indem man von einer Konfiguration wie in Abbildung 1.2.1 ausgeht
und die räumliche Variation der Cooperpaare vernachlässigt, wie in Kapitel 1.4 von [3] gezeigt.
Man betrachtet hierzu die Gleichung 1.2 und die Maxwell-Gleichung

µ0~j = ~∇× ~B

.
λ =

√
mβ

µ0q2|α|
(1.5)

Man erhält eine Gleichung für die Flussdichte B

~∇2 ~B = 1
λ2
~B

mit der Lösung
B = B0e

− y
λ

Die zweite charakteristische Länge ist die Kohärenzlänge ξ die angibt, wie stark |ψ| räumlich
variiert. Man erhält sie aus Gleichung 1.1 bei verschwindendem Magnetfeld aber variablem ns.
Die Herleitung ist ebenso in Kapitel 1.4 von [3] angegeben und führt zu

ξ = ~√
2m|α|

(1.6)

1.3 Berechnungen

Im Folgenden werden von den bereits zitierten Grundlagen ausgehend die Berechnungen selbst-
ständig durchgeführt. Manche Ansätze haben sich durch Probieren und Raten ergeben, andere
wurden durch Literaturstudium aufgegriffen und sind auch als solche gekennzeichnet. Unab-
hängig davon folgt die weitere Rechnung wieder nicht der Literatur.
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1 Einführung
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Figure 1.2: Verlauf der Flussdichte an Begrenzung des Supraleiters

1.3.1 Geometrie

Allen folgenden Geometrien ist gemein, dass Rotationssymmetrien auftreten und das vorge-
gebene Magnetfeld ~B parallel zu ẑ sein soll, also

~B = Bz · êz

Aus der Maxwellgleichung
div ~B = divBz êz = ∂zBz = 0

folgt die Konstanz des Magnetfeldes in Richtung der z-Achse. Aufgrund der Rotationssymmetrie
empfiehlt sich eine Rechnung in Zylinderkoordinaten. Der Supraleiter sei weiters in z-Richtung
unbeschränkt, womit die Ableitung in dieser Richtung der Cooperpaardichte ns verschwindet.

1.3.2 Zylinderkoordinaten

Im Folgenden werden die Basisvektoren des Koordinatensystems wie folgt bezeichnet

~eρ = cosφ êx + sinφ êy (1.7)
~eφ = − sinφ êx + cosφ êy (1.8)

Der Basisvektor êz ändert sich hierbei nicht. Für den Nabla-Operator ergibt sich die Transfor-
mation zu

~∇ = êρ∂ρ + 1
ρ
êφ∂φ + êz∂z (1.9)

~∇2 = 1
ρ
∂ρ (ρ∂ρ) + 1

ρ2∂
2
φ + ∂2

z (1.10)
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1 Einführung

1.3.3 Eichung des Vektorpotentials

Das in Gleichungen 1.1 und 1.2 vorkommende Vektorpotential ist nicht eindeutig durch das
Magnetfeld bestimmt und kann durch Eichtransformationen an die Geometrie angepasst wer-
den. Die folgenden Berechnungen für Vektorpotential und Geometrie orientieren sich nicht
mehr an Lehrbüchern sondern wurden selbst berechnet. Die Ansätze sind zunächst allgemein
gewählt, aber in weiterer zeigt sich, dass diese vereinfacht werden können. Für ~A folgt aus dem
allgemeinen Ansatz

~A = 1
2ρ(Φρêρ + Φφêφ + Φz êz) (1.11)

für das gegebene Magnetfeld ~B

~B = ~∇× ~A = êz(Φφ + 1
2ρ∂ρΦφ−

1
2∂φΦρ) + êφ(

1
2ρ∂zΦρ−

1
2Φz −

1
2ρ∂ρΦz) + êρ(

1
2∂φΦz −

1
2ρ∂zΦφ)

(1.12)

Der Ansatz wurde durch Probieren so gewählt, dass das Potential Φφ(φ) bei einer konstanten
Flussdichte in der (ρ, φ)-Ebene genau B beträgt und ebenso konstant ist. Φρ und Φz können
dabei zu Null gesetzt werden.

Für das Magnetfeld ~B gilt in allen betrachteten Problemen

~B = Bz(ρ, φ, z)êz

womit sich aus Gleichung 1.12 die folgenden drei Bedingungen an die skalaren Felder Φρ, Φφ

und Φz ergeben:

Bz(ρ, φ, z) = Φφ + 1
2ρ∂ρΦφ −

1
2∂φΦρ (1.13)

∂φΦz = ρ∂zΦφ (1.14)
ρ∂zΦρ = Φz + ρ∂ρΦz (1.15)

In der weiteren Betrachtung werden auch die Terme ~∇ · ~A, ~A · ~∇ und ~∇2 auftauchen, daher
seien diese für den Ansatz in 1.11 angegeben

~∇ · ~A = Φρ + 1
2ρ∂ρΦρ + 1

2∂φΦφ + 1
2ρ∂zΦz (1.16)

~A · ~∇ = 1
2ρΦρ∂ρ + 1

2Φφ∂φ + 1
2Φzρ∂z (1.17)

~A2 = ρ2

4
(
Φ2
ρ + Φ2

φ + Φ2
z

)
(1.18)

Es wird sich als sinnvoll erweisen das Vektorpotential parallel zum Strom zu wählen der kreis-
förmig um die Störstelle in ρ = 0 fließen wird. Dafür wird Φρ = Φz = 0 gesetzt und oben
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1 Einführung

genannte Gleichungen vereinfachen sich zu

Bz(ρ, φ) = Φφ + 1
2ρ∂ρΦφ (1.19)

0 = ρ∂zΦφ (1.20)

~∇ · ~A = 1
2∂φΦφ (1.21)

~A · ~∇ = 1
2Φφ∂φ (1.22)

~A2 = ρ2

4 Φ2
φ (1.23)

1.3.4 Ordnungsparameter

Die zentrale Variable der GL-Gleichungen ist der Ordnungsparameter ψ. Aus dessen Betrag
und Phase lassen sich mit Berücksichtigung der Materialparameter α und β der Suprastrom
und die räumliche Verteilung der Cooperpaare berechnen. In der weiteren Rechnung werden
auch die Größen ~∇ψ und ψ∗~∇ψ − ψ~∇ψ∗ benötigt. In Gleichung 1.4 ist der Zusammenhang
zwischen den Materialparametern und der ungestörten Cooperpaardichte angegeben. Daher
wird für einen allgemeinen Ansatz davon ausgehend die Funktion

ψ(ρ, φ, z) = ψ∞p(ρ, φ, z)eiθ(ρ,φ,z) (1.24)

gewählt. Die Funktion p(ρ, φ, z) bewegt sich hierbei im Intervall [0,1]. Dieser Ansatz folgt [7].
Die weitere Berechnung wurdeallerdings selbst durchgeführt und führt durch andere Näherun-
gen zu etwas anderem Ergebnis.

Damit gilt für den Gradienten

êρ · ~∇ψ = ψ∞e
iθ (∂ρp+ ip∂ρθ) (1.25)

êφ · ~∇ψ = ψ∞
ρ
eiθ (∂φp+ ip∂φθ) (1.26)

êz · ~∇ψ = ψ∞e
iθ (∂zp+ ip∂zθ) (1.27)

ψ∗~∇ψ − ψ~∇ψ∗ = 2ipψ2
∞
~∇θ (1.28)

GL-Gleichung mit gegebener Geometrie

Aus den Gleichungen 1.1 und 1.2 gehen durch Einsetzen der speziellen Formen von ψ und ~A in
1.11 und 1.24 neue reduzierte GL-Gleichungen in Zylinderkoordinaten hervor. Dafür wird der
Ausdruck

(
−i~~∇− q ~A

)2
benötigt.

(
−i~~∇− q ~A

)2
= −~2~∇2 + 2i~q ~A · ~∇+ i~q

(
~∇ · ~A

)
+ q2 ~A2

Die spezielle Form ergibt sich nun durch Einsetzen der bekannten Terme und sei in den einzelnen
Problembeschreibungen nach den weiteren Anforderungen an die Geometrien und Felder Φ
durchgeführt.
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1 Einführung

1.4 Besseldifferentialgleichung

Die Differentialgleichung

w′′ + 1
z
w′ +

(
1− n2

z2

)
w = 0 (1.29)

heißt Bessel-Differentialgleichung. Die Lösungen dieser heißen Zylinderfunktionen oder Bessel-
funktionen und werden mit Jn und Nn bezeichnet. Die Lösung erfolgt durch einen Potenzrei-
henansatz und kann in Kapitel 18 von [6] nachgelesen werden. Auch die weitere Bespechung
der Lösung ist aus dem Skriptum übernommen. Für imaginäre z = ix führt Gleichung 1.29
zu

y′′ + 1
x
y′ −

(
1 + n2

y2

)
y = 0 (1.30)

Die Gleichung heißt nun modifizierte Besselgleichung, die Lösungen sind die selben wie für
Gleichung 1.29 allerdings mit imaginärem Argument und werden wie folgt abgekürzt

In(x) = i−nJn(ix)

Kn(x) = pi

2 i
n+1 (Jn(ix) + iNn(ix))

bezeichnet. Aus der Reihendarstellung von Jn lässt sich die erzeugende Funktion berechnen
und daraus sind folgende Eigenschaften ableitbar:

I ′n = In−1 −
n

x
In = n

x
In + In+1 (1.31)

K ′n = −Kn−1 −
n

x
Kn = n

x
Kn −Kn+1 (1.32)

In Abbildung 1.4 sind die ersten drei modifizierten Besselfunktionen wiedergegeben. Man sieht,
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Figure 1.3: Modifizierte Besselfunktionen erster und zweiter Art

dass die Funktionen erster Art für x → ∞ gegen unendlich streben, die zweiter Art hingegen
gegen 0 konvergieren, dafür bei x = 0 eine Singularität besitzen.
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2 Problemstellungen

2.1 SQUID

SQUIDs sind supraleitende Ringe, die durch ihre speziellen Eigenschaften Einsatz als empfind-
liches Messgerät des magnetischen Flusses gefunden haben.

2.1.1 Eichung des Vektorpotentials und Randbedingung

Hier wird das Vektorpotential parallel zum Ring gewählt. Die Rechnung wurde selbst durchge-
führt, der Ansatz durch probieren gefunden. Dies hat sich als sinnvoll erwiesen, da somit auch
der Gradient des Phasenfaktors in Richtung êφ zeigt und das Problem eindimensional bleibt.
~A hängt nun von ρ und φ ab und muss Gleichung 1.19 für das gegebene Magnetfeld erfüllen.
Damit ergibt sich der Suprastrom

~js = −q~
m
pψ2
∞
~∇θ − q2

2mp2ψ2
0ρΦφêφ (2.1)

durch einsetzen von 1.28 in 1.2.

Weiters muss die Randbedingung 1.3 erfüllt sein, wobei hier für den Normalvektor auf den
Supraleiter

~n = aêρ + bêz

gilt und somit die Randbedingung

êρ · ~∇ψ = ψ∞e
iθ (∂ρp+ ip∂ρθ) = 0

êz · ~∇ψ = ψ∞e
iθ (∂zp+ ip∂zθ) = 0

lautet. Da p und θ im Ansatz reell gewählt wurden und die Randbedingungen im Real- und
Imaginärteil gelten müssen zerfallen diese Gleichungen weiter. Weiters weiß man, dass in der
normalleitenden Phase der Ordnungsparameter verschwindet (also p = 0), demnach erhält man
aus dem Imaginärteil keine neuen Informationen

∂ρp = ∂zp = 0 (2.2)
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2 Problemstellungen

e x

e y
e z

0

B=B z ez

Figure 2.1: Verschwindend dünner supraleitender Ring

2.1.2 Verschwindend dünner Ring

Hier ist im gesamten Gebiet die Randbedingung 2.2 zu erfüllen, womit sich ein eindimensionales
Problem mit p = p(φ) und θ = θ(φ) ergibt. Die Stromdichte muss weiters unabhängig von φ
sein um die Kontinuitätsgleichung erfüllen zu können, also kann man ~j = j0êφ setzen. Dies
führt zu einer ersten Gleichung

q~
m
ψ2
∞p(φ)θ′(φ) + q2

2mρ2
0ψ

2
∞Φφ(φ)p2(φ) = −j0ρ0 = const. (2.3)

Aus der Gleichung 1.1 lässt sich durch Einsetzen eine zweite Differentialgleichung in p und θ
bestimmen.

−~2

ρ2
0

(
p′′ − p(θ′)2 + 2ip′θ′ + ipθ′′

)
+i~qΦφ(p′+ipθ′)+

1
2i~qΦ

′
φp+

q2ρ2
0

4 Φ2
φp−

~2

ξ2 p+
~2

ξ2 p
3 = 0 (2.4)

Konstantes Magnetfeld, perfekter Supraleiter

Zunächst sei die Situation noch weiter vereinfacht: Das Magnetfeld sei konstant (somit Φφ =
const = B) und der Supraleiter sei homogen (womit auf Grund der Rotationssymmetrie p(φ) =
const). Aus Gleichung 2.3 ist ersichtlich, dass θ′ konstant ist und weil θ periodisch in 2π sein
muss lässt sich folgern, dass θ′ = k ε Z gilt. Es ergeben sich somit zwei Gleichungen mit den
abhängigen Variablen p und j0 zu gegebenen Φφ. Diese lauten

j0 = − ψ2
∞eh

2ρ0meπ

(
pk + Φm

Φ0
p2
)

(2.5)

p2 = 1− ξ2

ρ2
0

(
k + Φm

Φ0

)2

(2.6)

wobei zur weiteren Vereinfachung statt πρ2
0B der magnetische Fluss durch den Ring Φm und für

−h
q
das Flussquant Φ0 eingesetzt wird. Aus der Gleichung 2.5 lässt sich sehen, dass für p = 1

der Strom nur dann verschwindet, wenn der magnetische Fluss durch den Ring ein ganzzahliges
Vielfaches des Flussquants beträgt. Dies ist das selbe Ergebnis wie die Quantisierungsbedingung
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2 Problemstellungen

des Magnetfelds in einem ausgedehnten Supraleiter wie unter Anderem in Kapitel 1.7 von [5]
angegeben ist.

Um zu zeigen, dass p = 1 erfüllt sein muss, betrachtet man den Ausdruck für die freie Enthalpie
im supraleitenden Zustand, aus dem auch die GL-Gleichungen durch Variationsrechnung her-
leitbar sind. Dieser lautet wie im Anhang B von [1] ausgeführt

gs = gn + α|ψ|2 + 1
2β|ψ|

4 + 1
2m

∣∣∣(−i~~∇− q ~A)ψ∣∣∣2 (2.7)

Mit den Annahmen p = const. und Φφ = B = const. wird dies zu

gs = gn + ψ2
∞p

2
[
α

(
1− p2

2

)
+ e

2mρ0πΦ0

(
k + Φm

Φ0

)]
(2.8)

Daraus lassen sich die Bedingungen p = 1 und j0 = min zur Minimierung der freien Enthalpie
ableiten.
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2 Problemstellungen

2.2 Vortex

In der Schubnikow-Phase können in einen Supraleiter 2. Art Flussschläuche eindringen. Diese
zeichnen sich durch normalleitende Gebiete im Supraleiter (hier gibt es ein Magnetfeld) und den
umgebenden supraleitenden Gebieten aus (hier gibt es kein Magnetfeld). Diese Phase existiert
nur in Supraleitern 2. Art wie von Abrikosov 1957 gefunden ([13]).

Um ein Vortex zu berechnen werden folgende Annahmen getätig

1. Es fließen nur Kreisströme, also ~js = js(ρ)êφ
2. Aus der Berechnung des SQUID weiß man, dass für den Phasenfaktor θ(φ) = kφ gilt.

Weiters sei ein Flussquant im Vortex eingeschlossen, also wird m = 1 gewählt

3. Das Magnetfeld hängt nur von ρ ab und zeigt wieder in z-Richtung

4. Für das Vektorpotential wählt man einen neuen Ansatz

~A = ~
q

1 + ρa(ρ)
ρ

êφ (2.9)

wie in [7] angeführt. Die weitere Rechnung wurde wiederum selbstständig durchgeführt,
ein Vergleich der Ergebnisse zeigt zwar im Speziellen Unterschiede, aber es ist auch in der
zitierten Publikation eine Besseldifferentialgleichung zu lösen.

5. Auf Grund der Rotationssymmetrie folgt ∂φp = 0

6. Für ρ→∞ müssen Strom und Magnetfeld verschwinden

e x

e y
e z



B=B ez

j0

Figure 2.2: Schematische Darstellung eines Vortex

Aus dem Vektorpotential lässt sich wieder das Magnetfeld

~B = ~∇× ~A = ~
q
êz

(
a(ρ)
ρ

+ a′(ρ)
)

berechnen, das wie gefordert in z-Richtung zeigt und für ρ→∞ bei geeignetem a(ρ) auf Null
fällt. Für den Ordnungsparameter gilt also

ψ(ρ, φ) = ψ∞p(ρ)eiφ (2.10)
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2 Problemstellungen

Diese Zusammenhänge werden nun in Gleichung 2.1 unter Verwendung des Ampere’schen Geset-
zes

µo~j = ~∇× ~B = ~∇× ~∇× ~A

eingesetzt und führen zu

a′′ + 1
ρ
a′ −

(
1
ρ2 + p2

λ2

)
a = 1

λ2
p+ p2

ρ
(2.11)

Um diese Differentialgleichung zu linearisieren wird sie für große ρ betrachtet. Das Magnetfeld
sollte hier verschwunden sein (nach dem Meissnereffekt müsste es mit einer Längenskala von λ
verschwinden) also muss auch p → 1 gelten. Es werden nun alle Terme höherer Ordnung in a
verachlässigt, p = 1 gesetzt und auch Terme mit 1

ρ
verschwinden. Dies ergibt eine modifizierte

Bessel-Gleichung

a′′ + 1
ρ
a′ −

(
1
ρ2 + 1

λ2

)
a = 0 (2.12)

für a mit den modifizierten Besselfunktionen erster und zweiter Art als möglichen Lösungen.
Da a(ρ→∞)→ 0 gelten soll, kann die modifizierte Besselfunktion erster Art I1 keine Lösung
sein da sie divergiert. Somit folgt für a(ρ) und die daraus ableitbaren Größen

a = 1
λ
K1

(
ρ

λ

)
(2.13)

B = êz
~
qλ2

(
K1(ρ̃)
ρ̃

+K ′1(ρ̃)
)

= êzΦ0
1

2πλ2K0(ρ̃) (2.14)

Die neu eingeführte Größe ρ̃ sei die dimensionslose Länge ρ/λ. Außerdem wurde der Faktor 1
λ

gewählt, da somit der magnetische Fluss im Vortex

Φm = 2πλ2
∫ ∞

0
Bρ̃dρ̃ = Φ0

∫ ∞
0

ρ̃K0(ρ̃)dρ̃ = Φ0 (2.15)

genau ein Flussquant beträgt und dies im Ansatz 2.10 bei der Wahl des Phasenfaktors voraus-
gesetzt wurde.

Bei genauerer Betrachtung des Vektorpotentials lässt sich erkennen, dass es im Bereich ρ→ 0
mit

a(ρ̃) = 1
λ

(
ρ̃

2 −
1
ρ̃

)
(2.16)

genähert werden kann. Dieser Ansatz wurde aus der Forderung entwickelt, dass in einem
kleinen Radius die FLussdichte konstant sei. Aus Vergleich von 1.11 und 2.9 kann dieser
Ausdruck erhalten werden. Das Magnetfeld B ist bei dieser Näherung konstant und der Fluss
durch eine Scheibe mit Radius λ beträgt genau ein Flussquant. In Abbildung 2.2 ist der Verlauf
der Lösung a1(ρ̃) und der Näherung a2(ρ̃) gezeigt. Man sieht, dass diese gut übereinstimmen
für Werte ρ̃ < 0.1

Um die Verteilung der Cooperpaare zu bestimmen wird nun Gleichung 1.1 umgeformt. Das
liefert

p′′ + 1
ρ
p′ − 1

ρ2p+ 21 + ρa

ρ2 p−
(

1 + ρa

ρ

)2

p+ p2 − 1
ξ2 p = 0 (2.17)

Hier wird zunächst die Umgebung von ρ = 0 betrachtet. Für ρ → ∞ ist bekannt, dass
p → 1 gelten muss um die freie Enthalpie zu minimieren (siehe Abschnitt 2.1.2). In dieser
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Figure 2.3: Magnetfeld in einem Vortex
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Figure 2.4: Näherungslösung für a(ρ→ 0)
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Umgebung ist p ≈ 0, außerdem wird die Näherung 2.16 für a verwendet. Linearisieren unter
diesen Annahmen führt zu

p′′ + 1
ρ
p′ −

(
1
ρ2 + 1

ξ̃2

)
p = 0 (2.18)

Hier tritt eine reduzierte Kohärenzlänge

ξ̃ = ξ
λ√

λ2 − ξ2

auf aus der die Bedingung λ > ξ zu erkennen ist, damit Vortices überhaupt auftreten können.
Die genaue Rechnung von Abrikosov ([13]) liefert die Bedingung λ

√
2 > ξ für die Existenz von

Flussschläuchen und somit die Trennung zwischen Supraleitern 1. und 2. Art.

Dies ist wieder eine modifizierte Besselgleichung, diesmal wird der Verlauf zu ρ → 0 wichtig
und daher ist diesmal als Lösung die modifizierte Besselfunktion erster Ordnung zu wählen. Es
folgt also

p(ρ̂) = I1(ρ̂) (2.19)

Hier wird analog zum Magnetfeld ein reduzierter Radius ρ̂ = ρ

ξ̃
eingeführt.
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Figure 2.5: Cooperpaardichte in einem Vortex
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