2. Kanonische Transformationen

in diesem Kapitel wird die mechanische Eichtransformation auf die Hamiltonmechanik
erweitert. Mit einem davon ausgehenden Ansatz werden die Tranformationstypen F1-F4
eingefuhrt, die kanonische Transformationen darstellen, also solche die die kanonischen
Gleichungen erhalten. Des Weiteren wird vorgestellt wie man an Hand der
Poissonklammern berurteilen kann, ob eine Transformation kanonisch ist oder nicht.

2.1 Erweiterung der Eichtransformation

in 1.2 wurde die mechanische Eichtransformation
d c= o_p
L—>L+af(q,t)—L

vorgestellt. Ziel dieses Abschnittes ist es diese Transformation auf die Hamiltonfunktion
bzw die kanonischen Gleichungen zu Ubertragen

fur die generalisierten Impulse der neuen Lagrangefunktion muss gelten,
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durch Ausnutzen der Definition des gen. Impuls der alten Lagrangefunktion erhalt man
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die neuen Ortkoordinaten setzt man gleich der alten
Q=g (2.2)
Dies eingetzt in die neue Hamiltonfunktion ergibt
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und man erhalt schlieBlich fur die neue Hamiltonfunktion

0
H= H_a_t (g,t) (2.3)

jetzt ist zu Uberprifen ob die neue Hamiltonfunktion, die kanonischen Gleichungen
bezuglich der neuen Impulse erflllt
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somit sind die kanonischen Gleichungen erhalten.
2.2 Spezielle Erzeugenden Funktionen

es stellt sich die Frage, wie Transformationen beschaffen sein missen, dass sie die
Phasenraumtransformation

(9,p)—(Q,P)
die kanonischen Bewegungsgleichungen erhalt

um das zu zeigen wird im Folgenden das schon besprochene modifizierte Hamiltonsche
Prinzip angewandt.



2.2.1 Erzeugende Funktion vom Typ F1

Damit unter Transformation die Bewegungsgleichungen erhalten bleiben, missen sich die
Lagrangefunktionen im alten und neuen System um die totale Zeitableitung einer fast
beliebigen Funktion unterscheiden. Dies legt einen ahnlichen Ansatz wie bei der
mechanischen Eichtransformation nahe, nur enthalt die fast beliebige Funktion sowohl
Koordinaten des alten, als des neuen Systems.
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Zplq, H= ZPQ H+th1 (2.4)

wobei F.(q,Q,t)
Bilden wir ihr totales Differential durch Auflosen nach dF1

=" (pyda-P-dQ)+(A-H)-dt  (2.5)

andererseits erhalt man dass Differential auch durch die Definiton von F1
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Koeffizientenvergleich der beiden Differentiale liefert:
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Mit diesen Gleichungen ist es moglich die Transformation zu bestimmen:
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diese M Gleichungen 16st man nach allen Qi auf.
Dies liefert die erste Transformationsformel.

Qi:Qi(a’ﬁit)
Fur die zweite Transformationsformel wertet man alle Pi aus.
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einsetzen aller Qi liefert:

Pi:Pi(aiﬁit)

damit ist die Transformation vollstandig bestimmt
jetzt ist noch ihre Kanonizitat zu Uberprifen:

Integrieren wir beide Seiten von Gl (2 4) nacht
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und wenden wir das Hamiltonsche Prinzip an
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erhalten wir fur die rechte Seite der Gleichung:
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Von der linken Seite wurde bereits in 1.6 gezeigt dass sie das mod .Hamiltonsche Prinzip
erfallt

umschreiben der Variation von F1 nach der Variation der gen. Koordinaten ergibt
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umformen des 1. Integrals in der Summe liefert
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ingsesamt folgt
M2 oF
0=6S= Z —+P )-5Q 2+ [ Q—— SP—(P+ aQ)éQ]
i=1 t1

Die erste Summe ist auf Grund von Gl (2.6) gleich 0

Die verbleibenden Klammern mussen ebenfalls verschwinden da die generalisierten
Koordinaten und somit die virtuellen Verrickungen voneinander unabhangig sind



somit muss gelten:
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dies sind aber die kanonischen Gleichungen im neuen Phasenraum

Mit Hilfe der Legendretransformation lassen sich aus F1 weitere Transformationstypen
konstruieren:

2.2.3 Erzeugende Funktion vom Typ F2

Durch Legendretransformation von F1 beztiglich aller Qi erhalt man mit Gl (2.6)
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das totale Differential von F1 wurde bereits ausgerechnet Gl (2.4)
M
:Z (p-dg;—P;-dQ)+(H—H)-dt
i=1

somit kann man dF2 schreiben als
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per Definition von F2 folgt
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Koeffizientvergleich wiederum liefert die Formeln zur Bestimmug der Transformation
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nun muss der Ausdruck Gl (2.4) noch entsprechnend angepasst werden
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somlt haben wir in fur das modifizierte Hamiltonsche Prinzip zu verwenden
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wieder muss die Variation von F2 nach virtuellen Verriickungen der gen. Koordinaten
formuliert werden
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Partiell integrieren vermeidet dass man Uber die Ableitung der gen. Impulse varieren muss
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somit folgt

oH

0=6S= Z ——Q 5P|§f+2f a-29)5p_(p+ 5Q

-6 Q,
i=1 t1 aP ) ]

Die Klammer in der ersten Summe muss auf Grund Gl (2.7) gleich 0 sein.

Far die anderen beiden Klammern muss auf Grund der Unabhangikeit der Variationen
voneinander gelten
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und wieder sind die kanonischen Gleichungen gefunden

2.3 Erzeugende Funktion vom Typ F3

F3 erhalt man durch Legendretransformation von F1 bezuglich aIIer qi
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Bilden des totalen Differentials von F3 und einsetzen von Gl (2.5) ergint
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ergibt die Gleichungen zur Bestimmung der Transformation
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somit ist in das Hamiltonsche Prinzip einzusetzen
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somit folgt flr die Variation
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partiell Integrieren liefert
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dies eingesetzt ergibt
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Die erste Klammer ist auf Grund von Gl (2.8) gleich 0

Klammer 2 und 3 erklaren sich von selbst

Klammer 4 und 5 missen wieder auf Grund der Unabhangigkeit der virtuellen
Verrickungen voneinander gleich 0 sein.

D.h es muss gelten
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und wieder sind die kanonischen Gleichungen gefunden

2.2.4 Erzeugende Funktion vom Typ F4

Um von F1 auf F4 zu gelangen wird doppelt Legendre transformiert
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unter Berucksichtung von Gl (2.6) erhalt man
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bilden des totalen Differentials von F4 und einsetzen von Gl (2.5) liefert
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Liefert uns die Gleichungen zum Erhalten der Transformation
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Anpassen von Ausdruck Gl (2.4) flir das modifizierte Hamilttonsche Prinzip
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liefert nach getaner Umformarbeit
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Ausdrucken der Variation von F4 durch Variation der gen. generalisierten Koordinaten
liefert
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somit ist anzusetzen
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Variationen uber Ableitungen werden durch partielles Integrieren vermieden
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somit ergibt sich letztendlich
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Die 1. und 2. Klammer ist auf Grund von Gl (2.9) gleich 0
Klammer 3 und 4 erklaren sich von selbst.
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Fur die restlichen 2 Klammern muss gelten
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wieder sind die kanonischen Gleichungen gefunden

2.2.5 Ubersichtstafel aller Transformationstypen

zur besseren Uberschaubarkeit werden noch mal alle Erzeugenden Funktionen und
Transformationsformeln gemeinsam dargestellt
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2.3 Kriterium fur Kanonizitat

es kann gezeigt werden, dass unter der Vorrausetzung, dass die fundamentalen
Poissonklammern in den neuen Variablen gelten, die kanonischen
Bewegungsgleichungen erhalten bleiben

die fundamentalen Poissonklammern in den neuen Variablen lauten (siehe auch 1.7)
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am einfachsten kann man diese Behauptung flr nicht explizit zeitabhangige
Erzeugendenfunktionen zeigen:

es soll gelten:

g—thom:H(a(é,ﬁ),ﬁ(é,ﬁ),t)

die zeitliche Ableitung der neuen Impulse als Funktion der alten Variablen kann durch die
Kettenregel ausgedruckt werden
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analog fi]r die die neuen Koordinaten
6Q oH 0Q;oH
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Die partiellen Ableitungen der alten Hamiltonfunktion lassen sich schreiben als:
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diese beiden Gleichungen eingesetzt in Gl (2.10) bzw GI (2.11) ergibt
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bzw
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Diese Ausdricke kénnen per Definition der Poissonklammer vereinfacht werden.
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Nimmt man an dass die Poissonklmmernder fundamentalen Poissonklammern in den
neuen Variablen gelten erhalt man
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was den kanonischen Gleichungen entspricht
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