
4. Anwendungen 
Im letzten Kapitel wird vorgestellt, wie die Hamilton-Jacobi Theorie auf konkrete Probleme 
angewandt werden kann. Ausgewählt dafür wurden das Standardbeispiel harmonischer 
Oszillator, um das Lösungsverfahren nach 3.1 an einem möglichst einfachen Beispiel zu 
demonstieren. Des weiteren wird das Keplerproblem als Beispiel eines Systems mit total 
seperierbarer HJ Differentialgleichung, dessen Hamiltionfunktion als Funktion seiner 
Wirkungsvariablen darstellbar ist und über deren Quantisierung man zur Bohr 
Sommerfeld'schen Atomtheorie gelangt.

4.1 Harmonischer Oszillator

Die Hamiltonfunktion des harmonischen Oszillators, als holonom skleronomes System, ist 
gleich der Gesamtenergie. Also kann man für die Hamiltonfunktion schreiben 

1)

(4.1) 

mit F2 als Erzeugenden Funktion (siehe 2.2.2)

(4.2)

 schreibt sich die HJD gemäß 3.1  als :

 (4.3)

2)
Zuerst separieren wir die Zeit ab

(4.4)

Mit diesem Ansatz schreibt sich die HJD als
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Somit zerfällt die PDG in zwei gewöhnliche Differentialgleichungen 
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                          (4.7)

Die partiellen Ableitungen können nun gegen totale Ableitungen ersetzt werden
Die Lösung von Gl (4.7) ist sehr einfach
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für die Lösung von Gl (4.6) lösen wir nach der Ableitung von W auf 
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und integriert nach q
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Gl (4.8) und Gl (4.10)  in Gl(4.4)  eingesetzt ergibt die Lösung der Erzeugenden Funktion
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3) 

nach Gl (3.5)  gilt
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somit folgt für die q Koordinate 
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 4) 

nach Gl (3.7) gilt 

(4.16)

somit folgt für die p Koordinate
          

(4.17)

5)

 Nun sind noch die Anfangsbedingungen zu berücksichtigen

(4.18)

mit Gl (4.16) erhält man
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somit gilt
(4.20)

Gl (4.15)  liefert

(4.21)

6)
Dies eingesetzt in Gl (4.15)  und Gl (4.16) liefert die vollständige Lösung des 
mechanischen Problems
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4.2 Keplerproblem

Dieser Teil behandelt die HJD für das Keplerproblem in Kugelkoordinaten, als Beispiel für 
ein total separierbares System im Sinne von 3.2.2 . Somit lässt sich die Wirkungsvariable 
für jede Koordinate getrennt berechnenen und die Hamiltonfunktion als Funktion dieser 
Variablen darstellen.  Ihre Quantisierung führt uns schließlich zur Bohr-Sommerfeldschen 
Atomtheorie.

für ein Potential der Form 

(4.24)

Schreibt sich die Lagrangefunktion eines Teilchens  als:
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Nimmt man den Ortsvektor in Kugelkoordinaten an

(4.26)
schreibt sich dessen Zeitableitung als

(4.27)

dies eingesetzt in die Lagrangefunktion ergibt

(4.28)

nun rechnet man sich die kanonischen Impulse aus

                    (4.29)

                                  (4.30)

           (4.31)

und kann für das Keplerproblem als eine holonom skleronomes System die 
Hamiltonfunktion gleich der Energie setzen. Somit ergibt sich 
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(4.32)
Die HJD kann sofort mit abseperierter Zeit gemäß Gl (3.13) geschrieben werden

  (4.33)

 Es empfiehlt sich der Ansatz

  (4.34)
Für phi als zyklische Koordinate kann man ansetzen 

  (4.35)

  Somit ergibt sich für die HJD
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Diese lässt sich in die beiden gewöhnlichen Differentialgleichungen
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separieren.

mit diesen beiden Gleichungen und Gl (4.35) haben wir die HJD total separiert

Somit errechnen sich die Wirkungsvariablen gemäß Gl (3.18) folgendermaßen
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  (4.40)

  (4.41)

Nun bleibt es die Integrale zu lösen
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Das Integral für Gl (4.39)  ist einfach:

  (4.42)

Für den Integranden in Gl (4.40)

  (4.43)

muss man berücksichtigen dass der Impuls stets reel sein muss 

also muss an den Integrationsgrenzen gelten 
    (4.44)

 Schreibt man das Integral etwas um 

  (4.45)

  (4.46)

liefert eine gute Integrationstabelle die gesuchte Stammfunktion

  (4.47)

 Setzen wir noch die Bedingungen an den Integrationsgrenzen ein

  (4.48)

ergibt sich für das Integral
   

  (4.49)

 und für die Wirkungsvariable
  (4.50)
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Der Integrand in Gl (4.41) ist nur mit Hilfe des Residuensatzes zu bewältigen

Residuensatz [Wal]:
Sei G ein Sterngebiet (allgemeiner: einfach zusammenhängendes Gebiet) und sei f (z) 
dort bis auf endlich viele Singularitäten  zj ,    j=1 , .... , n holomorph. Sei ferner g eine 
geschlossene Kurve in G , die keinen Punkt zj   enthält. Dan gilt : 

in unserer Anwendungen vereinfachen wir diesen Satz auf 

(4.51)

da wir die Kurve nur einmal durchlaufen.
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Man kann ihn wie folgt umformen und durch eine Potenzreihe nähern [Nol 2]

  (4.52)

Dann ergibt sich das Residiuum an der Stelle r=0 
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über die Subsititution

kann man den Integranden wieder umschreiben und durch eine Potenzreihe annähern 
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und somit für die Wirkungsvariable

  (4.56)

Mit den Gleichungen (4.56),(4.50) und (4.42)   ergibt sich für die Hamiltonfunktion

  (4.57)
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Die Quantelung der 3 Wirkungsvariablen [Nol5]

                      (4.58) 

 (4.59)

 (4.60)

und der Einführung der Quantenzahlen

Hauptquantenzahl:
 (4.61)

Nebenquantenzahl

 (4.62)

Magnetische Quantenzahl

 (4.63)

ergibt sich das Bohr-Sommerfeld'sche Atommodell
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