1. Grundlagen

dieses Kapitel soll die Grundlagen der analytischen Mechanik und zentrale Begriffe wie
Lagrangefunktion, Hamiltonfunktion, Lagrangegleichungen 2. Art, kanonische
Gleichungen, Hamilton'sches Prinzip in Erinnerung rufen [vdL] und im fir das
Bachelorprojekt ndtigem Ausmald erweitern.

1.1 Lagrangegleichungen 2. Art

holonome Zwangsbedingen: sind geometrische Einschrankungen der Teichenbewegung
die durch Gleichungen der Form

f(r,r,..,r,t)=0 u=1,...p (1.1)

formulierbar sind,wobeir,,r,,...,r, die Ortkoordinaten des jeweiligen Teilchens sind

und p die Anzahl der Zwangsbedingungen darstellt
gilt :

of,
S0=0 u=1..p (1.2)

so nennt man diese Zwangsbedingungen holonom skleronom

gilt
of,
ot

spricht man von holonom rheonomen Zwangsbedingungen
fur jedes holonome System kann ein Satz von Koordinaten gefunden werden,

#0 (1.3)

(o PRI o [ m=3n-p

so genannte generalisierte Koordinaten, fir die es keine Beziehungen der Form

F(q1,q2,---,qm,t):O

mehr gibt.
Die Ortskoordinaten der einzelen Teilchen

Fi(q1,""C|2’t):O |:1’N

konnen durch die gen. Koordinaten parametrisiert werden.



Unter der Vorraussetzung dass gen. Koordinaten verwendet werden, gelten
die sogennanten Lagrangegleichnungen 2. Art [vdL]

d oL oL :

————=0 =1,...,m 1.4
dtag, aq | 14
wobei q1, ..., gm die gen. Koordinaten sind

L dieLagrangefunktionL=T -V
T die gesamte kin. Engerie aller Teilchen in gen. Koordinaten

V das Gesamtpotential in gen. Koordinaten

durch auswerten dieser Gleichungen erhalt man m Bewegungsgleichungen flr das
System.

1.2 Mechanische Eichtransformation

addlert man zur Lagrange Funktion die totale Zeitableitung einer fast beliebigen Funktion
f(g,t) , &ndern sich die Bewegungsgleichungen nicht.

Dies nennt man mechanische Eichtransformation:

d (/=
L—-L+—f(q,t 1.5
SL+ (@Y (15)

Die Invarianz der Bewegungsgleichungen ergibt sich durch Uberpriifung, ob f die
Langrangegleichungen 2. Art erfuillt:

d d,-,_d & < 0
t)=
atagar &Y o|taqi[JZaqj




-, 0 0 .\, 0 O
=2 (z—x-f@,t)}q)+-5-f(q,t) (1.6)
Z,“é’qjaqi " otoq

od .- 0 0 /=, ., 0

2 1(G,t)="2]> Z-f(§,t)-q+Z=f(q,t

Vergleich von Gl (1.6) und Gl (1.7) zeigt das die Lagregleichungen 2. Art tatsachlich erfullt
ist

od . - od . -
Y ¢ _ Y —
0q, dt (9.1) 0q, dt (9,1)=0

1.3 Legendre Transformation

gegeben ist eine Fuktion f(x) mit dem Differential

_df
df—dx dx=pdx

gesucht ist eine Funktion v(p) fur welche
dv _
dp
gilt

=X

umschreiben des Differentials liefert:

df=pdx=d(p-x)—x-dp

d(f—px)—x-du—>3—p(f—px)=—x



so kann man definieren

df
V(p)=f(x(p)—px=f(x)=xZ-  (1.8)
wobei p(x) die Loésung von
d
—f
o [(X)=p

was der Legendretransformation in ihrer einfachsten Form entspricht

da f durch nichts ausgezeichnet ist kann man das Selbe auch fir v(p) ansetzen :

V(p)— 3%
v(p)— j—;=<f—px>— j—p<f—px>
v(p)- j—;=<f—px>+px=f<x>

somit ware auch die Riucktranformation gefunden, was sich in einem Diagramm
anschaulich darstellen lasst

—» f(X) xoi —V(p)
L v(p)— J

Abb 1.1 : Schematische Darstellung der Legendretransformation

man gelangt auf analogem Wege von f(x) nach v(p), wie von v(p) nach f(x).
somit stellt die Legendretransformation eine eindeutige umkehrbare Abbildung dar., unter
der Vorraussetzung das f und v umkehrbar sind.



Das gleiche Konzept funktioniert auch fur Funktionen mehrer Variabelen [Nol 2]:

df

— 1.
X“dxu (1.9)

V(X ey Py e X )= F (X, X ) —

will man gleich mehrere Variablen einer Legendretransformation unterziehen z.B die
Variablen xubis xm, kann man dies wie folgt geschehen:

u+n df

— 1.1
XIdXi ( O)

V(X5 eeey PyseesPusns oes X ) =F (X oee s X ) —

in der Physik findet diese Transformation reichlich Anwendungen, im Rahmen des
Bachelorprojekts wird sie vor allem dazu nenétigt um von der Lagrange- auf die
Hamiltionfunktion zu transformieren.

1.4 Hamiltonfunktion und die kanonischen Gleichungen

Ausgehend von der Lagrangefunktion,

L(q’l,""qm’q1""’q.m’t)

transformieren wir mittels Legendretransformation
- oL
H<q1,“"qm,p1""’pm’t)zza_q'.qi_L (1.11)
i=1 i

auf die so genannte Hamiltionfunktion

H(q1,’qmap1!1pm,t)zz p|q|_|— (112)
i=1

Die entsprechenden Bewegungsgleichungen geben die kanonischen Gleichungen an,
diese erhalt man wie folgt:

Auswerten des totalen Differentals von Gl (1.12) liefert

m | oL , oL
dH=>" (dp;¢,+p,dg;) Z dq.+aq
i=1 i=1

oL

-dt
ot

-dg;)—



c : . - 0L ., OL
=2 (dpyq+prdq;)— 2, (7—-dqg;+p;dq;) — —-dt
_” prd+pi-dd) gﬁa% Gtprdd)— o

durch Ausnutzen der Lanrangegleichung 2. Art Gl (1.4 )erhalt man:

o . oL
dH:Z(Qidpi_pi'in)_a_t'dt (1.13)
i—1

Andererseitskann das totale Differential fur die Hamiltonfunktion , da sie ja eine Funktion von
d,p, tistgeschrieben werdenals:

- OH oH oH
H=> (L. dp+927 .dg)+ 2L gt 1.14
d ;(api dp'+6dqi dq,)+at d ( )

Koeffizientenvergleich der beiden Differentiale Gl (1.13) und Gl (1.14) liefert:

. OH
=97 1.15
q'ag (1.15)
oH

-7 1.16
o 3 (1.16)
oH _ oL

ot ot (1.17)

Dies sind die sogenannten kanonischen Gleichungen



1.5 Hamiltonsches Prinzip
Das Hamiltonsche Prinzip wird dazu benutzt um aus der Lagrangefunktion die
Lagrangegleichungen abzuleiten. Es ist von der Mathematik her eine Variatonsrechnung,

bei der versucht wird den Wert eines Linienintegrals zu maximieren. In diesem Kaptiel soll
kurz erlautert werden wie Aus diesem Prinzip die Langrangegleichungen 2. Art folgen.

M={q(t):q(t1)=q,;q(t2)=q,}
wird Menge der Konfigurationsbahnen (Konkurenzschar) genannt.
Mit den Eigenschaften:
a)Gleiche Endzeitpunkte t1 und t2 , d.h. Gleiche Durchlaufzeiten fur das System
b)Jede Bahn ist aus virtuellen Verriickungen der tatsachlichen Bahn entstanden

c)Die Virtuellen Verriickungen sind an den Endpunkten fur alle Bahnen 0
d.h. 5qa:5qezo

qA

Qe

Qa

Abb 1.2: Veranschaulichung der Konkurrenzschar

Wir definieren

s=J dtL@(1.d(0,0) (118

a

als Wirkungsfunktional

Das Hamiltonsche Prinzip besagt:



1) Die tatsachliche Systembewegung erfolgt so dass S auf der tatsachlichen Bahn
extremal wird.

2) Die Systembewegung erfolgt so, dass die Variation von S auf M bezuglich, der
tatsachlichen Bahn q(t) verschwindet d.h.

5s=5 [ dtL(§(1),(1),)=0 (1.19)

a

Die ist die mathematische Formulierung des Hamiltonschen Prinzips
Durch die sogennate Variationsrechnung, ist diese auswertbar

1.5.1 Grundlagen der Variationsrechnung
gegeben ist ein Funktional

F=] dxf(y.,y,x)

a
und eine Konkurrenzschar

M={y (x):min.zweimal diffenzierbarmity (x,)=y1und y(x2)=y2|

Ya
P P |
7 /1
Yo(x) / ,
7 7
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Abb 1.3 : tatsachliche Bahn durchgezogen gezeichnet, mit zwei durch virutelle
Verrickungen entstandene Bahnen, aus der Konkurrenzschar, zur Veranschaulichung
des Prinzips

diese Variationen kann man mittels eines Variationsparameters beta formulieren.



Es soll gelten

Ys—o(X)=Yo(X)

man trifft den Ansatz

Y5 (X)=Yo(X)+V4(X)
weiters soll gelten:
V(X,)=Vs(x)=0 VB
Veo(x)=0 VX

die Variationsfunktion kann in eine Taylorreihe entwickelt werden

OV,(X)
Vo (X)=(—L"%)  B+....
0 0B s
somit folgt flr die Variation von y:

OV,4(X)
-d
Y. )B:o B

und weiters fur Variation des Funktonals

5y:)’d5_yo(x):<

" , , F
5F:f dx(f(ydﬁ’ydB’X)_f(yO,yO!X)):(%) -dB
X, B=0

soll eine Extremum vorliegen muss gelten

dF(B), _
( dg ZZA_O

bzw.

[ 0f 0y  of 8y dF(p)_,

oy 0B oy 0B’ dB

Dies flhrt nach einiger Umformarbeit [Nol2] zum Ergebnis

d of of 0
dx 0Jy oy

dies ist strukturmafig die Lagrangegleichung 2. Art in einer Dimension




1.6 Modifiziertes Hamiltonsches Prinzip
Das modifizierte Hamilton'sche Prinzip, bindet die Hamiltonfunktion in den Formalismus

des normalen Hamilton'schen Prinzips ein. Mit seiner Hilfe wird es mdglich sein, zu
uberprifen ob unter Transformationen die kanonischen Gleichungen erhalten bleiben.

Statt Gl (1.19 ) verwendet man nun [Nol2]

te. M
6S=5f2p,3q,ﬁ (Ps, s, 1))-dt=0  (1.20)

fur die qi gelten die selben Vorraussetzung beziglich Endpunkte, Durchlaufzeiten usw.
Zusatzlich hat man beim mod. Hamiltonschen Prinzip den kanonischen Impuls
mitzuvarieren, d.h. Man variert im Falle eines eindimensionalen Problems im 3-
dimensionlen Raum und nicht mehr nur in der Ebene. Im Allgemeinen variert man im zwei
2M+1 dimensionalen Raum, wobei M die Anzahl der Orts- bzw. Impulsvariablen ist.

Der Variationsansatz fur die pi geschieht analog

P;s(X)=p;(X)+V, j=1,...,M

mit der Indizierung wird das Verfahren gleich fur beliebig viele Variablen durchgefuhrt:

p
A
St  t,
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qe /// - t
9~ .
q

Abb1.4: Veranschaulichung der Konkurrenzbahnen beim mod. Hamilton'schen
Prinzip



somit setzt man an

t. M
58 dﬁ Zp|gq|3 pﬁaaﬁit))dt}
p.g - .aq.iB_ oH aqu_ oH 0py
5S= dB{dt; Gt Pe 58 " "aq, 08 op, 0B

partielle Integration liefert

04,

dgl [ dt(p,. =dB{(p,, te
B{{ (plﬂ aB >}B:0 B{(plﬁ aB >}B:O|ta
t
e aq
—d dt i
s el =550
dies eingesetzt in
H
0=6S= IZ [(G—Z)0pi— <p.+a—>5qj]d
t1 i=1 aq|

auf Grund der Unabhangikeit der Variationen voneinander mussen die Klammern

verschwinden, das heil3t es muss gelten:

_oH
qi_api
. 6H
P= 8q

dies sind aber die kanonischen Gleichungen.

1.7 Poissonklammer

Von einer willkurlichen Funktion

f(q,p,t)

bilden wir das totale Zeitdifferential

U : af of
= f= +2
t Z aq, a ap, P ot

i=1

)



und setzen die kanonischen Gleichungen ein.

d . < 0f 8H of &H,  of
—f= . — . +
dt ;<6qi op; 0p aqi) ot

Die in der Ableitung auftretende Summe kann auch eleganter geschrieben werden:
Man definiert allgemein fur zwei Funktionen,

f(a,p,t) , 9(d,p,t)
mit
a:{q1 1""qm} 6:{p1""’pm}

den Ausdruck :

- 0f 0g of og
f ql. .= : — : 1.21
[f.9las ;<aqi op;, 0p, aqi) ( )

welchen man Poissonklammer nennt.

So kann man schreiben:

of

d
T RIPTY

e =1, H]
{qi’pj}d,ﬁzéij (1.22)
{qi’qj}a,ﬁzo (1.23)
{pi!pj}d,ﬁzo (1.24)

werden als fundamentale Poissonklammern bezeichnet



algebraische Eigenschaften ohne Beweis (siehe [Nol2]):

Antisymmetrie
if.gj=—lg.f] (f.f}=0
Linearitat

{c,fi+c,f,,9)=c,(f;,g)+c,{f,,g] €, C, Konstanten

Nullelement
[c,g}=0 ¢ Konstante

Produktregel
(f.ghj=g{f,hj+{f,glh

Jakobi-Identitat:
(f.{g,hl}+{g,(h,f}j+{h,{f,g}|=0



