
3. Hamilton-Jacobi Theorie

Es stellt sich nun die Frage welche Transformation die Günstige ist.
In diesem Kapitel wird die Hamilton-Jacobi Differentialgleichung vorgestellt mit deren Hilfe 
es möglich ist, die best mögliche Erzeugenden Funktion zu bestimmen und wie man 
prinzipiell vorgehen muss um aus ihrer Lösung die Transformationsformeln zu erhalten.
Des Weiteren wird eine spezielle Variable, die sogenannte Wirkungsvariable eingeführt, 
die im Kapitel 4 dazu verwendet werden wird um vom Keplerproblem auf die Bohr 
Sommerfeld'sche Atomtheorie überzugehen

3.1 Hamilton-Jacobi Gleichung

von den durch F1-F4 erzeugten Transformationen wissen wir, dass sich die 
Hamitonfunktion gemäß 

transformiert

fordern wir dass die neue Hamiltonfunktion 

erfüllt hat dies für die kanonischen Gleichungen in den nuen Variablen zur Folge

und somit sind sowohl alle Qi und Pi zyklisch 
d.h.  Um dies zu erreichen muss man die Gleichung 

lösen. Keinesfalls notwenderiger aber meistens üblicherweise wird hierzu eine 
Erzeugendenfunktion vom Typen F2 verwendet (siehe 2.2.3)

Eingesetzt in Gl (3.1)  ergibt dies die sogenannte Hamilton-Jacobi Differentialgleichung 
(HJD)
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Dies ist eine nichtlineare partielle Differentialgleichung 1. Ordnung
in m+1 Variablen, die in der Regel nicht leicht lösbar ist.

Man kann sich voerst überlegen welche Schritte notwendig sind, um von der 
Differentialgleichung auf die Transformationsgleichungen zu kommen, ohne jetzt im 
Speziellen auf die jeweilige Struktur der Differentialgleichung einzugehen
Angenommen man hat die Lösung gefunden, 

 

dann tauchen m+1 Integrationskonstaten auf .
Die Konstante am+1 kann deshalb trivial additiv gewählt werden, weil F2 in der 
Differentialgleichung (DGL), nur in Form von Ableitungen vorkommt und somit, wenn F2 

lösung ist, auch automatisch F2 + const. eine Lösung ist. 

Nun “weiß” die DGL natürlich nicht dass die Konstanten a1,....am die neuen Impulse sein 
sollen. Deshalb setzt man

Mit diesen Vorüberlegungen lässt sich folgendes Lösungsverfahren ansetzen

1)
Formulieren der Hamiltonfunktion H und Aufstellen der HJD für  F2 

2)
Man löst die HJD für F2

man identifiziert die Integrationskonstanten mit den neuen Impulsen:

3)
Man setze: 

Diese m Gleichungen sind nach den Koordinaten qi , .... , qm aufzulösen

4 )
die alten Impulse in Abhängkeit der neuen Variablen bzw. Konstanten berechnet man aus

und setzt die in Punkt 3 errechneten Koordinaten darinn ein
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5)
die Anfangsbedingen lierfern mit 

liefern mit Gl (3.7)

über Gl (3.5) kann man 

bestimmen

6)
Setzt  man diese Konstantenvektoren in  Gl(3.6)  bzw.  Gl(3.8)  ein,  ist  das mechanische 
Problem gelöst

3.2 Einfache Lösungsansätze

3.2.1 Hamilton charkteristische Funktion

gilt in den alten Variablen :

dann lautet die HJ Gleichung

Die Zeitabhängigkeit steckt nun im zweiten Summanden, so dass der Seperationsansatz 

zum Erfolg führt

somit erhält man eine zeitunabhänge Differentialgleichung

wobei E eine Funktion der neuen Impulse ist
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W q| P wird Hamilton'sche charakteristische Funkton genannt
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3.2.2 Seperation der Variablen

es stellt sich die Frage ob es überhaupt sinnvoll ist 2S gewöhnliche DGLs 1. Ordnung 
gegen eine nichtlineare partielle Differentialgleichung zu ersetzen.
Wirklich effektiv ist dieses Verfahren nur dann wenn,  
sie die PDG (Partielle Differentialgleichung) separieren lässt.

Ist es möglich einen Ausdruck der Form :

zu finden, kann man Gl 3.11  schreiben als

Somit liegt ein ähnlicher Ansatz wie ihn 3.2.1 nahe

Einsetzen liefert:

somit erhät man

Ist dies für alle Variablen möglich kann man ansetzen

somit zerfällt die PDE in M gewöhnliche Differentialgleichungen der Gestalt
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3.3 Periodische Systeme und die Wirkungsvariablen

Man kann zwei Klassen von periodischen Systemen definieren:

Libration:
Die Phasenbahn ist eine geschloßene Kurve.
Es gilt:

d.h. q und p sind periodisch mit gleicher Frequenz 

Abb 3.1: Grafische Darstellung einer Libration

Rotation

p ist hier auch periodisch und q ändert sich innerhalb einer Periode um einen Konstanten 
Wert c

Abb 3.2: Grafische Darstellung einer Rotation
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 fürs solche periodische Systeme lassen sich eine spezielle Funktion definieren

die sogenannten Wirkungsvariablen

setzt man jetzt noch eine totale Seperabilität gemäß Gl(3.16) voraus kann man die 
Wirkungsvariablen schreiben als

Auflösen der m Gleichungen nach allen ai liefert

also kann die Wirkungsfunktion auch als Funktion der  Wirkungsvariablen ausgedrückt 
werden.

Und für die Hamiltonfunktion gilt
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