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��� �������� �������������� ����������� ���� ��� ��� ������ ��� ������������� ��������
��� ������ �� ���� ������ ������� �� ��� ���� ��� ������������� ����������� ������� ����
���� ����� ������������ ��������� ���� ��� ����������� ����������� ��������� ��� �����
������ ��� ������ �������� ��� �������� ��� ��������� ��� ����� ��� �������������
����� ��� ���������� ��� ��� ������������ ����������� ������� ������ ����� �� ��� �����
��� ������ ������ ��� ��� ��� ������������ ��������� ��������� ��� ��� �������������
�������� ���������� ������� ������ ���� ������������� ������� ��� �����������������
��������� ������������ �� �� ���� ������ ��� ����������� ��������� �� ������ ��������
������ ������������� �������� ������������ ������ �����������
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��� ���� ��� ���������� ��� ���������� ������� � � � � � � � � � � � � � � � �
��� ���������� ��� ���������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��� �������� ����������� ��� ������������������� � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� ������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� ��������� �� ����������� �������� ��

��� ��������� ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� ���������� ����������� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� ��������������� ��

� ������������� ��� ��������������������� ��

�



� ����������

� ����������

�� ������ ����� �������� ��� ����� ��� ������ ������� ����� ������ ���� ������ ���
�������������� ��������� ������ ��� ��� ��� ����� ������ ���� ��� ������ ���� ���
������������ ����� �� ��� ������ ���� ����� ���� �� ��������� ��� ������� ���� ������
��������� ���� ����������������� �� ����� �� ����� ��������� ��������������� ������
����������� ��� ���� ����� ������ ���� ������������� ������ ������� ���������� �����������
����� ���� �� ��� �� ��� ����� ������ ��� ������ ����� ������� ��������� �� ��� ������ ��
������ ������� ���� ������� ����� ������������������ ������� ��������������� �������� ��
������ ������������� ���� ���� ���� ������������������ ��� ������� ����� �������
����� ��� ������ ����� ������������ ������ ����� �� ��� �� ��� ������ ���� ������ ��
������������������� �������� ����� ��� �� ���������� ��� ������� ������������������
�� ������� ����������������� ����� �������� ���� �������� ��� ����� ���������������� ���
��������� ���� ��� ����� ��� �� ���� �������� ����������� ����� ��� ���� ������ ������ ����
������ ����� ��� ���� ���� ����� ��������� ��� ������� ����������� �� ��� ���������� ���
����� ����� ������������ ���� ��� ��� ������ �� ��� �������� ��������� ��� ������ �����
��� �� ���� ��� ����� ��� ��������� ������������ ��������������� �� ������� ����� ���
������ ���� ����������� ��������� �� ��� ��� ����� ����� ���� ������ ��� ���������
��� ����� ��������� ����� ���� �������� ��� ��� ���������� ����� ����� ��� ����� ��� �����
��� ������� ���� ���� ������� ������ ��� �������� ��� ������ ����� ���������� �������
����� ���� ��� �������� �� ������������� ���� ��� ���� ���� ��������� ���������� ��
���� ��������� ������ ������������ ������ ���������� ������ ����� ���� ��� ��������� ���
���������� ��� ���������� ���������� ��� ����� ���������� �������� �������� ��� ����
��� ��������� ��� ���������� ������������� ���� ���� ��� ��� ������� ���������������
���� ��� ��� ��������������� ��� ����� ��� ���������� �������� ���������� ���� ������
������� ������� ���� ����� ������ �������� ��� ��� �� ��� ����� ����� ���������� �����
���� ��� ��� ����� ���������� ��������������� ����������� ��������� �� ��� ��� �����
������� ����� �������������� ����������� ������� ������ �������� ���������� ������ ��
������������ ��� ����������� �������� ��� ������������ �������� ������� ���� ������� ���
������������� �� ������ ����� ��������� ������� ���� ��� �������� ���� ������� ��
����� ����������� ��� �������� ��� ������� ��� ���� ������ �������������� �������
������ ������������ �������� ������ ��� ��� �� ��������� ������������� ����� ��������
��� ��� ��������� ���� ������� �������� ���������� ��������� ����������������������
��� ��� ����������� �������� ��� ���������� ��� ����������������������� ��� ����
��� �� ������� � ��� ��� ��� ������� ���������� �������� �� ��� ������ ������� ���
����������������� ������ ���� ���������� ��� ����� ����� ��������� ��� �����������
������������ ��� ������������ ����� ������ ���� ��������� ��� ����������� ����������
������ �������� ��� ��� �� ������ ��������
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����� ��� ��� �� ����� �������� ��� ������������ ����������� �������� ������ ������ ���
���� ������ ��� ����� ������� ������� �� ��� �������� ������� �� ������� ���� ���� ����
��� ��� ���� ��� ����������������� ����� ���� ����������������� ����� ��� ����������
���������� �������� ���� ����� ��������� ������������� ���� ����� ������� ��������
�����

� ��� ��������� ������ ��� �������� ��� ������������ �������� ��������� ��������

� ��� ������������� �������� �� ����������������� ��������� ���

� �� �� ��� ����������������� ����� ������ ����� ��� ��� ���� ���� ��� ���� ����
���������

��� ������ ��������������� ����� �� ������ ������������ ������ ���� ��� ����������
���� ��� ������� ��� ������� �� ����� ���������� ��������� �� ��� ������� ���� �������
���� ���� ���� ��� ����� ���� ��� ��� ������������������ ��� ������� ����� ������
����� ����� �� ������ ������������ ������ ���� ��� ��� ����������� ������� ���
������� ���� ����������� ��������� ����� ���� ���� ��� ��� ������������������ ���
������� ��� ����������� ������� ����� ��� ��������� ������� �������� ������ ���� ��� ���
���

��� ������������� ���� �����

��� ����� ��� ���� ������� ������ ������� ������� ��� ��� ����� �� ��� ������ �����
��� ���� ������� ������������ ������� ��� �������� ������ ���� ������� �������

������������� ������� ��� ������������� ������� ��� ��� ������ ��� ��� �� ��� ��� ���
������������ �������������������� ��� ������������� ���� ��������� ��� ������� ��������
����� ������������� ��� ����

ẋ−A ∗ cos(x) = 0 ���

������������ ������� �� ��������� �� ������������� �������� �������� ���� �����������
������� ������� ���� ���� ��� ���������� ����� ����� ���������������� ���� �� �������
�������� ��������� ��� ����������������� ��� ��� ����� ������� ��� ��������������
������� ������ ������ ��� ���� ���� �� ���� ����

����������������� ���� ������� ��� ��������������� ��� ������������ �� �����������
�� ���� ��� �������� ��� ����� ���������������� ���� ��� ���� �������� ���������� ���
�������� ��� ��� ����� ������������� ����������� ��� ����������� ������� ������� ���
����������� ����� ������������������� ����������� ��� ����� �� ���������������� ����
���� �������������� �� ��� ����������� ��� ���������� ���������� ��� ����� �������������
����� ���������� ���� ���� ��� ��������� ��� �� ����������� ��������� ���������
������� ������� ���� ��� ��������� ��� ������������ ��� � ��� ��� ����������

�

N schon definiert?

(wenn Sie was eventuell den Lesern unbekannt ist einführen sollten Sie das irgend wie erklären. In diesem Fall reicht "(siehe unten)")
sonst eine Referenz (siehe Ref [---]), oder eine fussnote)   Das gilt an vielen Stellen Ihrer Arbeit. Das habe ich Ihnen nicht überall
markiert., 

Sie schreiben
Phasenraum, aber x-y
sind eher die Ortskoordinate. Ich weiss, was Sie meinen, aber
Sie sollten das besser erklären (evtl fussnote).
Auch: der Phasenraum ist impuls+koordinaten -> N sollte gerade sein. Auch hier weiss ich was Sie meinen, aber der Leser vielleicht nicht



��� ���� ��� ���������� ��� ���������� ������� � �����

������������������� �� ��� �������� �������� ���� ��� ������ �� ������� ������ ���
���������������� ������ ��� ��������� ���� ����������

f : �xn → �xn+1 ���

����� xn ��� xn+1 ��� ��� ����������������� ���������� ������� �� ������ ���� ����
������ ��� ����� ��� ����� �������� ���������� �� ������� ���� ������� ������ �� ����
������� ���������� ��� ��� ��������� ������ ��� ����������������� ������� ������������
��������� ��� ������������������ ��������

�x1 = f(�x0), �x2 = f(�x1) = f2(�x0), �xn = fn(�x0) ���

������� ������������� ��� ���������� ������������������ fN ��� � → ∞ ������ ���� ����
����� ���� ��� ����������������� ��� ����������� ������� ������ ���� ���� ����

��� ���� ��� ���������� ��� ���������� �������

�� ������������������� ������ ��� ��� ������������ ������ ��� � ���������������� � ���
������������ ����������� q1������qi ��� � �������������� ������� p1, ...., pi ��������� �� ���
���������������� ��� ������� ��� ��������� � ����� �� ���������� ��� �����������
qi ��� ��� ������� pi ������ ���� ��� ����������� ��� ������������ ���������� �������
�������������� ���� ������� ���������� ��� ����������������� ��� ��������������� ���
������� ��� ����������� qi ��� ��� ���������� ��� ��������������� ��������� ���
������� pi�

���� ���������� ����� ����������� �������� �� ���������� ��� ��� ��������� �������
��� ��������������� ������� (qi, pi)� ��� ��� ����������������� �������� ����� ���� ���
��� ���� ��� ������� ���������� ��� ��� ����� ����� ���������� ��� �������� ������
�� ����� ����� �� ���������� ����� ���� ���������� ��� ���� ������ ������ ����
����� ���������� ��� ���������� ��� ������������� ��� ������������������ ������ �����
���� ���������������� ������������������ ���� ���������������� ������������ ������
������������ �������� ���� ���� ���� ��� ����� �� ���������� �� ����� ����������
��������� ������� ���� ���� ��� ������������� ��� ������� ��� ������� ����� ��������
���� �������������� ���� ������� �� ���� ���� ������������� ������ �� ��� �������������
������� �� ��� ��� ����� ����� ��� ��������� E = const = H(q, p) ��� ���� (2f − 1)�
������������ ���������� ����������� ��� �������

��� ��� ������ ��� f = 1 ������ ���� ���� ���� ��� ���������� ��� ����������� ���
��� ���������� ��� ��� ��������������� ��� ������������ ����� ���� � ���� ��

������� ���� ��� ������� ����������� ������ �� ����������� ��� ���� ����������������
���������������� ��������� �� ������� ���� ��� ��������� t1 ���� ������ �� ����� ������
G1� ������� �������������� ��� ��� ��� ����������������� ���

ΔV = Δq1 ∗ ... ∗Δqf ∗Δp1 ∗ ... ∗Δpf

�

(N-1 ?)

was bedeutet
einzige?

ie Phasenbahn

zwei Sätze
nicht logisch
verknüpft



��� ���� ��� ���������� ��� ���������� ������� � �����

��������� �� ���������� ��� ������������ ��� ��� ����� ������

�����������

���� ���� ��� ������ ��� ���������� ������ ������������������ Δ�� ����� ��� ���
��������� ����������� �������� �� ���� ��� ���� ��� ���������� ���� ������ ������� ���
������ ��� �������� ������ ������� ��� ������� ������ ���� ���� ��� ������������ ����
����� ����� ����� ��� ������� �������� ���������� ���� ���� ��� ����������������� ���
��� ����� ��� ���������� ����� ��� ������� ��� ���� ����� ����������������� ��� ��� ���
� ����

����������� ������������ ��� ��� ���� ��� ��������� ��� ����� ����������������������
��������� ��� ����������� ������ �������

d

dt
�x(t) = �F (�x(t), t;λ) ���

������� ��� �x = (x1, ...., xN )T ��� ������������� ��� ������� ������ ����������� ����������
��� ��� ������ ������������ �F ��� ���� ����� ������������ �������� ��� �x� ������ ����
�������� ��� ��� ���� �� ��� ���� ��� ����� ����������������� λ �������� �����

���� ��� ��� ������ �x ��� ���������������� ������� ��� ��� ��������������� �������
����� ��� �������� ��������� �x = (q1, ...., pf ; p1, ....., pf )

T � ����� ���� ������� �� �����
��������������� ������������

d

dt
�x = J �∇�xH ���

����� �∇�xH ��� �������� ��� ����������������

�∇�xH =

�
∂H

∂q1
, ....,

∂H

∂qi
;
∂H

∂p1
, ....

∂H

∂pi

�T

���

�

in diesem Fall

Phasenraum ?

Ist das wirklich allgemein so, oder haben Sie
irgend welche Annahmen gemacht? 

Wenn das die Hamiltonfunktion ist sind Sie 
also davon ausgegangen, dass diese
Kanonische Gl. sind. 



��� ���� ��� ���������� ��� ���������� ������� � �����

��� J ���� ��×��������� ���� ��� ��� ��� ������������ ��� ����������� ��� ��� ���
���������� �� ����

J =

�
0 +I

−I 0

�
���

��� I ��� �×� ���������������

������� ���������� ���� ��� ������������� ����������� ��� ������������

q̇i =
∂H

∂pi
ṗi = −∂H

∂qi
���

��� �������� ��� ��� ������� ������ ���� ��������������� ���������� �� ��� ����� �������
������ �������� ������������ �� ������������ ������� ���� ���� ���� ��� ���������� �����
������������ �� ���������� ���������� ������� �� ��� ������ ������ �� ����������

�� ���� �� ������������ ������ ��� ��������������� ����������������� ��� ��� ���� ���
��� ������ ������������ ��� �� ���������� ���� ��� ��� ��� ����� ������������� ������������
��� ���� ��� ������������������ ��� �������

��� ���������� �������� ��� �������������� Δ����� ��� ���� ��� ���� t = t0 �� ��� �x
� �x0 �������� ��� ������� ������� ��� ����� ������� ����

ΔV (�x) =

N�

i=1

Δxi(�x) ���

��� �� ���� ��� ��� ������� ����� ������������ ����

��� ������������� ������ ��������������� ���� ������������ ����� ��������� ��� ����
�������� ����������

d

dt
ΔV (�x) =

N�

j=1

Δxj(�x)
N�

i=1

1

Δxi(�x)
∗ dΔxi(�x)

dt
����

������ ���

1

ΔV (�x)
∗ d

dt
ΔV (�x) =

N�

i=1

1

Δxi(�x)
∗ dΔxi(�x)

dt
����

�

Sie reden hier vom dissipativen, aber vorher haben Sie das konservative presentiert

                                                                                                      das springt
                                                                                  etwas hin und her

                                     

Teilen durch (9) gibt

warum Spezialfall? Das sind genau die Hamilton. Gl.
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��� ������� ������ ����� ��� ������������ �� ���������� ��� ������������ ���� ��� ���
��� ������������ �x0(t0) = �x0 ��� �x(t0) = �x0 + �eiΔxi �������

dΔxi
dt

����t0 =
d

dt
(xi(t)− x0i(t))

����
t0

= Fi( �x0 + �eiΔxi)− Fi(�x0) ����

������ �������� ������ ��� ������ Δxi �� ��� ����������������� ��� �F ��x�

dΔxi
dt

����t0 =
∂Fi

∂xi

����
x0

Δxi ����

���� ���� �� ��� ������� t0 = t ��� �x0 = �x ������ ����� ���������� ��� ���� ����

Λ(�x) :=
1

ΔV (�x)
∗ d

dt
ΔV (�x) =

N�

i=1

∂Fi

∂xi
= �∇ ∗ �F ����

������ �������� ������� ���� ��� ��������� ��� ���������������������� �F ��� ���������
�������� Λ ��� ������������������ �������� �� ������ �������� ��� ��������� ��� ����
��� ��������� ���������� �� ��� ��������� ��� ���������������������� ����� �������������
������� ���� �������������� ��������� ��������������� Λ � � ���� ��� ������ ��� ����
������������

����� ����� ��� ���� ������������ ��������� ��� ����������� ������� ��������� �������
Λ � �∇ ∗ �F < �� ������ �������� ������ ��� ��� ����� ����� �x �� ���������� �������
�� ���� ��� ������� ��������� ��� ������������ �������� ������ �� ������� ���� Λ��x�
���� ���� ����������� �x��� ��������� �������

��� ��� ������������ �� ���������� �������� ���� ����������������� ��� ����� ����
����� �������� ��� ����� ������ ���� �� ����������� ����� �� ����� ����������� �����
�������������� ���������������������� ��� ������� ������ ��� ���� �� ��� ����� �����
���� ��������������� �� ��� ������� ������ ������������������ ��� ��� ��� � ����

��� ���������� ��� ����������������

����������� �� ��� ���������� ���� ���������� �� �������� �������� ��� ��� ��� ���������
��� ����� ������� ��� ��� �������������������� ����� ����������� ��������

�F (�x0) = 0 → �x(t) = �x0 = const. ����

������ �x0 ��� ��� ��������� ���� ���������� ����� �������� �� ��� �� ������� ��������
������ �� ������� ����� ���� ��� ������ ������� ��� ��� ������ ��� �� �� ����������� �����
�� ��� �������� ����� ���� ����������� �� ���� ��� ��� ��� ���������� ���� ����� �����������
����� �� ����������� �� ������� �������

�

zeitableitung

verschwindet

um zu characterisieren

( das system soll t- unabhaengig sein)

oder Gleichgewichtspunkt

t, lambda, oder Sie schreiben, "wir lassen .. weg" 



��� ���������� ��� ���������������� � �����

��� ��������� �������� ��� ������ ��� ������ �� ���� �������������������� ���� ���� ���
�������� ��� ��� ������������ �� ��� ���� ��� ����������� ��� ������� ��� ��������

�ξ(t) = �x(t)− �x0 ����

���� ����� ����� ����� �� ���� ��� ������� ���� ������������ ��� ���� ��� ������� ��� ���
������������ ���� ��� ����������������� ��� �F ��x�� ��� ������������������ �������������
��� ��� �������� ���� ��������

d

dt
�ξ(t) = M�ξ(t) ����

M ��� ���� ��� ������������ ��� �F ��x�� ����������� �� �x0� ��� �������� ������ ������
�����

Mik =
∂Fi

∂xk
����

��� ��� ������������� ������������������ ��� ��� ����������� ������� �� ����������������
���� ��� ��� ������������ ��� ���� ���� µ ��� ��� ������ ��� ���� ���� ��� ��� �����

ξ(t) = eµtξ(0) ����

�� ���� ���������� ��� µ ��� ��� ������ ������������ ������������� ���� ������� ������
����� ���� ���� µ < � ���� �� ��� ��� ��������� ������������ ���������� ���� ���������
������ ����� ���� ���� µ > � ���� �� ��� ��������� ���� ������������ ��������� �� �����
��� µ � � ����� ��� ������� ������������� ���� ��� ��������� ��� ��������� ���������
��� ������� ������������

��������������� ����� ���� ����� ������������������ ��� � ������������ ����� ��� ���
� ��������� ��������������� �u(t) ��������� ���� ����������� ������ ������� ������ ���
�������� ������������ �������������� ������������� ��� ��� ����� �� � ���� �����

�u(t) = eµt�u ����

��� ���� ���� ������ ��� ��� ����������������

M�u = µ�u ����

������� ��� ���� ������������� �������� �������� ���� ��� ������������ � ����

det(Mij − µδij) = 0 ����

��

WIr fordern, dass



��� ���������� ��� ���������������� � �����

����� ��������� �������� ����� �������� ��� � ���������� µn ��� � �������������
�un� ���� ���������� ������ ��� ���� ���� ����� ���� ���� ����� ���� ������������ ���
���������� ��� ��� ����������������������� cn� ������ ��� ��� ������������������
��� � � � �������� ������� ����������������

�ξ(t) =

N�

i=1

cne
µnt�un ����

��� µn ���������� ������ ������ ����� ��� ���� ������� ���� ��� ������� ���� ��������
����� ��������� ����

��� ��� ����������������� ����� �������������������� ���� ��� ��������� ��� ����������
�������� ���� ���� ��������� ��� ���������� ��� ������������ �������� �� ��� ��� ��������
�x0 ������������ �������

��� ���������� ����� ��� ��������� �������� �� ����� ��� ���������� �� ��� �������� �un
������������ �� ��� ��� �������� ��� ��������� ��� ����� ������������� �������� ��� ����
��� ����� ���� µn = 0

��� ������� ������������������ ��� ������ ��� �� ����� �������� �������� �� ��� ����
����� ������� ��� ���� ��� ���� ���� ��� �������� ���� ����������� �F �������� �����
����

��� ��� ���������� ������ ��� ������� ���������� �� � ����������� ������ ��� �� ������
����� ����������������� ���� ���������������� ��� ����� ��� ������ ��� ���� ����������
������ �� (x1 = q ��� x2 = p)��� ������������ ��� �� ������ ���� ���� �×� �������
������� ������ ���� ���� ����������������� ��������� ��� �����

�
M11 − µ M12

M21 M22 − µ

�
= 0 ����

��� ������������ ������� ��� �����

µ2 − (M11 +M22)µ+M11M22 −M12M21 = 0 ����

����� ����� ���������� ��������� �����������

s =
1

2
(M11 +M22) =

1

2
Sp(M) ����

d = M11M22 −M12M21 = det(M) ����

��

Re(

einem



��� ���������� ��� ���������������� � �����

��� ���� ���� ����

µ2 − 2sµ+ d = 0 ����

��� ���� �������� ������ ����������� ������ ��� ��� ���������� � ��� � �� ��� �����
��������� ��� ����� ��� ���������� ��� � ��� � ������� ���� � ������������ ��������
��� µ1 ��� µ2�

µ1/2 = s±
�
s2 − d ����

��� � �������� ��� µ1� µ2 �����

�� µ1, µ2 ����� ��� ����� ������� ����� s < 0 ��� 0 < d < s2� → �������� ������

�� µ1, µ2 ����� ��� ����� ������� ����� s > 0 ��� 0 < d < s2� → ���������� ������

�� µ1, µ2 ����� ��� ����������������� ���������� ����� d < 0� → ������

�� µ1 = µ∗
2� ��������� �������� ����� s < 0 ��� d > s2� → �������� �������

�� µ1 = µ∗
2� ��������� �������� ����� s > 0 ��� d > s2� → ���������� �������

�� µ1 = µ∗
2� ���� �������� ����� s = 0 ��� d > 0� → ������

��������� �� ���������������� ����� ����������������� ����������� �� �������� �������
�� ���������� ������� �� ������� �� �������� �������� �� ���������� ��������
�� ������

������ ��� � ����

��� ��������� ��� �� ��� ����� ���������������� ��������� ��� �� ����� ������������
��� �������������������� ������� ������ ����������� ��� ���� ������������� �����������

��

Allgemein: an vielen Stellen springen Sie von
einem Thema zum nächsten. Sie sollten an diesen
Stellen eine (z.B. fette) Überschrift hinzufügen, die die
 Abschnitte trennt. Auch das habe ich nicht überall 
markiert

Hier koennte zum Beispiel "Stabilität von Trajektorien"
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�� ��� �������� ����� ��������� �������������� ������������������� ��� ����������� ���
��������� ��� ��� ��������� ��� ��������� ������ ������������ ����������� ��� �����
���������������� ��� ���� ���������� ������ ����� ��� ��� ���������� ���� ��������� ����
���������� ��� ��� ������ �������������� ��������� ������� ���� ��� ����������������� ����
����� �� ����� ���������� �������� ��� �������������������� ������� ������������� ���
������ �����

���� ���� �xr(t) ����� ���������������� ���� ���� ��� ����� � > � ��� ���� δ��� > � �����
������ �� ���� �����

���� ������ ��� |�x(t0) � �xr(t0)| < δ ������� ��� ���� ������ t > t0 ��� ��������� |�x(t) −
�xr(t)| < ��

������������� �������� ����� ���� ���� ��� ����������� ����������� ����� �� ����� �����
����������������� �� ��� ������������������� ������ ��� ����� ����� ���������

��������� ��� ����� ��������� ���� �������� ����� ���� ��� ����������� ��� ������������
�������� ����� ������ ��������� �� ������ ���� ��� ��� ����������� ������������ �������
���������� �� ��� ����������� ��� ������������������ ���� ���������� ���� �������

lim
t→∞

|�x(t)− �xr(t)| = 0 ����

��� ���� ��� ���� �� ��������� �� ��� ���������� �� ����� ��������� ���� ����� ���
��������� ������� ��� ������� ��������������� ���� ��� ���� ������������ �������� ��
���� ����� ���� ��� ���� ������������ ���� ���� �������� ������ ������ ��� ����������
����� �� ���� ������ �� ���� ����������������� ������ ���������� ���� ��� ���� ������
���������� ������� �������� ��� ����� �� ����� ���������� ������������ ��� |�x(t)− �xr(t)|
������� ��� ������ ���� ���� ���� ��� ������� �������������� ����������� ������� ��� �����
���� ����������� ������� ��� ���������� ���� ��������� ��� ���� ���� �xr(t) ������� �������
���� ���� ��� ����� � > � ��� ���� δ��� > � ����� ������ �� ���� �����

���� ������ ��� |�x(t0) − �xr(t0)| < δ ����� ��� ���� ������ t > t0 ��������� ����� �����
��� ������ � �� ��� ���� �xr(t)�

������� ���� ��� ���������������� ����� ���� �������� ��� ��������� ��� ��������������
��� ��� ����������

�� ��� ���������� ��� �������������� �������� ����� ����������� ��� ���� �����������
���� ���� ���� ��������� ��� ��� ����������� ��� ���������� ��� ������������ �������� ����
�������� �� �� ���� ��� ��� ������� ���������� ���� ��� ������������������ ��� ���
������� ���� ���� �� ��� �������� ���������� �� �������������� ������������ ��������
���� ���� ��� ��������� ����� ���� ���� ������ �����

�������� ���� ����������� ���� ���� ��� ������������������� ��� ����� ������������� �
����������� �xr(t+ T ) � �xr(t)� ���� ��� ���� ����� ��������������� �� ������ ������������
��� ����� ������������ ���������� ���� ��� ����� ������ ��� ������� ������������ �������
����������� �����

��

in diesem Fall

Überschrift: "Periodisce Lösungen"



��� ���������� ��� ���������������� � �����

��� �� ����� ��� ���������������������� ��� ���������������� ����� ��� ���� ��� ���
������������ ��� ���������� ��� �xr(t) ��� ������������������ ����������

�x(t) = �xr(t) + �ξ(t) ����

����� ��� ����� ��� ������� ���� ��� ���������� �ξ��� ����� ���� ���������� ��� ���
��������������������

�̇x(t) = �F (�x, t) �̇xr(t) = �F (�xr, t) ����

������ ����

�̇xr + �̇ξ = �F (�xr + �ξ, t) = �F (�xr, t) + �̇ξ ����

���� ���� ��������� ��� �̇ξ�

�̇ξ = �F (�xr + �ξ, t)− �F (�xr, t) ≡ �G(�ξ, t) ����

����� ������������� ��� ������� ����� ��� ���������� �������� ��� ������������� ������
��� �������� �������������

�̇ξ(t) = M(t)�ξ(t) ����

����� ��� �����M(t) ��� ������������ ���� ������ ��� ���� �� ������ �� ��� ���� ���� ��
��� �������� ������ ��� ����������������������� ��� ��� ��� ������ ��������� ���������
���������M ���� ������������ ���� ��� ���� ��� ����� ������������ �M����� �M����
�� ������� ���� ������� �� ��� �������� ������� ��� �� ����������� ��� ������ �� ��� ����
�������������� ��� ������ ������������ ������������� �φ1(t), ..., �φN (t) �� ����������

�� �������� ��������� ����� ��� ��� ��� ��������� �������� ���� ��� ��� ��� ��������
������ ��� ���� t = 0 ����� ��� ��� ���������������� ��� ��������������� ������
��������������� �� ��� ������������� ����� ����� �������� ����� ��� ��� ���� ��������
�� ����� �������

�φ1(0) = (1, 0, ..., 0)T bis �φN (0) = (0, 0, ..., 1)T ����

��

s

:

hat F hier auch eine Zeitabhaengigkeit oder nicht?

und die soll auch periodisch sein, nehme ich an

Welche Gleichung müssen die \phi_i(t) erfüllen?  Sind die \phi_i(t) Loesungen mit
den unterschiedlichen Anfangsbedingungen?



��� ���������� ��� ���������������� � �����

��� ���������� ������ ������ ���� ���� ��� ��� ������������� ��� �������������� ���
��� ����������������������� ci�

�ξ(t) =
N�

i=1

ci�φi(t) ����

����� ��������� ����� ���� ���� �� ���������� ��������

�ξ(t) = Φ(t)�c ����

Φ ��� ������� ���� �×�������� ����� ������� ������� ��� ����������� ��� ���������������
������ ���� �������� ��� ����� ��������� ������������������ ��� Φ(0) � I ��� ����
������������

�� ��� ��� ��� ������������ ������������������������������� ����������� ����� �������
���� ������ �ξ �� ��� ����������� � ��� � � � ��� �������� �����������������������
������� ��� ���������� ��� ������ ��� �������������������� ���� ����� ����������� ����
�� ������� ��� ��� ������ ��� ��� ������������� �φi(t+T )� ��� ���� ��� �φi(t) �� �����������
������������� �������� ����

�ξ(t+ T ) = Φ(t+ T )�c und �ξ(t+ T ) = Φ(t)�c� ����

���� ����� ���� ���� ��� �������� ������������ �������� Φ(t) ��� Φ(t + T ) ��������
������� �����

Φ(t+ T ) = Φ(t)C ����

����� �×�������� C ���������� ��� ��� ��� ���������������� ��� �������� ��� ����
������ ��� ������ ��� ����� ��� �������� �������� ��� ����� ������ ������ ���� �����
��������� ��� Φ(0) � I ������ ���������

C = Φ(T ) ����

�� �����
Φ(nT ) = Φn(T ) = Cn ����

������ ��� � ���������� λi ��� ���������������� C ���� ��� ��� ��������� ��������
���� ��� ������ �ξ(t) �������� ����� ���������� ������ ���� ��� �����������������������
����������� ��� ��� �����

��

die c_i sind zeitunabhängig?

in



��� ���������� ��� ���������������� � �����

λi(nT ) = λn
i (T ) und λi(T ) = eσiT ����

��� ���������� σi ������ ��� ������������������ �����������

���� ��� ������� ��� ��������������� ���� |λi| < 1� ���� �� σi < 0� �� ��� ��� �������
����� �xr(t) ������������ ������ ��� ��� ��� ��������� ���� |λi| > 1� ���� �� σi > 0 �����
��� ������ ������ ����������� ���� ���� ����� ������ ���������� �� ���� ��� ������ ����
���� ���� ������ ����������� �� ����������������� ��� ������������ �������� ��� ���
������������ ������ ������� ����������� ������� ����� ��� ������ ���� ��� ��� ����
����� ������� �������������� ������� ��������� �������������� ��������� ��� ��� ���
������������������ ��������� ����� ��� � ������� � ����

��� ���������������� ��� ���� ������ ��� ��� ���� ������������ ����������������� ���
����������� ���������� �������� ������� ������ ������ ����� ��� ���������� ��� ���
��� ��������������������� ������ ���� ���� ����� ��������� �������

�� ��� ������������������ �� ���������� ���������� ��� �������� ���� ���������������
�������� ���������

xn+1 = f(xn) ����

����� ���� ��������� ���� ���� ��� ������������������ ����� ����������� ������� �����
����������� ������ ������ ����� ����� ���� �������� ��� ����������� �����������
��������� ������� ��� ���� ���� ���� ���������� x0, x1, x2, ... ����� ���������� ��� ���
�������������� �� ���� ���� � ������� ���� ����� ��� ������������������ �����������
�������

��� ��������� ��� ��������� ����� ���������� x0 ��� ����� �� x0�� ������������ ����
��� ������������ ���� � ����������� ��� ��������� ���� ���� ��� ��� ������������

x0
NIterationen−−−−−−−−→ fN (x0) ����

x0 + �
NIterationen−−−−−−−−→ fN (x0 + �) ����

�� ��� �������� ��� ������ ����������� �� ������ ���� � ������� ��� ��� ��� ���� ���
����������� �eNλ(x0) ������ ������

�eNλ(x0) = |fN (x0 + �)− fN (x0)| ����

��� ������ eλ(x0) ��� ������� ��� �������� ��������� ������ ������������ ������ ����
����� ����������

��

also

(das ist approximativ so)

Neuer Abschnitt



��� ���������� ��� ���������������� � �����

��� ��� ��������� � → � ��� � → ∞ ���������� ������ ���� �������� ��� ��� ��������
����������� λ(x0)�

λ(x0) = lim
N→∞

lim
�→0

1

N
ln

����
fN (x0 + �) + fN (x0)

�

���� = lim
N→∞

1

N
ln

����
dfN (x0)

dx0

���� ����

����� ��������� ��� ����������� ��� ��� ������������ ����� ���� ����������� ��������
����� ��� ������������������

λ(x0) = lim
N→∞

1

N
ln

����
d

dx0
fN (x0)

���� = lim
N→∞

1

N
ln

�����
N−1�

i=0

f �(xi)

����� = lim
N→∞

1

N

N−1�

i=0

ln|f �(xi)|

����
��� ������ ���

���� ���� ����� ��� xi ������� ��������� ���� λ ��� �����������

λ(x0) = ln|f �(x0)| ����

����� ���������� ��� ���������������� ��� �������� ���������������� ��� ��������� ���
��������� ��� ���� ����������������� �������������

��� ��� ����� ����������� ������ λ > �� ���� �� ��� ��������� ���������� ��� �� ��������
����� ����� ������������ �� ��� ��� ������� ���������� ��� ������������������ �����
�������� ��� ������������ �� ���������� �� ������ ����� ����� ��� ��� ��� �����
��������� �� ��� ����������� ������ ��������� ��� ���� ������ ��� ������� ����� �������
������� ��� ��������� ������������������ ���� ����� �������� ��� ��������� �������
��������� �������������� ��������� ����� �������� ���� �� ��� ������� ��������������
������� ������ ��� ��� ������ ������������� ���������������������� ������������
��������� ������ ���� �������

��� ������� ��� ������������������ ���� ���� ��� ������� ����������� ���������
������� �� ����� ��� ���� ����������� ������ ���� ����������� ���������� λi� ��� �
� ����� ��������� ������� ������������� ��� ���������� ������ ������� ��� ����������
������������ ������ ���� ��� ������� �����������

�� ��������������� ��� �������� ���� ��� ��� ��������� ���� ��� ��� ������ �������
�ξ ���������� �� ����� ��������� ����������� ��������������

λ
�xr

�ξ0
= lim

t→∞
ln

|�ξ(t)|
|�ξ(t0)|

����

������ λ
�xr

�ξ0
��� ��� ������������������� �xr(t) ������� ��� ����� ���� ��� �����������

��� λ �� ��� ���� ����� ���������� ����� ���� �������� ��� ��� ������������� λ
�xr

�ξ0
���

���� ��� ��� �������� ��� ������� �ξ0 = �ξ(t0)� �� ��������������� ���� ���������� �

��

das verstehe ich nicht, wenn alle xi gleich sind, dann laut (44) ist f die identitaet

was ist 

dieser schritt ist mir
nicht sofort klar



��� ���������� ��� ���������������� � �����

������������������� ��� ����� ����������� ��������� ������� ����� � ������ ��������
���� �������� �ei�

λi = λ�xr�ei ����

��� ���������� ������ �� ����� ������������ ����������� �������� ����� λ1 > λ2 > ... >
λN � ��� ������ ��� ����� �λ1� ���� ������ ��������� ������� ���� ���� ��������� ��� ���
����������� ������������������ ���������� ��� �������� ��������� ���������������� �ξ(t0)
������������� ����� �������������� ���� ��� ����� ������� �������

�ξ(t0) =

N�

i=1

ci�ei ����

������ ������ ���� ���� ����� ����� ������ �� �ei ������ ��� �� ��� ������� ���������
���������� ������� �� ������ ������ ���� ���� ����� �������� ���� ��������� ����������
��� ������� ����������� ��� �� ����������� ������� �������� ������� ����� ��� ���������
���� ����������� ��� ��������� ���������� λ1� ��� ���������� ��� ������ �������
���� ��������� ��� ��������� ����������� ����� � ������ ������������ ��������� �ξi ���
�ξi(t0) = �ei ���������� �������

������������� ��� ��� ���� �� ����� ����� ������������ ���� �xr(t+ T ) = �xr(t) ��� ����
��� ������������������ ������������� ��� ��� ������ ��� ������������������� ��
������� ���� ���� �� ���� ����������������� ������ ��������

�� ��� ������������������ ���������� ���� ��� ������������������� ��� ������� ����
�������� ��� �� �� ����������������� �������� ������� ���������� ����� ������ ���
���������������� ������������ �������� ��� ��� ����������� ��� �������������������
��� ��� ������ ��� �������� ���������� ����� ��������� ����������� ����� ����������
�� ������������ ������ �������� ��� ��������� ��� ��������� ���������� ������� ���������
����������� ����

�� ����� ������ ��� ���� ���� ��������������� ���������� ���� ����������� �����������
�������� �λ1,λ2,λ3�� �� ���� ��������������������� ������ ��� ������������ �������
������

�� �λ1,λ2,λ3� � ������� � ��������

�� �λ1,λ2,λ3� � ������� � �����������

�� �λ1,λ2,λ3� � ������� � �����

�� �λ1,λ2,λ3� � ������� � ����������� ���������

���� ��� ��� ������������������� ������ ��� ����� ���������� �� ����� ����������� ����
����� ���������

��



��� �������� ����������� ��� ������������������� � �����

��������� �� �������� �������������� ��� ��� ������ ��� ���� ���������������

���� ��� �� λ1 = 0� ����� ��� ����������� �������� ���� ��� ��������� ��� ��� ���������
����� ��������

���� ��� �� λ1 = 0,λ2 = 0� ����� ������ ���� ����������� �������� ���� ��� ������� ��
���� ������������ ��� ��������� ��� ��� ��������� ����� ������ �� ������ ���� ��������
���� ��� ����������� �� ��� ������ �� ���� �� ������ ����� ���� ���������������� ω1

��� ω2� ��� �������� ������� ����� �� ��� �������� �� �� ���� �� ���� ����������� ����
���� ���������������� ���� �������� ��� ��� ����� ω1�ω2 ���� ����������� ����� �� ��� ���
���� ��������������� ��� ���� ���� ��� ����������

���� ��� ���� ��� ������ ���������������� λ1 ������� ���� ��� ��� ����������� ����� ���
��� ������������������ �������� ��� ��� ������ �� �������� ����� ���������� ������
�������� ���� ��� ���������� ���� �� ������ ���� ����������� ��������� �������� �������
��� λ1 > 0,λ1 = 0,λ1 < 0� ����� �� ������ ���� ������ ������������� ��� ����������
����������� ����� ����� ��� ��� ����������� ���� ���������� �������� ������������ ���
��� ������������ ������������� ������ ������� ��� ����� ����������� ��������� �� �����
��� ��������� ���� �� ����� ������ ���� ������� ����� ������� ����� �����������

��� �� ��� ������ ���������� ���� ��� ���������� ��� ��� ������������������ ��� ���
��������� �������� ������� ��� ��� ������� ��� ����������� ������� ������ ����� ���
�� �������� ������� ���� ����� �������� ����������� ���� ��������� � ����

��� �������� ����������� ��� �������������������

�� ��� ������������� ����� ��������� ���������� ������ ��������� ��� ������������ ���
���������� ����������� ���� ������������ �� ����� ���������� ������ ��� ������������
����������� ����� ����������� ������ ��� ���� ���� ��� ����� ������� ������������ ����
������������ ��� ��� ��������� ����������� ��� ��� ������������ ��������� ��� ��������
����������� ����� ��� �������������� ��� ���������������� ��� �������� ���� ����
������ �������������� ��� ��������������� ��� ������������ ����������� ��� ������
������� �������� ���� ���� ������� ��� ��������������� �������� ���� ������ ������
���� ���� ���� ��� ������ �� ����� �������������� ������������ �������� ��������� ����

��



��� �������� ����������� ��� ������������������� � �����

���� ����������� ������ ������������ ������������ ������� ���� ��� ��������������
������������� ��� �� ����� ��������� ������������������� ������ ��� �������� ������
��� �������������� ����� ��������� ��� ��������� �� ����� ������������ ������� ���
���� ������� ��� �������� ��������� ������ ����������� ����������� ��� �������������
������� ����� �� ��� ����������� ���������� ��� ������������ ����������

���� ������� �������������� ����������� ��� ��������� ����������� ���� ���� ��� ������
����� ������������������� ��������� ��� ���� ���� ���� ��� ������� ��� �����������
������� ��������������

��� ����� ��� ���� ���������� �� ��������������� ���� ����� ��� ����� �����
��� ��� ����������� � ���������� ������ ���� ������ ��������� ��� ����� ������� ���
����� ��� ��� ����������� � ��� ����� ����� ���� ����� ��� ������� �� ����� ������
��� ����� �� ��� ���� ��� ������������ �� ����� ���� ���� ������ �� ������� �����
����� �� ������ ����� ������ �� ������ ��� ���� �������� ���� �� ������������ ���
������������������ �� ������� �� ����� ������ ����� ��� ����������������� ���������
���� ���� ��� � ����� ���� ��� ������

N(l) ∝ 1

lD
����

D = − lim
l→0

log(N)

log(l)
����

��� ���� ����������� ����� ��� � � �� �� ��������� ������������ ����� ������ ��������
������ ��� ��� ����������� ���� ��� ���� ������ ������ ��� ���� ��� ��������������
����� ������������ �� 1/R2� ������� � � � ���� ���� ��������� ��������� ��� ��� ����
����������������� �� ��� ����� ����� ���� ���� ��� ���� ���� ���� ��������� ���� �����
��� �������� ��� ��� ���������� � � ���������� ���������

����� ��� ����������������� ���� �� ���� ��� ������ ��� �� ������� ����������� ���
���������� ����� �� �������� ����������� ��� �������� �� ����������� �� ������������
��� �������� �������� ����� ��� ��� ���������������������� ������ ����� �����������
���� ��� ����� ������������ ������ ��� ���������������� ����� ��������� �������� ���
����������������� ����� ��� ��� ��������� ��������� ������� ��������������� ����������
��� ��������� ���� � �������� ���� ������� �������� ��� ���������

��� ��� �������� ��� ���� ��� ��� ������ ��� ��� ������������ ��� ����������������� ���
����������� ���������� ������ ��� ��� ��� ������������������� � ���� ��� ��������
�������� ��� ��� ������ ���� ����� �� ��� ������������� ��� �������� ��� ��� ��� ���
��� ������������������ ���������� ������ ��� ������� ��� �������� ����� �������������
��� ����� ������� �� ������������ ���� ��� ������� ������� ��������� ��� ��������
���� ���� ������������������� ��� ������������������ Pi ��� ��� ��� ��� ������ ��
������� � ������

S ∝ −
�

i

Pi ∗ log(Pi) ����

��



��� �������� ����������� ��� ������������������� � �����

��� ������������������� � ���� ��� ��� ���������������� ������������� ������� ��
��� ���� �������� ���� ��� ����������� �� ����� ����������� ������ �������� �������
������ ��� � ������������ ��� ����������� ��� ����������� ���� ��� ����������� ������
��� ��� �����

��� ��������� ��� ���������� ��������� ��� ���� ����������� ����� ����������� ����
����� ��� ����� ��������� ���������� �� ��������������� ����������� ������ �������
���� ���� �� �������� ��� ����� lN ���������� ��� ����� ��� ������������� �� ���
������������� τ � Pi0....in ���� ��� �������������������� ������ ���� ��� ����������� ��
�x(t = 0) ����� �������� i0� �� �x(t = τ) ����� �������� i1����� ��� �� �x(t = nτ) �����
�������� in ������ ��� ��������� ���� Kn ���� ��� ������ ��� ������� ������������
����

Kn = −
�

i0...in

Pi0...in log(Pi0...in) ����

����� ����� ��� ������������ ��� ������������ ��� �������� ����� �� ��� ������ ��� �����
���������� ����������� ������������� ��� �������� Kn+1 −Kn ��� ����� ��� ����� ���
�������� ���� �� ������������� �� ������� �������� in+1 ���� ��� ����������� �������
����� ����� ��� �������������� ��� ���� �� ������� �������� i0...in ���� ��� �����������
������ �������� ���� ���� ��������� ���� ��� ����Kn+1−Kn ��� ������������������� ���
����� ���� ��� ��� ��������� � ��� ��� ��������� ��� �������� �����������������������
��������� ��� ��

K = lim
τ→0

lim
l→0

lim
N→∞

1

Nτ

N−1�

n=0

(Kn+1−Kn) = − lim
τ→0

lim
l→0

lim
N→∞

1

Nτ

�

i0...iN−1

Pio...iN−1 log(Pio...iN−1)

����

����� ��� ������������ ��� l → 0� ���� ��� ��������� ��������� ��� �������� �� ����
������� ���������� �������� ��� ������������������� ���� ��� ��� ������ ��� ���������
�������� ����� �������� ����� ������� �������� ����������� ����� � ��� ��� �������
��� ����������������� ����� ���� �������� ���������� ��� ��� ������ ��� �������������
������� ��������� ���� � ����������

������ ��� ���������������� ��� ���� ��� ������������������� ���� ��������� �����
���������������������������� ��� ���������������� ����������� ��� � ������ ��� ���
������� ������������������� �� ������� ����������� ��������� ��� ��� ����������� ����
����� ����������� ��� ����������������� ����� ��� ���� �� ����� ��������� ���� ��� �
��������� ������ ����� ������������ ����� ������ ������� �������� �������������������
��� ����� ���� ���� ��� ������� ����������� �� ��������� ��� ������������ �������� ���
������������������� ��� ��� ������������������� ��� ���� ��� ��������������������
� ��� ������� ��� ���������� ����� ��� ��������� �������������������

K =

�
dNxρ(�x)

�

i

λ+
i (�x) ����

��



��� ������������� � �����

ρ(�x) ��� ���� ��� ���������� ������ ��� ��� ���������� ��� �������� �� ������ ���������
���� ��� ��������� �� �� �� ��� ���������������� ����� ����� ��� �x �������� � ��� ����
��������� ��� ����� ��� ��������� �������������������

������� ������ ��� ��� ���� ��� �������� �������������� ����� ����������� ������� �����
���� ������ ������� ��� ���� ��� ��� ����������� ��� ������� ����������� ����� ������
�������� ������ ������ �������� ���� ��� ����������� ��� ������� ��� ��� ������ �������
��� Tm �������� ������� ������ ���� ��� ���� ������������ �������� �������� �� �����
���������������� ����������� �����

Tm =
1

λ
log(

1

l
) ����

������ �������� ���� ��� ��� ���������� ��� ������� ����������� ���������������
�������

Tm ∝ 1

K
log(

1

l
) ����

� ���������� �� ������ ����������� ��� ����������� ��� ��� ��� ������ ���� ��� ��������
������� �������� ������ ���� ��� ���������� Tm ��� ��������������

��������������� ���� ��� ������� ��� ��� ��������� ��������� ����������� ��� �����
��� ��� ����������� ����� ��������� ���������� ����������� ������ ����� ��� ��� ���
��������� ��� ������������������� ��� ������ ���� ��� ��������������������� ��� ���
���� ��� ��� ����������� ������ ����������� ��� ���� �������� ��������� ���� ���� ���
������ ����������������� ����� ��������� ������������ ����� ��� ���� ��������� ���
������������������ ������������ ����� � ��� ������������������ ��� ��� ����� ���
��������� ������������������ ���� ������������ ����� ��� ������ ��� � ��� ���� ���
λ ���� ���������� ��������� ��������� ��� ��� ��� ����������� ��� ������� ����� �����
��������� � ���� ���� ����

��� �������������

����� ���������� ������� ������ ��� ����� ���� �������� ������������������ ���
��� ����� ������� ������� ������������ �� ���� ��� ������ ��������� ���� ����������
�������� ������ ������������������ ������ ��� �������� ��� �������� ���� ������ �����
������� ����� ��� ������ ���� ����� �� ������������ ����� ��������� µ ���� ���� ���
����������������� ��� �������� ����������� ������� �� ��� ��� �������� �������� ���� ���
������ ��� µ ��� ����� �������� ����������� ��������� ���� ���� ������ µ ����� ����������
���� µc �������������� ���� �� ���� ��� ������ ���� ������ ������������ ��������� ���� ���
������ ����� �� µc ��� ����������� ��������� ���� ������� �������� ���� ��� ��������
��� ����� �� ���� �������� �������� ���� ����������� ��������

�� ������ ���� ������������ ������ ��� ������������� ����������� ����� ���� ������ ���
��� ��� ����������� ���� ��� ����� �������� ����������������� ����������� ����� ���

��



� ��������� �� ����������� ��������

���������� ��� ������� ���� ��������� ������������� ����� ���� ��� ������� ������
����� ��� ��� ���� ��� ������� ���

��������� ������������� ������ ��� ����������� ���������� �x0 ���� ��� ����� �� ���� ���
���������� ������� ���� ���� ���� ��� ����� ��� ����������������� µ ����������

�̇x = �F (�x0, µ) = 0 ����

��� ���� ��� ���������� ����� ����� �������� ��� ����������������� ��� ������ ����
������ ����������� ��� ����� ����� ����������� ���� �� ���� ������������M ����� �����
������������ ����� ���� ���� ��� ����� ������������ ��� ������ ����� �� ���� ��� ���
��� ����������� ����������� ������� ���� ���������� ���� ��� ��������� ��� ������M
�� ������������ ��� ����������������� µ ���� ����� ���� ��� ��� ��� ��� ������������
������� ���������� �� ������ ��� ��� ���� ��������� ��� ����������������� ��� �����
���������� ��� ����� �������� �������� ���� ����� ������ �����������

�� ������������������������� ẋ = F (x, µ) = µ− x2

�� ��������������������� ẋ = F (x, µ) = µx− x3

�� �������������� ������������ ẋ = F (x, µ) = µx− x2

�� ����������������� ẋ = F (x, µ) = x((λ+ i) + (α+ iβ)|x|2)

����� �� �� λ ��� ���������� α�β ����� ��������� ��� � ���� �������� ���� ����� ������
��� � ����

� ��������� �� ����������� ��������

�� ��������� ������������ ��� ��� ��� �������������������� ��� ������� ���� �������
��� ���������� ������ ����� ��� ��� ��� �������� ������ ��� ����� ��� ��� ���� ������
����������� ������������������ ������ ��������� ������������ ������� �������� �������
����� ��� ������ ��� ������ ����� ��������� ����� �� ���� ��� ��������� ��� �������
��������� �������� ������� �� ��� ����������� ��������� ����������� ���� ������� ���
���������� ����������� �������

��� ��������� �����������

��� ������� ������� ��� ��� �������� ������ ���� ��� ����������� ����� ������ ������
��� ��� ��� ��� ������������ ������� ��� ������ ��� �� ���� � ������� ���� ����� ���
���������

θ̈(t) +
g

l
∗ sin(θ(t)) = 0 ����

��



��� ��������� ����������� � ��������� �� ����������� ��������

��������� �� �����������

������������ ��� ��� ������ ������ ��� ��� ���� ������������ �������������������� �������
�������� ����� ��� ��� ����� ������ ��������� ��� ��������������������� ω ���������
�� �� �� ��� ������ ��� ���� ����������� ���������������������� ������ ������� �����
���������

��� �������������� ��� �� �������� ����������� ����� ���� ��� ����

ω = θ̇ ����

ω̇ = −g

l
∗ sin(θ) ����

�� ��� ��� sin(θ) ��������� ���� ��������������� ��������� ���� ��� ����� ��������� �����
���� �������� ����������� ������� ������������ ��� ������ ������� ����� ��� ������� ������
�������� �������� ��� ����������� ������ ������ ������� ������ ���� ���� ��� ����������
�������� ��� ������������� ������������ ��������� �� ��� ��������� �� ���� ������ �����
���� �������� ������� ���� ���� �� �������� ����������� ���� ������ ������� ��� ���
������� ����������� ����� �� ������ ������� �� �������� ���� �� ���� �������� ���
���� ��� ����� ��� ������������������� ��� ����� ���������� ��� �� ��� �������� ���
������ ������������ ��� sin(θ) ����� θ �� ��������� ����� ��� �������� ��� �� �����
�������� ��������� �������� ��� ���� ���������� ������ ������� ��� ������ ������ ���
��� ��� ��������������� �� �������� ��� ��� ���������� ���������������� ��� ����� ���
���������������������� ���������������� ��� ������ ������ ��� ��� ��� ��������� ����
���������

���� ��� ����� �������������������� ����� ��� ����� ������ �������� ��� �� ��� ������ ����
���������� ���� ������� ��� ������ ���� �� ������ ������ ����� ����������� ��������� ��� ���
����� ������ �� ���� ������ ������������� ��� ��� ���������������� ��� ������������
������� ������� �� ������������ ��������� ��� �� ����� ��� ��� ���� ��� ��������
������� ������ ��������� ���������� ������ �� ��� ������ ����� �������� ��� ���� ����
���� �������������� ������ ������� �� ����� ��� ���� ����� ��� �����������������������
��� ��� ������������ �������� �����������

� θ̈(t) + g
l sin(θ(t)) = 0 ��� ������������� �������������� ������

� θ̈(t) + g
l θ(t) = 0 ���� �������� �������������� ������

��
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� θ̈(t) + rθ̇(t) + g
l sin(θ(t)) = 0 ����� ������������� ���������� ������

�������� ��� ��� ��� ��� ������������� ������� �� ����� ��������� �� ������ ������� ���
����� �������� ���������� ���������������� ���������� ������ ���������� ��� ��������
����� ���������������������� ��������� �� ������ ���� ��� �������� ��� ���������������
���� ��� ���������������������� ���� ���� ��� ��������������������� ��������� ��
��� ��������� ��� ��� ��� ������������������ θ0 = π/2 ��� ω0 = 0 �� ������ ����������
���� ���� ������� ����� ���� �� ��� ����������� ���������� ��� ��� ��������� ��� �������
��� ������ g/l = 1 ������� ������

��� ���������� ������ ���������

��� ���

��������� �� ������������������ ��� ��� ���������� ������� ��� ���������� θ ��� ���
������������ ������������� �������

���� �� ������ ���� ���� ��� ����������� ��� ����� �������� ������ ������� ��� ����
���� ������� �� �� �� ������ ������ ����� ����������� ����� ���� ������� ��� ���� ������
���� �� ��������� ��� ���� ������������ ��������� ���� ��� ��������� ��� ����������
�������� ������ ���� �������� ��������� ���� ��� �������� ��� ��� θ �������� π/2 ���
−π/2 ����������� ������ ���� ������

��� �������� ������ ��� ��� �������������� ���� ��� ��������� ������� ���������� ���
��� ��� ����������� ��� ������������� ����� ������������ ��������� ���� ��� ���� ����
����������� ������� ���� �� �� ���� ���� ����� �� ��� ����� ��� ��������������������
����� ���� ���� ������������ ��� ��� ���������� ������ ������ ����������

���������� ��� ����� ��� ��� ����������� ��� ������������� �������� ����� ���� ����
���� ������ ��� ������������������� ��� ���� ��� ���������� �� ����������� ��� ����
�������������� �� ��������� �� ������ ��� ����� ����� ��� �������� ����������������
�θ0 = π/2 ��� ω0 = 0� ���������� �� ���� �� ������� ��� ���� ����� ����������� ��
��� ������������� ��� ������������������ ������ ����������� ��� �� ��� ���������������
��� ���������� θ ���� ���������� �� �������� ��� ���� �� ���� � ������������ ����� ���
�� ��������� ���� ���� ������ ��� �������� f � ��� ���� ��� ������������� T ��� θ� �� ����
��� ������������� ������� �������� ��� ��� ��������������� ���������� ������� ����
���� �������������� ������ ����� ��� ���� ���� �� �������� ���� ���� ��� ��� ������� ��
����� ��� ����������������������� ����� ����������� ���� ������ �� ������� ������������
������ ����� ������ ��� ��������� ����
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��� ���

��������� �� ��������� ��� ������������������� ��� ��� ��� �������� ��� ���������� θ
��� �������� �������� ��� ������������� ����

��� ���

��� ���

��������� �� �������������� ��� �������� ��� ���������� ��� ��� ��������������� θ0 =
90� ��� θ0 = 45�� ��� ���������������� ��� ��� ������������ ������� ���
���������������� ��� ��� ������� ������� ��� ������������� ��� ��� ������
������� ������ T90 = 7.50� T45 = 6.52� ��� ������������� ��� ��� �������
������ T90 = T45 = 6.38

������ ��� ���������� ������������ ��� �������� �� ���� � ��� �� ��� ����������� ���
����� ���� ��� ���������� ��� ������������������� �� �������� ���������� ��� ��� ����
������� ��������� ����� ������ ������ ���������������� �θ0 = π/4 ��� ω0 = 0�� ���
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�� ������� ��� ���������� ��� ������������������� �� ����������� �� ���� � ����� ����
���� ���� ��� ������� ��������� �������������������� ��� ������ ��� ����������������
���� ����� ����� ��� ������ ��� ������������� ������� ��������� ���� ��� ���� �� ���
���������� ��� �������� ��� ������������� �� ����� �� ������

��������� �� ��������� ��� ������������������� �������� �������� ��� ������������� ����
��� ��������������������� ��� π/2 ��� π/4

������� ����� ���������� ��� ���� ��������� ������ ��� ��� ��� ����������� ��� �� �����
������ ��� ������������ r ������� ���� ���������� ��� �� ������ ����������� �����
��� �� ������ ��� �������� ���� ���� �� ��� �������� ��� ��� ���� ����� ��� ���� ����
�� ����� ��� ��� ������������� �������� ��������� ���������� ��� ���� ��� ��� ��������
��������� θ0 ��� ω0 �������� ����

��������� ������ ������ ��� ������ ���� �������������������� ������� ������� ���� ����
������ �� ��� ������ ��� ���������������������� ������ ������� ������������

ω = θ̇ ����

ω̇ = −r ∗ θ − g

l
sin(θ) ����

��� ����� g/l = 1 ��� r = 0.1 ���� r = 0.5� ��� ���������������� ���� θ0 = π/2 ���
ω0 = 0� �� ���� � ����� ��� ����� ���������� ����� ��� ������� �� �������� ������������
�� ����� ��� ������������� ����� ��������� ��� ��������������� ������ ������� ������
����������� ��� ��������� ���� ����� ���������� ��� ������� ������ ��� ��� ������� ��� ���
����� ����� �������� ���������� ��� ��� ������ ������ �����

�� ��� ��� �� ������ ���� ������������ ������������� �������� ��� ��������� ��
�������� ���������� ��� ��������� �� ������ ������ ���� ���� ������ ��������� ������
����� ���� ��� �� ���� ��� ��� ��� �������� ��� ��� ������ ���� ����������� ���� ����
��� ����������������� ��� ��� ���� ������������ ��� ������������� ��� ������ �����
��� �������� ����������� �� �������� ��������� �� ������� ������ ��� �������� ���
�������������������� �F ���������� ���� ������ ��� ��� ������������ ��� ����������
��������� ����� ��� ������������� ��� ��������� ��� ��������� ��������� ��� �����������
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��������� �� ������������������� ��� ���������� ������������� ������ ��� � � ��� ���
��� � � ��� ���

��� ���

��������� ��� ���������� θ ��� ���������� ������������� ������ ��� � � ��� ��� ��� �
� ��� ���

�� �����������

�̇θ =
d

dt

�
θ
ω

�
=

�
θ̇
ω̇

�
=

�
ω

−rω − sin(θ)

�
= �F (�θ) ����

��� ���� ��� �������� ��������

Λ = �∇ ∗ �F (�θ) = −r ����

�� r > 0 ���� ��� Λ < 0 ��� ������ ������ ���� ��� ������ ���������� ���� �� ��� ������
�� ����������� ���� ��� ������� ��� ��� ���� ����� ���������� ����� ������������ ����� ��
������ ���� ��� Λ = 0�

��� ���� � ����� ��� ��������� ����� ���� ���� ��� ������ ����� ��� ����� ��������
��������� ��� �� �� ��� �������� ��� ��� ���� ����� ����� ������ �������� ����� ���

��



��� ���������� ����������� ������ � ��������� �� ����������� ��������

θ = ω = 0� �� ������ ����� ������� �� ������������ �������� ��� ��� ��� ���� ����
��� ����� ������� ������� ������ ��� ������������ ��� �F (�x) �� ���������� ����� ���������

M =

�
0 1

−cos(θ) −r

�
����

����� ��� ��� ��� �������� �� ��� ������ ��� ��� ��������� � ��� �� ������ ����

s =
1

2
(0− r) = −r

2
����

d = 0 ∗ (−r) + cos(0) ∗ 1 = 1 ����

�� �� ������� ������ r > 0 ���� ����� s < 0 ��� d > s2� ��� µ1 = µ2∗� ��������� ��������
����������� ����� ��� ��� �������� θ = ω = 0 ��� ������ ����� ��� �������� �������� ���
���� ������ ������ ��� ����������� ��������� ����

��� ���������� ����������� ������

��� ������� �������� ����� ��� ���������� ���������� ������� ������� ��� ��������������
��� ����������� ��������� ���� ��� ������������������ ������

θ̈ + rθ̇ + sin(θ) = fcos(Ωt) ����

����� r ��� ����� ��� ��� ��������������� �������������� ����������������� ���� sin(θ)
��� ���� �� θ ������������� �������������� ��� ��� ���� ��� ��� ������� ����� ��������
��� ���� �������� ������������ ������� ��������� ����� ��� ��� ������ f ��� ��� ��������
Ω�

��� ������������� ��� ������ ��� ����� ��� ������� ��� ��������� ������� �� ���� �����
��������� ������� ���� �� ���� �� ��� ������������ ������ �������� ����� ������ ������
��� ����������� ����� ���������� ������� ������ ��� ������������������ ��� ���� ���
������� ��� ���������� ��� ���������� ������������ ������� ����� ����� �����������
������ ��� ����������������� ��� ��������� ��� ��������

��� ������������ ��� ������� ���� ������ ����� ���������� ��� ���������������������
ω �������������

ω̇ = −rω − sin(θ) + fcos(φ) ����

θ̇ = ω ����

φ̇ = Ω ����
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�� ��� ������������ ��� Λ ��� ��� ����������� �� ��������� ���� �������� ��� ���������
��� ���������������� ����������

�F (�θ) = �̇θ =
d

dt




θ
ω
φ


 =




θ̇
ω̇

φ̇


 =




ω
−rω − sin(θ) + fcos(φ)

Ω


 ����

Λ = ∇ ∗ �F (�θ) = −r ����

��� ����� r > 0 ��� ����� Λ < 0 ��� ����� ��� ��� ������ �����������

��� ������ �� ������������ ����� ������������������ ��� ������������������� ��� ���
���������� �������� ��� ���������� θ ��������� ��� ��������� ������������ ������ ����
������������� ��� ���� ��� ������ � ��� �������� ������������ ������ ��� �������� ���
������� ����� ���� ������ ��� Ω = 2/3 ��� ��� ����������������� ���� ��� r = 0.5 ��
������ �� ���� ���� ��� ����������������� ���� ���� ��� ���������� ������ ��� ������
��������� ��� �������� ���������� ���� ����������� ������������� ����������

�� f ��� ���������� ��� ���������������� ��������� ���� ���� ��� ������� �� ������� �����
��� ��� ��� ������ ��������� ���� ��� �� ����� �� ����� ������ ������� ���������� �����
����� ���� ��� ���� ��� ������������� ���� ���� ����������������� ������� �������
������ �������� ���� ����� �������� ��������� ���� ��� ������ ��� �������� ���� ���
��������� ����� ����� ��������������������� �� ������������ ��� �����������������
�� ���� �� ����� ��� ������ �������� ��� ��� ���������� ����������� ��������� ������
��� ����� ���������������� ��� � ��� ��� �� ������ �������� ���� ��� �������� ���
������ ������� ���� ��� ������ ���������� ���� ��������� ��������

�� ���� �� ��� ��� ���������������� ��� ��� ��� ��� ����������� �� ��� ������ � �������
����������� �� ����� ��� ������ ������� ���������� ������ ����� ��������� ������ ����
��������� ������ ����� ���������� ������� ��� ��� ������������� ��������� ������ ���
�������� ��������

�� ���� �� ��� �� ���� ��������� ��� ��� ��������� � ��� ��������� ��� ������� ���
��������� ��� f = 0.9 ����� ��� ������������ ��������� ��� ������� ��������� ������� ����
��� f = 1.075 ����� ���� �������������������� ����� ��� ��� ������ �������� ��� ���
����� ���� ���� ��� ������ ����������������� ����������� ���� ������� ������� ����� ���
f = 1.12 ����� �� ���� ��� f = 1.2 ��� ����� �� ���������� �� ������ ���� ���� �� �����
����� �������� ��� ��� ������ ��� ���� ���������� ��������� ��� �������������������
����� ��� ����� ������ ���� ��� ��� ����������� ��� ������� ����� ������������ ����
���� ����� ������ ��� ������ ��� ���� ��� ����� ������������ �� ���� ��� ������ �� �����
���� �� ��� ������� �������� ��� ���� ��� ��� ������ ��� ������������ ����������
��������� ����������� ����� ����� ��� ��� ����� ��� ���������� �� ��� ���� ���
��� �� ���� ��� ������������ ��������� �������������� �������� ������� ��� ����������
��������� ��� ������� �������� ���� �� ������� ��� ���������� ����� ���� �������� ���
���������� ���� ��� �� ��� �������� ��������� �� ������ � ��� ��� ������� ����� ��������
����� ���� �� ������� ��� �� ��� f = 1.4 ������ ��� ���� ������� ���� �� ���� �����
������� ���������������������� ������ ��� ���� ��� f = 1.5 ������ ����������� ���������
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��������� ��� �������������������� ��� ���������� ������������ ���������� ������� ���
����� ������������������������ ��� f = 0 ��� f = 10� ��� ����� ��������
���� �� ���� �� ���������� �����������

��� ���

��� ���

��������� ��� ��������������������� ��� ���������� ������������ ���������� �������
��� ���������������� �������� ��� �
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��������� ��� �������������������� ��� ���������� ������������ ���������� ��������
��� ����� ������ ���� �� ����� ��������� �� ����� �������������������
��� ����������������� ������� ������

����������� ��� �������� ��� ������������ �� ����� ������� ��������������������� ����
������������������� ������ ���� ���� ��������

�� �� �������������� ���� ���� �� �������� ������ ��� f ������� �������� ��������
������ ��� ��������������� ����� ��� ��������� ��� ��������� ����� �� ����� ��������
��� �������� ��� f = 0.9 ���������� �� ��� ������������ ���� ���� �� ��� �����������
��������� ������� ���������� �� �������� �������� ���������� ���� ��� f = 0.9 ���
f = 1.4 ��� ���� ����������� ��� f = 1.45 ���� �� ���� ����� ������� ����� ��� ���
��� ������������������� �������������� ���� ��� ������� ����� ���� ��� ��� �����������
������������������� ��� �� ��� �������������� �������������� ���� ��������������� ���
������ ������ ������ ��� ����������������� ��� ������� ����

���������� ��� ��� ����������������� ��� ���������������������� ��� ����������������
����������������� ����� ���� ������� ���� ���� ���� ������������ ��������� �� ���������
������� ����� �������� ������ ������������ ��� ������ ����� �� �������� ��� ��������
����� ��� ������ ��� ���������� ����������� ��������� ���� �� ������� ��� ����� �������
��� ��������� ��� ��������� ����������������� ������ ���� �����

���������� ��� ��� ���������������� ��� f = 1.2 ��� f = 1.5 �������� ������� ���
���� ����� ������ ������ ����� ����������� ����� ���� ��������� ��������� ���� �����
��� �� ���� �� ����� ������� ���� ���� ��� ��������� ����� ������ ����� ���������������
����������� ���� ��������� ��� �������� ������� ���� ��� ��� ������ ��������� �� ���
��� ����� ������ ����� ��������������� ������� ������ ��� ����������������� ��� ���
��������������������� ��� ��������� �������� � ��� �� ��� �������� ������� ��� ���
��������� ���������� ��� ��������������������� ��� ��� ������� ����� ������� ����
��� ���� ��� �������������������

�� ��� ����� �� ������ ������ ������ ������������� �� ������� ������� ��� ���� ����
��� �� ��� ��������� ��� ���� ��� ��� ���� ������� ��� ���������������� ��� ���
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��� ���

��������� ��� ���� �� ��� ���������������� ��� f = 1.2

�������������������� �� ���� �� ������ ��� ��������� ������������������� �� ������
������� ��� ����������������� � ���������� ���� �� ��� �������� ������� ���� ���������
���� ����������� ������������ �� ���������� ����� ������������ ����������� ��� ���
������ ��� ����������� ���� �� �� ������� ���� ����� ��� ������ ����������������� �����
���� ���������� ��� ��� ���� �� ��� ���� ��� �� ������� ���� ���� ���� ����� �� ���
�������������������� ��������� ��� ���������������� ��� ����� ��������� ���� �����
���� ��� ��������� ������� ��� �� ����������� ������� ����� ��� ��� ��� ������ ������� ����
��������� ������� �� �������������������� ����������� �� ��� ���� �� ��������� ���� ��
���� ���� �� ��� ������ ��� � ������������������ �������� �� ������ ������ ���������
� �������������� �������� ���� �� ������� ���� ����� ��� ��� ������� �λ1�� λ2 = −0.25�
�� �� ����� ��� ��������� ���������� ��� ����� ����� λ ������ ��� ���� ��� ���������
������������������ �r = −0.5� ���� ����� λ3 = 0� �� ��� ������������ ������������� φ
���� ���� ��� ������ ��� λi ��� ������������ ������������ ������ ����� ���������� ���
������ ���� �� �� ���� ��� λ1 < 0� ������� ��� ������� ��� ��� ������������ ��� ���
�������� ������������ ���� ��� ���������� λ1 > 0 ����� ������� ��� ������� ��� ���
������ ����� ��������� ���������� ������ ���� ����

������ ���� ��� ������������������� ���� ���� ���� ���� ���� ��������� ������ ��� �� ����
��� �������� ��� ���� ��� ������������������ �� ���������� ��� �������� ��� ���������
�������� ��������� ���� ������� ���� ��� �������� �� ���� ���� ���� ��� � �����������
������ ������

K =
�

i

λ+
i (�x) ����

��� ���� ��� � ��� ��� ����� ��� ��������� ������������������ ���������� �� ������
���� λ1 �� ����������� ��������� ������ ��� � ���� ��� ��� ������������������� �� �������
����

K =

�
λ1 ��� λ1 ≥ 0

0 ��� λ1 < 0
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��������� ��� ���������������� �� ������������ ��� ������������������ �

��������� ��� ���������������� �� ������������ ��� ������������������ �� �������
���������� ��� f = 0.9 ��� f = 1.6

���� ������ ���� ����� ���� ��� ���� ��� ������� ��� ������������������� ����������
���� �������� ������������������� ��� �������������� ��� ��� ������� �� �����������
��� ����������������� ����� ��� ��� ����� ���� �������� ��������� ��� ��� ����� ���� ���
������ ����������������� ����� �������� ��� � ������
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��� ���������� ����������� ������ � ��������� �� ����������� ��������

�������� ��� � ������ ��� ���� ������������ ��� ��� �������� �������������� Tm �������
��� �������

Tm ∝ 1

K
log(

1

l
) ����

���� ����� �� ��������� ��� ���� � ���� ��� �� ���������� ���� ������� ���� �� λ1 �������
���� ���� ���� �� K = 0 ���� Tm ��������� ���� ��� ��� ������� ��� ������� �� ����
���� ����������� ������ ����� ��� ���� ������������ �� ���� ������ ���� �����������
��������� ��������� �� ��� ���������� �� Km > 0 ���� ����� ��� �������� ��������������
��� ��� ����������� ��� ��� ��� ��� ��� ������������������ ��������� ����� ����
������ ���� ��� ��� ������������������ ��� ��� � << 1 ��������� ����� ���� ���
�������� �������������� ����� ��������������� ����� �� ��� ����������� ��������� ���
��� ����������� �� ��� ��������� ��������

���������� ��� ����� �� ��� ��������� ���� ��� ��������������� ��� ����������� ����
������ ��� �������� ������� �� ������� ���� �� �� ��� ����� �� ������� ������ ��� ��
���� ����� ���� ����� ��� �������� �� ��� ����� ������� ��� ������ ��� ��� ���������
����������� ������������� ���� ��� ��� ���������� ����������� �����

��� ����� �������� ��� ����� �������� ������� ����� ����� ���� ��� ��� ���������� ���
��������������� ��� �������������� ��� ��� ���� ���� ������ �� ����� �������������
����������� �������� ��� ����� ������� ����� ������ ������� ���� ��� ����������� ����
��� ��������� ��������������� ��� �������������� ��� ������� �� ����� ����� �������
��� ��� ������ ����������� �������� ���� ���� ��� ��� ������������� ����� ���������
������� ��� ��� ��� ������������ ���������� ���� ������������������ ������� �����
����� ������� ��������� ��� �������� �� ������������ ��� ������������������ �������
�������� ����� ����� ������ ���� ������ ������ ����� ��������� ����������������� �����
���� ��� ��������� ���� ��� ����� ����� ����������� ������� �� ���� ��� �������� �� �����
���� �������� ���� �� ��� ������� ������� ������� ������ ������ ��� ��� ���� �����
������������ �� ��� ��� ��� ������������� ��������� ���� ������������� ��� ��� �� ����
����� ���� ��� ����������� ��������� �� ������������� ��� ��� ������������������

�� ������ ���� ������� ������� ���� ��� ��������� ������������ ����������� ��� �������
���� ����������������� �������� ��� ��������������� ����������� ������������ ���
������ ��������� ��� �������� ��� ����� ������������ ���������� �� ����� �����������
����� ��������� ���� ��������������������� ��� �������� ���� ������ ��������� ������ ���
��� ������ �� �� �� ������� ���� ��� ��������� ������������ �������� ��� ���������� ������
�� �������������� ��������� ��� ��� ���������� �� ����������� ������������
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���� ������������ ����������� ��� ��������������� ��� ������������� �������� ������
�� ����� ��� ������ �������� ������������ �� ������������ ���������� ������� �� ����
������������� ��� ����� ������������ ��������� ����������� ������� ����� �� ������
���� ������ ��� �������� ��� ��� ��������������������� ��� ���������� ��� ����������
�� ��� ������� ������������ ������ ����� ��� ��������� ��� ������ ���������������� ���
���� �������������� ���������� ����������� ����� ��� ���� ������������������ ����
���������������������� ������� ��������� �������� ���� �� ��� ����������� ������ ���
�������� ��������������� ������ ����� �������������� ��� ��������� ����������� ��� �����
������ ���� �� ���� ��������� �������� ��� ��� ��� ��� ������������������ ��� ��� ���
��� ������������ ��� ������� ��� ���������� ��� ������������������ ������������ ���
�� ����� �������� �������� �� ��� ��������� ��� ����������� ������� ����������� ��� ���
��������� ��� �������� ��� ��������� ����������� ����� ��� �������������������� ���
�� ��������� ��� ������� �� ����������� �������� ������������� ��� �� ������� �������
����������� �������� ����������� ����������� ������� �� ������������ ����� ��������
���� �� ��� ���� �������������� ���������� �������� ������������� ��� ���������������
�������
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� ���������� ��� ������������ ��� ��� ����� ������ � � � � � � � � � � � � � �
� ���������������� ����� ����������������� ����������� �� �������� �������

�� ���������� ������� �� ������� �� �������� �������� �� ���������� ��������
�� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� �������� �������������� ��� ��� ������ ��� ���� ��������������� � � � � � ��
� ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
� ������������������ ��� ��� ���������� ������� ��� ���������� θ ��� ���

������������ ������������� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
� ��������� ��� ������������������� ��� ��� ��� �������� ��� ����������

θ ��� �������� �������� ��� ������������� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � ��
� �������������� ��� �������� ��� ���������� ��� ��� ��������������� θ0 =

90� ��� θ0 = 45�� ��� ���������������� ��� ��� ������������ ������� ���
���������������� ��� ��� ������� ������� ��� ������������� ��� ��� ������
������� ������ T90 = 7.50� T45 = 6.52� ��� ������������� ��� ��� �������
������ T90 = T45 = 6.38 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� ��������� ��� ������������������� �������� �������� ��� �������������
���� ��� ��������������������� ��� π/2 ��� π/4 � � � � � � � � � � � � � � ��

� ������������������� ��� ���������� ������������� ������ ��� � � ��� ���
��� � � ��� ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

�� ���������� θ ��� ���������� ������������� ������ ��� � � ��� ��� ��� �
� ��� ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

�� �������������������� ��� ���������� ������������ ���������� ������� ���
����� ������������������������ ��� f = 0 ��� f = 10� ��� ����� ��������
���� �� ���� �� ���������� ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

�� ��������������������� ��� ���������� ������������ ���������� �������
��� ���������������� �������� ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

�� �������������������� ��� ���������� ������������ ���������� ��������
��� ����� ������ ���� �� ����� ��������� �� ����� �������������������
��� ����������������� ������� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

�� ������������������ ��� ���������� ����������� ������� ��� ��������������
��� ������� ��� ������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

�� ���������� ������� ��� ���������� θ ��� ���������� ����������� ������� ���
���������������� ������� ��� ������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

�� �������������� ��� �������� ��� ���������� ��� ���������������� ���������
�������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

�� ����������������� ��� ���������������������� ��� ����������������� ����
��� ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

�� ������������ ���������������� ��� f = 1.2� �� ����� ������� ��� �������
����� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

�� ���� �� ��� ���������������� ��� f = 1.2 � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
�� ���������������� �� ������������ ��� ������������������ � � � � � � � � � ��
�� ���������������� �� ������������ ��� ������������������ �� ����������

������� ��� f = 0.9 ��� f = 1.6 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
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