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Numerical	  Methods	  in	  Physics	  
Numerische	  Methoden	  in	  der	  Physik,	  515.421.	  

Instructor: 	  Ass.	  Prof.	  Dr.	  Lilia	  Boeri	  
	   	  Room:	  PH	  03	  090	  
	   	  Tel:	  +43-‐316-‐873	  8191	  
	   	  Email	  Address:	  l.boeri@tugraz.at	  

Room:	  TDK	  Seminarraum 	   	   	   	  Time:	  8:30-‐10	  a.m. 	  	  

Exercises:	  Computer	  Room,	  PH	  EG	  004	  F	  	   	  	  

hPp://itp.tugraz.at/LV/boeri/NUM_METH/index.html	  
	  (Lecture	  slides,	  Script,	  Exercises,	  etc).	  



Script:	  

ì  For	  this	  lecture,	  I	  will	  follow	  the	  script	  of	  Prof.	  H.	  Sormann,	  

	  (Numerische	  Methoden	  in	  der	  Physik,	  515.421).	  

You	  can	  get	  a	  copy	  (in	  German)	  at	  the	  OH	  Referat,	  or	  at	  the	  following	  web	  address	  (pdf):	  

	  

ì  I	  have	  translated	  in	  English	  the	  parts	  which	  are	  relevant	  to	  this	  lecture	  (and	  exercises).	  

You	  can	  get	  a	  copy	  of	  the	  English	  transla8on	  at	  the	  following	  web	  address	  (pdf,	  updated	  every	  
week):	  

	  

ì  Another	  useful	  reference	  is:	  R.W.	  Hamming,	  Numerical	  Methods	  for	  ScienAsts	  and	  Engineers,	  
Dover	  Books	  (in	  English).	  

	  

hPp://itp.tugraz.at/LV/boeri/NUM_METH/script.html	  
	  	  

hPp://itp.tugraz.at/LV/boeri/NUM_METH/script_e.html	  
	  	  



ì  Chapter	  1:	  Introduc8on.	  

ì  Chapter	  2:	  Numerical	  methods	  for	  the	  solu8on	  of	  linear	  inhomogeneous	  systems.	  

ì  Chapter	  3:	  Interpolabon	  of	  point	  sets.	  

ì  Chapter	  4:	  Least-‐Squares	  Approxima8on.	  

ì  Chapter	  5:	  Numerical	  solu8on	  of	  transcendental	  equa8ons.	  

ì  Chapter	  6:	  Numerical	  Integrabon.	  

ì  Chapter	  7:	  Eigenvalues	  and	  Eigenvectors	  of	  real	  matrices.	  

ì  Chapter	  8:	  Numerical	  Methods	  for	  the	  solu8on	  of	  ordinary	  differen8al	  equa8ons:	  ini8al	  
value	  problems.	  

ì  Chapter	  9:	  Numerical	  Methods	  for	  the	  solubon	  of	  ordinary	  differenbal	  equabons:	  marginal	  
value	  problems.	  

TOPICS	  (this	  year):	  



Important	  !	  

First	  Lecture:	  1st	  October	  2013. 	  	  
Last	  Lecture:	  21st	  January	  2014.	  
Exams:	  The	  oral	  exam	  can	  be	  taken	  starbng	  on	  1st	  of	  February	  2014	  (by	  
appointment).	  
If	  somebody	  has	  followed	  the	  lecture	  from	  prof.	  Sormann	  in	  the	  previous	  years	  
and	  would	  like	  to	  take	  the	  exam	  with	  him	  please	  make	  an	  appointment	  with	  
him	  before	  the	  end	  of	  the	  Semester.	  
	  
	  First	  Exercise	  Class:	  1st	  October	  2013. 	  	  
Last	  Exercise	  Class	  (Last	  Abgabetermin):	  21st	  January	  2014.	  
Exams:	  The	  last	  available	  date	  for	  the	  presentabon	  of	  the	  exercises	  is	  the	  10th	  
of	  March	  2014.	  We	  will	  accept	  no	  exercises	  aUer	  this	  date.	  	  
If	  you	  have	  not	  registered	  yet	  please	  tell	  us	  NOW!	  



Important	  (2):	  

If	  you	  don’t	  have	  a	  user	  account	  on	  the	  TU	  server,	  please	  contact	  your	  
lecturer	  (Boeri,	  Heil,	  Kapper).	  

1st	  Group:	  	  10:00-‐11:30	   	  Lilia	  Boeri	  
2nd	  Group:	  11:30-‐13:00	   	  Gernot	  Kapper	  
3rd	  Group:	  	  13:00-‐14:30	   	  Gernot	  Kapper	  
4th	  Group:	  14:30-‐16:00	   	  Cristoph	  Heil	  
	  
You	  should	  have	  received	  an	  email	  with	  your	  group.	  

If	  not,	  please	  let	  us	  know!	  
	  	  
	  	  



Group	  (1):	  10-‐11:30	  



Group	  (2):	  11:30-‐13:00	  



Group	  (3):	  13:00-‐14:30	  



Group	  (4):	  14:30-‐16:00	  



Important	  (3):	  

IMPORTANT:	  Please	  note	  that,	  according	  to	  a	  new	  TU	  regulabon,	  all	  students	  
who	  aPend	  the	  first	  two	  classes	  of	  an	  exercise	  class	  and	  then	  “drop	  out”	  of	  the	  
course,	  will	  fail	  (5)	  the	  exercise	  class.	  We	  will	  enforce	  this	  rule	  for	  all	  students	  
who	  present	  the	  first	  exercise	  and	  “disappear”	  amerwards!	  	  
	  



ì	  
SCRIPT	  
Chapter	  1:	  Introducbon	  



ì  Definibons	  and	  basic	  concepts:	  algorithm,	  machine	  precision,	  roundoff.	  

ì  Errors:	  absolute	  and	  relabve	  error;	  sources	  of	  error.	  

ì  Input	  Errors:	  ill-‐condiboned	  problems.	  

ì  Sources	  of	  errors	  in	  the	  algorithms:	  methodological	  errors.	  

ì  Pracbcal	  Examples	  of	  the	  interplay	  of	  methodological	  and	  roundoff	  errors:	  

	  -‐	  Funcbon	  Evaluabon:	  how	  to	  avoid	  subtracbve	  cancellabon.	  

	  -‐	  Numerical	  Differenbabon:	  opbmal	  stepsize.	  

	  -‐	  Taylor	  series	  and	  conbnued	  fracbon.	  

	  -‐	  Recursive	  Algorithms.	  

	  

Outline	  (today):	  



ì	  
Definitions	  
Important	  Concepts	  

Numerical	  Mathema8cs:	  “Numerical	  MathemaAcs	  concerns	  the	  soluAon	  of	  
mathema&cal	  problems	  using	  numerical	  calcula&ons.	  This	  term	  indicates	  a	  finite	  
sequence	  of	  basic	  mathemaAcal	  operaAons,	  such	  as	  addiAon,	  subtracAon,	  
mulAplicaAon	  and	  divisions,	  using	  finite-‐digits	  algebra”.	  
	  
Algorithm:	  “A	  finite	  number	  of	  precise	  instrucAons,	  which	  require	  specific	  input	  
data	  and,	  executed	  in	  a	  given	  sequence,	  determine	  the	  final	  soluAon”.	  
	  
Error:	  “The	  results	  of	  computer	  calculaAons	  are	  (with	  a	  few	  excepAons)	  subject	  to	  
errors,	  i.e.	  they	  do	  not	  coincide	  exactly	  with	  the	  “true”	  soluAon	  of	  the	  problem”.	  
	  
	  



ì	  
Errors:	  
Absolute	  and	  relaAve	  error.	  

Absolute	  Error:	  

Rela8ve	  Error:	  

εa = x − x

x, x Real	  and	  Approximate	  value	  of	  x	  

εr =
εa
x
=
x − x
x

More	  meaningful	  



Input	  Informa8on	  
(Input)	  

	  

Algorithm	  
	  

Output	  Informa8on	  
(Output)	  

	  

Input	  error	  
(Measurement	  or	  	  
Roundoff	  error)	  

	  

Algorithmic	  error	  
(Methodological	  error;	  	  

Roundoff	  error)	  
	  

Output	  error	  
(Roundoff	  error)	  



ì	  
Machine	  Precision	  
DefiniAon	  

Machine	  Precision:	  The	  machine	  precision	  is	  the	  smallest	  posibve	  number	  τ	  for	  
which:	  
	  
	  
	  

1+τ >1

The	  smaller	  τ,	  the	  higher	  the	  accuracy	  of	  the	  machine.	  	  
	  



How	  to	  determine	  τ	  in	  prac8ce?	  





ì	  
Roundoff	  Error	  
DefiniAon	  

Roundoff	  Error:	  Roundoff	  Errors	  are	  unavoidable,	  and	  derive	  from	  the	  fact	  that	  in	  
a	  computer	  only	  a	  limited	  number	  of	  bits	  is	  available	  to	  represent	  a	  real	  number	  
(or	  bePer,	  its	  manAssa).	  
	  
	  
	  
	  

1.2345=12345×10−4

Scien8fic	  (floa8ng	  point)	  Nota8on:	  A	  real	  number	  is	  expressed	  using	  a	  significand	  
and	  an	  exponent.	  The	  manbssa	  represents	  the	  significant	  digits	  of	  the	  number.	  
	  
	  
	  
	  

The	  man8ssa	  contains	  the	  significant	  digits	  of	  the	  number.	  
	  
	  
	  
	  

Man8ssa	  
	  
	  

Exponent	  
	  
	  



Significant	  Digits:	  
	  
	  
	  

Roundoff	  in	  prac8ce:	  
	  
	  
	  

0.110=0.000110011001100…2	  
	  	  
	   	  	  	  

	  

Result:	  4.9999998	  
	  	  
	   	  	  	  

	  



Input	  Informa8on	  
(Input)	  

	  

Algorithm	  
	  

Output	  Informa8on	  
(Output)	  

	  

Input	  error	  
(Measurement	  or	  	  
Roundoff	  error)	  

	  

Algorithmic	  error	  
(Methodological	  error;	  	  

Roundoff	  error)	  
	  

Output	  error	  
(Roundoff	  error)	  



ì	  
Input	  Errors	  
DefiniAon	  

Input	  Errors:	  Input	  errors	  (i.e.	  inherent	  errors)	  are	  uncertainibes	  in	  the	  input	  data	  
with	  which	  the	  computer	  performs	  the	  calculabons.	  These	  uncertainibes	  can	  have	  
several	  origins,	  such	  as	  experimental	  (measuring)	  errors,	  or	  roundoff	  error.	  
	  
	  
	  
	  
Ill-‐condi8oned	  systems:	  are	  those	  systems	  for	  which	  the	  results	  of	  a	  calculabon	  
are	  strongly	  influenced	  by	  errors	  in	  the	  input	  data.	  In	  this	  case,	  the	  results	  of	  a	  
calculabon	  can	  be	  completely	  meaningless!	  
	  
	  
	  
	  

Let’s	  see	  a	  simple	  example…	  
	  
	  
	  
	  



2x2	  linear	  set	  of	  equabons:	  
	  
	  
	  

x + 5.0y =17.0
1.5x + 7.501y = a
!
"
#

x =17.0− 5.0y
1.5(17.0− 5.0y)+ 7.501y = a
"
#
$

x =17.0− 5.0y

y = a− 25.5
0.001

"

#
$

%$
Exact	  Solu8on	  
	  
	  
	  
	  What	  happens	  if	  there	  is	  an	  uncertainity	  on	  a?	  

	  
	  
	  

a = 25.503± 0.001



Input	  Informa8on	  
(Input)	  

	  

Algorithm	  
	  

Output	  Informa8on	  
(Output)	  

	  

Input	  error	  
(Measurement	  or	  	  
Roundoff	  error)	  

	  

Algorithmic	  error	  
(Methodological	  error;	  	  

Roundoff	  error)	  
	  

Output	  error	  
(Roundoff	  error)	  



ì	  
Algorithmic	  Errors	  
DefiniAon	  

Algorithmic	  Errors:	  are	  errors	  that	  occur	  during	  the	  evaluabon	  of	  the	  calculabon	  
specificabon.	  The	  causes	  are	  roundoff	  or	  methodological	  errors.	  
	  
	  
	  
	  

Methodological	  Errors:	  occur	  when	  the	  original	  mathemabcal	  problem	  is	  
replaced	  by	  a	  simplified	  problem.	  
	  
	  
	  
	   I = dx

x2x=1

2
∫ = −

1
x x=1

x=2

x=1

=1− 1
2
= 0.5

Example:	  
	  
	  
	  
	  

Exact	  Solu8on	  
	  
	  
	  
	  



Approximate	  Solu8on:	  trapezoidal	  formula.	  
	  
	  
	  
	   I = f (1)+ f (2)

2
Δx = (1

4
+1) ⋅ 1

2
=
5
8

εa = 0.5− 0.625= −0.125

Absolute	  error	  introduced	  by	  the	  trapezoidal	  formula	  (methodological	  error).	  
	  
	  
	  



ì	  
Practical	  Examples	  
Characterisbc	  examples	  of	  methodological/roundoff	  errors	  



Example:	  Func8on	  Evalua8on:	  Interplay	  of	  roundoff	  and	  methodological	  errors.	  
	   	  	  	  

	  
F(x) = 1+ x − 1− x

x

Exact	  result:
	  
	  	  	  

	   F(1) = F(−1) = 2

F(0) =1



Straighrorward	  Evaluabon	  of	  F(x):	  
The	  results	  are	  problema8c	  for	  
small	  values	  of	  x.	  

F(x) = 1+ x − 1− x
x

Numerical	  Solu8on: 	  
	  	  	  

	  

Fex (0) =1→ Fnum (0) = 0



F(x) = 1+ x − 1− x
x

What	  is	  the	  problem	  for	  small	  x?	  

For	  small	  x:	   1+ x ≈ 1− x Subtracbve	  cancellabon	  of	  roundoff	  
error	  +	  divide	  by	  “almost	  zero”!	  

(crazy	  oscilla8ons)	  

For	  “really”	  small	  x	  (x≈τ):	  

(wrong	  limit)	  

1+ x = 1− x ⇒ F(0) = 0!
Machine	  Precision	  



F1(x) ≡ F(x) = 1+ x − 1− x
x

⋅
( 1+ x + 1− x )
( 1+ x + 1− x )

=
2

( 1+ x + 1− x )

Solu8on:	  rewrite	  F(x)	  in	  an	  equivalent	  form,	  which	  is	  not	  affected	  by	  subtracbve	  cancellabon.	  
	  



Another	  Example:	  
	  

Second-‐order	  equabons.	  

ax2 + bx + c = 0

x1 =
−b+ b2 − 4ac

2a
x2 =

−b− b2 − 4ac
2a

If	  a	  and	  c	  are	  small,	  of	  subtrac8ve	  cancella8on	  for	  x1	  (b>0)	  and	  x2	  (b<0).	  
Reformula8on:	  

x1 =
−b+ b2 − 4ac

2a
×
−b− b2 − 4ac
−b− b2 − 4ac

=

=
b2 − b2 + 4a2c2

2a(−b− b2 − 4ac )
=

2c
−b− b2 − 4ac

No	  subtrac8ve	  cancella8on!	  



Alterna8ve	  Formulas:	  

x1 =
q
a

x2 =
c
q

q = − 1
2
b+ sgn(b) b2 − 4ac"
#

$
%



Example:	  Numerical	  Differen8a8on:	  Interplay	  of	  roundoff	  and	  methodological	  
errors.	  

	   	  	  	  
	   d

dx
f (x)

x=x0

≈
f (x + h)− f (x)

h
•  Differenbal	  rabo	  
•  h:	  stepsize	  (finite	  increment)	   	  

	  	  	  
	  

	  Using	  a	  finite	  stepsize	  introduces	  a	  methodological	  error	  εV,	  which	  gets	  smaller	  
and	  smaller	  with	  decreasing	  h.	  
In	  pracbce,	  the	  behaviour	  is	  roughly	  linear	  with	  h:	  

	   	  	  	  
	  

εV (h) =CV (h) ⋅h
CV (h) ≈ CV



εV (h) =CV (h) ⋅h

logεV = logCV + logh

	  CV	  is	  not	  constant!	  
	   	  	  	  

	  	  Subtrac8ve	  
cancella8on	  

	  
	  	  	  

	  

	  There	  is	  an	  op8mal	  value	  	  
of	  the	  stepsize	  (hopt)	  

	   	  	  	  
	  



How	  to	  improve	  the	  methodological	  error?	  
	  
1)  Increase	  precision	  (single/float-‐>double).	  
2)  Use	  an	  improved	  formula:	  

	   	  	  	  
	   d

dx
f (x)

x=x0

≈
f (x0 + h)− f (x0 − h)

2h

In	  many	  cases	  the	  methodological	  error	  is	  larger	  than	  the	  roundoff	  error,	  
therefore	  it	  is	  possible	  to	  assess	  (limit)	  the	  total	  error	  of	  the	  calculabon.	  
	   	  	  	  

	  



Taylor	  Series	  

Example:	  Complementary	  error	  func8on.	  
	  

erfc(x) =1− erf (x)

Error	  Func8on:	  The	  error	  funcbon	  is	  is	  related	  to	  the	  
cumulabve	  distribubon	  Φ,	  the	  integral	  of	  the	  
standard	  normal	  distribu8on	  by:	  
	  

	  Φ(x)=1/2+1/2erf(x/√2)	  
	  
The	  error	  funcbon,	  evaluated	  at	  x/(σ√2)}	  for	  posibve	  
x	  values,	  gives	  the	  probability	  that	  a	  measurement,	  
under	  the	  influence	  of	  normally	  distributed	  errors	  
with	  standard	  deviabon	  σ,	  has	  a	  distance	  less	  than	  x	  
from	  the	  mean	  value.This	  funcbon	  is	  used	  in	  stabsbcs	  
to	  predict	  behavior	  of	  any	  sample	  with	  respect	  to	  the	  
populabon	  mean.	  	  



Complementary	  Error	  Func8on:	  Taylor	  Series	  expansion.	  
	  

erfc(x) =1− 2
π

dz
z=0

x

∫ e−z
2

=1− 2
π

(−1)n x2n+1

n!(2n+1)n=0

∞

∑

erfc(x) =1− 2
π

an, an =
(−1)n x2n+1

n!(2n+1)n=0

nmax

∑

Recursion	  Formula:	  

an = −
x2 (2n−1)
n(2n+1)

"

#
$

%

&
'an−1,n ≥1; a0 = x

The	  trunca8on	  error	  (truncabng	  the	  series	  at	  n=nmax)	  is	  smaller	  than	  anmax+1.	  
It	  is	  possible	  to	  evaluate	  the	  series	  up	  to	  machine	  precision!	  (no	  
methodological	  error!)	  	  







Alterna8ve	  method:	  Con8nued	  Frac8on	  
	  

Advantage:	  works	  also	  for	  large	  values	  of	  the	  argument	  x.	  
Disadvantage:	  difficult	  to	  evaluate	  a	  priori	  the	  accuracy;	  cannot	  add	  terms	  to	  
the	  formula	  (to	  increase	  accuracy	  have	  to	  restart	  evaluabon	  from	  scratch).	  	  
	  



Methodological	  	  
Error	  	  	  

	  



Comparison	  of	  different	  methods:	  
	  



Recursion:	  A	  recursive	  algorithm	  is	  defined	  by	  a	  recursion	  formula:	  

Stability:	  An	  algorithm	  is	  defined	  stable	  (or	  unstable)	  when	  the	  error	  with	  
respect	  to	  the	  exact	  result	  at	  the	  nth	  step	  of	  the	  calculabon	  decreases	  (or	  
increases)	  in	  the	  following	  steps.	  	  

yn = a ⋅ yn−1 + b ⋅ yn−2



ì  Definibons	  and	  basic	  concepts:	  algorithm,	  machine	  precision,	  roundoff.	  

ì  Errors:	  absolute	  and	  relabve	  error;	  sources	  of	  error.	  

ì  Input	  Errors:	  ill-‐condiboned	  problems.	  

ì  Sources	  of	  errors	  in	  the	  algorithms:	  methodological	  errors.	  

ì  Pracbcal	  Examples	  of	  the	  interplay	  of	  methodological	  and	  roundoff	  errors:	  

	  -‐	  Funcbon	  Evaluabon:	  how	  to	  avoid	  subtracbve	  cancellabon.	  

	  -‐	  Numerical	  Differenbabon:	  opbmal	  stepsize.	  

	  -‐	  Taylor	  series	  and	  conbnued	  fracbon.	  

	  -‐	  Recursive	  Algorithms.	  

	  

Summary:	  



Input	  Informa8on	  
(Input)	  

	  

Algorithm	  
	  

Output	  Informa8on	  
(Output)	  

	  

Input	  error	  
(Measurement	  or	  	  
Roundoff	  error)	  

	  

Algorithmic	  error	  
(Methodological	  error;	  	  

Roundoff	  error)	  
	  

Output	  error	  
(Roundoff	  error)	  


