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ì  Chapter	  1:	  Introduc8on.	  	  

ì  Chapter	  2:	  Numerical	  methods	  for	  the	  solu8on	  of	  linear	  inhomogeneous	  systems.	  	  

ì  Chapter	  3:	  Interpola\on	  of	  point	  sets.	  

ì  Chapter	  4:	  Least-‐Squares	  Approxima8on.	  	  

ì  Chapter	  5:	  Numerical	  solu8on	  of	  transcendental	  equa8ons.	  

ì  Chapter	  6:	  Numerical	  Integra\on.	  

ì  Chapter	  7:	  Eigenvalues	  and	  Eigenvectors	  of	  real	  matrices.	  

ì  Chapter	  8:	  Numerical	  Methods	  for	  the	  solu8on	  of	  ordinary	  differen8al	  equa8ons:	  ini8al	  
value	  problems.	  

ì  Chapter	  9:	  Numerical	  Methods	  for	  the	  solu\on	  of	  ordinary	  differen\al	  equa\ons:	  marginal	  
value	  problems.	  

TOPICS	  (this	  year):	  



This	  week(19/11/2013)	  

ì  Zeroes	  of	  a	  Trascendental	  Equa8on:	  Defini8on.	  

ì  Itera\ve	  method:	  general	  concepts	  and	  convergence	  criteria.	  

ì  The	  Newton-‐Raphson	  method:	  defini\on,	  convergence.	  

ì  The	  Newton-‐Raphson	  method:	  a	  program. 	  	  



Zeroes	  of	  a	  Trascendental	  Equa8on:	  Defini8on.	  

F(x) = 0 The	  values	  of	  x	  which	  sa\sfy	  this	  equa\on	  are	  called	  zeroes,	  solu8ons	  
or	  roots	  of	  the	  func\on.	  

Finding	  the	  zeroes	  of	  a	  func\on	  is	  one	  of	  the	  most	  important	  problems	  of	  numerical	  analysis.	  	  

We	  will	  treat	  the	  following:	  

ì  Newton-‐Raphson	  and	  Regula	  Falsi	  (False	  posi\on):	  Itera\ve	  Methods.	  

ì  Method	  of	  the	  nested	  intervals.	  

F(x) ≡ Pm (x) = α j x
j−1

j=1

m

∑ = 0
We	  will	  not	  treat	  the	  special	  methods	  for	  algebraic	  
equa\ons.	  



Itera8ve	  methods:	  defini8on.	  	  

F(x) = 0 f (x) = x

reduces	  to:	  

This	  permits	  to	  define	  an	  itera&ve	  method	  to	  find	  the	  solu\on:	  

x0  starting value
x1=f(x0 )
x2 =f(x1)
...
xt+1=f(xt )

If	  the	  method	  converges,	  xt	  can	  get	  arbitrarily	  close	  to	  the	  exact	  solu\on	  (xex).	  

lim
t→∞
xt=xex



xt+1=f(xt )

The	  convergence	  of	  the	  itera\on	  depends	  on	  the	  way	  in	  which	  the	  reformula\on	  F(x)	  =	  0	  -‐>	  f(x)	  =x	  
is	  performed.	  

Example:	  

F(x)=x3 − x − 5

This	  func\on	  has	  one	  zero	  in	  x≈1.9…	  



F(x)=x3 − x − 5= 0

There	  are	  three	  possible	  ways	  to	  reformulate	  this	  equa\on:	  F(x)	  =	  0	  -‐>	  f(x)	  =x.	  

x=x3 − 5 x= 5
x2 −1 x= x + 53





Error	  es8mate:	  
xex=f(xex ) Exact	  Solu8on	  

xt+1=f(xt )-δt
xex − xt+1 = f (xex )− f (xt )+δt Roundoff	  error	  

The	  mean	  value	  theorem	  gives:	  

f (xex )− f (xt )
xex − xt

= f '(ξ ),  ξ ∈ xt, xex[ ]

f’(ξ)	  

xt	   xex	  



We	  thus	  obtain:	  

And	  itera\ng	  down	  to	  x0:	  

xex − xt+1 = f '(ξt ) ⋅ (xex − xt )+δt

xex − xt+1 = f '(ξt ) ⋅ f '(ξt−1) ⋅... ⋅ f '(ξ0 )(xex − x0 )+δt +
               + f '(ξt )δt−1 + f '(ξt ) f '(ξt−1)δt−2 +

               +f '(ξt ) ⋅ f '(ξt−1) ⋅... ⋅ f '(ξ1)δ0

We	  further	  assume	  that:	  

ì  m	  is	  the	  maximum	  value	  of	  the	  abs.	  value	  of	  the	  first	  deriva\ve	  of	  f	  in	  the	  interval	  I	  

ì  δ	  is	  independent	  of	  t.	  

	  



Proof	  of	  



With	  these	  assump\ons	  we	  derive	  an	  upper	  boundary	  for	  the	  error	  in	  the	  itera\on:	  

xex − xt+1 ≤m
t+1 xex − x0 + δ (1+m+m

2 +...+mt )

lim
t→∞

xex − xt+1 ≤ xex − x0 ⋅limt→∞
mt+1 +

δ

1−m

Methodological	  
Error	  

	  

Roundoff	  
Error	  

	  Both	  terms	  diverge	  for	  m≥1;	  the	  methodological	  error	  converges	  for	  0	  ≤	  m	  ≤	  1.	  	  	  

lim
t→∞

xex − xt+1 ≤
δ

1−m



The	  convergence	  criterion	  for	  the	  itera\on	  is:	  	  

0 ≤m ≤1 m =max I f '(x)

Converges!	  Diverges!	  



x=x3 − 5 x= 5
x2 −1 x= x + 53

Going	  back	  to	  our	  original	  example:	  

f '(x)=3x2 f '(x)=- 10x
(x2 −1) f'(x)=1

3
(x+5)−2/3



Upper	  boundary	  for	  the	  convergence	  of	  the	  itera8on:	  	  

xex − xt+1 ≤
m
1−m

xt+1 − xt +
δ

1−m

From	  the	  itera\on	  rule	  for	  the	  error	  one	  can	  derive	  an	  upper	  boundary	  for	  the	  error	  in	  the	  itera\on:	  

A	  simpler	  expression	  can	  be	  used	  if	  m	  and	  δ	  are	  not	  known:	  

xex − xt+1 ≤ xt+1 − xt

However,	  this	  expression	  works	  only	  if	  m≤1/2	  or	  un8l	  the	  methodological	  error	  is	  larger	  
than	  the	  roundoff	  error!	  



Proof	  of	  



F(x) = a+ (1− a)x2 − x

x1 =1                x2 =
a

1− a

Example:	  

The	  two	  zeroes	  are:	  

We	  want	  to	  find	  a	  good	  approxima\on	  for	  x1=1	  using	  the	  itera8ve	  method:	  

xt+1=f(xt )

xt+1=a+(1-a)xt
2

The	  first	  deriva\ve	  is:	  
f '(x) = 2x(1− a)



The	  upper	  limit	  for	  the	  first	  deriva\ve	  is:	  

m =max I 2x(1− a)

If	  we	  approach	  x=1	  from	  below,	  m≤2(1-‐a);	  the	  itera\on	  converges	  for	  |(1-‐a)|≤1/2.	  	  	  

1− a ≤ 1
2

1− a ≤ 1
2
⇒ a ≥ 1

2

a−1≤ 1
2
⇒ a ≤ 3

2

The	  itera\on	  converges	  for:	  
1
2
≤ a ≤ 3

2









ì	  
The	  Newton-‐Raphson	  Method	  
Itera\ve	  method	  



Defini8on:	  

F(x) = 0 f (x) = x

In	  the	  Newton-‐Raphson	  method	  the	  reduc\on:	  

is	  obtained	  by	  sekng:	  

f (x) = x − F(x)
F '(x)

This	  gives	  the	  itera\on	  rule:	  

xt+1 = xt −
F(xt )
F '(xt )

Newton-‐Raphson	  itera8on	  



xt+1 = xt −
F(xt )
F '(xt )

Newton-‐Raphson	  (tangent)	  method:	  

F(xt)	  

Δx	  

A

B	  C

AB
BC

= F '(xt )

f (xt )
Δxt

= F '(xt )⇒Δxt =
F(xt )
F '(xt )



The	  error	  es8mate	  gives:	  

m =max I
d
dx

x − F(x)
F '(x)

"

#
$

%

&
'=maxx0 ,xex

xF ''(x)
(F '(x))2
"

#
$

%

&
'

The	  Newton-‐Raphson	  method	  converges	  badly	  if	  the	  slope	  (F’(x))	  is	  small.	  This	  happens,	  for	  
example,	  if	  two	  zeroes	  lie	  close	  to	  each	  other.	  

Problema8c	  cases:	  

F '(xt ) = 0
F(xt+1) = −F(xt )
F '(xt+1) = F '(xt )



Convergence	  of	  the	  Newton-‐Raphson	  Method:	  

In	  case	  of	  convergence,	  the	  Newton-‐Raphson	  method	  converges	  quadra8cally.	  	  

Δxt+1 = −
1
2
F ''(xt )
F '(xt )

(Δxt )
2

PROOF:	  



RTNEWT(X1,X2,JMAX,XACC,ERROR)	  
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