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1 Schrodingeroperatoren

Schrodingeroperatoren H sind Hamiltonoperatoren (Darstellende der Messgrofie Energie in
einer Quantentheorie) in einem wellenmechanischen Hilbertraum, also in einem L?*(€2) mit
mefbarem €2 C R", die die Gestalt H = H,+V haben, wobei H, der Operator der kinetischen
Energie ist, also der Schrodingeroperator des freien Teilchens, und V' jener der potentiellen
Energie. Die grundlegende Aufgabe der Untersuchung dieser Operatoren aus funktionalanaly-
tischer Sicht ist es, zunéchst festzustellen, welche formal als Differentialausdriicke angegebe-
nen Operatoren selbstadjungiert sind, und dann Aussagen iiber die moglichen Energiewerte,
also das Spektrum von H, zu treffen. Da sich fiir ein Teilchen der H-Operator aus der Sum-
me des immer gleichbleibenden Operators H, und dem der jeweiligen potentiellen Energie
zusammensetzt, liegt es nahe, zunédchst einmal das freie Teilchen zu untersuchen und dann
das Teilchen im Potenzial.

Zuerst soll dazu ein Typ von Operatoren im L? besprochen werden, der die gemeinsame
Grundlage fiir die beiden Summanden von H bildet.

1.1 Multiplikationsoperatoren

Operatoren dieser Art stellen einerseits die Messgrofie der potentiellen Energie dar, ande-
rerseits ermoglichen sie mit Hilfe der Zwischenschaltung der Fouriertransformation einen
Zugang zu den Operatoren P; und H,.

Definition 1. V' sei der durch die Multiplikation mit der Funktion v(z) (z € R™) erzeugte
Operator.

Man verlangt fiir v immer Messbarkeit und p,{v™!(+o00)} = 0, da diese beiden minimalen
Forderungen bereits einen dichten Definitionsbereich von V' gewéhrleisten. Ist v iiberdies
reell, so ist V' auf ihm selbstadjungiert. Definiert man mit A als Spektralparameter

Definition 2.
M,(A\) :={x e R" |v(x) < A} (1)

dann gilt der



Satz 1. Ex(V)f = xm, - f, [ € L?, ist die Spektralschar zum durch v erzeugten Multipli-
kationsoperator V.

Dies ist eine Verallgemeinerung der Spektralschar von X; auf S. 16 f von MQM, welche der
Sonderfall fiir v = z; ist.

Auch das Spektrum von V' lésst sich durch v kennzeichnen:

Es ist genau dann A € S(V), wenn fiir alle ¢ > 0 die Menge v™*(I.()\)) positives MaB hat,
wobei I.(A) := {y | |y = A| < €} ist. In Worten ausgedriickt gehort also A genau dann
zum Spektrum von V', wenn das Urbild einer jeden e-Umgebung von A positives Maf} hat.
Insbesondere gehort A genau dann zum Punktspektrum S,(V), wenn p,(v=1(X)) > 0 ist.
Jeder Eigenwert ist unendlichfach entartet.

1.2 Impulsoperator P,

Sei Ur der Operator der Fourier-Plancherel-Transformation in L?(R™).

Definition 3. Impulsoperator P;:
P, = —h-Up'X;Up (2)
Or, = Uy D, = (wli € R A [ Ipid(pe)dm, < o0)

mit ¥(pr) = (Up) (p1).
Fiir ¢ € Dp, N CHR") gilt

0V (xy,)
P; = —th——
(P an) = —ih 25
Fiir das Spektralmaf} erhélt man
(E(P)(B))(xr) = UEI[XB(PiW(Pk)](Ik) (3)
Dieser Operator ist selbstadjungiert. Der durch -2 (x;) auf z.B. C} gegebene Operator

ist es nicht, sondern nur symmetrisch. Daher trlfft man diese Definition.

1.3 Das freie Teilchen
1.3.1 Halbbeschrinkte Operatoren

Definition 4. FEin Operator T' heifit nach unten halbbeschrinkt mit der Schranke m, wenn
fiir alle f € D(T) (f, Tf) > m|f||?* fir ein m € R ist.

Es gilt nun der

Satz 2. Ein in einem komplexen Hilbertraum dicht definierter nach unten halbbeschrinkter
Operator ist symmetrisch und besitzt (mindestens) eine selbstadjungierte Fortsetzung.



1.3.2 Der Schrodingeroperator des freien Teilchens

Die Vorgangsweise bei der Einfithrung dieses Operators ist ein Beispiel fiir die Erklarung
von Hilbertraumoperatoren, die einem gegebenen Differentialausdruck zugeordnet sind. Der
hier vorgegebene Differentialausdruck —A 148t sich mit der Wahl eines problemlosen Defini-
tionsbereichs durch
h2
H =—A D(H) =6 4
L= —5oA , D(H) ()
als dicht definierter Operator erklidren. Die Anwendung des Greenschen Integralsatzes ergibt
wegen des Verschwinden des Randwertbeitrags

(u, —Au) = — Z / u(x)0u(x)d" s = Z / |Byu(z))?d"z >0 . (5)

H! ist also nach unten halbbeschrinkt mit der Schranke 0. Nach dem obigen Satz hat
es selbstadjungierte Fortsetzungen, und man kann zeigen, dafl es sogar nur eine gibt. Der
Definitionsbereich dieser Fortsetzung H, ist mit Verwendung der auf L? unitiren Fourier-
Plancherel-Transformation Uy durch

D(H,) ={uluec L*A / | Zx?ﬂ(xk)\zd"x < 00 (6)

gegeben mit @ = Up(u). Dies spiegelt die Moglichkeit wider, H, auch als mit Up unitér
dquivalenztransformierten des nach A.) selbstadjungierten Multiplikationsoperators zur Funk-
tion >, #? zu erkldren. Da unitére Operatoren Hilbertraumisomorphismen sind, ist der unitér
dquivalenztransformierte eines selbstadjungierten Operators wieder selbstadjungiert. D(H,)
besteht aus Funktionen, die quadratisch integrierbare erste und zweite Ableitungen in ei-
nem verallgemeinerten Sinne haben. (Schwache oder Distributionsableitungen) (Vgl. auch
die Definition des Impulsoperators!)

Sei vy := Y, 22. Offensichtlich gilt:

A>0: A\ pp (V) = pfzi A —e <) af < A+ep >0, A<0:\/op'(L(N) =0

e>0 e>0

Da S(H,) eine unitdre Invariante ist, gilt also S(H,) = [0, 4+00).

1.4 Das Teilchen im Potenzial

Da ein Teilchen zwar frei, also ohne Potenzial, aber nicht ohne kinetische Energie sein kann
und daher Potenziale im H-Operator immer als Summanden zu H, auftreten, stellen sich
hier zwei Fragen:

1. Fiir welche v ist die Summe H = H, + V selbstadjungiert?

2. Wie sieht das Spektrum von H aus, oder anders ausgedriickt, wie wird das Spektrum
von H, durch das Hinzufiigen des Summanden V' verédndert ?



Zu 1.: Um einen sinnvollen Operator H = H, + V definieren zu kénnen, mufl die Summe
der beiden (im allg. unbeschrinkten) Operatoren selbstadjungiert sein. Dies fithrt zu weite-
ren Einschrinkungen fiir v. Ohne diese kénnte es geschehen, dafl ®(H,) N ®(V) zu wenig
umfassend ist, um eine selbstadjungierte Summe zu ermdoglichen. Ist die Selbstadjungiert-
heit von H, + V einmal sichergestellt, ist es wiinschenswert, das Spektrum von H genauer
kennzuzeichnen. Diesen beiden Fragen sind die folgenden Abschnitte gewidmet.

1.4.1 Selbstadjungiertheit
Relativbeschrinkte V:

Definition 5. A und B seien dicht definierte Operatoren in einem Hilbertraum mit ©(B) D
D(A). Es gelte fiir geeignete a,b € R und alle f € D(A)

IBFIl < allAf[l+ ol £l (7)

Dann heifst B A-beschrinkt. Die untere Grenze aller méglichen a, fiir die ein b existiert, so
dass (7) erfillt ist, heifit die Relativschranke von B beziiglich A.

Im allgemeinen mufl b umso grofler gewihlt werden, je kleiner man a wihlt. Der erste Sum-
mand auf der rechten Seite bedeutet, dal die Norm von B f nicht stéarker wachsen kann als ein
Vielfaches der Norm von Af, wenn man mit f ©(A) durchlauft, wobei bei unbeschrankten
A, B auch bei Beschrankung auf f mit ||f|| = 1 im allgemeinen beide Normen beliebig gro8
werden kénnen. Der zweite Summand berticksichtigt, dafl fir f € ker A und f ¢ ker B die
Ungleichung noch erfiillbar sein muf.

Eines der grundlegendsten Ergebnisse der Storungstheorie selbstadjungierter Operatoren ist
der

Satz 3. (Rellich/Kato): Sei A selbstadjungiert, B sei symmetrisch und A-beschrinkt mit
Relativschranke a < 1. Dann ist A+ B auf ©(A) selbstadjungiert. Ist dariber hinaus A
durch m nach unten halbbeschrdankt, dann ist auch A + B nach unten halbbeschrinkt, und
zwar mit unterer Schranke mp :=m — maxz{b/(1 — a),alm| + b} mit a,b aus (7).

Zur Kennzeichnung jener Klasse von Potenzialen, auf die Satz 3 und weitere Sétze angewen-
det werden konnen, braucht man noch die

Definition 6. Sei (X, ) ein Mafraum.

1. (L7 4+ L%)(X,pu) mit 1 < r,;s < oo ist die Menge aller u-meflbaren Funktionen v, die
als v = vy + v mit vy € L"(X, u) und vy € L¥(X, p) geschrieben werden kinnen.

2. (L™ + LX°)(X, u) besteht aus allen unter 1. gekennzeichneten Funktionen v, fir die
insbesondere s = oo ist und die dariberhinaus wie folgt zerlegbar sind

/\’U = 'Ul,s + U2,e mat ||Ul,e||r < 00, ||,02,e||oo <e€
e>0

Es gilt nun der



Satz 4. Seiv € (L* + L®)(R"), n < 3 und reellwertig. Dann ist H, +V auf D(H,) selbst-
adjungiert.

Der Beweis erfolgt durch Nachweis der Relativbeschranktheit von V' beziiglich —A mit be-
liebig kleiner Relativschranke und Anwendung von Satz 3. Die beliebig klein wéhlbare Rela-
tivschranke erméglicht es, das fiir den Operator —A erhaltene Ergebnis auch auf —(h?/2m)A
anzuwenden. Man beachte, dass in Spezialisierung des in Definition 6 nicht ndher festgelegten
Mafiraumes dieser hier ausdriicklich als R™, n < 3 mit dem Lebesguemafl vorausgesetzt wird.

Bsp. 1:
Coulomb-Potenzial. Es sei v(x) = oy ¢ € R. Dann ist H, + V' auf D(H,) selbstadjungiert,
da dieses v die Voraussetzungen von Satz 4 erfiillt.

Punktweise positive v(z): Der Beweis dieses Satzes beniitzt ganz andere Mittel als der
von Satz 3 und verwendet keine Relativbeschranktheit, die i. allg. gar nicht vorliegt.

Satz 5. Es seiv > 0 und stetig. Dann hat der auf C°(R™) erklirte Operator H, +V eine
eindeutig bestimmte selbstadjungierte Fortsetzung.

Dieser Satz lait sich auf solche nicht notwendig stetigen v verallgemeinern, die auf jeder
kompakten Menge quadratisch integrierbar sind, wenn man eine geeignete Definition von
Positivitat einfiihrt. (Reed /Simon: Methods of modern mathematical physics, Bd. 11, S. 182)

1.4.2 Spektren
Relativbeschriankte V:

Satz 6. Sei v wie in Satz 4. Das nach Satz J erklirte H, +V ist dann nach unten halbbe-
schrinkt. Daraus folgt dann S(H) C [my,00).

Ein Potenzial vom vorausgesetzten Typ verdndert also nicht die wesentliche Figenschaft der
Halbbeschranktheit von H,, wenngleich die untere Schranke des Spektrums i. allg. verschoben
wird. Fiir eine engere Klasse von Potenzialen sind dariiberhinaus noch weitere Aussagen
iiber die Anderungen am Spektrum von H, maglich, die duBerstenfalls eintreten konnen. Die
Kennzeichnung des gegeniiber solchen Anderungen unempfindlichen Teiles des Spektrums
erfolgt in

Definition 7. Das diskrete Spektrum Sq(A) von A ist die Menge aller in S(A) isoliert
liegenden Eigenwerte endlicher Vielfachheit. Das Komplement Sc(A) := S(A) \ Sq(A) die-
ser Menge beziiglich S(A) heift das wesentliche Spektrum. Es besteht demnach aus allen
Héiufungspunkten von S(A) und den Eigenwerten unendlicher Vielfachheit.

Es gilt nun

Satz 7. Seiv € (L + L®)(R"), n < 3 und reellwertig. Dann ist

Se<H) = Se(Ho) = [07 OO) ) Sd(H) - [E070)7 EO ;= inf S(H)



Die Voraussetzung verlangt, dafl v, vom Standpunkt der Quadratintegrierbarkeit aus gese-
hen, im Unendlichen abklingt. Dies hat zur Folge, dafl sich die Untergrenze des wesentli-
chen Spektrums durch das Hinzufiigen der Stérung nicht verschiebt. Da die Untergrenze des
Spektrums von H im allgemeinen aber erniedrigt wird, kann unterhalb von 0 nur diskretes
Spektrum liegen. Die Zugehorigkeit von v zur in Satz 4 bezeichneten Klasse wird durch Hin-
zufiigen einer Konstante, was das Spektrum von H gerade um diese Konstante verschieben
wiirde, nicht gedndert. Aus der Klasse von Satz 7 wiirde v aber durch eine solche Abénderung
hinausgeworfen werden.

Bsp. 1 (Fts.): v(z) = & erfiillt mit

|z

< wenn |z| < 9
v1e(z) = {Oxl onst 2] €

0 wenn |r| < le|
UQ,E('Z‘) = {L | | € )

sonst
|

die Voraussetzungen von Satz 7.
Uber die Michtigkeit von Sy(H) kann man noch weitergehende Aussagen machen:
Satz 8. Sei v wie in Satz 7.

1. Fiir feste Zahlen a > 0,e > 0, R > 0 gelte
v(z) < —alz|7* fir |z >R (8)
Dann hat H unendlich viele negative diskrete Eigenwerte, die sich bei Null hdufen.

2. Fiir feste Zahlen ¢ > 0, R > 0 gelte

o) > ~(3 ~ el fir |o|> R (9)

Dann hat H endlich viele negative diskrete Figenwerte.

Es ist also fiir das Vorliegen unendlich vieler Bindungszustiande notwendig, daf§ v(x) fiir
grofie |z| nicht zu stark gegen Null ansteigt. Da die Alternative: endlich oder unendlich viele
Bindungszustédnde die Zustdnde mit geringer Bindungsenergie betrifft, die rdumlich stark
ausgebreitet sind, spielt das Verhalten von v(x) fiir grofie |z| die entscheidende Rolle.

Punktweise positive v(z):

Satz 9. Sei v(z) wie in Satz 5, ferner gehe v(x) — oo fir |x| — oo. Dann hat H, + 'V rein
diskretes Spektrum.

Fiir alle im Unendlichen gegen 400 ansteigenden Potenziale ist also die qualitative Natur
des Spektrums gleich wie beim harmonischen Oszillator.



2 Storungstheorie

Die Storungstheorie untersucht, wie sich die durch einen Operator H bestimmten und in-
folge der exakten Losbarkeit des Problems als bekannt vorausgesetzten Grofien (Spektrum,
Eigenvektoren) als Funktion von a &ndern, wenn sie durch einen Operator H(a) = H+ H'(a)
bestimmt sind, wobei H'(0) = O ist. Man ist insbesondere daran interessiert, ob die an-
gefiihrten Groflen im Limes a — 0 in die zu H gehorigen (“ungestorten”) iibergehen und in
welchem Sinne sie das tun, sowie an Formeln, die in der Umgebung des exakt gelosten Pro-
blems, also in einer Umgebung von a = 0, die fraglichen Groflen zumindest ndherungsweise
als Funktionen von a zu berechnen gestatten. Dieses Problem tritt in den Anwendungen
sehr haufig auf, zum Beispiel bei Atomen in dufleren Feldern oder in Mehrteilchensystemen
bei Hinzunahme einer zunéchst vernachléssigten Wechselwirkung der Teilchen untereinander.

Es sei im Folgenden, wenn nicht ausdriicklich etwas anderes vorausgesetzt wird, H(a) =
H + a - H'. Als Beleg dafiir, dal man ohne genauer umrissene Voraussetzungen fiir das
Verhéltnis zwischen H und H' keine zu groBen Erwartungen hegen darf, sei zunéchst | H'|| <
oo vorausgesetzt. Trotz dieser unphysikalischen Annehmlichkeit gilt der

Satz 10. Die Operatoren mit rein diskretem Spektrum bilden in der Menge der selbstadjungrert-
beschrinkten Operatoren eine in der Operatornorm dichte Menge.

Der Satz sagt insbesondere aus, dafl man einen Operator mit rein stetigem Spektrum durch
Hinzufiigen einer beliebig kleinen Storung in einen mit reinem Punktspektrum iiberfiithren
kann. Trotz dieses Ergebnisses und der zusétzlichen Erschwerung, daf§ fast alle quantenme-
chanischen Stoérungen unbeschrénkt sind, kann man in gewissen Féllen die Veréinderung von
Sqa(H) als Funktion des Storungsparameters a in befriedigender Weise angeben.

2.1 Analytische Storungstheorie

Fiir geméf Definition 5 relativbeschrinkte Storungen 148t sich die Schrodingersche Stérungstheorie
begriinden, die eine Entwickelbarkeit der Eigenwerte von H(a) in eine Potenzreihe nach a
annimmt, also eine analytische Abhéngigkeit vom Stérungsparameter, was eine sehr starke
Forderung ist. Sie gilt aber, wie erwihnt, nur fiir isolierte Eigenwerte endlicher Vielfachheit.

Satz 11. Sei H(a) = H +a - H' und H' relativ zu H beschrankt. Dann sind alle isolierten
FEigenwerte endlicher Vielfachheit analytische Funktionen von a in einer Umgebung von a = 0

Bsp. fiir die Bedeutung der endlichen Vielfachheit:

Sei § = L?((—1,+1)),H = O, H = X (Multiplikationsoperator). H' ist beschrinkt und
daher relativ beschrénkt, der Eigenwert 0 unendlicher Vielfachheit geht in das Kontinuum
(-1,41) iiber.

Zu beachten ist noch, dal bei Abhéngigkeit der Storung von mehreren Parametern die Ana-
lytizitdt nicht gelten muf3.

2.1.1 Zur Aussagekraft der Storungsreihe

Bei Vorliegen der Voraussetzungen fiir Analytizitit:



1. Einschrankungen der Brauchbarkeit:
Es gibt keine allgemeinen Aussagen iiber den Konvergenzradius. Die Glieder hcherer
Ordnung sind zu kompliziert, um ihn daraus ablesen zu konnen. Ferner gibt es keine
allgemeinen Aussagen iiber die Konvergenzgiite und die Abweichung vom Wert der
Reihe bei Beriicksichtigung einer nicht zu groflen Zahl von Gliedern in Abhéngigkeit
von deren Zahl.

2. Einschrinkungen der Aussagekraft bei guter Durchschaubarkeit und rechnerischer Brauch-
barkeit:
Die Storungsreihe kann u. U. einen leicht erkennbaren (Mindest-)Konvergenzradius
haben, sie mufl aber nicht im ganzen Konvergenzgebiet einen Eigenwert darstellen.

Bsp.1:

Es sei H = —A — 1 H' = 1. Die Eigenwerte von H + aH’ sind — (1 — a)?, die natiirlich
in der ganzen a-Ebene analytisch sind. So ist z. B. der Grundzustand durch \;(a) = —#
gegeben. Fiir a > 1 wird aber das gesamte Potenzial abstoflend, und es gibt iiberhaupt keine

Eigenwerte!

Bsp.2: Ein anharmonischer Oszillator

Sei H = —j—; + 22, H' = z*. Man kann mit Beweisverfahren, die sich nicht auf die Voraus-
setzungen des Satzes von Kato/Rellich stiitzen, (die hier auch gar nicht erfiillt sind,) zeigen,
daB H(a) fiir @ > 0 einen um a = 0 in a analytischen, nicht entarteten Grundzustand \(a)
behélt. Seine Reihendarstellung konvergiert natiirlich auch fiir negative a aus dem Konver-
genzintervall; das Gesamtpotential ist dann aber wegen des dominanten —z*-Summanden
abstoflend, und es gibt iiberhaupt keine Bindungszustéande.

Bei Fehlen der Voraussetzungen fiir Analytizitit: Die Stérungsreihe kann divergie-
ren, obwohl das fiir a = 0 diskrete Spektrum fiir jedes a # 0 diskret bleibt.

Bsp.3: Ein anderer anharmonischer Oszillator

Sei H = —% + 22, H' = 2° Die Abhingigkeit vom Stérungsparameter wird hier, um das
Verschwinden des diskreten Spektrums fiir a < 0 zu vermeiden, in a quadratisch angenom-
men: H + a*H’. Da das Potenzial in diesem H(a) fiir alle a € R fiir |#| — oo gegen +o0
geht, bleibt das Spektrum fiir alle a diskret. Man kann aber zeigen, dafl die Eigenwerte keine

analytischen Funktionen von a sein konnen; H' ist auch nicht H-beschrankt.

2.1.2 Storungstheorie gemittelter Eigenwerte

Es sei ein A Eigenwert endlicher Vielfachheit m, E := E()\) der Projektor auf den Eigenraum
von . Ferner sei E(a) der Projektionsoperator auf die Summe jener Eigenrdume, die zu den
aus A = A\(0) durch Aufspaltung infolge der Stérung entstehenden Eigenwerten gehoren. S\(a)
sei der auf folgende Art gebildete Mittelwert dieser gestorten Werte

Ma) = - Sp(H(@)B(@)) = A+ Sp((H (@) ~ )E(@) (10)

wobei Sp die Spurbildung in dem endlichdimensionalen o. a. Summenraum bedeutet.

Dann gilt die Reihenentwicklung



Satz 12. .
Ma) =2+ @A™ (11)

n=1
A0 — —Sp(H'E) 2@ = ~—Sp(H'S(H'E); ... (12)

wobei S(X\) durch

(H—XNS\)=SW\)(H-\N=1-FE
gegeben ist.
Sonderfall: m =1

Dann ist A(a) = A(a), da keine Aufspaltung mehr méglich und daher keine Mittelung mehr
notig ist. Der zugehorige Eigenvektor sei f. Es gilt wieder

AMa) =M+ i a™ A\ (13)
n=1
wobei hier
AD = (f H'f) , A® = (f, H'SOH'ESf); ... (14)

Der Eigenwert verschiebt sich also in erster Ndherung um den Erwartungswert der Storung,
gebildet mit dem ungestorten Eigenvektor. Nun habe H insbesondere ein reines Punktspek-
trum mit den Eigenwerten )\, ; g,s sei jeweils eine Basis des n-ten Eigenraumes. Dann hat
A2 die Darstellung

1

A® = — ns: H' f)[? 1

> il ) (15)
n,8; A0 FEA

dhnliche Reihendarstellungen gelten auch fiir die einzelnen aufgespaltenen Eigenwerte A;(a),

die durch die Storung aus dem entarteten A hervorgehen, die Formeln sind jedoch verwickel-

ter.

2.1.3 Anwendungsfille

1. Hla) = H,+V 4+ aV’
V, V' seien die durch die Funktionen v, v’ erzeugten Multiplikationsoperatoren, wobei
v,v" den Bedingungen des Satzes 3 (s. MWM 3 ) geniigen. V' ist relativ zu H, + V'
beschriankt, H(a) erfiillt also die Voraussetzungen fiir die analytische Storungstheorie.

2. Das Zweielektronenproblem.
Der H-Operator 1&8t sich nach Wahl geeigneter Verdnderlicher als
2 2 2 1

Ho=—-A{ — Ay — — — — =H+—-H =H H 16
2 ! 2 1 7’2+Z7“12 +Z ta (16)

mit @ = & schreiben. H' ist wieder beziiglich H beschréinkt, und man kann auf H(a)

die analyt. Storungstheorie anwenden. Man findet, dass die Reihe fiir den niedrigsten
Eigenwert fiir Z > 7,7 konvergiert. Durch eine andere Zerlegung von H; kann man
eine bessere Konvergenz, ndmlich ab Z > 4,1, erreichen. Fiir das He-Atom mufl man

allerdings andere Verfahren anwenden.(S. Thirring: QM von Atomen und Molekiilen,
1. Aufl, S. 190f)



2.2 Asymptotische Storungstheorie

Voraussetzungen:

H(a) sei formal durch
H(a)=H+aH , 0<a<l (17)

gegeben. Das heifit genaver: H = H*, H' C (H')*, H und H (a) seien auf ® 5y ND g wesentlich
selbstadjungiert. Es sei A\ ein isolierter Eigenwert von H von endlicher Vielfachheit mit
zugehorigem Eigenraumprojektor F und unter der Storung stabil, das heifit, er wird durch
sie in endlich viele isoliert liegende Eigenwerte iibergefiihrt. (Diese Voraussetzung muss hier
eigens gemacht werden, da von H' nicht die H-Beschrinktheit verlangt wurde.) Ferner gelte
E($) C ©py/. Dann gilt fiir diese aufgespaltenen gestorten Eigenwerte eine asymptotische
Entwicklung

Satz 13.
Nij = A+ a\, + a2)\;'j + o(a?) (18)

wobei \; die Eigenwerte von EH'E in E$) sind.

Anwendung:

Der Zeemaneffekt. Die analytische Storungstheorie ist hier wegen der fehlenden relativen Be-
schrianktheit des Storoperators nicht anwendbar, die entsprechenden Storungsformeln nied-
riger Naherung sind hier nur asymptotisch aufzufassen.

2.3 Spektrale Konzentration

Definition 8. Es sei H(a),0 < a < 1 eine Schar selbstadjungierter Operatoren in $) und
E.(S) die zugehorige Schar von Spektralmafen. Ferner mogen sich )\, Sa € B finden
lassen, die (19) erfillen.

Dann sagt man, dass der in der Teilmenge T' C R enthaltene Teil des Spektrums von H(a)
asymptotisch auf S, konzentriert ist, wenn gilt

s lim Eo(T'\5)=0 (19)
Definition 9. FEs erfille H(a) die operatortheoretischen Voraussetzungen fir die asymptot.
Storungstheorie. Es sei \ ein (nicht als stabil vorausgesetzter) isolierter Eigenwert endli-
cher Vielfachheit m von H(0), E der zugehirige Projektionsoperator, f; (1 < i < m) eine
Basis des Eigenraumes von A. m Scharen von Zahlen \;(a) und von Vektoren f;(a) heifen
Pseudoeigenwerte und Pseudoeigenvektoren von H(a), wenn gilt

[(H(a) = Aia)) fi(a)|| = eia);  lime(a) =0; s —lim fi(a) = f; (20)

a—0 a—0

Es gilt der

Satz 14. Unter den obigen Voraussetzungen fir H(a) seien X, die mehrfach gezihlten Fi-
genwerte von EH'E im Raum E$. Dann sind die Grifien A + a), Pseudoeigenwerte von
H(a) und der im Intervall J = (A — d/2, A\ + d/2) (d: Abstand zwischen \ und dem ibrigen

Spektrum) gelegene Teil des Spektrums von H(a) ist asymptotisch auf die Vereinigung von
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m Intervallen J;(a) = (A +aX, — O(a), A+ aX, + O(a)) konzentriert. Sei insbesondere E; der
Progektor zu N,. Dann gilt fir alle e > 0,1 < s < 2

s — lir% EHH (N 4o — ea® X + a\, + ea®) = E;
Dies besagt, dass sich der in J gelegene Teil des Spektrums von H(a) bis zu einer Ord-
nung s < 2 im Storparameter a auf die von der unbekiimmert angewandten analytischen
Storungstheorie erster Ordnung gelieferten Eigenwerte zusammenzieht.

2.3.1 Anwendung: Starkeffekt des Wasserstoffatoms

Der Schrédingeroperator fiir ein H-Atom im homogenen elektrischen Feld lautet

2

H(a)=H,— 7 + eFz=H+all mita=cF, H =:z (21)
T

H’ ist nicht relativ zu H beschrankt, daher ist die analytische Storungstheorie nicht anwend-
bar. Es gilt sogar, dass das Spektrum von H(a) fiir a # 0 ganz R und eigenwertfrei ist.

Physikalisch 148t sich das folgendermafien plausibel machen: H(a) beschreibt mit seinem
Spektrum zeitfreie, stationdre Verhiltnisse, also solche, die nach beliebig langer Zeit nach
Eintreten der Storung vorliegen. Dann hat sich aber das Elektron aus jedem urspriinglich
gebundenen Zustand schon durch den Tunneleffekt entfernt, es gibt also keine gebundenen
Zusténde mehr. (Vgl. Thaller: Visual QM 2, S. 445f)

Mathematisch gesehen ist die Urschache darin zu sehen, dass eine storungstheoretisch brauch-
bare Zerlegung des Schrodingeroperators die Form H = H,+eFz, H = —Z % hat; dann ist
H’ im Sinne der Relativbeschrinktheit klein gegen H. Das bedeutet aber, dass das Coulomb-
Potenzial das (wesentliche) Spektrum des freien Falls, R, nicht &ndert.

Die Tatsache, dass dennoch , gestérte Energieeigenwerte® gemessen werden, kann nur im
Rahmen der Zeitentwicklung der ungestorten Eigenzustéinde verstanden werden, die nach
dem Eintreten in das Feld unter dem Einflul der Stérung erfolgt.

Es sei nun f; ein Eigenvektor von H(0) zum Eigenwert A und auflerdem Eigenvektor von
EH'E zum Eigenwert A.. Dann ist f; Pseudoeigenvektor zum Pseudoeigenwert A 4+ a\, im
Sinne von Satz 14. Es sei £%(J;(a)) der Projektionsoperator aus Satz 14, f;(a) := E*(J;(a)) f;.
Dann gilt wegen der Aussage dieses Satzes

fi(a) = fill = [[(E*(Ji(a)) = E) fil| < e fir a<a, (22)

Es befinde sich nun das System im ungestorten Zustand f;, und zur Zeit t = 0 werde das
Feld eingeschaltet. Dann ist die Wahrscheinlichkeit zur Zeit ¢, das System noch im Zustand
fi vorzufinden, durch

w(t) = |(fi,exp(—iH (a)t) f;) [ (23)
gegeben. Wie gezeigt werden kann, 1dsst sich wegen (22) die Funktion (23) durch
w(t) = [(fi(a), exp(—iH (a)t) fi(a))|* — O(e)
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abschétzen. Daraus folgt weiter

w(t) > cos?(tea®) — O(e) (24)

Das heifit, daf fiir t < (ea®)™!, also Zeiten, die umso ldnger sein kénnen, je schwiicher die zu
a verhéltnisgleiche Feldstédrke F'ist, die Wahrscheinlichkeit noch wenig unter 1 gesunken ist
und das Elektron noch kaum hinweggetunnelt ist. Wegen der Pseudoeigenvektoreigenschaft
von f; liegt der Erwartungswert von H(a) beliebig nahe bei A 4+ a\; Die Moglichkeit der
Abschétzung (24) ist durch die spektrale Konzentration gegeben, aus der (22) folgt.
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