Kapitel 2

Begriffe und Konzepte

2.1 Das Ereignisintervall, die Eigenzeit

Wir wollen nun im Prinzip die Bewegung eines Korpers unter Einwirkung
der Schwerkraft untersuchen und suchen deshalb in der Raumzeit nach der
Weltlinie des Korpers. Diese ist eine Menge aufeinanderfolgender Ereignisse
in der Geschichte des Korpers. Jedes Ereignis ist wiederum ein Punkt in der
Raumzeit, welcher durch vier Koordinaten x* definiert wird. (Ublicherweise
wird 20 als die Zeitkoordinate und !, 22, 2® werden als die drei Raumkoor-
dinaten gewahlt; eine Zuordnung, welche nicht notwendig ist.) Dabei stellt
man sich ein Gitter aus starren Mafistdben vor und an jeder Schnittstelle
befindet sich eine Standarduhr. Alle diese Uhren werden {iiber Lichtsignale
synchronisiert. Somit kann fiir jedes Ereignis r und ¢ abgelesen werden.

Einstein behauptete nun, daf§ physikalische Ereignisse (quantenmechani-
sche Effekte ausgenommen) unabhéngig von unseren Beobachtungen sind;
deshalb miissen physikalische Gesetze durch Gleichungen beschrieben wer-
den konnen, welche eine von der Wahl der Koordinaten ' unabhingige
Form haben. Ereignisse werden nur durch solche Gesetze beschrieben und
die zugehorigen Gleichungen miissen kovariant sein. Diese Forderung ist das
Prinzip der allgemeinen Kovarianz. Die Newtonschen Gesetze und die Glei-
chungen sind im allgemeinen nicht kovariant, da sie nur in Inertialsystemen
gelten: die Koordinatengitter diirfen sich nicht drehen und sie diirfen auch
nicht beschleunigen. Diese Theorien sind beschréankt kovariant: ihre Geset-
ze lassen sich unter Verwendung von Vektoren formulieren, sodafl innerhalb
erlaubter Inertialsysteme alle rdumlichen Koordinaten zugelassen sind. Wir
verlangen aber nunmehr raumzeitliche Kovarianz!

Zur Beschreibung der Weltlinie des Korpers wihlen wir zunéchst eine
parametrische Darstellung. Dies ist dhnlich der Newtonschen Mechanik, in
welcher die Bahn des Korpers etwa durch r(t) dargestellt wird. In der Raum-
zeit ist dies aber nicht giinstig, da t kein absoluter Parameter ist, sondern
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Abbildung 2.1: Ein Ereignispaar.

nur eine weitere Koordinate, namlich 2°. Wir wollen aber einen Parameter 7,
welcher entlang der Weltlinie von der Vergangenheit in die Zukunft zunimmt.
Dann wiirden die vier Funktionen z°(7) eine kovariante Beschreibung zulas-
sen, da 7 in keinem Zusammenhang mit dem Koordinatensystem steht. Wir
wéhlen fiir 7 die Figenzeit des Korpers, das ist jene Zeit, welche von einer mit
dem Korper bewegten Standarduhr angezeigt wird. 7 ist ganz offensichtlich
ein tnvarianter Parameter.

In der Abb. 2.1 haben wir zwei Ereignisse auf der Weltlinie, welche das
Ereigniszeitinterval A7 auseinander liegen. Wenn wir nun annehmen, dafl im
frei fallenden System die spezielle Relativitétstheorie gilt, so folgt,

Ax? + Ay? + A2
— >
|Ar|”

c2

AT? = AP

= AP (2.1)
Diese Gleichung stellt die Grundlage der speziellen Relativitatstheorie dar.
Die beiden Ereignisse aus Abb. 2.1 stellen ein Ereignispaar dar und es ist

offensichtlich auch moglich, dai A7 = 0 ist. Dann folgt:

|Ar|

— =+ 2.2

At (22)
und der Korper bewegt sich offensichtlich mit Lichtgeschwindigkeit. Er liegt
auf der Weltlinie eines Lichtstrahls. Grundsétzlich haben wir drei Arten von
Intervallen Ar:
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1. At ist reell. Die Ereignisse sind zeitartig, sie gehoren der Weltlinie eines
Materieteilchens an. A7 ist dann die Eigenzeit zwischen den beiden
Ereignissen.

2. At ist imagindr. Das Ereignisintervall ist raumartig. Die Ereignisse
konnen nicht auf einer Weltlinie eines Korpers liegen. ¢y/(—A72) ist
der Eigenabstand der zwei Ereignisse.

3. At ist Null. Das Ereignisintervall ist dann lichtartig. Die Ereignisse
liegen auf der Weltlinie eines Lichtstrahls.

Aus Gleichung (2.1) sieht man, da8 A7 in der Raumzeit die Rolle der
Bogenldnge As im Dreidimensionalen spielt. Wir nehmen nun an, dafl in
diesem R? ein Punkt durch allgemeine Koordinaten z!, 22 und z* gegeben
ist, und dafl wir die urspriinglichen kartesischen Koordinaten durch:

r = x(xt 2% 2?)
z = z(z'2? 2?) (2.3)

ausdriicken kénnen. Es galt urspriinglich:
As? = Ax? + Ay? + A2 (2.4)
und aufgrund von (2.3) folgt (9; = 9/dz")

Ar = OzAzt + OyxAz? + O3z Ax®
Ay = OyAz' + OyAx? + OgyAx®

Az = 01zAx' + 0zAz? + O32A2” (2.5)
und
As? = [+(0i2)" + (Owy)* + (912)°] (Az')* +
2 (01209 + O1yOay + 01 20,2] AxtAz? + -
= gu(z', 2% 2°) Azt Az” (2.6)
mit
G = (0,20, + 0,y0,y + 0,20,2) . (2.7)

Ganz offensichtlich ist
Oxdyx = 0,20,

und damit ist g,, = g,,; somit sind nur 6 der neun Elemente des metri-
schen Tensors g unabhéngig. Das wesentliche aber ist, daf§ wir die physika-
lisch wichtige Grofle As — den Abstand zwischen zwei Punkten — bestimmen
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kénnen, wenn wir die Koordinatendifferenzen zwischen den Punkten berech-
nen konnen. As ist invariant, nicht aber die Koordinatendifferenzen — sie
héngen von der Wahl des Koordinatensystemes ab. Es ist die Einfiihrung
dieses Abstandes zwischen zwei Punkten, welche dem Raum seine Metrik
gibt.

Fiir rechtwinkelige Koordinaten ist g,, diagonal und die diagonalen Ele-
mente sind alle gleich 1. Fir (2.1) ergibt dann (2.6)

mit (fiir ¢* = 1)

1 0 0 0
0 -1 0 0

0 __

95 =1 o 0o -1 0o |’ (28)
00 0 -1

dem metrischen Tensor des frei fallenden Systems.

Es gibt zwei wesentliche Unterschiede zwischen dem dreidimensionalen
euklidischen Raum und der vierdimensionalen Raumzeit: in der Raumzeit
finden wir Ereignispaare mit dem Intervall Null, eine Unmoglichkeit im Drei-
dimensionalen. (Da es immer moglich ist, ein beliebiges g;; in Diagonalform
darzustellen, wird der Unterschied in der Auswahl positiver und negativer
Elemente als Signatur der Metrik eingefiihrt. Kann A7? gleich Null sein, so
ist die Metrik indefinit.)

Der zweite Unterschied besteht darin, daf$ sich das g, eines euklidischen
dreidimensionalen Raumes stets in eine Form ggy transformieren 1a8t, dafl
gi; der Raumzeit aber im allgemeinen — wegen des Aquivalenzprinzips — nur
punktweise zu einem g% wird. Dies ist der mathematische Ausdruck dafiir,
daBl es in einem Schwerefeld nicht mdoglich ist, die gesamte Raumzeit mit
einem Inertialsystem zu iiberdecken. In der Gegenwart von Schwerkraft muf
also g;; eine wesentlich kompliziertere Raumzeit beschreiben als es die spezi-
elle Relativitiatstheorie tut.

2.2 Die geodéitische Linie

Wir wollen hier die Frage beantworten, auf welcher Bahn z?(7) sich ein
Korper bewegt, welcher keinen Gravitationskréften ausgesetzt ist. Im Rah-
men der allgemeinen Relativitétstheorie konnen wir die Frage wie folgt beant-
worten: der Kérper bewegt sich mit gleichformiger Geschwindigkeit auf einer
Geraden, sodaf} seine in einem Inertialsystem gemessene Weltlinie durch
2 2
Ty 4y (2.9)
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a) b)

Abbildung 2.2: Zur Bestimmung des kiirzesten Abstandes zwischen zwei
Punkten OP. a) Dreidimensionaler Raum, b) Raumzeit

gegeben ist. Dies ist einfach Newtons erstes Gesetz in parametrisierter Form.
Ist das System jedoch kein Inertialsystem, so sind r und ¢ miteinander gekop-
pelt und wir finden andere Gleichungen. In jedem Fall ist das Bezugssystem
nur lokal ein Inertialsystem, wenn ein inhomogenes Schwerefeld existiert. So-
mit stellt (2.9) nicht die allgemeine kovariante Form dar, wie sie fiir ein phy-
sikalisches Gesetz zu fordern ist. Wir miissen also eine andere Formulierung
fiir die Gerade finden.

Im dreidimensionalen euklidischen Raum entspricht zum Beispiel die Ge-
rade der kiirzesten Entfernung zwischen zwei Punkten. Dies kann wie folgt
bewiesen werden (Abb. 2.2a):

Punkt O = (0,0,0)
Punkt P = (xp,0,0)
Punkt Q@ = (z9,yg,0)
Es ist dann:
Sop = Tp +Yp+ 2p = Tp
Sop = |1‘P|

Hingegen erhélt man fiir den ‘Umweg’ iiber den Punkt Q:

Sogpr = Soqg t+ Sgr = \/RCZQ +?/é+ \/(HCP —HCQ)2+?J%-

Wir kénnen aber auch zp = z¢g + (zp — zg) schreiben und damit wird
offensichtlich, daB stets spgp > sop gelten muf}, solange |yg| # 0 gilt. Damit
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ist aber auch bewiesen, dafi die Gerade die kiirzeste Verbindung zwischen
zwel Punkten darstellt.

Wir gehen nun zur vierdimensionalen Raumzeit iiber (Abb. 2.2b) und
untersuchen die folgenden Punkte:

Punkt O = (0,0,0,0)
Punkt P = (tp,0,0,0)
Punkt Q@ = (tg,20,0,0)

Es folgt dann aus (2.6) und (2.8):
TéP:t%—O—O—O;%TOp:t%.
Fiir den Umweg iiber @) gilt:
ToQP = ToQ + TPQ;

dies folgt einerseits aus der Additivitdt von Zeitablesungen und andererseits
aus der Forderung, dafli OQ und QP zeitartig sein miissen, damit OQP eine
mogliche Weltlinie ist. Nun verwenden wir (2.1) und erhalten:

TgQ :té —SL’2Q/C2
und
op = (tp —tg)? — x5 /.

Nun gilt natiirlich auch:
Tor = tq + (tr — 1q)

und wir finden:

ToQp = \/té —ap/c®+ \/(tP —tQ)? — a5/ < Top. (2.10)

Wir erhalten also: das zeitartige Intervall zwischen zwei Ereignissen ist am
lingsten entlang einer geraden, sie verbindenden Weltlinie.

Wir erhalten aber auch ein wichtiges Nebenergebnis: das Intervall zweier
entfernter Ereignisse hidngt von der Weltlinie zwischen ihnen ab. Anders aus-
gedriickt: zwei Uhren zeigen im allgemeinen nicht fiir jedes Ereignis dieselben
Zeiten an, wenn sie entlang unterschiedlicher Weltlinien bewegt werden, auch
wenn sie zu einem fritheren Zeitpunkt synchronisiert wurden. (Man spricht
in diesem Zusammenhang vom “Zwillingsparadoxon”. Das Phénomen wurde
inzwischen beobachtet und es ist eigentlich nicht paradoxer als die Tatsa-
che, dafl zwei Féden, die dieselben Punkte verbinden, verschieden lang sein
kénnen.)
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Fiir das Intervall 745 zwischen zwei Ereignissen A und B entlang einer
sie verbindenden Weltlinie z*(7) erhélt man nach (2.6):

B
Tap = /\/gijd:cid:cj
A

— / dT\/ gl-j(xk(T))dx;f_ﬂ dﬁf). (2.11)

Aufgrund unserer bisherigen Ergebnisse scheint es so zu sein, als ob eine
gerade Linie entweder einem Minimum oder einem Maximum einer Grofle
entspricht, je nach der Metrik. (In unserem Fall also je nach der Formel,
welche As?, bzw. A7? bestimmt.) Wir kénnen beide Fille erfassen, indem
wir sagen, dafl die GréBen fiir Gerade stationdre Werte annehmen. Andere
Wege zwischen denselben Ereignissen (oder Punkten), welche sich von den
stationdren nur infinitesimal unterscheiden, haben fiir den Abstand s bzw. 7
denselben Wert wie fiir die Gerade. Wir nennen diese extremalen Linien die
geoddtischen Linien. Ist die Metrik g;; indefinit, so gibt es geodétische Linien,
entlang welcher das Intervall Null ist, es sind dies die Null-Geoddtischen.

Wir kénnen nun unsere Fragestellung vom Beginn dieses Abschnittes ko-
variant formulieren:

Ein Korper verfolgt eine zeitartige geodétische Linie in der Raumzeit.

Diese Aussage benotigt kein spezifisches Koordinatensystem mehr und
kommt daher als physikalisches Gesetz in Frage. Bewiesen haben wir sie aber
nur im Rahmen der speziellen Relativititstheorie, also nur lokal. Einstein
forderte nun, dafl dieses Gesetz allgemein gelten sollte. Wir formulieren also
entsprechend:

Axiom 2.1 Die Raumzeit ist eine vierdimensionale Mannigfaltigkeit mit in-
definiter Metrik g;;, die das Ereignisintervall als

bestimmt. Die Weltlinien materieller Korper, auf die nur die Schwerkraft

wirkt, sind zeitartige geoddtische Linien. Die Weltlinien von Lichtstrahlen
sind Null-Geoddtische.

Dieses Axiom 16st bereits eines unserer Probleme: die trdge und passive
schwere Masse kommen in der allgemeinen Relativitdtstheorie nicht mehr
vor, und die lokale Konstanz von g;; bedeutet, dafl es immer méglich ist ein
lokales Inertialsystem zu finden, in dem der metrische Tensor durch (2.8)
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gegeben ist. (Dies ist eine unmittelbare Folge des Aquivalenzprinzips.) Es
bleibt noch anzumerken, dafl das Geodétengesetz, welches hier unabhéngig
eingefithrt wurde, auch aus anderen Postulaten abgeleitet werden kann.

‘ Es bleibt jetzt noch eine Frage offen: wodurch wird die Metrik bestimmt?

2.3 Gekrimmte Riaume

Wir haben zuletzt die geodétischen Linien im Zusammenhang mit der Be-
sprechung gerader Weltlinien frei fallender Teilchen in der speziellen Relativi-
tatstheorie eingefiihrt. Relativ zum frei fallenden Teilchen bewegt sich jedes
andere mit konstanter Geschwindigkeit, solange keine echten — also inhomo-
genen — Gravitationsfelder beriicksichtigt werden. Wie wir aber bereits auf
Seite 12 diskutiert haben, verursachen Gravitationsfelder Relativbeschleuni-
gungen zwischen den frei fallenden Teilchen — also sind ihre geoditischen
Linien relativ zueinander gekrimmt. Nur in kleinen Bereichen und fiir kur-
ze Zeiten sind die Geodétischen der Raumzeit und ihre Raumprojektionen,
die Bahnen, nahezu gerade. Es also festzustellen, dal die Raumzeit selbst
gekrimmt ist!

Wir erlautern den Begriff der Kriimmung an zweidimensionalen Fléchen,
etwa einer Ebene, einer Kugelfliche, einer Zylinderfliche, .... Sind diese
Flachen gekriimmt oder sind sie flach? Es war die grofle Leistung von Gaufl
zu zeigen, dafl die Kriimmung, ja sogar die ganze Geometrie, einer Fléche
intrinsisch bestimmt werden kann, also durch Messungen, die in der Flache
selbst durchgefiihrt werden kénnen. Es ist somit nicht notwendig die Fliache
in einen hoherdimensionalen Raum einzubetten, um deren Eigenschaften zei-
gen zu konnen.

Geometrien sind zunéchst einmal mathematische Theorien. Um aber iiber-
priifen zu konnen, welche Geometrie auf einer Flache gilt, miissen wir die in
der Theorie vorkommenden Groflen physikalisch definieren. Wir definieren
den Abstand entlang einer Linie als die Anzahl der Einheiten eines geeichten
MafBstabes, welcher an die Linie angelegt ist. Wir definieren die geodétische
Linie zwischen zwei Punkten dieser Flache als die Linie, die ein Faden auf
dieser Fliche beschreibt, wenn er zwischen diesen Punkten gespannt wird.
Wenn sich dann bei Experimenten die Sétze der ebenen euklidischen Geo-
metrie als falsch herausstellen, so ist die Flache gekriimmt. — Sie ist nicht
euklidisch. So addieren sich in einer Ebene die Winkel eines Dreiecks, dessen
Seiten Geraden (Geoditen) sind, zu 180°. Auf der Oberfliche einer Kugel
dagegen ist die Summe der Winkel eines geodétischen Dreiecks stets grofier
als 180°. (Siehe auch Abb. 2.3.) Es 14t sich also durch intrinsische Messun-
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GroBkreise (Geoditische)

Abbildung 2.3: Zur Winkelsumme eines geodétischen Dreieckes auf einer Ku-
gelfldche

gen zeigen, dafl die Kugeloberfliche eine andere Kriimmung aufweist als eine
euklidische Flache.

Wir wollen nun die Kriimmung definieren und verwenden dazu einen Satz
der ebenen Geometrie: der Umfang eines Kreises vom Radius a ist 2mra. Um
auf einer beliebigen Flache einen Kreis mit dem Radius a um den Mittelpunkt
O zeichnen zu konnen, zeichnen wir alle Geodéten, welche vom Mittelpunkt
O ausgehen, und markieren jenen Punkt, dessen Abstand von O gleich a ist;
entsprechend der Definition ist dann der Kreis der geometrische Punkt aller
Orte, welcher von einem zentralen Punkt den gleichen Abstand aufweisen.
In unserem Fall wird dann der Kreis die Verbindung aller auf der Fléche
markierten Punkte sein. Fiir eine Kugel (Abb. 2.4) vom Radius R erhalten
wir fiir den Umfang C' des so konstruierten Kreises:

a
C=2 = 27Rsin —
T mRsin o
o 2.12
~ 2 l——+---]. .
ra ( R ) (2.12)
Wir wollen die Kriimmung durch

K= (2.13)

1
R?
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Abbildung 2.4: Zur Konstruktion eines Kreises vom Radius a auf einer be-
liebigen Flache

definieren und orden (2.12) um

C —2ra = - K
K = 222~

und schreiben noch besser
K = 2 lim (M) . (2.14)

Ist C' < 27a, dann ist die Kriimmung positiv, ist hingegen C' > 27a, so ist
die Kriimmung negativ.

Wir konnen (2.14) als eine geometrische Beschreibung der Kriimmung
bezeichnen; die analytische Beschreibung verwendet den metrischen Tensor
gi; zur Beschreibung der Kriimmung. Es war wiederum Gauf}, welcher zeigen
konnte, daf§ die Kriimmung ausschliefllich durch maximal zweite Ableitungen
der g;;(z") beschrieben wird. Dabei ist die Kriimmung eine lokale Eigenschalft,
welche sich von Punkt zu Punkt verdndern kann. Der Wert der Kriimmung
ist dabei an jedem Punkt unabhéngig von den Koordinaten — wir haben somit
eine weitere kovariante Grofle gefunden.

In Rdumen mit mehr als zwei Dimensionen ist es nicht mehr moglich die
Kriimmung durch eine Funktion K zu beschreiben. Es ist hiezu der Riemann-
sche Kriimmungstensor R;;i;, ein Tensor vierter Stufe, notwendig.
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2.4 Kriimmung und Gravitation

Einstein behauptet nun:

Axiom 2.2 In der allgemeinen Relativititstheorie ist die Raumzeit in der
Ndéhe schwerer Massen gekriimmt. = Die Metrik der Raumzeit wird durch
die Masseverteilung im Raum bestimmt und die Weltlinien von Planeten und
anderen Kdérpern sind in dieser gekriimmten Raumzeit geoddtische Linien.
Die Beziehung zwischen der schweren Masse und der Raumkrimmung wird
durch die Einsteinschen Feldgleichungen bestimmit.

Die so formulierte Theorie steht dabei nicht im Widerspruch zur spezi-
ellen Relativitétstheorie. Ihre Raumzeit ist flach, da die Komponenten von g;;
Konstanten sind. Die Raumzeit ist im inhomogenen Schwerefeld gekriimmt
und ist daher durch ein ebenes Bezugssystem nicht iiberdeckbar. Es existieren
aber lokale Inertialsysteme und die Raumzeit ist im kleinen Maflstab auch
flach = alle Flichen sind lokal ebene Systeme (C' — 2ma fiir a — 0). Im
lokalen Bereich gibt es somit keinen Widerspruch, und die beiden Theorien
schlieBen einander nicht aus.
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