Kapitel 5

Integrationstheorie der
MAXWELLschen Gleichungen

5.1 Die Grundgleichungen

Bei voller Zeitabhéngigkeit beschreiben die folgenden Gleichungen (abgelei-
tet aus (2.23) bis (2.26) sowie (2.27) und (2.28)) den elektromagnetischen
Zustand des Vakuums:

divE(r,f) = gi(r,t) (5.1)

0
rotB(r,t)—eO,anEé;’t) = uoj(r,t) 5.2
divB(r,#) = 0 (5.3)
rotE(r,t)-l—aBé;’t) -0 (5.4)

5.2 Elektrodynamische Potentiale

Die zentrale Aufgabe der Elektrodynamik besteht darin, Methoden zur In-
tegration des Gleichungssystemes (5.1) bis (5.4) zu entwickeln. Dies ist ein
an sich schwieriges Unterfangen - mit einer Ausnahme: Gleichung (5.3) kann
unmittelbar integriert werden'

B(r,t) = rotA(r,t), (5.5)

ldivB(r,t) = 0 sagt an sich aus, daf es keinen magnetischen Monopol gibt. Dies ist eine
Erfahrungstatsache. divB(r,t) = 0 ist aber kein Beweis gegen die Existenz von Monopolen.
Gewisse moderne Elementarteilchentheorien weisen jetzt darauf hin, dal es magnetische
Monopole geben miifite. Dieser einfache Ansatz zur Integration der MAXWELLschen Glei-
chungen ginge dann verloren. Dennoch gelingt es, sie zu integrieren. (Phys. Blitter, 31,
352 (1975).)
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wobei A (r, t) ein zunéchst beliebiges Vektorfeld ist. A(r,t) existiert also stets
und hat dieselbe Bedeutung wie in Kapitel 4. Da nun aber B, und damit auch
A, die iibrigen MAXWELL-Gleichungen befriedigen muf}, wird die - zunéchst
freie - Wahl von A(r,t) eingeschrinkt.

Wir setzen nun (5.5) in (5.4) ein und erhalten

rotE(r,t) + %rotA(r, t)=0

oder

0
rot |E(r,t) + - A(r,t)| =0,
ot
und damit ist nunmehr nicht mehr E(r, ¢) (wie in der Elektrostatik) sondern
E(r,t) + 0A(r,t)/0t wirbelfrei. Daraus folgt wiederum, daf es ein skalares
Potential ¢ gibt, welches wie folgt beschrieben wird:
OA(r,t
5;’ ) gradu(r, 1) (5.6)

Dies ist zunéchst wieder ein frei wiahlbares Potential, das elektrische Po-
tential. Im statischen Fall kann man A stets so wéhlen, da§ 0A(r,t)/0t =0
ist und damit wird 1) gleich dem elektrostatischen Potential ¢, weshalb wir
auch im dynamischen Fall weiterhin das Symbol ¢ fiir das elektrische Poten-
tial verwenden. Es gilt also wegen (5.6)

E(r,t) +

O0A(r,t)

ot
und damit mufl ¢ auch alle Gleichungen befriedigen, in denen E auftritt.
Durch die Einfiihrung von A und ¢ sind nunmehr die homogenen MAX-
WELL-Gleichungen (5.3) und (5.4) identisch gelost, und sie sind fiir uns nicht
mehr von Relevanz.

Wir fithren nun A und ¢ in die inhomogenen Gleichungen (5.1) und (5.2)
ein. Aus (5.1) ergibt sich:

E(r,t) = —grado(r,t) — (5.7)

A 1
divE = div |—grad¢(r, t) — OA(r )] _ —p(r, 1)
ot €o
diverad o(r, 1) + D-divA(r,) = ——p(r,1)
iv grad ¢(r, g divA(nt) = ——p(r,
—v2
9 o .. 1
Veé(r,t) + —divA(r,t) = ——p(r,1). (5.8)
ot €o

Aus (5.2) folgt, ohne das Argument (r,?):

A
rot rotA — ao,u()% (—gradqﬁ — 8_) = o]
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0 0’A .
—V2A + grad divA + oo —grade + oo = loj

ot ot?
. 0 0’A )
_V2A+grad (leA-{-E(),U,()&(b) +80M0¥ = Ug)- (59)

Diese zwei Gleichungen stellen ein gekoppeltes System partieller Differenti-
algleichungen zweiter Ordnung zur Bestimmung von A(r,t) und ¢(r,t) dar.

5.3 Eichungen

Wir haben aber bereits im Kapitel 4 diskutiert, dal man A(r,t) durch Ei-
chung mit besonders einfachen Eigenschaften ausstatten kann. Diesen Sach-
verhalt wollen wir nun allgemeiner diskutieren, kommen jedoch zu Beginn
auf die Coulomb-Eichung zuriick.

5.3.1 Die Coulomb-Eichung
Wir forderten von A(r,t) die Eigenschaft

divA(r,t) = 0. (5.10)

Kann diese Eigenschaft auch im zeitabhéngigen Fall gefordert werden? Ja,
natiirlich aber nur dann, wenn sich weder E(r,?) noch B(r,t) dadurch ver-
dandern (im Gegensatz zur Magnetostatik, wo wir nur B(r) zu untersuchen
hatten).

Angenommen, wir haben zuniichst irgendein A(r,¢) und wir veréndern
dieses durch Hinzuaddieren des Gradienten eines beliebigen Skalarfeldes f(r, t)
zu A'(r,t). Kénnen wir damit divA’(r,¢) = 0 erreichen (also existiert so ein
A'(r,t) iiberhaupt), ohne daf sich E(r,¢) und B(r,t) &ndern?

(a) divA/(r,t) =0
divA'(r,t) = div [A(r,t) + gradf(r,t)] = 0
divA(r,t) + divgrad f(r,t) = 0
32_/
V2f(r,t) = —divA(r,t). (5.11)

Somit ist die Existenz von A’(r,t) gesichert, da (5.11) stets durch ein
Poissonintegral 16sbar ist, und damit kann das geeignete f(r,t) aufge-
funden werden.

94



(b) bleibt B(r,t) unverindert?

B(r,t) =rotA'(r,t) = rot[A(r,t)+ gradf(r,t)]
= rotA(r,t) + rot grad f(r,t)
=0

= rotA(r,t).
Somit bleibt B(r,t) unveréindert.
(c) bleibt E(r,t) unveréindert?
E(I‘, t) = —gradqf)'(r, t) - M
ot
= —grad¢'(r,t) — % [A(r,t) + gradf(r,t)]
B L BA(Y)  af(nt)
= —grad¢'(r,t) o grad o
of(r,t)] O0A(r,t)
- _ ! _
= —grad [gb (r,t) + 5 ] Y
# —grado(r, 1)~ 220D
aufler 5 .
¢ (r,1) = p(r,t) — %’). (5.12)

Weil aber f(r,t) existiert, existiert auch stets ein ¢'(r,¢) in der Form
(5.12), sodafl E(r,?) unverdndert bleibt.

Demzufolge bleiben die Felder E(r,¢) und B(r,t) unverindert, wenn wir
gleichzeitig an den Potentialen die Transformationen

A(r,t) = A'(r,t) = A(r,t)+ gradf(r,t)
(5.13)

of (r,t)
ot

¢(r1 t) = ¢I(ra t) = ¢(I‘, t) -

vornehmen. Es ist dies die allgemeinste Fichtransformation.
Wir finden also, daf zu jedem Paar [A(r,t), #(r,t)] eine Menge dquiva-
lenter Paare {[A'(r, 1), ¢'(r,1)],...}

Al(r,t) = A(r,t) + gradf(r,t)
(5.14)
¢'(r.t) = o(r,t) —0f(r,1)/0t
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existiert, die zum selben [B(r,?), E(r,t)]-Feld fiihren. Diese Paare sind of-
fensichtlich iiber Skalarfelder f(r,t¢) entsprechend (5.14) miteinander ver-
bunden. Die Addition des Gradienten V f(r,t) zum Vektorpotential und die
gleichzeitige Subtraktion der Zeitableitung df(r,¢)/0t vom elektrischen Po-
tential lassen also die Physik invariant. Es ist somit nicht notwendig, “alle”
[A(r,1), ¢ (r,t)] zu bestimmen. Es ist vielmehr hinreichend, einen Vertreter
dieser Menge aufzusuchen.

Mit der Coulomb-Eichung suchen wir nur jenen Vertreter [A'(r, t), ¢'(r,t)]
auf, fiir den gilt, dafl divA’(r,t) = 0 ist. Das darf man auch, weil es eine
solche Eichtransformation tatsdchlich gibt; d.h.: es existiert, wie wir gezeigt
haben, zu jedem A(r,t) ein f(r,t) derart, dal wir mit der Menge aller
[A(r,t), ¢ (r,1)], fiir welche divA'(r,t) = 0 ist, alle moglichen Feldzustinde
erfalt haben.

Wir machen nun explizite von der Coulomb-Eichung (5.13) Gebrauch und
fithren sie in (5.8) und (5.9) ein:

Vi(r,t) = ——p(r,1)
€0
(5.15)
0%A(r,t . 0
VZA(r,t) - 50#0% = —poj(r,t) + aouoagradgb(r, t).

Diese Gleichungen sind unter der Nebenbedingung divA(r,t) = 0 zu 16sen.
Es seien nun nur Randbedingungen im Unendlichen gegeben. Es folgt
dann unmittelbar fiir das elektrische Potential (siehe Gleichung (3.11)):

blr,t) = — / ay P (5.16)

e, r—r/|

Dieses Ergebnis fithren wir in die zweite Gleichung von (5.15) ein; dazu be-
stimmen wir zunéchst:

0¢(r,t) 1 /dV’ 8p(r’,t)/8t.

ot  dmeo r —r'|

Nun kann aber O0p(r',t)/0t iiber die Kontinuitétsgleichung (2.21) durch die
Stromdichte j(r,t) ausgedriickt werden:

0¢(r,t) 1 /dV’ divj(r’, t)

B I

ot N 47'('60

Weiters bendtigen wir:

0 1 , divj(r', t)
gradaqﬁ(r,t) = /dV V. {7}

deg v — /|
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1 1
= dv'divj(r', t)V,———
47‘(’80/ Vidivi(r', )V Ir — 1|
1 r—r
= dv' divj(r',t
47T6o/ i’ )|r—r’|3

und wir finden
r—r

0*A(r,t)
ot?

V2A(r, t) — o/t - —uoj(r,t)+f:—° / 4V divj(r', ) . (5.17)
T

r—rf?
Diese Gleichung muf} nun fiir A(r,t) unter der Nebenbedingung divA(r,t) =
0 gelost werden. Wegen des Auftretens von j(r’,t), welches den Einfluf jedes
Punktes des Raumes auf das Geschehen im Punkte r manifestiert, nennt man
die Form von (5.17) nicht lokal. (5.17) ist ganz offensichtlich nicht trivial
losbar. Eine einfache Losung gelingt nur fiir j(r/,¢) = 0:

0*A(r,1)
ot?
Aber auch in diesem Fall ist es nicht elegant, dal die Gleichungen fiir

A(r,t) und ¢(r,t) unterschiedlichen Typs sind. Von Vorteil ist jedoch, dafl

Gleichung (5.16) als Poisson-Gleichung einfach ist. Deshalb findet die Cou-
lomb-Eichung auch Anwendung.

V2A(I‘, t) — Eolho =0.

5.3.2 Die Idee der Eichung

Wir kénnen nun die Idee der Eichung ganz allgemein wie folgt darstellen: fiir
alle [A(r,t), ¢(r, t)] gilt:

[A(I‘,t),(ﬁ(l‘,t)] = [B(I‘,t),E(I‘, t)] } A'(I‘,t) = A(r,t)+gradf(r,t)

\J | of(r,t

[A'(x,1),¢'(r,8)] — [B(r,t),E@)] ) ¢®H = ¢- ol
und dann ist f(r,t) so zu wihlen, daf§ [A/(r,?), ¢ (r, )] die gewiinschten Ei-
genschaften hat, also etwa bei der Coulomb-Eichung divA’(r,t) = 0. Es stellt
sich nun die Frage: gibt es ein solches f(r,#)? Wenn ja, so ist es hinreichend fiir
die Kenntnis aller Zusténde [B(r,t), E(r,t)], nur mehr jene [A'(r, 1), ¢'(r,1)]
zu bestimmen (d.h.: als Losungen der urspriinglichen Differentialgleichungen
zu suchen) die der speziellen Eichbedingung entsprechen.

5.3.3 Die Lorentz-Eichung

Aufgrund von Abschnitt 5.3.1 kdnnen wir erwarten, dafl wir fiir das Vektor-
potential, welches die Bedingung

0p(r, 1)

diVA(I', t) + oo ot

=0 (5.18)
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erfiillt, fiir (5.8) und (5.9) eine hochsymmetrische Form erhalten koénnen.
Man nennt (5.18) die LORENTZ-Eichung. Aus (5.8) wird dann:

0%¢(r, 1) 1

VZ¢(r,t) — Cobo— 5 = —gp(ra t), (5.19)
und aus (5.9)
0%A(r,t .
VZA(r,t) — 50#0# = —poj(r, 1) (5.20)

Damit ist es sogar gelungen die beiden Gleichungen zu entkoppeln. Es ist
aber (5.19) und (5.20) unter der Nebenbedingung (5.18) zu lésen.

Wohl ist aber zuerst zu zeigen, dafl im Rahmen der allgemeinen Eichtrans-
formationen diese Eichung iiberhaupt moglich ist. Wir miissen gemafi Ab-
schnitt 5.3.2 iiberpriifen, ob ein f(r,t) gefunden werden kann, welches es
erlaubt, (5.18) zu erfiillen:

aiv A )+ gad )] + oy o) - L5 = o
divA (r, 1) + div grad £ (r,£) +eoue 220D — 2 ZLEH
— ot ot
=V2f(rt)
0% f(r, . Ao,
V() = oo = [—de(r,ﬂ—souo o ”]. (5.21)

In dieser Gleichung sind A(r,t) und ¢(r,t) gegeben und f(r,t) ist gesucht.
Wir werden noch zeigen, daf (5.21) stets eine Losung hat, und damit ist die
Lorentz-Eichung immer mdglich.

Die Lorentz-Eichung fiihrt nicht nur auf eine hoch symmetrische Form
der zu losenden Differentialgleichungen, die Gleichungen (5.19) und (5.20)
sind auch fiir beliebige Stromdichten j(r, ) lokal.

5.4 Der Energiesatz der Elektrodynamik
Wir beginnen mit einer formalen Manipulation der MAXWELL-Gleichungen.

Wir multiplizieren (2.24) skalar mit E(r, t) und (2.26) skalar mit H(r, ¢) und
erhalten

—E(r,t)aD(,gz’t)+E(r,t)rotH(r,t) — E(r,)j(r, 1)
H(r,t)%—i—H(r,t)mtE(r,t) = 0,
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und subtrahieren die beiden Gleichungen voneinander

oD 0B
E +HZ - — _Ej
l 5t at] + [HrotE — ErotH] = —Ej,
oder oD 0B

Man definiert nun den POINTINGschen Vektor
S(r,t) = E(r,t) x H(r, 1), (5.23)

mit der Dimension

V.A NmA N J W

X =
m m Asmm ms m2s m

und fiihrt (5.22) in die Form

oD 0B . .

iiber, dem POINTINGschen Satz. Untersuchen wir nun einen Raumbereich
B mit der Oberfliche Sg, so finden wir die integrale Form von (5.24):

oD 0B ,
—/dV [EEJFHE] - /dAS+/dVEJ. (5.25)
B B B

Um nun (5.24) interpretieren zu konnen, betrachten wir den Sonderfall
eines linearen Mediums:

oD 0B 10
E—+H—-|=-—|ED+HB
[ o 8t] 2¢ BD+HBJ,
und aus Gleichung (3.37) wissen wir, daf
1
w(r)==-ED

2

die Energiedichte des elektrischen Feldes ist. Damit ist dann analog HB/2 als
Energiedichte des magnetischen Feldes zu interpretieren. Damit wird (5.25)
zu einer Bilanzgleichung mit der Energiedichte (ED + HB)/2 des elektro-
magnetischen Feldes, und [ dV E j als die in der Zeiteinheit in Warmeenergie
umgewandelte elektromagnetische Energie. Das verbleibende Oberfléchenin-
tegral ist der elektromagnetische Energieflufl pro Zeiteinheit durch die Ober-
fliche Sp (Abstrahlung). Dabei gibt die Richtung von S die Richtung des
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Energieflusses an und der Betrag von S den elektromagnetischen Energie-
transport pro Zeiteinheit durch die Flacheneinheit senkrecht zu dA.

Wir wollen jetzt noch kurz den Term —jE auf seine physikalische Be-
deutung untersuchen. Dazu betrachten wir eine Punktladung, welche sich im
elektromagnetischen Feld bewegt. Auf sie wirkt die Lorentzkraft (2.31), die
an ihr die Arbeit

OW = Fdr = ¢Edr + ¢ (v x B)dr

=0
verrichtet. Ihre Leistung ist durch
ow dr
ot Ta T

gegeben. Nun ist mit der Ladung ¢ stets ein massenbehaftetes Teilchen ver-
bunden und somit wird diese Arbeit - kann dieses Teilchen der Lorentzkraft
folgen - zu einer Anderung der kinetischen Energie fiihren. Kinetische Ener-
gie ist aber eine Form mechanischer Energie und damit beschreibt ¢vE die
Veréinderung der mechanischen Energie des Teilchens aufgrund seiner Wech-
selwirkung mit dem elektromagnetischen Feld.

Im Kontinuumsfall ist obige Argumentation leicht anwendbar. Es gilt ja:

und aus der Lorentzkraft folgt weiter

v(r,t)p(r,t) = v(r,t)[p(r,t)E(r,t) + p(r,t)v(r,t) x B(r,t)]
= j(r,t)E(r,1t)
= n(r,1),

mit der Leistungsdichte n(r,t), womit die in (5.24) auftretende Form unmit-
telbar aufgefunden werden konnte.

5.5 Die Wellengleichung

Wir erkennen aus der Lorentz-Eichung (Abschnitt 5.3.3), dal ¢(r,t), A(r,t)
und f(r,t) der Differentialgleichung

82
V2f(r,1) - i% = g(r, 1) (5.26)

gehorchen, mit ¢y = (go/10) /2. Dies ist eine lineare, partielle Differentialglei-
chung zweiter Ordnung mit linearen Koeffizienten. Man bezeichnet diesen

100



Differentialgleichungstyp als Wellengleichung, und zwar als homogene
Wellengleichung fiir ¢ = 0 und als inhomogene Wellengleichung fiir
9 #0.

Neben der Potentialgleichung VZ¢(r) = p(r) ist die Wellengleichung ei-
ner der wichtigsten Grundtypen linearer, partieller Differentialgleichungen.
Zwischen Potentialgleichung und Wellengleichung besteht nicht nur der Un-
terschied zwischen V? und V2 — §?/0t?, sondern, vor allem, daf} die “vierte
Ableitung” in der Wellengleichung ein negatives Vorzeichen trigt. Dennoch
gehoren beide Differentialgleichungen zur Form

14 52
iﬂgl O!ijmf(fl}l, . ,xg) = g(:vl, e ,LEg),
mit (o;;) einer symmetrischen Matrix. Diese Matrix erlaubt die Einfithrung
folgender quadratischer Form:

J2
F(xl, e ,Jiig) = Z Qi Ly
1,j=1

Setzt man F' = konst., so beschreibt F fiir / = 2 (zwei Dimensionen) die
iiblichen Kegelschnitte, fiir £ = 3 Kegelschnittflichen (Ellipsoid, Hyperbolo-
id) und Analoges fiir hohere Dimensionen. Diese geometrischen Korper un-
terscheiden sich voneinander sehr stark, und welche der Méglichkeiten F' ver-
birgt, hdngt von den Vorzeichen der Eigenwerte der Matrix (o;) ab, welche
ja stets existieren.

In diesem Sinne ist die Potentialgleichung mit einer elliptischen Form und
die Wellengleichung mit einer hyperbolischen Form asoziiert (und man nennt
sie auch so ...). Ist eine der Ableitungen von erster Ordnung, so spricht man
von einer parabolischen Differentialgleichung, wie es etwa auf die Diffusions-

gleichung
0f (x,1)

ot

= DV*f(r,1)

zutrifft.

5.5.1 Die eindimensionale Wellengleichung

Wir untersuchen zunichst, der Eifachheit halber, die homogene, eindimen-
sionale Differentialgleichung
*f(z,t) 10°f(x,1)
0z? 2 ot?
Satz 5.1 Jede (zweifach differenzierbare) Funktion der Form f(x — ct) oder
f(z + ct) ist Lésung der Gleichung (5.27).

—0. (5.27)
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AX S _~

Abbildung 5.1: Losungen von (5.27) am Beispiel einer Funktion f(x — ct).

Wir fiithren
ur =2 tct

ein, und es gilt dann:

Of(ug)  Of(ux)Oux
ox  Ouy Oz =1 £ (us)

82f(u:|:) 2 u . Gf’(ui) Bui

= _ axf/( :I:) — aui % = f”(U:I:)
o et e

) '
’ Q%;i) - :I:C%fl(ui) = iC%qf)aaL: =" (uy),

und damit ist f(u<) tatsichlich Losung von (5.27). Die Lésungen haben die in
Abb. 5.1 dargestellte Form. Offensichtlich beschreibt f(z — ct) eine Funktion,
die sich ohne Verdnderung ihrer Form mit konstanter Geschwindigkeit ¢ von
links nach rechts verschiebt:

t=0: f(x—c0)= f(x)
t=1t"": f(x—ct')zf(x—%c)=f(:v—Ax),

und f(xz — Az) ist jene Funktion, welche man aus f(z) gewinnt, indem man
(wie in Abb. 5.1 angedeutet) den Ursprung um Az = ct' nach links ver-
schiebt. In der Zeit Az/c lduft die Welle um Az nach rechts. In der Zeitein-
heit ¢’ = 1 legt sie den Weg Az = c1 zuriick, sodafl wir sagen kénnen, dafl
sich die Welle mit der Geschwindigkeit ¢ nach rechts (f(z + c¢t) mit ¢ nach
links) bewegt. Dabei mufl die “Welle” keineswegs etwas Periodisches sein.
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Da die Wellengleichung linear ist, lassen sich Lésungen superponieren, um
auf diese Weise neue Losungen zu konstruieren. Es konnen damit auch zwei
Wellen “gegeneinander” laufen. Es durchdringen sich dann die zwei Wellen
ohne sich zu storen.

Die allgemeine Losung der Wellengleichung wird dann von der Gestalt

g(z,t) = ff(x—ct) + f(z + ct)

sein. Kennt man diese Funktion zur Zeit t;, so kann man das Verhalten
zu spiteren Zeiten nur dann vorhersagen, wenn man Zusatzinformationen
besitzt: (a) man kennt die Laufrichtung (also ist f* oder f~ gleich Null)
oder (b) man kennt auch dg(z,t)/0t.

Wir wollen nun spezialisieren: mit f(u+) ist auch

cos(kux) = cos[k(x £ ct)] = cos(kx £ ket), k>0 (5.28)

Losung der Wellengleichung. An sich sind wir durch die Wahl des Cosinus
sehr speziell geworden; dies wird aber dadurch aufgelockert, indem nicht nur
cos(x & ct), sondern {cos[k(z & ct)]|k € RT} studiert wird. Wegen cosz =
Re{e} gilt weiter:

cos(kx + kct) = Re {ei(k“ikCt)} .

Die Periodizitdt des Cosinus in der Phase u4 fiihrt natiirlich zu einer dop-
pelten Periodizitdt, da in der Phase x und t auftreten.
Wir konnen folgende Eigenschaften bestimmen:

1. Die rdumliche Periode A. Zu einer gegebenen Zeit t; ist die Losung
rdumlich periodisch. Wir definieren:

cosh(z) = cosh(z + \)]
h(z) = h(z+\)+£27.

Es folgt im speziellen:

coslk(z + ct)] = coslk(z + A+ ct)]

k(xtct) = k(z+Atect)£2n
0 = kX*2nm,
2
)\::i:%. (5.29)

Die Losung ist also 6rtlich mit der Wellenldnge A periodisch. Man nennt
k die Wellenzahl.
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2. Die Lésung ist an einem festen Ort z, zeitlich periodisch und hat die
Schwingungsdauer
2 A
Cck ¢
In der Zeit T hat sich die Lésung gerade um A verschoben und ist dann
von der urspriinglichen nicht mehr unterscheidbar. Es ist weiters

yoLl_c_ck
T X 27
die Frequenz und
w=2mv = kc (5.30)

die Kreisfrequenz der Losung. Die Einhaltung der Beziehung (5.30)
ist wichtig, da sonst cos(kz +wt) keine Losung der Wellengleichung ist.

Wollen wir nun den Nullpunkt verschieben, also z — © — xy, t — t — ,
so gilt:

coslk(z — xg) L w(t —ty)] = cos(kz £ wt — kzy F witp)
= cos(kz + wt + ¢),

mit dem Phasenwinkel ¢, welcher modulo 27 bestimmt ist. Es gilt also:
cos(kx twt+¢) = Re { ei(kz:twt+¢)}
= Re {6i¢ ei(lcw:l:wt)} ,

und damit ist natiirlich |A| cos(kz £ wt) Losung der Wellengleichung. Es folgt
dann

| A|Re {eitﬁei(kziwt)} = Re {|A|ei¢ei(kz:twt)}
= Re { Aei(k:c:l:wt)} ’ AeC

als weitere Losung der Wellengleichung.
Wir addieren nun die beiden gegenldufigen Wellen

cos(kz + wt) + cos(kx —wt) = Re {ei(k”“’t) + ei(kw_“’t)}

— §Re ezlcm (ezwt + e—zwt)
| —
=2coswt

= 2coskzx cos wt. (5.31)

Damit wurde die stehende Welle als weitere Losung der Wellengleichung
aufgefunden.
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Man spricht nun davon, daf§ fiir k£,w > 0 die Welle cos(kz — wt) nach
rechts und die Welle cos(kz + wt) nach links lduft. Die Laufrichtung kann
verdndert werden, indem k oder w negativ gewihlt werden.

Diese hier soeben ndher untersuchten Wellen stellen, obwohl dies nur
sehr spezielle Losungen sind, den wichtigsten Wellentyp dar. Es lassen sich
ndmlich, wie noch zu zeigen sein wird, alle Wellenziige aus diesen speziellen,
periodischen, unendlich ausgedehnten Wellen durch Superposition erzeugen.

5.5.2 Der mehrdimensionale Fall

Die Wellengleichung lautet nun
182/ (x,1)

2 Ot?

V2 f(r,t) =0 (5.32)

und wir wollen in der Folge einige spezielle Lésungen untersuchen.

Ebene Wellen

Satz 5.2 Fir einen beliebigen Vektor k # 0 und |w| = c|k| losen die Funk-
tionen |
f(I‘, t) = cos(kr — wt + (/5) = Re {ez(kr—wt+¢)}

die Wellengleichung (5.82). (Fiir k = 0 ist dies trivial erfiillt.)

Es gilt:
of(r,t) 0
9o = o ¢ (]; kjz; — wt + q5)

3
= —sin (Z kjﬂ?j —wit + gf)) kz

i=1

w = —k?cos (Zg: kjz; —wt + ¢> = —k} f(r,1)
j=1

%

af(l', t) — _sin (i ijj —wt+ </5> (_w)
ot j=1

PIOD s = ke s
3 2 3 3

Vi) = 2 IO S i = s Y = ek
i=1 i i=1 i=1
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Abbildung 5.2: r;k = konst. ist eine Ebene senkrecht auf k. Auf dieser Ebene
hat die Welle iiberall die gleiche Amplitude zu einer gegebenen Zeit ty. Diese
Ebene wird Wellenfront genannt.

Eingesetzt in (5.32) ergibt

() = [k 0] =0,

womit der Satz 5.2 bewiesen ist.

Wir untersuchen die physikalische Bedeutung der Losung f(r, to) = cos(kr
—wty + @) zur festen Zeit ty. Dann ist der Wert der Cosinusfunktion fiir alle
kr = konst. konstant. Dies trifft auf alle Vektoren r; zu, deren orthogona-
le Projektion auf den Vektor k denselben Wert hat (siehe Abb. 5.2). Dies
entspricht aber allen Punkten r;, welche auf einer Normalebene zu k liegen.
Man nennt diese Ebene eine Wellenfront.

LaBt man nun die Zeit laufen, also t = t;+ At, so wollen wir untersuchen,
in welchem Punkt r’ wieder derselbe Wert wie zum Zeitpunkt ¢, aufgefunden
wird:

cos [kr' — w(ty + At) + ¢]
cos (|k||r + Ar|cosy — wty — WAL + ¢)

= cos(kr — wty + ¢)

cos(|k||r| cosy — wiy + @),
(5.33)

mit v dem Winkel zwischen k und r. Wir schreiben weiter

\k||r + Ar|cosy = |k||r|cosy + k| |Ar|cos~y.
=A

Die Gleichung (5.33) wird erfiillt sein, wenn
k|Az —wAt =0
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oder
k|Az

w
erfiillt ist. Nach einer Zeitspanne At hat sich somit die Wellenfront um Az
lings k weiterbewegt. Fiir At = 1 erhalten wir schlieflich:

At =

w  |kle
Az K| s c.
Die Wellenfront bewegt sich also mit der Geschwindigkeit ¢ in Richtung von
k. Wir nennen nun k den Wellenvektor, |k| die Wellenzahl, und den
Einheitsvektor k in Richtung von k die Ausbreitungsrichtung.

Der Abstand zweier Wellenfronten (fiir ¢ = konst.) zur gleichen Ampli-
tude wird Wellenliinge genannt und ergibt sich zu

cos(|k||r|cosy + konst) = cos(|k||r + Ar|cosy + konst + 2m)

|k| |Ar|cosy = 2m,
S —
=)
oder 5
T
A= —.
K|

Wir erhalten dann die Periode, also die Zeit, die bené6tigt wird, um um die
Wellenlénge fortzuschreiten, mit
A

3
C

T =

woraus sich die Frequenz v = 1/T = ¢/) und die Kreisfrequenz w =
2nv = |k|c ergibt.

Aus diesen Ergebnissen ist zu ersehen, dafl ebene Wellen in ihren Ei-
genschaften sehr direkt den Losungen der eindimensionalen Wellengleichung
entsprechen. Wihlen wir noch k = ke,, so finden wir vollige Ubereinstim-
mung.

Wegen der beliebigen Phase ¢ ist auch, wie bereits friiher,

flr,t) = Re {Aei(k”’“t)} ., AecC
Losung der Wellengleichung (5.32).

Kugelwellen

Dieser Wellentyp stellt die zweite, wichtige Klasse von periodischen Lésungen
dar:

f(x,t) = %cos(kr — wt + @)

1 .
= %e{—el(’“’"_“’t+¢)}, (5.34)
T
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f(r,t)

Abbildung 5.3: Die Kugelwelle.

mit |w| = ¢|k|, dem Skalar k& und r = |r|.
Wir zeigen zuniichst, daf (5.34) tatséichlich Losung der Wellengleichung
(5.32) ist und gehen dazu auf Kugelkoordinaten iiber. Es gilt

10 (TQBf(r,t))’

2 —_
Vif(r,t) = r2 Or or

da f(r,t) nach (5.34) winkelunabhéngig ist, also 0f(r,t)/09 = 0f(r,t)/0p =

0. Es folgt weiter:
of(r,t) — Re % 1 pilkr—wt+9)
or roor?

9 <7«2 of(r, t)) = Re {[ik + (ikr — 1)ik] ei('"_"’Hd’)}

= —Re {kQ,rei(kr—wt-l-d’)} .

Damit wird
k% .
V2f(r,t) = —Re {Te“k?‘—wtw)} = —k*f(r,1).
Da weiters 82f( )
r,t
o2 = —w2f(1'at)

ist, folgt unmittelbar fiir k2 = w?/c?, oder |k|c = |w|, daB (5.32) erfiillt ist.
Die Losungen (5.34) haben folgende Eigenschaften:

1. Wellenfronten sind durch kr — wt + ¢ = konst. definiert, und sind
somit Kugelflichen, die sich mit der Phasengeschwindigkeit ¢ vom
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Ursprung fortbewegen (als auslaufende Wellen), bzw. sich auf den Ur-
sprung zubewegen (als einlaufende Wellen).

2. Bezeichnen wir den Abstand zwischen zwei aufeinanderfolgenden Null-
durchgiingen als Wellenléinge (siehe Abb. 5.3), so sehen wir, daf} sie
wie bereits frither durch A = 27/|k| gegeben ist. Die Welle ist nun-
mehr aber rdumlich nicht mehr periodisch, da die Auslenkung wie 1/r
abfillt. Es gilt noch f(r) =0, — f(r+nX) =0, n €N, nicht aber
f(r)=f(r+nX), neN!

3. SchlieBlich wollen wir noch das Integral des Quadrats einer solchen Ku-
gelwelle iiber die Oberfliche einer Kugel mit dem Radius R bestimmen:

1
/dA o= /dm#ﬁ cos? (kR — wt + o)
= 4mcos’(kR — wt + @).
Dieses Ergebnis zeigt ein im wesentlichen von R unabhéngiges Verhal-

ten: es bleibt fiir alle R nach oben auf 47 beschriankt und iiberstreicht
fiir beliebige Werte von R im Laufe der Zeit alle Werte [0, 47].

5.5.3 Vektorwellen

Wir betrachten nun Vektorfelder, welche der homogenen Wellengleichung

_ 1 0°A(x,2)

2
V“A(r,t) 2 op

=0 (5.35)

geniigen. In dieser Gleichung geniigt jede Komponente des Vektorfeldes A (r,t)
fiir sich einer skalaren Wellengleichung (zumindest in kartesischen Koordina-
ten). Folglich liefert der Ansatz

Ai(r,t) = Re {Agei(k"”“””}

die Losung fiir die Komponenten des Vektorfeldes, woraus dann die Losung

3 3
A(I‘, t) = Z Aiei = Re {Z A?eiei(kir_“”t)} (536)
=1

=1

fiir das Vektorfeld A(r,t) konstruiert werden kann. Dabei sind w; und k; fiir
jede Komponente verschieden, A? ist eine beliebige komplexe Zahl, und die
Relation

|wi| = clk;]

muf erfiillt sein.
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Es erweist sich jedoch als ausreichend, und auch zweckmafig, sich auf
Wellen der Form .
A(r,t) = Re { A%tr—en} (5.37)

zu beschrinken, in welcher k und damit w fiir alle Komponenten von A(r, )
diesselben sind. Die allgemeinere Losung 148t sich aus Vektorfeldern vom Typ
(5.37) erzeugen:

A“llg'(r,t) _ ZA(j)(r,t)

= Y Re {AO(j)ei(ij—wj't)}
j=1
3 3 o
— Z Re {Z Az(])ekez(kjrwjt)} ]
j=1 k=1
Wir setzen nun A%® = A%, (A% hat also nur eine Komponente in Richtung

e;) und wihlen Az(i) = A 6;; damit sind nur die Diagonalelemente von Null
verschieden. Somit folgt

3
AY9-(r 1) = Re {Z Agjejei(kjr_“’ft)} i
j=1

Setzt man schlieflich A% = A% aus (5.36), so sicht man die Ubereinstimmung
der beiden Darstellungsformen.

Es sei abschliefend noch darauf hingewiesen, dafi nur (5.37) - und nicht
(5.36) - bei Koordinatendrehungen wie ein Vektor transformiert. Somit ist
durch (5.37) eine Vektorwelle definiert.

AY in (5.37) wird der Amplitudenvektor genannt. Man kann ihn in
jede orthonormale Basis entwickeln, also insbesonders in eine, deren es-
Komponente in Richtung von k zeigt:

k
3=
|

e lA(, elLegLR.

Dann ist die Komponente A3 die Amplitude der Vektorwelle in Ausbreitungs-
richtung, und A, A9 sind die Amplituden senkrecht zu k. Ist nun, ganz spezi-
ell, A parallel zu k, so schwingt die Welle in Ausbreitungsrichtung, und man
spricht von einer longitudinalen Welle. Ist hingegen A° senkrecht zu k, al-
so A% = 0, so finden die Auslenkungen senkrecht zur Ausbreitungsrichtung
statt, und man spricht von einer transversalen Welle.

Wie wir noch spéiter sehen werden, sind freie elektromagnetische Wellen
stets transversale Wellen. Diese besitzen ein weiteres Charakteristikum: die
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Polarisation, welche mit der relativen Phase der komplexen Amplituden A
und A9 zusammenhiingt. Um dies zu zeigen, schreiben wir A zunichst als

A = Re {AOei(kr—wt)}
= Re{(Ale; + Ade,) eilrn)}
= Re {(|A?\e’¢1el + |Ag\ei¢zez) ei(k”“’t)} :

Wir untersuchen zuerst den Fall ¢; = ¢ = ¢, oder um 7 verschieden, also
¢1 = ¢ + 7. Damit ergibt sich:

A — §Re{(|A(1)‘e1 + |Ag\e2) ei(krfwt+¢)}’ ¢1 = ¢2 = (b

A = { (|A le1 + |Adle; ¢ ) ei(kr_me)} , G1 =2+
=1
Also '
A =Re {(|Alle; & [AJ]ey) eilirwt+oI1
damit gibt es genau eine wohldefinierte Richtung e auf der Normalebene zu
k, in der die Welle unabhiingig von r und
?/v el / " 7t schwingt. Eine solche Welle nennt man

k  linear polarisiert und ihre Amplitude ist
durch

(A% = y/IAf]2+ |AS2
— JAJAY + AJAY

0
|Aile,

gegeben, wenn A% das konjugiert komplexe zu A ist.
Der zweite Fall ergibt sich mit |[A9] = |AS| = |A% und ¢ — ¢o = +7/2.
Dann gilt:

A = Re {|A0|e1€i(kr—wt+¢1) + |A0|e2€i(kr—wt+¢1q:7r/2)}

= Re |A0‘ei(kr7wt+¢1) (el + 6:Fi'/r/262)

>

~~

—ej ties

= |A% {cos(kr — wt + ¢;)e; + sin(kr — wt + ¢1)ey} -

Die Schwingungsrichtung ist nicht linger unabhingig von der Phase. Viel-
mehr beschreibt die “Spitze” des Vek-

‘ A ‘ tors A = (A, Ay, 0) eine Kreisspirale der
/A Q /\ /\ @ /} Ganghthe A und mit der Ausbreitungs-
< > richtung k. Diese Spirale wird fiir A¢ =
UUUwUU “ 7/2 als Rechts- (positive Helizitit), und

fiir A¢ = —m/2 als Linksspirale (negative
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Helizitdt) durchlaufen. Halten wir r fest, so durchliuft die Welle mit kon-
stanter Winkelgeschwindikeit w einen Kreis vom Radius |A°|. Deswegen be-
zeichnet man diese Welle auch als rechts- bzw. links-zirkular polarisiert.

Ist eine transversale Welle weder linear noch zirkular polarisiert, so kann
man zeigen, dafl die Spitze von A fiir konstantes r in der Normalebene zu
k eine Ellipse durchlauft. Man spricht von einer elliptisch polarisierten
Welle.

5.6 Freie elektromagnetische Wellen

Wir wollen nun zeigen, daf} die im vorhergehenden Kapitel ndher untersuch-
ten ebenen Wellen nicht nur die skalare und vektorielle, homogene Wellenglei-
chung fiir ¢(r,t) und A(r,t) 16sen, sondern auch die MAXWELL-Gleichungen
selbst, sofern p(r,¢) und j(r,t¢) identisch verschwinden. Dies ist dann gleich-
bedeutend mit der Ezistenz elektromagnetischer Wellen, welche sich, einmal
angeregt, im Vakuum fortpflanzen.

Um dies zu zeigen, konnen grundsétzlich drei Wege beschritten werden:

1. Aus A(r,t) und ¢(r,t) wird durch Differentiation E(r,¢) und B(r,t)
gewonnen.

2. Wir kénnen die quellfreien M AXWELL-Gleichungen ineinander einset-
zen und zeigen, daf} die Felder selbst Wellengleichungen erfiillen.

3. Wir setzen fiir E(r,t) und B(r,?) einfach ebene Wellen an und zeigen,
dal dieser Ansatz unter gewissen Bedingungen die MAXWELL-Glei-
chungen erfiillt.

Wir wollen hier dem dritten Weg folgen. Dazu ist eine Vorbemerkung
wesentlich: die MAXWELL-Gleichungen sind linear, also werden Real- und
Imaginérteil komplex angesetzter Losungen nicht gemischt (Superposition
von Real- und Imaginirteil). Finden wir daher, dafi die komplexen Wellen
Loésungen der MAXWELL-Gleichungen sind, so kénnen wir mit ihnen rech-
nen, und den Ubergang zum Realteil erst am Ende der Rechnung vollziehen
(solange wir nur lineare Transformationen durchfiihren). Eine solche Vor-
gangsweise erleichtert den Rechenaufwand betréichtlich.

Zunéchst bilden wir systematisch die verschiedenen Ableitungen einer
ebenen, komplexen Vektorwelle, welche noch oft genug benotigt werden. Die
Welle ist durch

A(I‘, t) — AOei(kr—wt)
gegeben. Es gilt dann
O0A(r,t)

% = —iw AL et — i A(r, 1), (5.38)
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O*Al(r, 1)
ot?
divA(r,t) = div [Aoei(krwt)]

— AOvei(krfwt)

= —iw(—iw) A% = 2 A(r, 1), (5.39)

= A" (iky e iky kg )
= A%ke! D — jkA(r,t), (5.40)
V2A(I', t) — v2 (AO i(krfwt))

= (VQAO ilkr—wt) g2 49.. VZAg---)

= (AOdIV grade’ =« ,)

= (AOdIV [zke (ker— “’t)] ,...,...)

= (Aozk gradetde—t) )

= (—Afkke'tret )

= —(kk)A(r,t), (5.41)

rotA(r,t) = V x Aleftkr—«t)
— _A0x Vei(kr—wt)
= —A° x kil
i (k % AOei(kr—wt))
— ik x A(r,1)]. (5.42)

Nun sind die Vorarbeiten geleistet, welche uns zu iiberpriifen erlauben, ob die
Vektorwelle die homogenen MAXWELL-Gleichungen erfiillt. Wir verwenden
den Ansatz:

E(I', t) — EOei(kr—wt)
B(I‘, t) — Boei(kr—wt)

und untersuchen die Gleichung (5.1):

divE(r,t) =0 2% KE(rt) =0, (5.43)
und daraus folgt unmittelbar E(r,t) L k! Weiters ergibt (5.2)
OE(r,t
rotB(r, t) — poco é? ) _ 0

mit (5.38) und (5.42)
Z[k X B(I‘, t)] — Moo [—in(I‘, t)] = 0,
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woraus

k x B(r,t) = —wpoeoE(r, ) (5.44)
folgt. Weiters ergibt (5.3) analog zu (5.43):

kB(r,t) = 0, (5.45)

womit auch B(r,¢) L k gilt. Schliellich beniitzen wir (5.4) zusammen mit
(5.38) und (5.42) und erhalten

ik x E(r,t)] + [-iwB(r,t)] = 0,
oder
k x E(r,t) = wB(r, t). (5.46)
Es folgt unmittelbar aus (5.43) und (5.45), daf die ebenen Wellen, welche das
E- und B-Feld beschreiben, transversal sein miissen, um die MAXWELL-
Gleichungen erfiillen zu konnen.
Wir multiplizieren noch (5.44) und (5.46) vektoriell mit k und setzen die
beiden Gleichungen ineinander ein:
k x [k x B(r,t)] = —pocow [k x E(r,1)]
= _MOE:OCLJQB(I', t)
k x [k x E(r,t)] = wlk x B(r,t)]
= —,U,()&?()(,LJQE(I', t)
Nun gilt aber
a x (ax b) =a(ab) — b(aa),
und weiters folgt wegen (5.43) und (5.45) ab = 0. Damit ergibt sich:

B(r,t) (kk - u060w2) =0
E(r, t) (kk - ,uosowz) = 0.

Dies bedeutet aber, dafl ebene Wellen die MAXWELL-Gleichungen dann und
nur dann 16sen, wenn

w==

\/m|k| +eo k| (5.47)
erfiillt ist. (Andernfalls miissen die Felder E(r,t) und B(r,t) identisch ver-
schwinden.) Die Beziehung (5.47) entspricht wieder dem bereits unter (5.30)
genannten Zusammenhang zwischen Kreisfrequenz und Wellenzahl. ¢y erweist
sich somit als Phasengeschwindigkeit der freien elektromagnetischenWelle im
Vakuum; weiters ist ¢y von der Frequenz und der Wellenldnge unabhéngig.
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Licht ist aber nun eine solche elektromagnetische Welle, und folglich ist ¢
nichts anderes als die Vakuumlichtgeschwindigkeit.
Es folgt aber weiter aus (5.46), daf3

1

B(r,t) -

k x E(r, t)] (5.48)

ist, und damit steht B(r,¢) nicht nur auf k (wegen kB(r,¢) = 0) senkrecht,
sondern auch auf E(r,t). Diese Beziehung gilt getrennt sowohl fiir den Real-
als auch fiir den Imaginérteil der komplexen Wellen:

B = B +iB’

E = E +/E
k(B'+iB") = kB'+ikB" =0
— kB = kB"=0,

und Analoges fiir E. Daraus folgt wegen (5.48) notwendig: B’ L E’ und
B” L E". Wegen (5.46) und k L E folgt auch

k| 1
B(r, ) = < |E| = — |E|.

Bestimmt man daraus das Verhéltnis von |E| zu |HJ, so erhélt man:

|E| I Mo

|H] B v/ Ho€o B €0

Die Dimension dieser Grofle ist

Vs Vm\ 2 Vv
(Am As) =3 =% (Ohm),
und dies ist die Dimension eines Widerstandes. Man spricht vom Wellenwi-
derstand des Vakuums, welcher den Wert 376.73 €2 hat.

Nun hat natiirlich E(r,¢), wie auch B(r,?), als transversale Vektorwelle
eine bestimmte Polarisation. Wegen (5.48) ist der Typ der Polarisation fiir
beide gleich.

Es ist somit in diesem Abschnitt gelungen die Existenz von ebenen, elek-
tromagnetischen Wellen als Losungen der quellenfreien MAXWELL-Gleichun-
gen zu beweisen und alle wesentliche Eigenschaften dieser Lésungen kennen-
zulernen.
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5.7 Die allgemeine Losung der homogenen Wel-
lengleichung

5.7.1 Grundsatzliches

Die ebenen Wellen sind spezielle Losungen der Wellengleichung, und als sol-
che besonders wichtig, weil mit ihnen, aufgrund der Linearitit der Wellen-
gleichung, alle anderen Losungen aufgebaut werden kénnen. Dies kann durch
Einfiihrung des mathematischen Konzeptes der FOURIERschen Integral-
transformation? gezeigt werden.

Zunéchst aber noch einige Bemerkungen zur eindimensionalen Wellen-
gleichung. Wir wissen, daf§ die (komplexwertigen) Funktionen

(b:t(k,t) — ei(kl‘:l:c|k:|t)

die Wellengleichung fiir jedes k 16sen. Da die Wellengleichung linear ist, ist
auch jede Linearkombination

i )T (ky, t) + ib(ku)¢_(ku,t), a(k,),b(k,) € C

Lésung der Wellengleichung. Ja sogar die “kontinuierlichen Linearkombina-
tionen”

/dka )+ (k, ) /dkb k, 1) (5.49)

mit beliebigen komplexwertigen Funktionen a(k) und b(k) besitzen diese Ei-
genschaft.
Es stellen sich nun folgende Fragen:

1. Wie unterscheiden sich die durch (5.49) dargestellten Losungen von der
beliebigen Losung f(xz+ct)? - Gar nicht! - Jede beliebige Losung (f(x £
ct) (mit nicht ganz pathologischen Eigenschaften im Unendlichen) 148t
sich als ein solches Integral schreiben.

2. Wenn man, angenommen, die Losung kennt, wie sehen dann die Funk-
tionen a(k) und b(k) aus?

2F. Schiirrer, Distributionen, Fouriertransformationen, Greensche Funktionen, Skrip-
tum zur Vorlesung MATHEMATISCHE METHODEN DER THEORETISCHEN PHYSIK, Graz
(1996), Seite 58 ff.

116



5.7.2 Bemerkungen zur FOURIERschen Integraltransfor-
mation

Antwort auf die oben formulierten Fragen gibt die Fouriersche Integraltrans-

formation (Fouriertransformation). Um dies zu zeigen, fithren wir die reell-

oder komplexwertige Funktion f(z) ein, welche auf der gesamten z-Achse
definiert ist. Dieser Funktion ordnen wir “als Ganzes” mittels

fl@) = FTU@) = fh) = o= [dee™f@)  (550)

eine auf —oo < k < oo definierte Funktion f(k) zu. Sie heift die Fou-
riertransformierte von f(z) oder Spektraldichte von f(z). Hiezu muf
natiirlich obiges Integral fiir alle £ existieren. Dazu ist wiederum notwendig,
daB8 f(x) fiir alle || — oo hinreichend schnell verschwindet.

Es sei nun C¥ eine Klasse fouriertransformierbarer Funktionen und weiters
sei A, u € C. Es bildet dann

a) CT einen linearen Raum beziiglich der Verkniipfungen:

(f+9)(=z) = f(z)+g(z)
A)@) = M),  [fz)g(@)ec.

b) Die Fouriertransformation F7 ist eine lineare Abbildung:
FTAN + ng} = AFT{S} + nFTHg}-

Damit gilt

, f(k),g(k) €C”,

~—

FTU +a} == [ doe (@) + gla)] = F(b) i

und der Raum der fouriertransformierten Funktionen C¥ bildet auch einen
linearen Raum. Damit ist aber auch der Ubergang zur Fouriertransformier-
ten eine lineare Abbildung von C¥ auf C*":

FT: ¢ — CF
fo— fz\/%/dwe_“mf(x). (5.51)

Das Nullelement von C¥" ist f(x) = 0 und das inverse Element ist durch
g(z) = —f(x) gegeben. Aufgrund von (5.51) existiert dann in C¥ das Null-
element f(k) =0 und das inverse Element §(k) = —f(k).

Es stellt sich nun die Frage nach der Umkehrbarkeit der Fouriertransfor-
mation: ist es méglich von f(k) auf f(z) riickzuschlieBen? Die Antwort wird
durch folgenden Satz gegeben:
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Satz 5.3 FEuxistiert das Integral
17
=—— [ dke*f(k), 5.52
@)= 75z [ keIt (5.52)

so ist die Fouriertransformation umkehrbar und die Umkehrung wird durch
(5.52) beschrieben. Dies ist das FOURIERsche Umkehrtheorem.

Dies ist aber nichts anderes als die Fouriertransformierte von f (—k):

FT{@}=F®),  FT{F(=h)} = /().

Auch ist die Form des Umkehrtheorems bemerkenswert: da alle Funktionen
e in z periodisch sind, bedeutet dies, daf§ alle Funktionen f(z) als kon-
tinuierliche Uberlagerung von periodischen Funktionen dargestellt werden.
Dabei muf} aber f(z) keineswegs periodisch sein. (Ganz im Gegenteil! Wir
haben ja gesehen, dafl die Fouriertransformierte besonders dann existiert,
wenn lim;| o f(2) = 0 gilt.) Dies ist ein wichtiger Unterschied zur diskreten
Uberlagerung

g(x) = Gne™, (5.53)

wo iiber endlich, oder unendlich, viele n summiert wird. Liegen dabei die
k, dquidistant auf der k-Achse, gilt also fiir irgendein ky, £k, = nkg, so ist
g(x) selbst periodisch mit der Wellenlinge A = 27 /ky. Die g(x) definie-
rende Summe (5.53) ist dann eine Fourier-Reihe. Werden hingegen die &,
willkiirlich gewéhlt, sodaf sie insbesonders in irrationalen Verhéltnissen zu-
einander stehen, so bezeichnet man g(x) als fastperiodische Funktion. In
beiden Fillen gilt aber, da§ g(z) fiir || — oo unter keinen Umsténden ver-
schwinden kann! Eine solche Méoglichkeit entsteht erst durch den Ubergang
zur kontinuierlichen Uberlagerung durch eine Fouriersche Integraltransfor-
mation.

Der Integralsatz (5.52) verwendet einen interessanten Begriff der Gleich-
heit. Daf} es sich dabei nicht um punktweise Gleichheit handeln kann, wird
aus folgendem Beispiel unmittelbar klar: wir betrachten die Funktion

1 |zl <1
fia)={ a |z|=1
0 |z|>1.

Ihre Fouriertransformierte ist wie folgt gegeben:

1 1

1
[ _ 1 —tkx __ 1 -
o) = \/27T/1dxe - \V2r —ik

_ i (e_““ B e““) _ 2sink

k2w kV2r

—ikx

-1
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In diesem Ergebnis kommen die Randwerte o nicht mehr vor und f"‘(k) ist
die Fouriertransformierte aller (kontinuierlich vielen) Funktionen f®(z) mit
beliebigem . Der Gleichheitsbegriff ist also so gestaltet, dal durch Integrati-
on verloren gegangene Eigenschaften kein Kriterium fiir die Gleichheit sind.
Wir kénnen nun aber auch nicht mehr erwarten, dafl durch die Umkehrtrans-
formation dieses o in Erscheinung tritt. Wir kénnen somit nur dann von einer
Umkehrtransformation sprechen, wenn wir einen Gleichheitsbegriff verwen-
den, der von vornherein alle (punktweise ungleichen) Funktionen f*(x) als
gleich ansieht.

Eine solche Gleichheitstransformation kann man zum Beispiel durch
Gleichheit im Mittel

h=f <<= /dm\fl(x)—fQ(acﬂp:O, peN

erreichen. Es folgt also aus der punktweisen Gleichheit auch die Gleichheit im
Mittel, doch gilt die Umkehrung im allgemeinen nicht, sondern nur noch fiir
stetige Funktionen. Unstetige Funktionen (wie in unserem Beispiel) miissen
nun nur noch “fast iiberall” iibereinstimmen, also bis auf eine Menge vom
Map$ Null. (Erweiterter Integralbegriff nach LEBESGUE.) Da aber jede im
Riemannschen Sinne integrable Funktion - und auch mit demselben Resultat
- im Lebesgueschen Sinne integrabel ist, brauchen wir uns fiir praktische
Zwecke mit diesen Feinheiten aber nicht auseinanderzusetzen.

Es stellt sich aber nun die sehr komplizierte Frage nach der Klasse von
Funktionen, fiir welche das Umkehrintegral (5.52) iiberhaupt existiert. Die
wichtigste Klasse bilden die quadratintegrablen Funktionen, die Klasse £2,
und fiir sie gilt

[ dz @) < o

(im Lebesgueschen Sinne). Alle diese Klassen sind aber unbequem klein.
(Nicht einmal f(z) = 1 hat darin Platz!)

Man stellt daher die Fouriertransformation im Rahmen der Theorie ver-
allgemeinerter Funktionen dar. Dazu erweitert man die Definition der Fou-
riertransformation auf

Fk) = Jim L% [ dwe = (), (5.54)

Dies ergibt fiir alle Funktionen f(z), fiir welche bereits ein f(k) im urspriing-
lichen Sinne nach (5.50) existiert, das alte Resultat. Hingegen existiert der
Limes, wegen des konvergenzerzeugenden Faktors P hiufig auch dann,
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wenn das urspriingliche Integral nicht definiert ist. Ein typisches Beispiel
hiefiir ist die Funktion f(z) = 1 mit der Fouriertransformation:?

fl@)y=1 w  f(k)=V2r5(k),

mit §(k), der Diracschen Deltadistribution zum Argument k.

Mit (5.54) wurde die Fouriertransformation erweitert und das Verfahren
wurde unsymmetrisch insoferne, als wir nun fiir f(z) gewdhnliche Funktionen
zulassen und dafiir als Fouriertransformierte Distributionen erhalten. Wollen
wir wieder Symmetrie herstellen, indem wir auch fiir f(z) verallgemeinerte
Funktionen zulassen, so ist dies zwar moglich - f(z) = 6(z) +—  f(k) =
1/4/2 - doch gilt dann nicht das Umkehrtheorem in der Gestalt (5.52). Wir
erweitern daher zu dem

Satz 5.4 Wenn der Limes der Folge

f@) = lim, V%?_ / dke s F (k) (5.55)

ezxistiert, ist die Fouriertransformation umkehrbar und die urspriingliche
Funktion ist durch (5.55) gegeben.

Zusammengefafit erhalten wir folgende, wichtige Eigenschaften der Fou-
riertransformation:

1. Die Fouriertransformation ist linear:

FT{af(z) + bg(z)} = af (k) + bj(k), a,be C.

ikb/a _

oy /).

fx)— f(k) = flax+Db)—

3. Selbst wenn f(z) reellwertig ist, ist f(k) im allgemeinen komplexwertig,
und es gilt dann

)= fl@) = k) =—f(-k).

3F. Schiirrer, Distributionen, Fouriertransformationen, Greensche Funktionen, Skrip-
tum zur Vorlesung MATHEMATISCHE METHODEN DER THEORETISCHEN PHYSIK, Graz
(1996), Seite 65 ff.
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4. Ist f(z) symmetrisch, oder antisymmetrisch, so besitzt auch f (x) diese
Eigenschaft:

f(-o)=%f(x) = [(=k)=£f(k).

Damit folgt aus den Punkten 3 und 4: die Spektraldichte einer symme-
trischen, rellen Funktion ist reell, die einer antisymmetrischen, rellen
Funktion, rein imaginér.

5. Die Funktion -
h(z) = / dz' f(z — 2')g(z) (5.56)

nennt man das Faltungsprodukt von f und g. Man schreibt formal:
h=fxg.

Satz 5.5 Faltungstheorem:
Die Fouriertransformierte des Faltungsproduktes ist das Produkt der
Fouriertransformierten von f und g multiplziert mit \/2m:

h=fxg — h=V2rf3§. (5.57)

Voraussetzung fiir die Giiltigkeit dieses Theorems ist natiirlich die Exi-
stenz des Faltungsproduktes (5.56) - notfalls im Sinne von:

o0

T ! —ex'? o !
h(z) = gliIEo dx' e =" f(x — 2") g(2). (5.58)

Ein solches Faltungsintegral ist uns bereits in Abschnitt 3.3.2, in wel-
chem die freie Greensche Funktion und das Poissonsche Integral behan-
delt wurden, in Gleichung (3.26) begegnet.

Das Theorem ist auch von besonderer Bedeutung bei der Losung von
linearen Integralgleichungen des Typs

f@) =g()+ [ di’ hiz —a') £(a).

Wir bilden die Fouriertransformierte:
Fk) = (k) + V2rh(k) f(k),
und l6sen nach f(k) auf:

iy (k)

Durch Riicktransformation von f (k) erhdlt man dann die gesuchte
Lésung.
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6. Eine weitere wichtige Eigenschaft ist durch
f@)—= f(k) = [f'(z) = ikf(k) (5.59)

gegeben. Dies kann dazu beniitzt werden, lineare Differentialgleichun-
gen mit konstanten Koeffizienten in algebraische Gleichungen iiber-
zufiihren:

mit P"(k) einem Polynom n-ter Ordnung in k. Daraus folgt durch
Umkehrtransformation die Losung:

I S Ay ()
f(x)—\/—2_7r_4dke k)’

7. Die Wahl des Vorzeichens in e**? ist willkiirlich. Lediglich bei Hin- und
Riicktransformation mufl ein Vorzeichenwechsel stattfinden. So trifft
man etwa bei Zeitfunktionen f(t) folgende Vereinbarung:

fo) = g [
1 T —iwt
0 = 5 / dw e~ (), (5.60)

Ahnliches gilt fiir die Faktoren 1 /v/2m vor dem Integral. Wichtig ist,
daf} das Produkt aus Hin- und Riicktransformation in einer Dimension
den Faktor (27)~' ergibt.
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5.7.3 Erweiterung auf Funktionen mehrerer Variabler

Es sei f(r,t) = f(x1,z2,23,1), dann ist offenbar

fk,w) = f(ky, kg, ks, w)

o0
1 ) ) )
= dx, e 1o /dxz g thew2 /dxg, ¢~ thaTs
(V%)“Zo

—o0 —o0
o
X / dt ei“’tf(:cl, To, T3,1)
—0oQ

B ﬁ / drdte "0 f(r,t); (5.61)

die Umkehrtransformation lautet dann:

oo

1
(v2m)t

mit den offensichtlichen Erweiterungen auf verallgemeinerte Funktionen.

flr,t) = / Pledw 0= f(k, ), (5.62)

5.7.4 Die Wellengleichung und die Fouriertransforma-
tion

Der eben eingefiihrte Formalismus der Fouriertransformation steht mit un-
seren, in Abschnitt 5.7.1 aufgeworfenen Fragen in engstem Zusammenhang.
Dies symbolisiert deutlich die Umkehrformel (5.62) mit f(r,¢) der Losung
der Gleichung, exp {i(kr — wt)} den ebenen Wellen, und f(k,w) der Fourier-
transformierten der Losung.

Wir wollen nun in der weiteren Argumentation sehr sorgfiltig vorgehen:

e Zunichst, und das wissen wir bereits, gestattet die Fouriertransfor-
mation die Darstellung jeder (transformierten) Funktion f(z) durch
kontinuierliche Uberlagerung periodischer Funktionen der Wellenlénge
A=2n/|k|.

e Gleicherweise bedeutet die Formel (5.62), dal man jede fouriertransfor-
mierbare Orts- und Zeitfunktion durch kontinuierliche Superposition
von ebenen Wellen darstellen kann, wobei die k; und w; unabhéngig
voneinander alle Werte von —oo bis oo durchlaufen. (Dies rechtfertigt
auch unsere Vorzeichenkonvention beziiglich w und kr.)

e Soll diese kontinuierliche Superposition ebener Wellen Losung der ho-
mogenen Wellengleichung sein, miissen wir fordern, dafy die Beziehung
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(5.47) aufrecht bleibt. Wir diirfen also nur solche ebenen Wellen su-
perponieren, die selbst Losung der Wellengleichung sind. Wir miissen
daher in (5.62) f(k,w) in der Form

flle,w) = f~(&)3(w + ¢ [k|) + F* (k)d(w — c |kl) (5.63)
ansetzen. Damit ist f(k,w) nur dann von Null verschieden, wenn (5.47)

gilt, und f*(k) und f~(k) sind frei wihlbar, um so die allgemeine
Losung

f(I' z(kr+c|k|t) +f+( ) i(kr— c\k|t)}

der homogenen Wellengleichung zu finden.

Fiir eine Raumdimension gilt speziell (etwa k = ke,):

flzt) =

dk{f ( ) k:c+ck:t)+f+( ) i(k:cfckt)}

Nachdem fiir £~ (k) und f*(k) jede beliebige fouriertransformierbare
Funktion gewiahlt werden kann und wir wissen, dafl die Fouriertrans-
formation bijektiv ist, sind somit auch f~(z + ct) und f*(z — ct) be-
liebige fouriertransformierbare Funktionen mit dem Argument (z + ct)
bzw. (x — ct). Dieses Ergebnis haben wir bereits in Abschnitt 5.5.1 auf
Seite 103 aufgefunden.

Wir haben diese allgemeine Losung der Wellengleichung gewonnen, in-
dem wir
— vom Prinzip der Superposition,

— von der Eigenschaft der Fouriertransf.ormation, dafl man jede be-
liebige Funktion als kontinuierliche Uberlagerung ebener Wellen
darstellen kann, und

— von der Eigenschaft, daf} fiir die Losungen der Wellengleichung
durch ebene Wellen w = +c|k| gelten muf

Gebrauch gemacht haben.
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e Diese Ergebnisse lassen sich auch direkt aus der Wellengleichung ge-
winnen, indem wir diese fouriertransformieren. Es gilt ja

1°f(x,t) _
- g atQ _g(r’t)

Vf(r,t)

Aus (5.59) und (5.60) folgt weiter:

o { f(r, t)} — iwf(k,w)

ot
J—“T{a2];g’t)} = ' flkw)
J—"T{%;;t)} = ik f(k,w)
FT{gradf(r,t)} = ikf(k,w)
FT{V?f(r,1)} = fT{; aQJ(;g;t)}
- T a8 )

= X[k Fkw)

1

= f(k,w) > (—ik?) = —kkf(k,w),

7

und damit ergibt sich fiir die fouriertransformierte Wellengleichung:

2

—(KKk) f(k,w) + = f (k, w) = di(k,w)

c2

oder

also eine algebraische Gleichung fiir f(k,w).

Wir untersuchen jetzt nur die homogene Gleichung

fk,w) (kk—“’—2> =0

c2

e (3-2) (1+) =
fle,w) (w+clk]) (w—clk]) = o

Die Losung dieser Gleichung fiir f(k,w) sieht wie folgt aus:
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1. f(k,w) muB iiberall dort verschwinden, wo |k| # +w/c ist.
2. An den Stellen |k| = +w/c darf f(k,w) jeden Wert annehmen.

Somit lautet die Losung
flk,w) = F~(k)d(w + k| ) + F(k)d(w — [k o),

mit f*(k) frei withlbar. Dieses Ergebnis stimmt vollig mit (5.63) iiber-
ein. Nur haben wir hier mit Hilfe der Fouriertransformation die Losung
der Wellengleichung erhalten. Diese Losung ist aber nun auf die Menge
fouriertransformierbarer Funktionen beschrankt.

5.7.5 Losung der elektromagnetischen Wellengleichung

Wir wenden nun die gewonnenen Ergebnisse auf die elektromagnetischen
Wellengleichungen fiir A(r,t) und ¢(r,t) an. Diese Gleichungen lauten ent-
sprechend (5.19) und (5.20) im homogenen Fall:

1 0*A(r,t)
Ar,t) — 5 ——2
VIA(r,?) d ot 0
1 9%¢(r, 1)
2 t)— 5——>~= 0
V d)(ri ) Cg at2 )
mit der Lorentzeichung
1
divA(r, 1) + - 2200 _
cg ¢

als Nebenbedingung. Wir erhalten als Losung der transformierten Wellen-
gleichung

dk,w) = ¢ (k)6(w+ k|co) + ¢ (k)d(w — |K| co)
(5.64)
Ak w) = A (k)d(w+ k|lc) + At (k)S(w — |k|co),

weil wir ja fiir jede Komponente von A(r,t) die Losung der skalaren Wellen-
gleichung ansetzen diirfen. Nach der Riicktransformation gilt:

17 et T
80 = G / Pldw 099 (K, w)

1 T i(kr—wt) A
ALY = G / Pldw 00 & (k, w).
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Da nun aber die Losungen der Lorentzeichung geniigen miissen, sind qzi (k)
und A*(k) nicht mehr véllig frei wihlbar. Sie miissen vielmehr der Fourier-
transformierten der Lorentzeichung

oder
kA (k,w) — o(k,w) =0

~ W ~
¢t

geniigen. Wir setzen (5.64) ein:

k [A(k)3(w + ¢ [k|) + AT (K)5(w — co [K])]

-2 (67 (K)3(w + co [KI) + ¢* (K)d(w — o [K])] =0

KA (1) 5570960+ k)

| €

+ lkf&*(k) - %&(k)] §(w — ¢ |k|) = 0.

Somit miissen die Ausdriicke in den eckigen Klammern fiir w = ¢y [k| ver-
schwinden. Dadurch ist auch das Verhiltnis von kA*(k) zu ¢* (k) fiir alle
w festgelegt, da A*(k) und ¢*(k) nicht mehr, wie frither f(k,w), von w
abhingen. Man findet:

KA (k) = g’—gwk), w=—co K|

kAt (k) = Sét(k), w=clK|

oder

¢ (k) = —cokA (k)
(5.65)
¢t(k) = ckA(k), k=k/[K|.

Es ist somit A% (k) frei wihlbar und ¢*(k) liBt sich aus (5.65) bestimmen.

Die freie Wihlbarkeit von A*(k) kann sogar noch weiter eingeschriinkt
werden, und dennoch erhilt man die allgemeinste Lésung. Es ist ndmlich
hinreichend A%(k) transversal zu wihlen:

A*(k)k =0, (5.66)
wobei wegen (5.65) ¢* (k) = 0 folgt.
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Zum Beweis, da} (5.66) hinreichend ist die allgemeinst mégliche Losung
zu finden, wihlen wir A*(k) zunichst ganz allgemein, bestimmen daraus
B(r,¢) und E(r, ), und werden erkennen, daf die longitudinale Komponente
von A%(k) keinen Feldbeitrag liefert.

Es gilt:

B(r,t) = rotA(r,t)

- /d3kdw 6i(kr—wt)

= rot

x {A~(K)d(w + co [K) + AT (K)d(w — co [K) }

- [ A~ (k)eikrteolklt) 4 A+ (1) pilkr—colk|t)

= Gy [ @k rot {A-()eitronn 1 A+ ()eitercolen}.
Nun ist

rotA = (k)ellkrteolklt) = _ A~ (k) x Veilkrteoki)

= —[A(K) x ikJeilerteolklt),

und damit folgt weiter
_ ¢t r 3 A-— i(kr+cok|t)
B(r,t) = (%)z_éd k {[A" (k) x Kleitkreo

+ [AT (k) x Kleitkeeolen} (5.67)

In A%(k) x k geht jedoch nur die Transversalkomponente von A*(k) ein. Es
folgt weiter fiir das E-Feld:
OA(r,t)

E(r,t) = - 875’ — grado(r, t)

1 9 T - ;
= G [ @k 0D {A= (13w + oK)

+AT (k)3 (w — ¢o K[}

—grad )2 /d3kdw eikr—wt) {—coch’ (k)d(w + ¢ [k|)

+ cok At (K)3(w — o [k[) }

_ ZCO /d3k |k|{ ~(k )e'(kr+colklt) — A+(k)ei(kr—60\k\t)}

—ZCO /d3 [kA )]kei(kr+colk\t) + [RA+(k)]kei(kr—colk\t)}’
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oder

E(r,t) =

ko k| ({k[kA~ (k)] — A~ (k) } ¢ithrteolid

{k[kA*( )] = At (k) } eithr=colkih) (5.68)
Entscheidend ist nun der Ausdruck
T = E[RAi(k)] — Ai(k).

Der erste Term k(kA¥) ist die longitudinale Komponente von A*, von wel-
cher der gesamte Vektor A= abgezogen wird. Daher steht T auf k senkrecht
wie man durch Multiplikation von T mit k leicht sieht:

i R A _AN:I: _
kT = kk[kA* (k)] — kA% (k) = 0.

=1

Wieder spielt nur die Transversalkomponente von A% eine Rolle, womit die
zuvor gemachte Behauptung, dafl es hinreichen ist Ai(k) transversal zu
wéihlen, bewiesen ist.

Dieses hier gefundene Ergebnis stellt in keiner Weise eine Einschrénkung
dahingehend dar, dafl die Feldkomponenten, bei geeigenten Randbedingun-
gen, nicht doch longitudinale Komponenten haben konnen. Im Integral von
(5.67) und (5.68) kommen ja alle k-Richtungen vor, und die Randbedingun-
gen filtern dann entsprechend aus.

5.8 Die inhomogene Wellengleichung

In den vorhergehenden Abschnitten haben wir die Losungen der homoge-
nen Wellengleichung diskutiert. Damit wurden die notwendigen Vorarbeiten
geleistet, um jetzt die Frage nach der Wellenerzeugung durch Ladungs-
und/oder Stromquellen behandeln zu kénnen.

Die Situation, mit welcher wir hier konfrontiert werden, hat ihr Analogon
im harmonischen Oszillator als Problem der analytischen Mechanik. Dort
lieferte die homogene Schwingungsgleichung die Figenschwingungen des Sy-
stemes, und die inhomogene Schwingungsgleichung die Anregung von Schwin-
gungen.

5.8.1 Die Greensche Funktion der Wellengleichung

Wir werden die inhomogene Wellengleichung

(v2 - %%) Fr,t) = g(r, 1), (5.69)
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wie schon die Poissonsche Differentialgleichung in Abschitt 3.3.1, mit Hilfe
der Methode der Greenschen Funktionen 16sen. Wir schreiben in Analogie zu
(3.25) die Greensche Funktion als Losung von (5.69) fiir 6-Quellen. Ist der
Raum homogen, so gilt

2
<V2 — é%) Gr—rt—t)=6x—-1)ot—-1t), (5.70)

und die Losung von (5.69) lautet:
flr,t) = / v’ / dt' G(r — 'yt — ') g(r', ). (5.71)
B —0o0

Der Beweis fiir die Richtigkeit von (5.71) ist durch Einsetzen leicht zu fiihren.
Wir konnen aus (5.71) bereits eine Reihe von Aussagen iiber wichtige
Eigenschaften der Greenschen Funktion machen. Zunichst sieht man, dafl
infolge der Zeitintegration in (5.71) die Losung zur Zeit ¢t mit den Quellen
g(r',t') zu allen anderen Zeiten verbunden wird. Darunter sind natiirlich auch
Zeiten t' > t. Der Zeitverlauf der Quellen ist willkiirlich und damit darf f(r,?)
nicht von den Quellen fiir ¢ > ¢ abhingen - “Hellsehen” ist nicht méglich.

Es muf} also
Gir—r',t—t)=0, t—-t'<0 (5.72)

gelten. Diese Beziehung ist Ausdruck von Kausalitéit. (5.72) ist aber nicht
ausreichend. Dies ist einzusehen, wenn wir den Zeitpunkt ¢ = ¢t — At betrach-
ten, zu welchem G(r — r’, At) # 0 gelten soll. Das Ortsintegral von (5.71)
sagt aber aus, dal zur Lésung im Orte r die Quellen an allen anderen Orten
r’ beitragen, unabhéingig davon, wie grof§ die Entfernung |r — r'| auch sein
mag. Dies verlangt aber eine unendlich schnelle Ausbreitung der Wirkung.
Gibt es hingegen eine obere Grenze der Geschwindigkeit, mit welcher sich die
Wirkung ausbreiten kann, etwa ¢/, dann kann f(r,?) von diesen Quellen nur
erfahren, wenn
r—r'| <At

ist. Somit miissen wir (5.72) auf
! ! ! 1 /
G(r—r',t—1t)=0, t—t<g|r—r| (5.73)

einschrinken. Es ist das wesentliche Ergebnis der speziellen Relativitits-
theorie,* daf eine solche maximale Geschwindigkeit postuliert wird, und al-
le derzeit bekannten experimentellen Befunde deuten darauf hin, dafl diese

4siehe: B. Schnizer Skriptum zur Vorlesung Analytische Mechanik, Kapitel 10.
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maximale Geschwindigkeit die Vakuumlichtgeschwindigkeit ¢y ist. Die Ein-
schriankung (5.73) ist auch Ausdruck des Nahwirkungscharakters der Elek-
trodynamik.

Betrachten wir nun (r,t) als einen Punkt im vierdimensionalen Raum-

Zeit-Kontinuum, so beschreibt die Bedin-
gung |r| < ct, also

rr = 2% + Y’ + 2° < ¢gt’

das Innere eines “Kugelkegels”. Dies ist
der Lichtkegel. Setzen wir z = 0, so kann
man einen Schnitt durch den Kugelkegel
machen. Dieser Schnitt ist in nebenste-
Vergangenheit hender Abbildung dargestellt. Demnach
zerfallt der Raum in die disjunkten Ge-
biete:

2 2,2 2 _ 2.2 2. 242
Tt < cptt, Tt =ctt, 17> cytt.

Bezeichnen wir nun den Punkt (r, ) als Ereignis, so sind zwei Ereignisse (r, t)
und (r', ")

zeitartig, wenn |r—r'|> < c2(t—1t')

lichtartig, wenn |r—r'|° = c2(t—1

ortsartig, wenn |r—r'|° > c(t—1")

ist. Damit kann eine Quelle im Ort (r’,¢') die Losung von (5.71) in (r,¢) nur
dann beeinflussen, wenn das Ereignis (r,?) relativ zu (r/,#') in oder auf der
Zukunftshélfte des Lichtkegels liegt. Dies ist nun der korrekte Ausdruck der
Kausalitét, wie er in Nahwirkungstheorien zu formulieren ist.

Es konnte nun natiirlich sein, dafl die Greensche Funktion nicht nur fiir
lichtartige Ereignisse, sondern auch fiir zeitartige Ereignisse von Null ver-
schieden ist. Dies wiirde bedeuten, dafl das Verhalten der Quelle g(r',t")
nicht nur im Zeitpunkt ¢ mit ¢ — ¢’ = |r — 1’| /¢y zur Losung f(r,t) beitrigt,
sondern auch zu spéteren Zeiten. Dies wiirde bedeuten, dafl es neben den
Wirkungen, welche sich mit ¢y ausbreiten, auch noch “langsamere” Wirkun-
gen gibt. Im Vakuum wird dies aber nicht der Fall sein, und demzufolge wird
die Greensche Funktion nur auf dem Lichtkegel von Null verschieden sein.
Es gilt also

G(r,t) = G(r)d(t — |r| /co)- (5.74)

In Materie hingegen tritt Dispersion auf, und die Lichtgeschwindigkeit hingt
dann von der Frequenz ab; es gibt dann tatséchlich Wirkungen zwischen
zeitartigen Ereignissen.
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Nach diesen Aussagen iiber die Zeitabhingigkeit der Greenschen Funktion
konnen wir auch Aussagen iiber ihre Ortsabhéngigkeit machen. Wir nehmen
dazu an, dafl unsere Quelle explizit zeitunabhingig ist, also gilt g(r',¢') =
g(r"). Dann folgt

fr,t) = /dV’ G(r —r')g(r) /dt’ St —1 — |r — 1| /o)
B @

v

~~

=1

= [fl),

mit dem nunmehr zeitunabhéngigen Feld f(r). Damit reduziert sich (5.69)
auf

Vif(r) = g(r),

die Poissongleichung (3.24). Damit folgt fiir die Ortsabhéngigkeit der Green-
schen Funktion entsprechend Abschnitt 3.3.2:

11
47 ||

G(r) =

Der Faktor e; ' entfiillt hier natiirlich. Wir finden das Endergebnis

11
G(r,t) = ———0(t — 5.75
(I‘, ) AT |I‘| ( |I‘| /CO)7 ( )
die kausale Greensche Funktion. (Der Beweis, daf (5.75) tatséchlich Losung
von (5.70) ist, erfolgt am Besten unter Zuhilfenahme der Fouriertransforma-
tion, und ist Gegenstand der Ubungen.)
Wir setzen (5.75) in (5.71) ein und erhalten

flrt) = —i/dv’ [ ar M=t -r=-rljeo)sht) (55
B —00

v —

Die Zeitintegration ist unmittelbar ausfiihrbar und resultiert in:

1 1
frt) = =g [V = =] feo).
B

Damit ist die Lésung zur Zeit ¢ exakt aus einem Poissonintegral vom Typ
(3.27) erhéltlich, in welches als Quelle am Ort r' genau der Quellwert eingeht,
welcher dort zu einer um die Laufzeit, ndmlich |r —r'| /o, fritheren Zeit
vorlag.
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Mit Hilfe dieser Ergebnisse erhalten wir fiir die elektromagnetischen Po-
tentiale:

/dV’ plr'st = |r — x| /co)

v —r'|

¢(r, 1) =

47T€0

(5.77)

/dVIJ I' t—|r—rl|/CO)

r —r'|

Diese Losungen tragen der Kausahtat Rechnung und werden retardierte
Potentiale genannt, weil sie gegeniiber dem Zeitverhalten der Quellen um
die Laufzeit der Wirkung verzogert sind.

Es ist abschlielend notwendig wiederum darauf hinzuweisen, daf die Wel-
lengleichung in der vorliegenden symmetrischen Form nur unter der Bedin-
gung der Lorentzeichung giiltig ist. Es ist daher noch zu iiberpriifen, ob die
Losungen (5.77) tatsichlich dieser Eichung entsprechen. Wir stellen zunéchst
fest, daf3 (5.71) das Faltungsprodukt der Greenschen Funktion mit der jewei-
ligen Quelle ist. Folglich gilt aufgrund von (5.57):

Bw) =~ (206 (k) plk)
A(kvw) = _u0(27r)2é(k7w)j(kvw)'
Es folgt dann (5.18):
idivA(r,t) +€oa¢g; ) _

k / dew 0= & (I, ) +

1 _
PR /d3 /dwe (kr—e) 31 )

=~ [ /de [ (k, )V + ik, w)%] eillr )

— / &Pk / dw G (k, w) [kj(k, w) — wilk,w)] ==, (5.78)

Auf der anderen Seite erhalten wir aus der Kontinuitatsgleichung (2.21) durch
partielle Integration:

_ . Op(r',¥')
_ ' 1 —i(kr —wt’) il A )
o /dV /dt [Vrj(r,t)+ o ]
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T 0] it
/dt' [j(r',t')vr/ —i—p(r',t')@ ik —wt')

/dt (', t")(—ik) + p(r', ') (iw)] e~ *0x'=t)

= { /dv’/dt (x',¢")emikr'—wt)

—w /dVI /dt/p(r/,t/)efi(kr’fwt’)
B —00
Diese Integrale sind die Fouriertransformierten von j und p, also gilt:
kj(kv LU) - Ldﬁ(k, (U) = 07

und damit verschwindet der Ausdruck in den eckigen Klammern von (5.78)
und die retardierten Potentiale geniigen der Lorentzeichung.

Die retardierten Potentiale stellen innerhalb des betrachteten Raumge-
bietes B die partikuldre Losung der inhomogenen Wellengleichung dar. Die
vollsténdige Losung findet man durch Addieren einer Lésung der homogenen
Wellengleichung. Die resultierenden elektromagnetischen Potentiale miissen
dabei natiirlich noch den geltenden Randbedingungen geniigen.

5.8.2 Bewegte Ladungen

Wir wollen uns nun dem einfachsten Quelltyp zuwenden, dem einer Punkt-
ladung, die sich ldngs einer Bahn C im Raum bewegt.

q Diese Bahn ist durch R(t) gegeben, und es gilt
¢ plr,t) = ad(x—R(t)
a i(x,t) = vp(r,t) = ¢R(t)é(r — R(1)),
R(1)

VR(t) € C. Die retardierten Potentiale sind fiir sol-
che Verteilungen ausgesprochen unhandlich und wir
gehen daher auf die Formulierung mit Greenschen
Funktionen in der Form (5.76) zuriick und erhalten:

f(r,1) :_i/dvl /dt, (1 =t = r = '] Jeo) g(x', )

v —r'|
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mit
g(r,t) = —Lp('t) fir ¢(r,1)
g(r,t) = —pej(r',t") fir A(r,t),

und erhalten daraus:

dreg lr —r/|

/dvl fdt' 5(t —t' - |I‘ — rl| /CO) qd(l‘l _ R(tl))

v — |

A@J)zﬁg/dv'7@#5“_#‘*r_rWﬂquuqaf—fuwy
B —o0

Wir fiihren nun, im Gegensatz zu friither, die Raumintegration zuerst aus,
und es folgt etwa fiir ¢(r,t):

b(r,1) = 7dt' ot — e~ R{¥)] /o)

dmeg J_ Ir — R(¢)]|

Mit X (#') = [r — R(#')|, dem Abstand zwischen Ladung und Aufpunkt, sowie
V(t') = R(t) folgt:

oy = 1 Tttt =X

471'80700 X(tl)
(5.79)
A(r,t) = Q,Uo /dt - ((t,))/co) ()

In (5.79) tritt die 0-Funktion in der Form 6(h(¢')) auf, und wir nutzen daher
die Transformation

(A1) =2 o(t' = 1,),

o |h(t)

mit A(t,) = 0, und #,, den Nullstellen von h(#'). Dabei miissen, offensichtlich,
die Nullstellen einfach sein, also h(t)) # 0. Nun gilt aber weiters:

h(#) = t—t — X(t)/co
W) = 0 = t—t —X(t')/co =0, (5.80)

und damit hangt ¢/, von X (¢') ab. Wir bestimmen nun
h(t") = —1 — X (t')/co.
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Nun gilt aber:

[ri — Ri(t')]?

1

3
1=

X(t) = \r—R(t’>|=¢

~2 %[ — Ri(®)lu(?)

X(t) -
2 i;[ri — Ry(t)]?

ROV _ Fove
TR - ROV,

—

mit [r — R(#')] dem Einheitsvektor in Richtung von r — R(¢'). Wir erhalten
dann weiter

. —_— e v(t
h(t)=—-1+[r— R(t’)]V(t')| c( )|,
0
mit V(#') dem Einheitsvektor in Richtung von V (#). Nun ist aber das Ska-
larprodukt zweier Eiheitsvektoren dem Betrag nach auf Eins beschrinkt, und
damit gilt die Abschétzung:
VI _ s VeI

< h(t') < -1+
Co o

—-1-

Nehmen wir nun weiter an, daf} sich das geladene Teilchen mit Unterlichtge-
schwindigkeit bewegt, so folgt aus der rechten Ungleichung

h(t') < 0, (5.81)

und somit ist h(t') streng monoton fallend und kann folglich stets maximal
eine einfache Nullstelle ¢; haben. Wegen (5.81) ergibt sich weiter

und

SO = 1T r —’ﬁ<ta>1v<ta>/co‘5(t' ~ o

X(to)o(t' — 1)
X(to) = [r = R(t)V(t5) /co’

mit h(ty) = 0. Wir setzen nun in (5.79) ein und erhalten

o0

q ' 5(tl - t())
e ] X() - r— RV /oo

—oQ

¢(r,t) =
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q 1

dmeg X (o) — [r — R(t0)]V (t0)/co (5.82)
_oamo T, V() —tp)
At = E_/ X(t) - [r - REIV{E)/co
_ Mo V(t) (5.83)

Ar X(t) — [t = R(@)]V(th)/co’

Es sind dies die LIENARD-WIECHERTschen Potentiale einer sich bewegen-
den Punktladung.

Das Problem bei der Anwendung dieser Potentiale liegt oft in der schwie-
rig auszuwertenden Retardierungsbedingung h(t;) = 0: fiir gleiche Zeiten ¢
héngt ¢’ nach (5.80) vom Aufpunkt r ab.

5.8.3 Der Hertzsche Dipol

Wir betrachten die - insgesamt neutrale - Anordnung, welche aus einer im
Koordinatenursprung fixierten negativen La-

dung —q und einer sich auf der Kurve a(t) be-
wegenden positiven Ladung +¢q zusammensetzt.
Damit gilt:

p(r,t) = qlé(r—a(t)) — é(r)]
i(x;t) = qa(t)é(r—a(t)).
Wir nehmen nun an, dafl

1. |a(t)] < @ fir —co < t < oo gilt,
und definieren deshalb a(t) = aon(t) mit
()] < 1.

2. Weiters setzen wir voraus, dafl der Grenzprozess |ag| = ag — 0, ¢ — 00
so durchgefiihrt wird, da} das Produkt qay konstant bleibt. Dies ist
jener Grenzprozess, welcher im Abschnitt 3.7 zum elektrischen Punkt-
dipol gefiihrt hat.

Wir definieren also entsprechend (3.56) das elektrische Dipolmoment

p(t) = lim qa(?)

ap—0,q—00

—  lim  qaen(t)

ap—0,g—00
= qao"?(t)a (584)
mit gay = konst. Die Grole des Dipolmoments ist dabei durch ¢ |a(t)| =
qao |m(t)| gegeben, und seine Richtung durch den Einheitsvektor a(t) =
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a(t)/|a(t)|. Es handelt sich also um einen zeitlich verdnderlichen Punktdipol,
welcher um den Ursprung r = 0 konzentriert ist. Eine solche Anordnung wird
Hertzscher Dipol genannt.

Der Strom j(r,t) = qa(t)é(r — a(t)), den die zeitliche Verédnderung des
Dipolmomentes verursacht, ist, falls |a(¢)| /ao fiir alle Zeiten endlich bleibt,
durch

i) = lim  qa)(r—a()

ap—0,g—00

= lim  (qag) 7(t)d(r — a(t))

ap—0,g—00
= p(t)i(r),

also durch die zeitliche Anderung des Dipolmomentes beschrieben. Auch die-
ser Strom ist auf einen infinitesimalen Bereich um den Ursprung konzentriert.

Wir setzen nun die Ladungs- und Stromverteilungen in (5.82) ein, und
erhalten etwa fiir ¢(r, ?):

[ q 1 g 1
o) = {m r—a@)[—[r—a@)a{t)/co  4meo v } )0

mit
h(t") =t —t — |r —a(t)| /co,
wobei wir das Potential ¢(r,t) als Uberlagerung der zwei Liénard-Wiechert
Potentiale fiir die Ladungen 4¢ und —q gewonnen haben. Nachdem —gq ruht,
erhalten wir einfach nur das entsprechende elektrostatische Potential.
Uns interessiert nun das Potential fiir kleine ay, also eigentlich der Limes
von ¢(r,t) fiir ag — 0 bei qag = konst. Es folgt:

! lim q - L
Ameg ao0g—o0 | v —a(t')| — [r —a(t)]a(')/co x| [, hu—o

Zum Vektorpotential liefert nur die bewegte Ladung einen Beitrag, und wir
erhalten im uns interessierenden Limes aus (5.83):

o(r, 1) =

Po . qa(t')
A(r,t)=— 1 .
(x,2) AT 40— 000 { r—a(t)| —[r—a(t)]a(t')/co ) ,. h(t)=0
Wir untersuchen zunéchst den Ausdruck in der geschlungenen Klammer:

qa(t) __qat) 1
r—a(t)| —[r—a)a(t)/co Ir—a(t)1-[r—a@)al)a®)|/c

Nun ist, wie schon friiher, |a(#')| /co < 1 und damit auch

[r —a(t)]a() [a(t')] /eo < 1,
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und wir kénnen entwickeln (1/(1—z)=1+x + 22+ ---):

— qa(t,) {1+ |a( )|[ (,)] ( )

r—a(t)]
A 1 S’ + }

) | ) —a(t)A()] [a(t)]

= r—alt) " e v — a(t') *

qa(t)[(r — a(t)a()* [a(t)|’

¢ [r —a(t)|”

Wir bilden nun fiir obigen Ausdruck den Limes aq — 0:

lim{.---} = ihm(qao)n(t')%—

ap—0 |r‘ ap—0

lim (gag) 7(t') [A(t)|[r — a(t)]a(t)
\,_/‘ PSR MR W —
—0 endlich endlich =1

Co |1’|

p()
|

soferne |a(t)| /¢y < 1 bleibt. Fiir das Vektorpotential erhalten wir somit:

A(r,t) = Ho B(F)

dr || |, h(t')=0 '

Die Entwicklung der Formel fiir ¢(r,t) ist etwas aufwendiger:

q _i:
r—a()| - [r—a()]at)/co Ir|
q 1 q
v —a()l1—[r—a@)a)[a(t)| /cg 7|
= (wie zuvor) )
_ q o . ~lat
I R AT
q e oA 2B,
Fﬁ;@ﬂﬂ fﬂ(ﬂ} g

139

(5.85)



Wir bestimmen nun den Beitrag der einzelnen Terme im Limes ag — 0:

_ [endlich]*> 1 . , 2
II1 : 1 — —|7(t — 0
Jim, (Q“O)“Or_a(t') 2 ()] ,
konst N—
—r —0
. r—a(t) . 1 r p(t)
I:  lim(ga))——Lp{t) = = ——-2L,
a0_>0(q 0)|r—a(tl)|2’r’( )CO ‘r‘z Co

und schlie3lich
I ( 1 1)
g ——-—.
r—a(t)| |r|

Hier entwickeln wir an der Stelle a = 0 nach a und finden:
( 1 1) <1+ra(t’)+ 1)
q - o — q R e —
r—a()] |r| el |r)? |

1
lim g¢(---) = — lim gaern(t)

ao—0,g—00 |I“3 a0—0,g—00

1
= —r lim qaon(t)

|I“ ag—0,g—00

rp(t')
)

mit dem Ergebnis fiir ¢(r, t):

1 |rp(t) rp(t
o(r.0) = o |44 7D - (5.56)
T [[r|" o Tl™ Lo h)=o
Abschlieflend miissen wir noch die Retardierung bestimmen:
ht) = t—t —|r—a(t)|/co =0
t—t" = |r—a()|/c
1
: o — . _ !
W) = g amylr conlt)
_ I
Co ’
mit dem Ergebnis:
t'=1t— L (5.87)
Co
Damit finden wir die Potentiale des Hertzschen Dipols:
S(h —
A(r,t) = ﬂw (5.88)
An |r|
L (rp(t—|r|/co) rI')(t—llfl/C()))
r,t) = + . 5.89
¢( ) 471'80 < |I'|3 |r|2 Co ( )
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Der Hertzsche Vektor
Wir definieren den Hertzschen Vektor:

1 p(t —|r[/co)
TI(r,t) = — 2~ T1/C0) .
R (5.90)
Damit folgt unmittelbar
OII(r,t
A1) = p Y. (5.91)
ot
und fiir ¢(r,t) ergibt sich:
1 (rII(r,t) r OIl(r,t)
t) = — 5.92
o) =2 < W ToE ot ) (5.92)
und dies kann in .
o(r,t) = —g—divl'l(r, t) (5.93)
0

umgeformt werden. Beweis:

divTI(r, #) = % (ﬁVp(t —le| Jeo) + Dt — |1 /co)vhlr—|> .

Vp(t—|r|/c) = Z 8(jc,~pi (75 - /Z x?/co>
; 200 | (1) 2%
= ;pz (t ;%/ ) ( 1)2\/%:735? co

= _sz ‘r|/60 | |
N (t—|r|/Co) |

co|r|

Mit

wobei p die Ableitung von p zur Zeit t' =t — |r| /¢y ist, folgt

1<_m@—wu%y_m@—hu%v

divII
I, ¢) = 4 co || r®

wegen V |r|™' = —r/ |r|’. Eingesetzt in (5.92) ergibt dies (5.93). Dieser ein-
fache Zusammenhang kann jetzt auch dazu geniitzt werden, um zu zeigen,
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dafl die so gewonnenen Potentiale der Lorentzeichung (5.18) geniigen:

diVA(I', t) + Mo€o 8¢(81;; t) ; 0
éd' I(r,t) + (—l> 2di II(r,t) = 0 w.zbw
Mo ot 1v y Moo 2o ot A% y = Z.D.W.

Man kann jetzt aus den Potentialen das B- und das E-Feld bestimmen:>

B(r,t) = rotA(r,t) :'uor()t%
= (L D(¢ — |r| /co) — P(t — || /co 1
= e (7 b= I ) b= e ) x V)
Y = Il e L e bt — Il e
= L el Il fo) + b il
(5.94)
und
E(r,t) = grad%divl’[(r,t) _MOW
1 (1 .. A
" e {W Bt~ [rl/co)) F = plt = Ir|/co)]
o BB~ ] /o) £ = (e il )
+ cgim [(ED(t — |r| /co)) & — P(t — |r| /co)]} . (5.95)

Im statischen Fall ist p = p = 0 und wir erhalten B(r,¢) = 0 und fiir das
E-Feld Gleichung (3.58), also das E-Feld des statischen Punktdipols.

Das wichtige an den Formeln (5.94) und (5.95) ist, daf} sie aus Termen
bestehen, welche mit zunehmender Entfernung r von der Quelle unterschied-
lich schnell abklingen. Konzentrieren wir uns auf das Fernfeld, so erhalten
wir nur Terme proportional |r|71 und wir finden die Losungen:

_ Mo o sy

Bp(r,t) = Inc ‘r‘r X P(t— |r| /co) (5.96)
LR PSP

EF(I',t) = Fgocg—‘r‘r XTr X p(t — ‘I‘| /C()). (597)

Wie wir sehen, ist das Fernfeld ausnahmslos proportional zu p, es tritt also
nur auf, wenn - und so lange - die Ladungen eine beschleunigte Bewegung

5Hier werden nur die Ergebnisse angefiihrt. Die Berechnung ist Aufgabe der Ubungen.
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ausfiihren. (Dies gilt ganz allgemein, auch wenn die Quellregion ausgedehnt
ist.)

Wir wollen nun das Strahlungsfeld genauer erfassen. Dazu wollen wir
einen linearen Dipol untersuchen, welcher nach dem Gesetz

p(t) = p(t)e, = posinwte,

schwingt, ohne dabei die Richtung zu verdndern. Es gilt weiter:

. r 1
r = m - ;(iE,y,Z)
. 1
tp(t) = ;zp(t)
1

[f-p(t)] Po= T_QZp(t) (SL‘, Y, Z),

und damit wird nach (5.95):

1 1 1
E(I‘,t) = 47-(50 {7'_3 |:3ﬁZp(t)($, Y, Z) — p(t)ez
1 . .
tor? [3T—gzp(t) (z,y,2) — p(t)ez]
171 . )
tar [T—gzp(t)(x,y,Z) —p(t)e.| ¢t
oder
1 zz (3 3 1
B, = zz (3 3o L
dmeo r? <7"3 ®)+ 007"2p( ) cgr ( )>
1 yz (3 3 1
E, = ye (B8 0 8 1
’ dmeo 1 <7“3p( )+ 60r2p( )+ cgr ( )>
1 322 p(t) p(t) r2— 22
Ez = — 1—— ¢ ’
deq l( 7"2> ( r3 + cor? + C%T3 p()
und
poy (1. 1 . )
B, = My (Llopn. sy
A r (r2p( )+ Corp( )
pozx (1. 1. )
B = ——— | —(t — Bt
Y Amr (er( )+ corp( )

Das B-Feld liegt also in der Ebene normal zum Dipol: die Feldlinien sind

143



Kreise um die Dipolachse (strichliert). Die
Zylindersymmetrie ist auch fiir das E-
Feld gewahrt. Seine Feldlinien verlaufen
(in Zylinder- oder Kugelkoordinaten) in
Halbebenen ¢ = konst, und stehen da-
her iiberall senkrecht auf das B-Feld. Mit
zunehmender Zeit wandern diese Feldlini-
en wegen der Retardierung t = t' — |r| /¢
mit Lichtgeschwindigkeit nach auflen.

Die verschiedenen Beitrige zu den Feldern
sind nicht nur durch einen verschieden schnellen Abfall nach auflen, son-

dern auch durch eine unterschiedliche Frequenzabhéngigkeit gekennzeichnet.
So sind die Anteile des Fernfeldes proportional zu w?. Diese Tatsache ist fiir
die Abstrahlung von Antennen besonders bedeutsam.

Ein zweiter Fall ist von besonderem Interesse (Ubungen!): es handelt sich
um den Sonderfall, daf die sich bewegende Ladung mit konstanter Geschwin-
digkeit auf einer Kreisbahn umlduft. Im Gegensatz zum linearen Dipol ist in
diesem Fall der Beitrag von p(t) zeitlich konstant, allerdings dndert p(t) seine
Richtung sténdig. Das Feldlinienbild unterscheidet sich in charakteristischer
Weise von dem des linearen Dipols, und dies fiihrt, wie in den ["Jbungen zu
diskutieren sein wird, zu unterschiedlicher Richtungsabhéingigkeit der Ener-
gieabstrahlung fiir beide Modelle.

Ein Elektron, welches - klassisch betrachtet - auf einer Keplerellipse den
Atomkern umkreist, stellt natiirlich zusammen mit dem Atomkern einen zeit-
verinderlichen Dipol dar, da p = —w?p, und unsere Formeln sind anwendbar.

5.9 Zeitlich rein periodische elektromagneti-
sche Felder

5.9.1 Grundlegendes

Systeme von Ladungen und Stromen, welche zeitlich variieren, kann man
Fourier analysieren, und man kann wegen der Linearitit der MAXWELLschen
Gleichungen im Vakuum und in linearen Materialien jede Fourierkomponente
getrennt behandeln. Wir verlieren daher nichts an Allgemeinheit, wenn wir
jetzt Potentiale und Felder studieren, welche von einem lokalisierten System
von Ladungen und Strémen

p(r,t) = p(r)e™, p(r) = po(r)ei®et®
(5.98)



hervorgerufen werden, die in der Zeit sinusformig oszillieren. p(r) und j(r)
sind dabei die komplexen Amplituden und die Phase P(r,t) ist durch

P(r,t) = wt + ¢(r) (5.99)
bestimmt. Aus (5.98) folgt unmittelbar der Ansatz
E(r,t) = Eg(r)eeelt
D(r,t) = Dy(r)er®eit
H(r,t) = Hy(r)e'n®elt
B(r,t) = By(r)e¥etet (5.100)

und damit folgt fiir die MAXWELLschen Gleichungen (5.1) bis (5.4), nun
ausgedriickt durch die komplexen Amplituden:

divD(r) = p(r) (5.101)
rot H(r) —iwD(r) = j(r) (5.102)
divB(r) = 0 (5.103)
rot E(r) + iwB(r) = 0, (5.104)
mit der Kontinuititsgleichung
iwp(r) +divj(r) = 0. (5.105)

Nun folgt weiter durch Divergenzbildung aus (5.102) und Anwendung von
(5.105):

divrot H(r) — iwdivD(r) = —iwdivD(r) =divj
= divD(r) p(r),

und (5.104) ergibt
divrot E(r) + iwdivB(r) = 0
= divB(r) = 0,

womit die Gleichungen (5.101) bzw. (5.103) wieder aufgefunden wurden und
daher nicht mehr zu postulieren sind. Man kann das Problem der Bestim-
mung der elektromagnetischen Felder auf die Differentialgleichungen (5.102)
und (5.104) reduzieren, den MAXWELLschen Gleichungen fiir komplexe Am-
plituden eines zeitlich rein periodisch verédnderlichen Ladungszustandes und
zeitlich rein periodischer elektromagnetischer Felder. Diese zwei Gleichungen
sind natiirlich unterbestimmt und miissen im Vakuum durch

D(r) = ¢E(r), B(r) = poH(r) (5.106)

erginzt werden. Damit verschwindet wegen (5.103) und (5.106) die Divergenz
des H-Feldes, welches nun wieder als Rotation eines Vektorpotentiales A (r, t)
geschrieben werden kann.
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5.9.2 Der HeERrTZsche und der FiTZGERALDsche Vektor

Wir verallgemeinern die Ergebnisse des vorhergehenden Abschnittes zunéchst
durch Einfiihren des HERTZschen Vektors in Analogie zu Gleichung (5.91),
indem wir fiir die komplexe Amplitude dieses Vektors

H(r) = iweprot II(r) (5.107)
schreiben. Wir fithren noch k? = w?egug ein und erhalten dann fiir (5.104):
rot [E(r) — k’TI(r)| = 0. (5.108)
Folglich muf} ein komplexes skalares Feld ¢(r) derart existieren, daf
E(r) = k*TI(r) + grade(r) (5.109)
gilt. Wir setzen nun (5.107) und (5.109) in (5.102) ein und erhalten:
ij(r) = idweg [rotrot II(r) — K*II(r) — gradqb(r)]
= iwey [~ V?TI(r) + grad div I(r) — K*TI(r) — gradg(r)]

oder .
—VQH(I') + grad divII(r) — k2H(r) = grad¢(r) + &

iweg
Es besteht nun grofle Freiheit in der Wahl von II(r) und ¢(r). Das H-Feld ist
unabhéngig von der Divergenz von II(r), und man verwendet insbesonders
die Eichung
divII(r) = ¢(r). (5.110)

Damit héngen die komplexen Amplituden der elektromagnetischen Felder
nur von der komplexen Amplitude II(r) des Hertzschen Vektors ab:

H(r) = idwegrotII(r)

(5.111)
E(r) = K’TI(r)+ graddivII(r),
und II(r) wird aus der Differentialgleichung
V2II(r) + k2 (r) = ——j(r) (5.112)

WEy

bestimmt.
Will man nun Loésungen fiir den unendlich ausgedehnten Fall aufsuchen,
so fithrt man die Randbedingung

lim II(r) = 0

|r|—00
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ein, und findet fiir das Vektorpotential aus (5.77)

j Ho A [CO T
A iwt _ PO /dvl iw(t—|r—r'|/co)
(x)e 47r]B |r — r’|e ’

oder

Ho ! j(rl) —ik|r—r'
A — —/d I\ ) —ik|r—r|
(x) 47TIB v \r—r’\e

I

wobei j(r) auf den (begrenzten) Raumbereich B beschriinkt ist. Es folgt dann
fiir die komplexe Amplitude des Hertzschen Vektors

]_ j(r’) o o
I(r) = /dV’ ikl 5.113
(x) Admiwey Ir — r'|€ ( )

Aus rein formalen Uberlegungen ersetzt man die Stromdichte j(r, t) durch
eine fiktive magnetische Stromdichte j™(r, ), und fiir diese gelte anstelle von
(5.102) und (5.104):

rot H(r) — iwggE(r) = 0 (5.114)
rot B(r) + iwpeH(r) = —j"(r). (5.115)

Durch Divergenzbildung folgt aus (5.114):
divE(r) = 0,
und damit kann man die komplexe Amplitude des E-Feldes als
E(r) = iwperot I'(r) (5.116)

schreiben, mit I'(r) der komplexen Amplitude des F1TZGERALDschen Vek-
tors. Setzt man (5.116) in (5.114) ein, so folgt

rot [H(r) + kQF(r)] =0,

mit k% = wegpp. Es muB somit ein komplexes skalares Feld v (r) existieren,
sodaf
H(r) = —k*T'(r) + grady(r) (5.117)

gilt. Wir verwenden nun (5.116), (5.117) und (5.115) und erhalten:

—j™(r) = dwpo [rotrot [(r) — kT (r) — gradw(r)]
= Wi [—V2I‘(r) + grad div ' (r) — k*T'(r) — grad@/)(r)]
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oder

J"(r)

iwho

Wie im Fall des Hertzschen Vektors kann man die Freiheit der Wahl von I'(r)
und 9 (r) zur Elimination des skalaren Potentiales ¢(r) benutzen. Durch die
Eichung

—V?T(r) + grad divIT(r) — k°T'(r) = —grade(r) —

divI'(r) = —1(r)
folgt dann das zu (5.111) analoge Ergebnis

E(r) = idwperot(r)
H(r) = —k’T(r)— graddivI(r),

und die komplexe Amplitude I'(r) wird aus

J"(r)
Wik

V2I(r) + k’T'(r) =

bestimmt. Die komplexe Amplitude I'(r) erfiillt also die strukturell gleiche
Differentialgleichung, wie die komplexe Amplitude des Hertzschen Vektors,
und damit folgt fiir I'(r) schliefilich:

P =L far ") e

e |r — 1|

In quellfreien Gebieten gilt fiir II(r) und I'(r)

V2I(r) + K’TI(r) = 0
V2I'(r) + k*T'(r) = 0,

bzw.

grad divII(r) + k°TI(r) = rotrot II(r)
graddivI'(r) + £°T(r) = rotrotT'(r),

und aus (5.107) und (5.109) folgt:
H(r) = iwegrot II(r), E(r) = rotrot II(r).
Analog ergibt sich aus (5.116) und (5.117)

H(r) = —rotrot I'(r), E(r) = iwporot T'(r). (5.118)
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Somit miissen zwischen I'(r) und II(r) die folgenden Realtionen gelten:

iweorot II(r) = —rotrotI'(r)
(5.119)
rotrot II(r) = iwpgrot I'(r), (5.120)

und diese beiden Beziehungen sind sogar einander dquivalent. Um dies zu
zeigen bilden wir die Rotation:

rotrotrot II(r) = rot [grad divII(r) + k21'I(r)]
= k*rotTI(r) = w’pgeorot II(r)

= dwpgrotrot I'(r)
wpoeorot II(r) = dwporotrot T'(r)
= dwegrotII(r) = —rotrot'(r),

und wir haben die erste Gleichung von (5.119) aufgefunden. Die Zweite findet
man analog. Schliefflich ergeben die beiden Gleichungen:

rot [iweoII(r) + rotT'(r)] = O
rot [rot TI(r) — iwpel(r)] = O.
Das Verschwinden der Klammern ist ausreichend, dafl diese Gleichungen

identisch erfiillt sind. Daraus folgt der Zusammenhang zwischen den kom-
plexen Amplituden I'(r) und II(r) in quellfreien Gebieten:

M) = —%rotI‘(r)
(5.121)
1
I'(r) = iwuorotl’[(r).

5.9.3 Das oszillierende elektrische Stromelement

Wir geben als elektrische Stromquelle ein im Punkt r' lokalisiertes, zeitlich
rein periodisch verdnderliches Stromelement I(r’,¢) ds’ vor (siche Abb. 5.4).
Somit ist ds’ das Linienelement im Punkte r’ und der Strom wird dann durch

I(r',t)ds' = [Ids'] ™"

beschrieben, wobei dann I(r')ds’ = Ids’ die komplexe Amplitude des Strom-
elementes ist. Die Stromdichte im Punkt r’ folgt daraus mit

&'y =1ds"5(x' — 1),
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Abbildung 5.4: Zusammenhang von elektrischer Stromdichte und Stromele-
ment.

und damit erhalten wir die komplexe Amplitude des Hertzschen Vektors
(5.113):

—ik|r—r"|

M) = — [av(1asnsee — v
B

e

Amiweg Ir —r”|

Ids' e*ik|r7r’|

Amiwey [ —1'|

Nun wird der Strom I(¢) durch eine zeitliche Verinderung von Ladung be-

schrieben:
d

I(t) = —q(t
und mit q(t) = ge** folgt
Ie™t = jwge™ — I =iwq.

Es gilt aber weiters nach (5.84) fiir das Dipolmoment dieser zeitlich veréinder-
lichen Ladung auf dem Linienelement ds’, welche wir uns durch Ladungs-
transport zwischen den beiden an den Enden von ds’ angebrachten Ladungen
+q und —q vorstellen kénnen:

p(t) = q(t)ds' = qds'e™" = pe™'.
Daraus folgt:
Ids' = iwqds' = iwp,
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Abbildung 5.5: Der oszillierende Kreisstrom.

mit der komplexen Amplitude des Hertzschen Vektors:

p e*ik|r7r’|
IIr) = ————
(x) Ameg |r — 1|

des im Punkt r’ lokalisierten oszillierenden elektrischen Dipols.
Damit konnte die Aquivalenz zwischen elektrischem Dipol und einem os-
zillierenden Stromelement nachgewiesen werden.

5.9.4 Der oszillierende elektrische Kreisstrom

Wir betrachten nun als elektrische Stromquelle einen oszillierenden Kreis-
strom, einen zeitlich rein periodischen Strom

I(t) = Ie™",

Er fliee entlang einer ebenen geschlossenen Kurve C mit dem “Mittelpunkt”
r’ (siehe Abb. 5.5). Wir kénnen nun, aufbauend auf (2.19), die Stromdichte
j(r",t) im Punkte r” € C bestimmen. Zunéichst wird der Strom " durch dA”
mit Hilfe von

III — |j(rll)| dAII

beschrieben. Daraus folgt:

" dr"
J(I‘”) = dA"W’

und weiter, wie bereits mit Gleichung (4.26) gezeigt:

III d "
dA” %dA”dT” — I"dl‘”.

j(I‘”)dV” —
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Dabei sind j(r”) und I” = I die komplexen Amplituden von Stromdichte und
Strom.

Zur Bestimmung der komplexen Amplitude des Hertzschen Vektors nach
(5.113) hat man nun alle Quellen im Bereich B zu beriicksichtigen, und diese
reduzieren sich auf den Strom entlang der Kurve C. Wir schreiben daher:

I efik\rfr”\
H — d n-
(x) Amegiw ] ' v —r”|
T —ik|r—r""|
= [ dA"ax VS (5.122)
dmegiw Jaa r —r”|

Ist nun r weit vom Kreisstrom entfernt und die Fliche A A, welche von der
Kurve C umschlossen wird, klein, also |r —r”| > |r' — r"|,r' € C, dann ist
der Integrand von (5.122) annihernd konstant, und wir erhalten:

efik|r7r”|
M(r) = XV S dA”
47T€0'LCU |r - r”| 1"yt
r r AA
IAA e~tkir=r|
= ————nxXxV,———.
dmegiw r —r'|

Fiihren wir nun entsprechend (4.32) das magnetische Dipolmoment
M =I1AAn

ein, und fithren weiters den Limes AA — 0 aus, so erhélt man den Hertzschen
Vektor fiir den magnetischen Punktdipol mit

e ik|r—r’|

H(r) = 1 m X Vr

 Amegiw r —r'|

m e

—ik|r—r'|
. 5.123
dregiw |r — 1| ] ( )

= erl

Uns interessiert das E- und das H-Feld im Punkte r, also im quellfreien Ge-
biet. In diesem Gebiet gelten die Beziehungen (5.121) zwischen Hertzschem
und Fitzgeraldschem Vektor:

1
II(r) = — tT
(¥) =~ ot ().

und (5.123) fiihrt dann zu



der komplexen Amplitude des Fitzgeraldschen Vektors eines oszillierenden
magnetischen Dipols. Wir fithren nun

R =r-71
o . B _r-r
TRl -1
x = —ikR=—iRw/c
ez
tkm
C 4
ein, und finden dann:
I'(r) = CO(x).

Die komplexen Amplituden der elektromagnetischen Felder folgen dann aus
(5.118):

o = 22+ o (=212 el
(5.124)
E(r) = —w,uokg (1 - %) C x eg.

Dies entspricht dem Ergebnis, welches man aus (5.96) und (5.97) fiir den
zeitlich periodisch oszillierenden elektrischen Dipol erhalten wiirde, nur sind
die E- und H-Felder vertauscht.

5.10 Elektromagnetische Felder in Materie

5.10.1 Grundsatzliches

Wie in Abschnitt 3.10 ausgefiihrt wurde, enthilt ein idealer Leiter frei beweg-
liche Ladungen. Bringt man einen solchen Leiter in ein elektrisches Feld, so
findet eine Ladungsbewegung statt, und erst im End- bzw. Gleichgewichts-
zustand ist der ideale Leiter feldfrei, d.h.: in seinem Inneren ist E = 0. Bevor
dieser Ausgleich stattgefunden hat, bewegen sich die freien Ladungstriger
im Leiterinneren und bilden so einen Strom. Da das Leiterinnere nicht zu
jeder Zeit feldfrei sein muf}, kénnen auch etwaige gebundene Ladungen eine
Reaktion auf das Feld zeigen, sodafl man definiert:

Nichtideale Leiter sind materielle Gegenstinde, die sowohl (fast)
frei bewegliche als auch gebundene Ladungen besitzen.
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Die Stromdichteverteilung im Leiter, j(r,t), als Reaktion auf ein elektrisches
Feld wird sich somit aus zwei Beitrdgen zusammensetzen:

j(r,t) = jO(x, ) +§O(x, 1), (5.125)

mit der induzierten Stromdichte j® (r,#) als Reaktion auf ein elektrisches
Feld und der eingeprigten Stromdichte j{(r,t), welche unabhingig von
etwaigen Feldern fest vorgegeben ist.

Im funktionalen Zusammenhang

i, 1) =3 (E(r, 1), B(r, 1)) ~ j (B(r, 1))

manifestieren sich die speziellen Eigenschaften des Leiters. Die zusétzliche
B(r,t) Abhingigkeit ergibt sich daraus, dafl das B-Feld eine Kraft auf Strome
ausiibt. Dieser Einfluf} ist als Halleffekt bekannt, soll aber im weiteren ver-
nachléssigt werden. Ist nun j || E, so folgt vereinfachend

i (r,t) = o (E)E(r, 1),
und ist ¢ von E unabhingig, so gewinnen wir daraus das OHMsche Gesetz
jO(r,t) = oE(r, ). (5.126)

Leiter, in welchen (5.126) erfiillt ist, nennt man lineare Medien. o ist da-
bei die (spezifische) elektrische Leitfihigkeit mit der Dimension A(Vm)™!,
wobei fiir AV™! die Einheit Siemens (S) als Einheit der Leitfihigkeit ein-
gefithrt wurde. Man verwendet aber auch sehr hdufig die Einheit Ohm
(2 = VA1) und schreibt dann die Einheit von ¢ als Q2 'm~"'. Sehr hiufig
schreibt man aber (5.126) auch als

pi(r,t) = E(r,1),

mit p als (spezifischen) elektrischen Widerstand. p hat die Dimension
VA™'m = Qm. Ideale Dielektrika besitzen keine frei beweglichen Ladungen
und damit wird ihr Verhalten durch ¢ = 0 beschrieben. Im Gegensatz dazu
wird der ideale Leiter durch ¢ = oo zu charakterisieren sein.

5.10.2 Die MAXxwWELLschen Gleichungen

Es gelten natiirlich wieder die MAXWELLschen Gleichungen in der Form
(2.23) bis (2.26). Weiters gelten auch die materialspezifischen Gleichungen
(3.76), (4.55), (5.125) und (5.126). Fiir lineare Medien folgt daher:

divE(r,t) = &?p(r, t) (5.127)
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OE(r,t)

rot H(r,t) — ee—5— = jO(r,t) + oE(r, t) (5.128)
divH(r,t) = 0 (5.129)

H
rotE(r,t)-}—,uoua ;Z’t) = 0. (5.130)

Man schreibt in (5.128) auch sehr hiufig

OE(r,t)  0D(r,1)
ot ot

€0 = j,(r7 t):

und fiithrt auf diese Weise die Verschiebungsstromdichte j'(r, t) ein.

Wie man aus den Gleichungen (5.128) bis (5.130) ersehen kann, sind die
Losungen dieser Gleichungen auf idente Weise, wie zuvor fiir das Vakuum
abgeleitet, auffindbar. In den Ergebnissen fiir das Vakuum sind lediglich ¢
durch €pe und py durch pop zu ersetzen.

5.10.3 Stetigkeitsbedingungen

Auch hier 148t sich die Argumentation von Abschnitt 3.10.4 vollinhaltlich fiir
das E- und das B-Feld iibernehmen:

[DO(r,t) - DP(x, )| n(r) = n(r,?)
[EQ(r, 1) - E@(r,t)] xn(r) = 0.

Es “springt” also die Normalkomponente des D-Feldes, wihrend die Tangen-
tialkomponente des E-Feldes unveréndert vom Bereich |1 |in den Bereich
iibergeht.

Fiir das B- und das H-Feld folgen die Ergebnisse von Abschnitt 4.10; nur
muf} diesmal

OD(r, 1)
?fdrH(r,t) - /dA o
C AA

gelten, wobei I(t) der gesamte durch AA (siehe Abb. 4.4) fliefende Strom
ist. Im Limes h — 0 und C; = C; folgt ds) = ds®® und der Beitrag des
zweiten Integrales verschwindet wegen AA — 0. Nun ist t(r) x n(r) ein
Flichennormalvektor auf AA, wenn t(r) einer der Tangetialvektoren an AA
ist. Damit geht I(¢) — ¢(r,t)(t(r) x n(r))ds und wir erhalten zunéchst:

= I(t)

[HO(r,1) = HO(x, 1)] t(r) = ¢(r, £)(t(r) x n(r)),

fiir alle Tangentialvektoren t(r) € AA; ¢(r,t) ist dabei die Flichenstrom-
dichte im Punkte r. Wir wéhlen nun einen speziellen Tangentialvektor t(r) =
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t'(r) x n(r), wobei t'(r) ein anderer Tangentialvektor an die Fliche AA im
Punkte r ist. Dann folgt:

(t'(r) x n(r)) [HO(r,1) - H?(r,1)| =
= t'(r) {n(r) x [HO(r,t) - HO(r,1)]}
= {n(r) x [HY(r,1) - HO(r,1)| } t'(r)
= —u(r,t)[(t'(r) x n(r)) x n(r)]

— ue,8) [(n(r)n())E(r) — (a0 ())n(0)]
= (r,t)t'(r),

und wir erhalten schliefllich
n(r) x [HY(r,1) - HO(r,1)] = o(x, 1)

fiir die Tangentialkomponenten des H-Feldes. Wegen divB(r,t) = 0 folgt
noch fiir die Normalkomponenten des B-Feldes

[BY(x,t) - B (r,1)| n(r) = 0.

Aus der Kontinuitatsgleichung
d .
a/de(r,t) + /dAJ(r,t) =0
B Sp

folgt unmittelbar

[j(l)(r, t) —j(2) (r, t)] n(r) = _(977((91?‘; t),

und aufgrund von (5.125) und (5.126) ergibt sich schlieBlich:
{0 (x,1) — §© (x,1)] n(r)

+ [ ED(r,1) — 0E? (r,1)| n(r) = -

on(r,t)
ot

(5.131)

Abschlieflend soll noch darauf hingewiesen werden, daf all diese Bezie-
hungen auch fiir zeitlich rein periodische elektromagnetische Felder giiltig
sind, wenn man anstelle der Feldgréfien die komplexen Amplituden einsetzt.
Auf der rechten Seite von (5.131) ist dn(r,t)/0t durch iwn(r) zu ersetzen,
wobei 7)(r) die komplexe Amplitude der Flachenladungsdichte ist.

Wir kénnen nun mehrere Fille unterscheiden:
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(1)

Sind beide Medien ideale Dielektrika, so gilt
01 = 09 = 0.

Sind nun keine aufgeprégten Stromdichten vorhanden, verschwindet der
erste Term auf der linken Seite von (5.131), und damit mufl auch die
komplexe Amplitude der Flichenladung Null sein, n(r) = 0. In diesem
Sinne miifite auch jede Flichenstromdichte ¢(r) identisch verschwinden.

Tatsédchlich folgt das Verschwinden der Fléchenstromdichte aber be-
reits auch fiir jede endliche Leitfdhigkeit o - und ganz besonders fiir
o0 = 0 - aus dem Ohmschen Gesetz, da eine nicht verschwindende
Flachenstromdichte einer singulidren, auf einer Fliche konzentrierten
(Volums)Stromdichte entspricht. Das Produkt ¢E(r) wird nur im Falle
0 — 00, also im Fall des idealen Leiters, singulér.

Es folgen damit die Stetigkeitsbedingungen fiir die komplexen Ampli-
tuden:

N— SN— —
Il
o o o ©

Beide Medien sind nicht ideale Leiter, dann treten keine Fliachenstrome
auf:
t(r) =0,

n(r) mufl aber nicht mehr notwendig verschwinden. Trifft dies allerdings
zu, so folgt aus (5.131):

e EV(r)n(r) = £EP(r)n(r)
BV (r)n(r) = 0E®(r)n(r)

woraus
01€2 = 0281

folgt. n(r) = 0 ist somit nur mit speziellen linearen Medien realisierbar.

Im allgemeinen wird aber gelten:

BV () - £E? ()| n(x) = —n()

[ EO(r) — 0:E@(r)[ n(r) = —iwn(r)
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oder

1 1
LI EO () — 0B __ =
e BV () = :ED ()] n(r) = — (),
was schliellich
(51 _ %) EO(r)n(r) = (52 - %) E® (r)n(r)

ergibt. Man fiihrt nun die kompleze Dielektrizititskonstante

. O
€E=&—1—
WEy

ein, und findet dann:
[6ED(r) - E@(r)| n(r) = 0.

Der nicht ideale Leiter verhilt sich also formal wie ein Dielektrikum
mit komplexer Dielektrizitdtskonstante e.

Einer der beiden Leiter (etwa [2]) sei ein idealer Leiter:
09 = 00, €5 = —100.
Es gilt nun (keine aufgepréigten Stromdichten vorausgesetzt):

rot H(r) — gpciwE(r) —oE(r) = 0
rot H(r) — E(r) [gpciw +0] = 0

rot H(r) — E(r)iwe, [e + é] =0
rot H(r) — E(r)iwege = 0

Zusammengefafit erhalten wir dann fiir das E- und H-Feld

1
E = tH
(x) iwsoero (x)
1
H(r) = - rot E(r),
i ot

und wegen € = €, = —ioo folgt fiir alle Punkte r im idealen Leiter, daf
E®(r) und H® (r) identisch verschwinden.
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