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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Die Vorgangsweise der Theoretischen Physik

Da die (analytische) Mechanik die historisch erste der Disziplinen der theoretischen Physik ist,
soll in dieser Einleitung der Zusammenhang zwischen Erfahrung, Mathematik und physikalischer
Theorie allgemein erldutert werden. Dies in aller Kiirze; eine ausfiihrlichere Darstellung findet
sich in [1].

Die Beziehung zwischen den drei Disziplinen Experimentalphysik, Theoretische Physik und Ma-
thematik ist im Schema am Ende dieses Paragraphen erkldrt. Die Experimentalphysik ist
eine Erfahrungswissenschaft. Sie beobachtet die Phéanomene in der Natur und befragt diese
durch systematische Experimente. Dabei ermittelt sie empirische Gesetzmifligkeiten. Zunéchst
werden physikalische Groflen (z.B. Linge, Geschwindigkeit, Beschleunigung) definiert; und
zwar durch Angabe der Manipulationen und Rechnungen, die in einem konkreten Fall ausgefiihrt
werden sollen, um den Wert der betreffenden Grofie zu erhalten (Operationelle Definition).
Ist eine Anzahl von physikalischen Groflen eingefiihrt worden (z.B. fiir den Erfahrungsbereich
der Geometrie die Groflen ”Liange” und ”"Winkel”), dann kann es sein, dal unter bestimmten
Bedingungen stets eine gesetzméflige Beziehung empirisches Gesetz zwischen den Mafizahlen
gewisser Groflen approximativ besteht, z.B. in der Geometrie in einem rechtwinkligen Dreieck
besteht zwischen den anliegenden Seiten (= Katheten) a, b und der Hypothenuse ¢ die Beziehung
A = a% + v

Die Mathematik ist eine Geisteswissenschaft. Thr Werkzeug ist die Phantasie des Mathema-
tikers, der spekulativ logische Strukturen ersinnt (z.B. das System der Zahlen und die euklidische
Geometrie). Dabei 148t er sich oft von realen Erfahrungen und empirischen Zusammenhéngen
leiten (man denke an die Schaffung der Geometrie (= ”Erdmessung”) in Zusammenhang mit der
Feldmefkunst und an die Schaffung der Analysis beim Studium der Bewegungen von Teilchen).
Im Prinzip werden die mathematischen Begriffe und die mathematischen Axiome (letzte-
re geben Beziehungen zwischen Begriffen, die dadurch erst implizit definiert werden) willkiirlich,
wenn auch zweckméfig und vor allem widerspruchsfrei, gesetzt. Durch logische Analyse und
Deduktion (wobei die schopferische Phantasie ebenfalls beteiligt ist) schafft der Mathematiker
mathematische Theorien (= logische Strukturen = Zusammenhinge der mathematischen Be-
griffe).

Der theoretische Physiker sucht nun einen Zusammenhang (Abbildung) mathematischer Be-
griffe und Theorien mit den physikalischen Gréflen herzustellen, so dafl die Zusammenhénge der
empirischen Gesetze der physikalischen Groflen in den Zusammenhéngen (logischen Strukturen)
der zugeordneten mathematischen Begriffe wiedergespiegelt werden. Bewéhrt sich solch eine Zu-
ordnung, indem sie neue Aussagen oder Voraussagen iiber den Zusammenhang und den Ablauf
der empirischen Groflen gestattet, wird sie zur physikalischen Theorie. Die physikalischen
Groflen und der zugeordnete mathematische Begriff verschmelzen zum physikalischen Begriff.



Die einfachen Grundannahmen iiber die Natur der Phéinomene, die aus dem Erfahrungsmate-
rial abstrahiert worden sind, sind die physikalischen Axiome. Die physikalischen Gesetze
konnen dann mittels der mathematischen Theorie aus den physikalischen Axiomen deduziert
werden. Wenn eine Theorie in einem gewissen Bereich durch die Erfahrung bestétigt worden ist
und auch die Grenzen ihrer Giiltigkeit bekannt sind, innerhalb derer sie durch die Erfahrung
bestétigt worden ist, auflerhalb derer sie als unzutreffend widerlegt worden ist, dann spricht man
von einer abgeschlossenen Theorie. Die analytische Mechanik ist eine solche, denn man weif3,
sie gilt fiir die Beschreibung von Bewegungen, wenn die Massen und Léngen nicht zu klein sind
(dort gilt dann die Quantentheorie) und auch nicht zu grof} sind (dann gilt die allgemeine Rela-
tivitdtstheorie), die Geschwindigkeiten klein sind im Vergleich zur Vakuumlichtgeschwindigkeit ¢
(andernfalls gilt die spezielle Relativitétstheorie).

Die analytische Mechanik verwendet vor allem die Begriffe der Lage, Geschwindigkeit, Beschleu-
nigung und Kraft. Die zugehorigen physikalischen Axiome sind die Newtonschen Axiome. Die
verwendete mathematische Theorie ist die der Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen zwei-
ter Ordnung. Die physikalischen Gesetze deduziert man aus den Differentialgleichungen und sie
beschreiben die Bewegungen und deren Gesetzméafigkeiten.

Die vorstehende grundlagentheoretische Behandlung ist sehr naiv. Ein schon etwas tiefergehende
und dennoch sehr lesbare Diskussion gibt Reichenbach [2]. Eine Kritik von Gedankengingen,
wie sie oben dargelegt wurden, gibt Popper [3,4]. Es vertritt die These, dafl iiberhaupt keine
wissenschafliche Theorie verifiziert werden kann, sondern dafi Theorien nur falsifiziert werden

konnen.
Experimentalphysik Theoretische Physik Mathematik
Erfahrungswissenschaft Naturwissenschaft Geisteswissenschaft
Beobachtung Phantasie
Experiment
Abstraktion
|
| Zuordnung = Abbildung
! ,
/ l N\
Physikalische Groéfle Physikalischer Begriff Mathematische Begriffe
(z.B. Linge) (willkiirlich definiert)
(Operationelle Definition) !
Physikalische Axiome Axiome (Postulate)
Messungen liefern (williirlich, aber wider-
Masszahlen | spruchsfrei postuliert)
| | Analyse
| | Deduktion
| | Phantasie
! l l
Mathematische Theorie =
Empirische Gesetze +—— Physikalische Gesetze «— Logische Stukturen
(Beziehungen zwischen (Zusammenhénge der
Physikalischen Grossen) mathematischen Begriffe)

(Z.B. Pythagoriischer Lehrsatz)



1.2 Ziele der Mechanik

Das Ziel der Mechanik ist die Beschreibung der Bewegungen und Verformungen von
Korpern. Diese Beschreibung soll so geartet sein, dafl sie Vorhersagen iiber das Verhalten von
Koérpern erméglicht. D.h., dafl sie das Auffinden von Gesetzen zum Ziel hat, das sind Aussagen,
die das Vorhandensein zeitlich unverénderlicher Eigenschaften mechanischer Vorgénge behaup-
ten. Dafl es solche Eigenschaften gibt, ist nicht selbstverstédndlich, es wird aber in der Mecha-
nik gezeigt, dafl im Rahmen der Beobachtungsgenauigkeit solche Eigenschaften vorhanden sind.
Diese beziehen sich allerdings meist nicht auf unmittelbare Wahrnehmungen beziiglich der me-
chanischen Vorgénge, sondern auf durch Abstraktion gewonnene Merkmale derselben. Beispiele
solcher unverédnderlicher Eigenschaften sind die Erhaltung der Energie und des Drehimpulses.

1.3 Vorgangsweise der Mechanik

Die Beobachtungen mechanischer Vorgénge sind zunéchst einmal Sinneswahrnehmungen. Da je-
doch die Mechanik zeitlich und auch rdumlich unveréinderliche Gesetze auffinden will, also Ei-
genschaften von ganzen Klassen mechanischer Vorgéinge, miissen die einzelnen Beobachtungen
aufgezeichnet und verglichen werden kénnen. Man mufl also den Beobachtungen zu ihrer Be-
schreibung mitteilbare Groéflen zuordnen, wobei die Zuordnung so vereinbart werden muf3, daf
die Beschreibung jene Ziige der Vorginge eindeutig darstellt, die in der Mechanik zur Untersu-
chung und Kennzeichnung dieser Vorgéinge verwendet werden. Man nimmt fiir die Beschreibung
insbesondere mathematische Begriffe, die sich fiir eine mitteilsame Beschreibung besonders gut
eignen, da sie nur jene Merkmale haben, die ihnen ihre aus einem oder einigen wenigen (sprach-
lichen) Sétzen bestehende Definition (= Festsetzung) zuweist, vermehrt um jene, die noch in den
mathematischen Sdtzen behauptet werden, in denen diese Begriffe vorkommen. Dadurch haben
die zur Beschreibung verwendeten Begriffe einen einfachen und eindeutigen Aufbau.

Fiir eine geeignete Beschreibung ist dann noch eine eindeutige Zuordnungsvorschrift notwendig,
durch die die Abbildung der beobachtbaren Vorginge auf die fiir die Beschreibung vorgesehene
Begriffsklassen erfolgt. Dies ist weniger einfach zu erreichen als die Einfithrung klarer abstrakter
Begriffe an sich, da Sinneswahrnehmungen einen viel verwickelteren Aufbau haben als mathe-
matische Begriffe, sich nicht durch wenige Merkmale erschépfend beschreiben lassen und eine
Zuordnung zu den nicht scharf erfahrbaren Merkmalen der Wahrnehmungen schwierig ist. Daher
bedeutet der Ubergang zu einer Beschreibung der erwihnten Art immer eine Vereinfachung und
Vernachlissigung, die sich nicht umgehen 14t. Denn eine fiir andere bestimmte Mitteilung kann
naturgemé&f nur Inhalte haben, die fiir alle Empfinger dieser Mitteilung gleichermafien verstind-
lich sind, also durch eine Abstraktion von persoénlich empfundenen Inhalt der Wahrnehmung
erhalten werden.

1.4 Mittel der Beschreibung fiir mechanische Ereignisse

Da die Mechanik die Bewegungen und Verformungen von Kérpern untersucht, mufl die erwédhnte
Beschreibung vor allem in der Lage sein, Ereignisse zu erfassen, die an verschiedenen Punkten
des Raumes zu verschiedenen Zeiten vor sich gehen. Als mathematisches Modell zur Beschrei-
bung des Raumes wird eine Geometrie verwendet, und zwar in der klassischen Mechanik die
euklidische. Da die euklidische Geometrie eine Struktur zum Gegenstand hat, deren Elemente
Punkte, Geraden und Ebenen sind mit ihren Beziehungen untereinander (Enthaltensein, Schnei-
den, Senkrechtstehen, usw.), muff man eine Zuordnung dieser abstrakten Begriffe zu wirklichen
Dingen und ihrer abstrakten Beziehungen zu wirklichen Beziehungen dieser Dinge herstellen, so
daf} diese wirklichen Dinge innerhalb der durch die Wahrnehmung begrenzten Genauigkeit die
Struktur der euklidischen Geometrie widerspiegeln. Insbesondere werden als Geraden die Wege
von Lichtstrahlen definiert und Punkte und Ebenen durch einander schneidende Geraden. Dann



werden die Punkte des Raumes mit Hilfe eines Koordinatensystems in bekannter Weise geordne-
ten Tripeln reeller Zahlen zugeordnet. (Man beachte die hiebei gemachten Vernachlissigungen:
Es gibt keine wirklichen Dinge, die die Eigenschaften der durch die Zahlentripel beschriebenen
Punkte des Raumes haben.)

Um nun auch die Zeitordnungsereignisse durch Zahlen beschreiben zu kénnen, geht man auf
folgende Weise vor: Man baut sich ein Geriit, das eine Aufeinanderfolge (geordnete Menge) von
Ereignissen liefert, denen man die reellen Zahlen zuordnen kann. Dieses Gerét, versehen mit einer
Vorrichtung, die die den Ereignissen zugeordnete reelle Zahl, die Zeit, anzeigt, heifit Uhr. Um
die Zeit eines beobachtbaren Ereignisses festzulegen, bringt man die Uhr oder eine gleichartige,
synchronisierte (d.h. eine, die die gleiche Zeit anzeigt), an den Ort des Ereignisses und liest
zum Zeitpunkt des Ereignisses die von der Uhr angezeigte Zeit ab. (Hiebei wird der Begriff der
Gleichzeitigkeit zweier Ereignisse am gleichen Ort als unmittelbar sinnlich gegeben und bekannt
vorausgesetzt. )

Durch diese Vorgangsweise sind also jedem Ereignis, das an einem bestimmten Punkt des Raumes
zu einer bestimmten Zeit stattfindet, drei Raum- und eine Zeitkoordinate zur raumzeitlichen
Beschreibung zugeordnet.

Literatur
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Kapitel 2

Kinematik des Massenpunktes

Die Kinematik (E.: kinematics) beschiftigt sich mit der Beschreibung der Bewegung eines Mas-
senpunktes (E.: mass point, point particle). Es wird dabei nur der Bewegungsvorgang beschrieben,
ohne nach dessen Ursachen zu fragen. Das fithrt zu den Begriffen Lage, Geschwindigkeit und
Beschleunigung eines Massenpunktes; die Beschleunigung kann in natiirlicher Weise in zwei
Komponenten zerlegt werden, in die Tangential- und die Normalbeschleunigung. Zu dieser
Beschreibung des Bewegungsvorganges werden Begriffe der Differentialgeometrie (Kurventheorie)
bendétigt: Die Bogenlédnge, der Tangential- und der Normalvektor; die Kriitmmung bzw.
der Kriimmungsradius. Diese Begriffe werden im 2.Paragraphen erklart.

2.1 Beschreibung der Bahn

Im Laufe der Bewegung beschreibt der Massenpunkt eine Bahn (E.: trajectory) (Abb. 2.1). Zu
deren Beschreibung fithrt man ein Koordinatensystem ein.

2.1.1 Lage

Die augenblickliche Lage (Position, E.: position) des Massenpunktes ist durch einen Vektor vom
Koordinatenursprung (E.: origin) zum Massenpunkt gegeben.

(t) = | y(?) = zi(t), 1=1,2,3. (2.1)

Die Erfahrung zeigt, die z;(t) sind drei stetige Funktionen der Zeit (Vektorfunktion).

2.1.2 Geschwindigkeit

Betrachtet man zwei (rdumlich und zeitlich) nahe beieinanderliegende Lagen des Massenpunktes,
dann erhilt man daraus durch Grenziibergang die Geschwindigkeit (E.: velocity), s. (Abb. 2.1).

7 - & 7 £(t)
% = (1) = (1) = Jim (HAA’Z O_(w0 | 2 &0, (2.2)

Die Erfahrung zeigt, die #;(t) sind stetige Funktionen der Zeit. Man kann also zu jedem Zeit-
punkt die Lage und die Geschwindigkeit eines Massenpunktes angeben. Der Absolutbetrag der

Geschwindigkeit ist
d
7] = v =i+ 2 + 2% = D=\ /i, (2.3)

dt
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X=X,

Abbildung 2.1: Bahn eines Massenpunktes; Definition der Geschwindigkeit.

ds ist das Differential der Bogenlinge (s. §2.2):

ds = \/dx? + dy? + dz2. (2.4)

Formel (2.3) kann physikalisch interpretiert werden: Der Betrag der Geschwindigkeit ist die Linge
des durchlaufenen Bahnstiickes ds dividiert durch das Zeitintervall dt, das bendtigt wurde, es
zu durchlaufen.

X=X4

Abbildung 2.2: Anderung der Geschwindigkeit eines Massenpunktes; Definition der Beschleuni-
gung.

2.1.3 Beschleunigung

Die Beschleunigung (E.: acceleration) erhélt man wieder durch Grenziibergang, wenn man zwei
nahe beieinanderliegende Punkte und deren Geschwindigkeiten betrachtet (Abb. 2.2).

I 3 3 i (t)
-~ dTi  dPF . U(t+ At) — 9(t) x( A
b= T A A | = e (2:5)

12



Kruemmungskreis

Abbildung 2.3: Tangential- und Normalbeschleunigung, Kriimmungskreis.

Die Erfahrung zeigt, die #(¢) sind stiickweise stetige Funktionen der Zeit. Z.B. gibt es eine Un-
stetigkeit der Beschleunigung, wenn ein Punkt mit konstantem Betrag der Geschwindigkeit auf
einer Kurve fahrt, die aus einem Kreisbogenstiick besteht, an das sich beiderseits je ein gerades
Wegstiick mit stetigem Ubergang der Tangenten anschlieBen. (s.U. 1 zu Kap. 2)

Die vorhergehenden Betrachtungen zusammenfassend, kann man sagen: Die x;(t) sind stiickweise
zweimal stetig differenzierbare Funktionen. Man kénnte noch hohere Ableitungen definieren; doch
werden diese im allgemeinen nicht bendétigt.

Die Beschleunigung kann in zwei Komponenten zerlegt werden, eine in Richtung der Geschwindig-
keit (Tangentialbeschleunigung), die andere normal zur Geschwindigkeit (Normalbeschleu-
nigung) (Abb. 2.3).

b = biéy + byéy; (26)
s dv d [{dz\?® [dy\® [dz\?
= —_— — = — —_— —— JR— 2.
be Az~ dt dt\/( t> +<dt) +<dt) ’ 27)
1 [/ds\? v?
= —_ — _ = —- — . 2.
b R(dt) R (28)

€; bzw. €, sind die in §2.2 eingefiihrten Einheitsvektoren in Tangential- bzw. Normalrichtung
(s. Abb. 2.3). R ist der Radius des Kriimmungskreises. Die Formeln (2.6) bis (2.8) werden
nachfolgend gleich abgeleitet. In dieser Ableitung driickt sich die Tatsache aus, dafl eine Bewegung
einen geometrischen Anteil (die Gestalt der Bahnkurve) und einen zeitlichen Ablauf (auf dieser
Bahnkurve) enthélt. Durch Differentiation nach der Kettenregel erhilt man:

do _ dwds _dF_ drds
dt ~ dsdt’ ' dt  dsdt’
Pai _d (dnds\ _ P (ds) | dn s 29)
2 dt \ds dt)  ds? \dt ds dt? '
Diese Ableitungen lassen sich folgendermaflen zusammenfassen:
L7 Ps 7 ds\2 d*.
= =@ @ T (@) & 510
7 - — S, 2 ( ) )
=b = b - e + b,e, = € — L €y
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Bei dieser Umformung wurden die Formeln (2.20) und (2.23) des néichsten Paragraphen beniitzt:

. dF
€t = £,
d*7 d . 1
@ = % et = — E €n-

Das Minuszeichen in der zweiten Formel tritt auf, weil der Normalenvektor €, immer auswirts
(also vom Kriimmungsmittelpunkt weg, s. Abb. 2.3) gerichtet ist.

AbschlieBend noch zwei Beispiele zu der Formel fiir d?7/ds?.

o

" N\

o
hSH

Rl
o+
W

Abbildung 2.4: (a) Bewegung auf einer Geraden; (b) Bewegung auf einem Kreis.

Bsp. 2.1: Beliebig beschleunigte Bewegung auf einer Geraden (Abb. 2.4(a)):
F=a+ bry); (2.11)

a, b sind konstante Vektoren; v = (t) eine skalare, zweimal stetig differenzierbare Funktion der
Zeit t. Durch Ausrechnen wird gezeigt, da8 d?7/ds? = 0:

N . d 5 9 . . .
r = b7, & = 72 = b25, r =0b7.
i _ didt  _ dr(dsyTt b g _ A

& = o = T3 = JEy = const. = o5 =0

Bsp. 2.2: Ein Punkt bewegt sich mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w = dy/dt auf einem
Kreis vom Radius a (Abb. 2.4(b)). Zeige, dafl 1/x = R = a.

7 = (x,y) = a (coswt,sinwt), ¢ =wt.
ds/dt = aw, d?s/dt> = 0. (2.12)
d’7/dt? = — w?a (coswt,sinwt).

Fiir die zweite Ableitung des Ortsvektors nach der Bogenlédnge ergibt sich durch 6ftere Anwendung
der Kettenregel:

PF &P (diN? | dFd (dt) _ drdt d (dt).
& = (@) Tae (@) =t ana (@)
PP _ P 1 i 1 & (2.13)
ds? T dt? (%)2 dt (%)3 dt? -
Setzt man die oben berechneten Ausdriicke in die vorstehende Gleichung ein, ergibt sich:
d?7/ds* = (aw) ?(—aw?)(coswt, sinwt) = — a™* 7/r = — &,/a. (2.14)

2.2 Einige Begriffe aus der Differentialgeometrie

Bei der Diskussion der Eigenschaften der Bahn eines Massenpunktes werden zwei Gruppen von
Eigenschaften unterschieden. Die einen héngen mit der geometrischen Gestalt der Bahnkurve
zusammen; die anderen betreffen den Ablauf der Bewegung auf dieser Bahnkurve. Die Theorie
zur Beschreibung der geometrischen Eigenschaften der Bahnkurve ist die Differentialgeometrie.
Einige Begriffe derselben sollen in diesem Paragraphen vorgefithrt werden.
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2.2.1 Bogenlinge

Die Bogenlinge (E.: arclength) benétigt man zur Bestimmung der Léinge eines Kurvenstiicks. Die
zweckméBigste Form der Darstellung einer Kurve erfolgt in Parameterform:

x x(t)
z z(t)
£a 1" R
s
t2
¢, %:}
to
Abbildung 2.5: (a) Kurve durch Sekanten approximiert; (b) Kreisbogen .
Ein Beispiel einer solchen Raumkurve ist die Schraubenlinie (E.: screw, helix)
x =acost, y=asint, z=>0t. (2.16)

Der Parameter ¢t kann proportional der Zeit sein; er kdnnte aber auch eine ganz andere Grofie
darstellen, wie z.B. einen Winkel. &; ist die Ableitung nach diesem Parameter, ist daher im allg.
keine Geschwindigkeit. Das Kurvenstiick wird in kleine Teile geteilt (s. Abb. 2.5(a)). Jedes dieser
Bogenstiicke wird durch eine gerade Strecke approximiert (Pythagoriischer Lehrsatz)

As, = \/[F(tn) - F(tn—l)]z
= \/[x(tn) = 2(tn-1)2 + [y(tn) — y(tn-1)]* + [2(tn) — 2(tn-1)]*. (2.17)

Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung wird auf jede der Differenzen angewendet.

x(tn) - x(tn—l) = At, i(tmc)a y(tn) - y(tn—l) = At, y(tny) s
2(ty) — 2(th—1) = Aty 2(tnz) mit At, =t, — th_1;

tnzs tny, tnz sind aus dem Intervall At,,. Damit wird die Strecke As,, :

Asn = \J#2(tna) + §2(tny) + 22(tns) At

Die Léange jedes Teilstiickes 148t man gegen Null gehen. Dieser Grenziibergang bewirkt, dafl jede
dieser Teilstrecken das Differential der Bogenlédnge wird:

At, =0, = tlpz — lny — bty — ¢,

ds = /22 + 92 + 22 dt = V7 2 dt. (2.18)

Dabei muf} vorausgesetzt werden, dafl die Kurve ” gentigend glatt” ist, sodafl dieser Grenziibergang
zul#ssig und sinnvoll ist. Z.B. kann vorausgesetzt werden, dafl die auftretenden ersten Ableitungen
existieren und in den betrachteten Bereichen fast iiberall stetig sind. Gegenbeispiele, wo dieser
Grenziibergang nicht mdoglich ist, sind die Fraktale.

Die Bogenlédnge ist geméif (2.18) das Integral:
tn tnN
5= / ds = Va2 + g% + 22 dt. (2.19)
to to
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Ein Beispiel ist die Bestimmung der Lénge eines Kreisbogens (Abb. 2.5(b)):

r = R cosp, y = Rsingp, z = 0
T = —Rsinp, y = Rcosp, 2 = 0.

¥B
ds = Vi?+92dy = Rdp, s:/ Rdp = R pp.
0

2.2.2 Tangenten- und Normalenvektor

Wenn man genau nur die geometrische Gestalt einer Raumkurve untersuchen will, mufl man diese
mit der Geschwindigkeit 1 durchlaufen. Dazu mufl man die Bogenlidnge s als Parameter wéhlen.
Dann nimmt der Tangentenvektor (E.: tangent) é; iiberall die Lénge 1 an. Die Umrechnung vom
Parameter ¢ auf die Bogenlange s erfolgt mittels der Kettenregel der Differentiation und des
Ausdrucks (2.18) fiir das Differential der Bogenlinge. Der normierte Tangentenvektor ist dann:

oo _drdt %93 e (2.20)

T ds  dtds Vi2 2+ 22

Der Normalenvektor (E.: normal) €, ist ein Einheitsvektor, der senkrecht zum Tangentenvektor
steht und in das AuBere der Kurve weist (s.Abb. 2.3). Zuerst werden zwei Eigenschaften der
zweiten Ableitung des Ortsvektors nach der Bogenlénge bewiesen:

1) Die 2. Ableitung steht senkrecht auf der ersten (= dem Tangenteneinheitsvektor)

d
— 2.21
I (2.21)

i\ > a7 d>F &PFdF
— 2
©t <ds) = ds ds? 0 = ds? ~— ds

2) Die zweite Ableitung d?7/ds? ist Null genau dann, wenn die Kurve eine Gerade ist: a) Die
Kurve ist nach Voraussetzung eine Gerade:

Fo= a+bt, =0 [P =pP =0 7=0.

ds = Vi2dt = Vb2dt

di dridt dir 1 b

— = —— = —= = const.
ds

dtds dt% /i
b) Umgekehrt folgt aus dem Verschwinden der 2. Ableitung:

d*7 ar L -
@ =0: = % =C, = r==«cs+ d.
d.h. die Bahn ist eine Gerade.

In Gl (2.14) wird bewiesen, dafl beim Umlauf eines Punktes auf einer Kreisbahn vom Radius a
gilt: |d?7/ds?| =1/a .

2.2.3 Kriimmung, Kriimmungsradius

Die Uberlegungen am Ende des vorhergehenden Paragraphen legen nahe, den Absolutbetrag
dieser 2. Ableitung als Ma#f fiir die Kriimmung (E.: curvature) & einer Kurve zu wihlen und zu

definieren: ,
d=r 1

R heifit Kritmmungsradius (E.: radius of curvature). Ist die Kurve ein Kreis vom Radius a, dann
ist R = a. (2.21) und (2.22) zusammenfassend, kann man definieren:
v d 1,

ar_d. 1. 2.2
ds? dset R6 (2.23)

R =




Das negative Vorzeichen beriicksichtigt, dal der Normalenvektor immer ins AuBere der Kur-
ve weist. Die von den Vektoren é; und ¢, aufgespannte Ebene heiffit Schmiegebene (E.:
Osculating Plane). Zeichnet man zu jedem Punkt einer gegebenen Kurve den Mittelpunkt des
zugehorigen Kriimmungskreises, erhélt man im allgemeinen wieder eine Kurve, die Evolute.
Diese werden wir nur einmal benétigen, und zwar beim Zykloidenpendel, §6.2.1, und Notebook
K6ZykloidenPend.nb.

Die obige Formel (2.22) fiir die Kriimmung 148t sich auch noch eine iibersichtlichere Form bringen.
Dazu wird in Gl. (2.13) ds/dt = \/(dr/ds)? eingesetzt. Um den Schreibaufwand zu verringeren,
werden folgende Abkiirzungen verwendet Punkte bedeuten Ableitungen nach dem Parameter ¢,
Striche Ableitungen nach der Bogenlédnge s:

- ar - d>7 L ar o A7
= — = — roi=— o= —.
dt’ dt?’ ds’ ds?
ar 7 N Fod( 1
—_— =T = -— - ==
ds? 72 \/7':’2 dt \ . /7'—,»2
7

R
:,,7.‘72_7:‘74(7470)

Fiir die Krimmung wird das Quadrat der obigen Endformel berechnet:

=9 59 S \92
2 _ =2 T T os e (-
=TT s g b g ) - 2 =
I il AN S G S (2.2
7:’6 7:‘6

Liegt eine ebene Kurve in Parameterdarstellung vor, dann haben der Ortsvektor und seine Ab-
leitungen nur zwei Komponenten. In diesem Fall vereinfacht sich diese Formel fiir das Quadrat
der Kriimmung zu:
. e . e 2
o _ (@) — yi)
RS = - S— . 2.25
(@ + 9°)° (22
Die Kriimmung einer skalaren Funktion y = f(x) findet man aus der vorhergehenden mittels
des Ansatzes:

N
F= (@), = &) (2:26)

R

Literatur zu §2.2:
I.N. Bronstein, K.A. Semendjajew: Taschenbuch der Mathematik, Teil IIT Analytische Geometrie
und Differentialgeometrie, II Differentialgeometrie.
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Kapitel 3

Dynamik des Massenpunktes

Um GesetzmiéBigkeiten fiir die Bewegung von Korpern zu finden, wird zunéchst einmal noch
eine weitere Vereinfachung der Beschreibung vorgenommen, indem man voraussetzt, dal man
die Bewegung des ganzen Korpers durch die Bewegung eines einzelnen seiner Punkte ausreichend
genau beschreiben kann. Man sagt dann, daf§ man das Modell des Massenpunktes (E.: point
mass) verwendet.

Als grundlegendes Axiom der Mechanik kann dann in Inertialsystemen die Newtonsche Bewe-
gungsgleichung
mb = F

dienen. Wenn Anfangsbedingungen vorliegen und die Kraft gewissen Bedingungen geniigt, dann
hat dieses System von Differentialgleichungen eine eindeutige Losung; diese beschreibt die Bahn
des Teilchens. Dies wird an einigen einfachen Beispielen (Fall und Wurf, mathematisches Pendel,
Bewegung einer Ladung im Magnetfeld) gezeigt. Weitere wichtige mechanische Groen sind der
Impuls, die (kinetische, potentielle, Gesamt-) Energie und der Drehimpuls eines Mas-
senpunktes. Diese Grofien bleiben wihrend der Bewegung konstant (erhalten), wenn die Krifte
bestimmte Bedingungen erfiillen. Diese Konstanz der sog. Integrale der Bewegung ist sehr
niitzlich bei der Losung der Bewegungsgleichungen und ermdéglicht in vielen Féllen einen quali-
tativen Uberblick iiber den Verlauf der Bewegung zu erhalten. Eine wichtige Rolle spielt dabei
der Phasenraum.

3.1 Aufstellung des Kraftgesetzes in Inertialsystemen

Da man die Abhéngigkeit der Bewegungsvorginge von dufleren Einfliissen untersuchen will, ist
es zweckméfig, bei der Aufstellung von Gesetzen Bezugssysteme heranzuziehen, in denen sich
die Korper bei Abwesenheit duflerer Einfliisse besonders einfach bewegen. Dazu fiihrt man den
Begriff des Inertialsystems (E.: inertial frame of reference) ein.

Definition: Unter einem Inertialsystem versteht man ein Bezugssystem, in dem sich alle
Korper, die keinen dufleren Einfliissen unterliegen, mit konstanter Geschwindigkeit auf geraden
Bahnen bewegen (gleichférmige Bewegung, E.: uniform motion).

Die Existenz von Inertialsystemen ist dadurch noch nicht sichergestellt, doch fithrt die Annahme
ihres Vorhandenseins im weiteren Aufbau der Mechanik auf keine Widerspriiche, denn die obige
Definition besagt, dafl alles, was die Korper zu einer nicht gleichférmigen, geraden Bewegung
veranlaflt, als d&uflerer Einflufl betrachtet wird. Es lassen sich nun tatséchlich Systeme finden, in
denen alle diese Einfliisse bestimmten Umsténden eindeutig zugeordnet werden kénnen. (Z.B.
Erdanziehung).

Man untersucht nun in Inertialsystemen Klassen von Bewegungsvorgingen, die sich durch ge-
meinsame duffere Umstinde auszeichnen, wie z.B. die Bewegungen unter Einflul der Schwere
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(Fall und Wurf), oder jene von Himmelskoérpern, oder von elektrisch geladenen Teilchen, usw.
Man findet dann, daf} sich fiir alle solche Klassen Gesetze fiir die Beschleunigung aufstellen lassen,
die nur Konstanten enthalten, die fiir die ganze Klasse bezeichnend sind, aber nicht solche, die
die einzelnen Bewegungen kennzeichnen. Z.B findet man fiir Fall und Wurf das Gesetz

bi:gi7 gzﬁ)

wobei g; ein konstanter Vektor ist, der senkrecht nach unten zeigt; oder fiir die Bewegung der
Planeten um die Sonne

EI%F, bi:%l'i, T:\/m:\/ﬁ,

wobei 7 = x; die Koordinaten des Planeten beziiglich der Sonne sind. In vielen anderen Fillen
(z.B., wenn man Korper durch Federn oder durch elektrische Krifte beschleunigt) findet man,
dafl verschiedene Korper bei sonst gleichen Umsténden verschiedene Beschleunigungen erfahren,
was einen dazu veranlafit, die Einfliisse, die die Beschleunigung bestimmen, in einen Beitrag zu
zerlegen, der von den beschleunigten Korpern selbst stammt, und in die {ibrigen Beitrige, die von
den sonstigen Umsténden herriihren, die zur Bewegung Anlal geben. Dazu wird jedem Koérper
eine nicht negative reelle Zahl, seine Masse m, zugeordnet. Man trifft die Festsetzung, dafl eine
Verbindung von mehreren Korpern mit den Massen m; die Masse > m; zukommt. Ferner wird

die Kraft F; (oder F) eingefiihrt durch

Fi=m-b, F=m-b (3.1)

und es werden die Beschleunigungsgesetze als Kraftgesetze formuliert. Damit erreicht man in
vielen Fillen eine Form der Bewegungsgesetze, die auch von der besonderen Konstanten des ein-
zelnen Korpers, von seiner Masse, unabhéngig sind. Dieses Axiom {iber den Zusammenhang von
m,b; und F; heifit das Newtonsche Gesetz (2. Newtonsches Axiom). Im Fall der Schwerebe-
schleunigung gilt demnach

wobei g; ein bekannter konstanter Vektor ist; die Kraft hidngt also nur noch von der Masse ab.
Um Massen zu messen, kann man dann so vorgehen, dafl man eine Einheitsmasse festlegt und
die von der Schwere verursachten Kréfte durch Auslenkungen von Federn mifit. Aus dem obigen
Gesetz der Planetenbewegung schlieft man dann auf das Newtonsche Attraktionsgesetz:

., YM

3.2 Gesetz der vektoriellen Addition der Krifte

Es seien mehrere Beschleunigungsgesetze gegeben, die jedes fiir sich einem Korper zu den Be-
schleunigungen b AnlaB geben mogen (1 < a < n). Dann macht man die Beobachtung, daf,
wenn die fiir das Auftreten jeder einzelnen Beschleunigung notwendigen Umsténde alle zugleich
vorliegen, der Korper die gesamte Beschleunigung ) b erfahrt, also die vektorielle Summe der
einzelnen Beschleunigungen. Das gilt fiir jeden Korper. Aufgrund der Definition der Kréfte gilt
dann auch fiir die Kréfte:

Die Gesamtkraft F; , die an einem Korper wirkt, wenn die Umsténde fiir das Auftreten der
einzelnen Krifte F* zugleich vorliegen, ist gleich

n n
Fi=)Y F, F=Y F~ (3.4)
a=1 a=1
Dies ist das Gesetz der vektoriellen Addition der Krifte.
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3.3 Existenz der Losungen der Newtonschen Bewegungsgleichun-
gen

Vom mathematischen Standpunkt sind die Newtonschen Bewegungsgleichungen (3.1):
mi’i:Fi(.Z'j,i'j,t), i,j:L...,f (3.5)

ein System von f gekoppelten gewohnlichen Differentialgleichungen 2. Ordnung. f heifit die Zahl
der Freiheitsgrade (E. degrees of freedom); fiir einen freien Massenpunkt im dreidimensio-
nalen Raum f = 3. Dieses System wird fiir die Formulierung des Satzes iiber die Existenz der
Losungen in ein solches erster Ordnung iibergefiihrt durch die Substitution y; = @; (A. Duschek,
Vorlesungen iiber hohere Mathematik III, § 5.3):

& = Yi = fi(z;,y;,1), (3.62)
. ,7=1,...,f,
Ui = Eﬂ(fﬂj?yj,t) = fr+i(z)5,t)- (3.6b)

Wenn man dieses System allgemein 16st, dann héngt diese allgemeine Losung noch von 2f
willkiirlichen Integrationskonstanten ab. Diese (und damit die spezifische Losung fiir das betrach-
tete Problem) werden spezifiziert durch vorgegebene Anfangswerte, die die Funktionen z;(t), y;(t)
zum vorgegebenen Zeitpunkt ¢ = tg erfiillen sollen (Anfangsbedingungen):

— 0

t=1tp: .
i = Yi = y?.

Uber die Existenz der Losungen gilt der folgende Satz:
In einem (2f + 1)-dimensionalen Bereich um tg,zY,v? seien

1. die Funktionen f; beschrankt:
|fi(xj,y5,t)] < M = const. < oo (3.7)

2. und gehorchen einer Lipschitzbedingung;:

f
i) = filad yi ) < € (lad = 2l + i = vil) (38)
i=1
C = const. < o0
(die 2}, y} und 22, y? sind die Koordinaten zweier Punkte aus dem (2f + 1)-dimensionalen

Bereich um die Anfangswerte): Dann existiert eine eindeutige Losung x; = ¢;(t), y; = ¥;(t)
in einem Teilbereich um ¢y, wobei ¢;(tg) = 2?,v;(to) = 17.

Die obigen Bedingungen haben folgende physikalische Bedeutung:
Die f; (i = 1,...,f) erfiillen als lineare Gleichungen die Bedingungen (3.7) und (3.8) in trivialer
Weise. Aus (3.5), (3.6b) und (3.7) folgt:

|Fl| < M,

d.h., die Kraft mufl im untersuchten Bereich beschrinkt sein. Die Lipschitzbedingung bedeutet,
dafl der Zuwachs der die Funktion f darstellenden Kurve beschrinkt ist, d.h. der Zuwachs der
Kraft beim Fortschreiten im Raum mufl beschriankt sein. Manchmal wird anstelle der Lipschitz-
bedingung die etwas einschneidendere Bedingung der Existenz stetiger partieller Ableitungen der
Funktionen f; nach den z;,y; vorausgesetzt (W.I.Smirnow, Lehrgang der hoheren Mathematik
I, §2, Kap. 18).

Obiger Existenzsatz gilt nur in einem gewissen Bereich um die Anfangswerte und in einem be-
schrinkten Zeitintervall. Oft sind in der Mechanik aber die Losungen und deren Verhalten fiir
lange, wenn nicht fiir alle Zeiten von Interesse. Solche globale Aussagen sind aber nur in seltenen

Fillen moglich, meist nur in solchen, in denen sich analytische Ausdriicke fiir die Losungen der
Bewegungsgleichungen angeben lassen.

20



3.4 Einige Beispiele

Die Hauptaufgabe der Mechanik besteht in der Losung der Newtonschen Bewegungsgleichung
(3.1) bzw. (3.5). Im allgemeinen stellen diese ein System von gekoppelten gewohnlichen Differen-
tialgleichungen dar. In §3.3 ist angefiihrt worden, dafl unter sehr allgemeinen Bedingungen diese
eine Losung besitzen. Die praktische Berechnung derselben ist aber oft sehr schwierig und es 1é3t
sich kein universelles Verfahren angeben. In diesem Paragraphen werden einige einfache Beispiele
von Losungsverfahren vorgefiihrt.

3.4.1 Freier Fall im Schwerefeld der Erde

Eine Masse m befindet sich im Schwerefeld in der Héhe h iiber dem Boden (Abb. 3.1(a) ). Es ist
zweckmiBig, das Koordinatensystem so zu legen, wie in Abb. 3.1(b) gezeigt. Die Kraft ist dann:

F=F; = (0,0, —myg). (3.9)
° m m
l F = mg
h X3
Vo
X2
m
- %
F = mg

Abbildung 3.1: Links: a) Masse m im Schwerefeld in der Hohe & iiber dem Boden. Mitte: b) Wahl
des Koordinatensystems. Rechts: ¢) Vom Boden wird die Masse m mit der Anfangsgeschwindig-
keit vy in die Hohe geworfen.

Die Bewegungsgleichung und deren allgemeine Lésung sind dann:

771.%'Z = Fi : mjél = 0, xr1 = ait + ap;
mis = 0,  x9=bit+ bg;

o 2

mi3 = —mg, z3=cit+ —g%.

ag, a1,bo, b1, co, c1 sind willkiirliche Integrationskonstanten. Man mufl zu deren Bestimmung die
Anfangsbedingungen kennen.

Physikalisch: Zur Zeit ¢t = 0 befinde sich die Masse m in der Hohe A in Ruhe.
Mathematisch:

21(t=0)= xzo(t=0)=0, a3(t=0)=h;
ii(t =0) =0, i=1,2,3.

Einsetzen in die allg. Losung gibt:

r1(0) = ag =0, 21(0) = a1 =0,
! !

22(0) = by =0, d9(0) =b; =0,

1’3(0) = C ; h, .@3(0) = C1 ; 0.
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Wir erhalten also die spezielle Losung fiir unser Problem:
1
x1(t) = x9(t) =0, z3(t) =h — ith’ tel

Durch die physikalische Situation ergibt sich eine Einschrdnkung des Intervalles I, in dem die
unabhéngige Variable ¢ variieren darf:

I= [0, 2h/g} .

Zur Zeit t = 2h/g trifft die Masse m auf dem Boden auf. Fiir Zeiten ¢ > 2h/g ist die Losung:
z;(t) = 0.

3.4.2 Senktechter Wurf im Schwerefeld der Erde

Kraft und Bewegungsgleichungen wie in §3.4.1; es wirkt nur die Schwerkraft, daher auch gleiche
allg. Losung.

Die Anfangsbedingungen sind aber anders (s. Abb. 3.1):

! . !

r1(0) = ay = 0, #1(0) = a1 = 0,
! . !

l’Q(O) = bo = y 1’2(0) = b1 = s
! . !

r3(0) = ¢ = 0, #3(0) = ca = w.

Die spezielle Losung ist:
z1(t) = x2(t) =0, x3(t) = wvot — %gt2, t €[0,2v9/g];

xi(t) = 0, t > 2v0/g.

Am hoéchsten Punkt der Bahn hat der Massenpunkt die Geschwindigkeit Null.

. !
$3(tm) =vg — gtm = 0, tm = UO/gv L3Im = $3(tm) = U8/2g'

3.4.3 Bewegung eines geladenen Teilchens in einem homogenen Magnetfeld

Wir zeigen nun an zwei weiteren Beispielen die Verwendung der Formeln (2.6) - (2.8) fiir Tangential-
und Normalbeschleunigung in Zusammenhang mit dem 2. Newtonschen Axiom, Gl. (3.1).

Die Kraft, die ein magnetisches Feld auf ein bewegtes geladenes Teilchen ausiibt, heifit Lorentz-
kraft. Sie hat je nach Maflsystem etwas verschiedenes Aussehen:

cgs-System:
e = Ladung des Teilchens (Elementarladung: 4.8 - 10710 cgs-Einh.),
¢ = Vakuumlichtgeschwindigkeit ~ 3-10'9 cm/s.

FL = EW, é]
c
MKSA-System:
e = Ladung des Teilchens (Elementarladung: 1.6 - 10712 Cb), [e¢] = As = Cb;
B = magnetische Induktion, [B] = T = Vs/m? .

F, = e[, B]. (3.10)

Dieses Gesetz stammt aus der Erfahrung: Kraft auf stromdurchflossenen Leiter im Magnetfeld,
bewegte Ladung = Strom. Aus der Bewegungsgleichung (3.11) wird berechnet:

mb = Fy, = e[t,B] | -7, (3.11)



mv?/2 = const. = v = const., v = 0. (3.12)

Ein Magnetfeld kann den absoluten Betrag der Geschwindigkeit nicht &ndern, sondern nur deren
Richtung. Dies ist eine Folge davon, dafl die Kraft auf der Geschwindigkeit senkrecht steht. Da die
Kraft auch senkrecht zum Magnetfeld steht, ist die Geschwindigkeit in Richtung des Magnetfeldes
konstant:

FL” = O, ’JH = 0, ’17” = const.

(|| = parallel zum Magnetfeld). Aus (2.6) - (2.8) und (3.1) folgt mit (3.12)

2

— . 5 v 5 R
mb=m_v é — Mo = e[, B].
=0
[0, B] ~ &,

mv/R = |eB||sin(7, B)|.

Ist das Magnetfeld homogen, B = const., und steht die Anfangsgeschwindigkeit des Teilchens
senkrecht zum Magnetfeld, dann ist

1B = |sin(d,B)=1,

R =muv/|eB] (3.13)

Die Bahn ist ein Kreis mit Radius R. Erfolgt der Einschufl nicht senkrecht zu E, dann ist die
Bahn eine Schraube auf einem Zylinder vom Radius muv, /|eB| . Obige Rechnungen sind nicht-

relativistisch, nur giiltig fiir v 2 0.2¢ .

Zahlenbeispiele:

1. Protonenzyklotron: B = 1.6T, m = 1.7-1072"kg, e = 1.6 - 1079 As, v = 5,5 - 10"m//s
(~ 20 MeV Protonen): R = .37 m.

2. Proton im Magnetfeld der Erde: B =10"°T, v=1km/s: R=1,1m .

3.4.4 Das mathematische Pendel

Das mathematische Pendel (E.: mathematical pendulum) besteht aus einer punktférmigen Masse
m an einer gewichtslosen Stange der Linge ¢, die in einer Ebene schwingen kann (Abb. 3.2). Die
Newtonsche Bewegungsgleichung wird in eine Normalkomponente in Richtung der Stange und in
eine Tangentialkomponente senkrecht dazu zerlegt. Eine Bewegung in der Normalenrichtung ist
durch die Starrheit der Stange unméglich.

mb, = F, R =/ =const. = b,=0.
mbt:Ft.

Fiir die tangentielle Beschleunigung und Kraft erhélt man:

v=4L4yp, v =20b="Lp F = —myg sinp.
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Abbildung 3.2: Das mathematische Pendel.

Die exakte Bewegungsgleichung lautet also:

. g .
ml@ = —mg singp, Y + 7 sin g = 0. (3.14)

Diese Gleichung 183t sich exakt 16sen; dies ist aber etwas kompliziert und erfolgt erst spéter. Hier
nur eine Néherung fiir kleine Schwingungen. Dann geht Gl. (3.14) in die gewohnliche Schwin-
gungsgleichung iiber, deren allgemeine Losung man sofort angeben kann.

P
p<<1l, <5 sincp:@—gq_...;
PH+wip=0, wi= %, ¢ = Acos(wot) + Bsin(wot).

Fiir den Maximalausschlag ¢ = g als Anfangsbedingung erhélt man die spezielle Losung;:

t=0: @=v, $=0. ©=pgcos(wot). (3.15)

Das Pendel schwingt zwischen —q, ¢ mit der Schwingungsdauer Tj :

Ty = 2m\/1/g = 27 Jwo (3.16)

Die exakte Losung der Bewegungsgleichung (3.14) mittels elliptischer Integrale und Funktionen
erfolgt in §6.3.3.

3.5 Die Integrale der Kraft. Erhaltungssitze und -groéfien.

Die Losung der Newtonschen Bewegungsgleichung erfordert die Losung eines oft komplizierten
Differentialgleichungssystems. In diesem Paragraphen werden einige allgemeine Methoden be-
handelt, die es gestatten, fiir gewisse Typen von Kriften die Bewegungsgleichung wenigstens
teilweise zu integrieren. Dabei ergeben sich gewisse dynamische Gréflen, wie z.B. Gesamtenergie
oder Drehimpuls, die in bestimmten Typen von Kraftfeldern unveréindert (= zeitlich konstant)
bleiben. Diese Grofien heilen dann Konstante oder Integrale der Bewegung (E.: constants or inte-
grals of the motion) oder Erhaltungsgrofien (E.: conserved quantities). Die Bedingungen, die das
Kraftfeld erfiillen muf}; damit eine solche Grofle erhalten bleibt, werden in Erhaltungssétzen (E.
conservation theorems) formuliert. Der wesentliche mathematische Gesichtspunkt besteht darin,
die Bewegungsgleichungen derart umzuformen, dafl man eine totale Zeitableitung herausziehen
kann.
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3.5.1 Impuls (Bewegungsgrofle)

Die Newtonsche Bewegungsgleichung (3.1) 148t sich auch schreiben als:

. - d v - -
mb = mi* = = (m%) = di; = F(7,71). (3.17)

Hier wurde eine neue Grofle eingefiithrt, der Impuls oder die Bewegungsgrofle:
p = mu. (3.18)

Der Impuls ist ein Ma8 fiir die " Bewegtheit” eines Teilchens. Gl. (3.17) besagt: Die Kraft bewirkt
die Anderung des Impulses. Ist keine Kraft vorhanden, dann bleibt der Impuls konstant, der
Massenpunkt fiihrt eine gleichférmig geradlinige Bewegung aus; es gilt der Erhaltungssatz des
Impulses (E.: conservation of linear momentum):

F=0 = {=const. (3.19)

Integriert man GI. (3.17) lings der Teilchenbahn (), gilt:

t ]

A7 =ttr) = plto) = [ (7o) o). Ot (3.20)
0

Das Integral auf der rechten Seite heifit der Kraftstof3 (E.: impulse); dieser bewirkt die Im-

pulsdnderung. Das Integral kann man aber nur berechnen, wenn man bereits die Bahn 7(¢) kennt,

also bereits das Problem vollsténdig gelost hat. Eine n&herungsweise Auswertung ist moglich,

wenn das Zeitintervall At = t; — tg geniigend kurz ist, sodafl die Kraft als konstant approximiert

werden kann:

Ap~ FAt.

=1l

Abbildung 3.3: a) Arbeit lings geradem Weg, b) Linienintegral fiir gekriimmten Weg.

3.5.2 Energie und Arbeit

Die Newtonsche Bewegungsgleichung (3.1) wird skalar mit der Geschwindigkeit 7 multipliziert
und anschliefend nach der Zeit integriert:

mr = F‘ -7
d m‘2 — tl
m(r-r)=——7r" = (F-7) / dt
dt 2 to
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Das Integral auf der rechten Seite

t1 . d,r_ F1=F(t1) .
A::/ (F ) dt:/ (F - dF) (3.21)
to dt T_"Ozf‘(to)

gibt die Arbeit (E.: work), die die Kraft am Massenpunkt leistet (A > 0) oder aus diesem
gewinnt (A < 0). Bei einem kleinen geradlinigen Wegstiick A7 projiziert das innere Produkt den
Kraftvektor auf den Weg (Abb. 3.3):

AA = (F - A7) = Fcos(F, A7) Ar.

Ist der Weg keine Gerade, dann ist die Arbeit das Linienintegral (3.21), in dem jeweils das
Wegelement di” skalar mit dem zugehotrigen Wert der Kraft multipliziert wird. Beachte, dal man
im allg. den Weg 7(t) angeben muf}, lings dem die Integrationskurve von 7y = 7(to) nach 7 = 7(t1)
lduft.
Die kinetische Energie (E.: kinetic energy) wird definiert als:

m 5 m

T := 5772 2v2 SV = i (3.22)

Aus der obigen Gleichung folgt dann: Die Anderung der kinetischen Energie ist gleich der von
der Kraft am Massenpunkt geleisteten Arbeit:

AT = T(t;) — T(to) = A. (3.23)

3.5.3 Konservative Systeme. Potential

Zur Berechnung der Arbeit A gemif} Definition (3.21) muf} im allgem. wie bei Gl. (3.20) die Bahn
7(t) des Massenpunktes bekannt sein, also das Problem gelost sein. Doch gibt es eine wichtige
Klasse von Kriften, bei denen diese Kenntnis nicht bendtigt wird. Systeme, bei denen der
Wert des Arbeitsintegrals (3.21) unabhingig vom Weg ist, heiflen konservativ (= energetisch
abgeschlossen). Das Arbeitsintegral hangt nur vom Anfangspunkt 7o und vom Endpunkt 77 ab.
Wir setzen nun voraus, dafl die Kraft F weder von der Zeit t, noch von der Geschwindigkeit 7
abhéngt. Konservatives System z.B.: elektrostatische Kraft, Gravitationskraft (Abb. 3.4(a))
fC1 Fi dxz- = ng Fz‘ dl‘i,
fC1—C’2 Fz dl‘i = 0.

Nichtkonservatives System (Abb. 3.4(b)) z.B.: Wasserwirbel, Korkstiickchen von 1 nach 2 trans-
portiert auf verschiedenen Wegen.

Jo? = ke =

In einem konservativen System gilt also fiir einen geschlossenen Integrationsweg:
7{ Fydz; = 0. (3.24)
Mittels des Stokesschen Integralsatzes kann man dieses Integral umformen:

j{C(ﬁ.df’)Z/F/(rotﬁ.ﬁ)df, %CFidxi:/f/gijngfnidf.

Hier ist F eine beliebige, von C begrenzte Fliche mit dem Normalenvektor 77. Da in konservativen
Systemen die linke Seite Null ist und dieses Resultat fiir beliebige C' und F gilt, folgt

/F/(rotﬁ @) df =0, = rotF — 0. (3.25)
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2 Wirbel

Co Cq Cs
Cy

(a) (b)

Abbildung 3.4: a) Konservatives System b) Nichtkonservatives System

d.h. daf das Kraftfeld wirbelfrei (E.: irrotational) sein mufl. Der Rotor eines Vektorfeldes @
kann berechnet werden gem#f:

€x €y €
a — g=10 9 9
rotd(z,y,2) =V xd=| & TIE

ap Gy a

In der Vektorrechnung wird gezeigt, daf} sich ein wirbelfreies Vektorfeld, also ein Feld, das obiger
Bedingung (3.25) geniigt, als Gradient eines Skalarfeldes darstellen 148t. Diesen Skalar nennt
man das Potential (= potentielle Energie). Da das Integral

r=r(t1) _
A= [ (Fan

ro=7"(to)

dann vom Weg unabhingig ist, kann man nach Wahl eines beliebigen Bezugspunktes 7y jedem
Raumpunkt einen Skalar

A(f‘):/j(ﬁdf‘) = U(fR) — U(7) (3.26)

zuordnen. Man normiert U meist so, dal U(rp) = 0 ist. Man nennt U(r) die potentielle Energie
(E.: potential energy). Dies ist die Arbeit, die notig ist, um einen Massenpunkt im Kraftfeld F
vom Punkt 7y zum Punkt 7 zu bringen. Punkte gleichen Potentials liegen meist auf einer Fliche.
Diese Flichen heien Aquipotentialflichen (E.: equipotential surfaces).

Elektrostatisches Feld:

Eine Ladung ey sei in 7 = 0, die zweite, es, in 7. Gemafl dem Coulombschen Gesetz gilt fiir die
Kraft zwischen den beiden Ladungen: (in MKSA MafSeinheiten)

1 €1€2 7
z 3.27
Areg 12 1’ (3.27)

F_::

rotF' ~ eijk(?jxk/r?’ = sijkéjkr_g — 3r_56ijkxjmk =0 fiir r £ 0.
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Abbildung 3.5: a) Sphirisches elektrostatisches Kraftfeld b) Schwerefeld

Das Kraftfeld F ist also wirbelfrei, es existiert ein Potential. Also ist das Arbeitsintegral (3.24)
unabhéngig vom Verlauf des Integrationsweges. Anstelle von C' wird Cy + Co genommen (C ist
ein Radiusstiick, Cy ein Kreisbogenstiick, s. Abb. 3.4(a))

Cr: ro<r<r, Fldf, (F-df) = Fdi = 22di/i%
Csy r=r, Fldr, (F-drf) =0.
[ (Fdn = [(Fean= [ (Foan= 22 [ - 2
T C ro

7o C1 TEQ

T=ro

Es wird nun als Bezugspunkt 7y = oo gewihlt, dann ist U(rg) = lim, oo (—e1e2/7) =0 .

T eleg B eres 1
U = U = — drF = -, 3.28
() (r) /OO 4mey T2 " dmeg T (3.28)

Die Aquipotentialflichen sind die Kugeln r = const. Gl. (3.27) und (3.28) gelten auch fiir die
Anziehung zweier Massen mit der Ersetzung ejea — —ymimg (7 = Gravitationskonstante).

Schwerefeld:

Der Erdboden wird als Bezugspunkt mit z = 0 genommen (Abb. 3.5(b)).
F = (0,0,—mg),

z

U(z) = — /OZ(—mg)dz =mgz , = Mgz (3.29)

Die Aquipotentialfliichen sind Ebenen parallel zum Erdboden. Die potentielle Energie einer Masse
ist proportional zu ihrer Hohe iiber dem Boden.

3.5.4 Gesamtenergie und deren Erhaltung

Kombination von Gln. (3.23) und (3.26)
T(t1) —T(te) = A=U(re) —U(r1), T(t)+U(r(t)) =T(t)+ U(r) = const.

gibt den Erhaltungssatz der Gesamtenergie E (E.: conservation of total energy): Ist ein
Kraftfeld in einem Gebiet des Raumes F(7)

1) unabhéngig von der Zeit ¢ und von der Geschwindigkeit ¥ und 2) existiert dort rotF und ist
dort rotF = 0, dann ist die Gesamtenergie E zeitlich konstant, also ein Integral der Bewegung:
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Abbildung 3.6: a) Ebenes elektrisches Feld im Plattenkondensator b) Allgemeines elektrisches
Feld

E:=T + U = const. (3.30)

Bewegung eines Teilchens der Masse m und der Ladung e in einem Plattenkonden-
sator, an dem die Spannung Vj liegt:

Mit der Anfangsbedingung: z = zp : v = 0 folgt aus (3.30) (Abb. 3.6(a)):
U(z) =mv?/24+U(2); mv?/2=U(z) —U(z) = eV, (z=20+d)

und die Endgeschwindigkeit des Teilchens ist:

2eV)
v =4/ .
m

Dieser Sachverhalt gilt ganz allgemein fiir beliebige elektrostatische Felder (Abb. 3.6(b)): Die
Anderung der kinetischen Energie ist gleich der durchlaufenen Potentialdifferenz:

E=—grad®(f), F=eE = —egrad®(f)= —gradU(7),
U=e®d + const.,
mi= = eV, Vo= [J2(E - dr).

Aus einem Potential U(7) kann man das Kraftfeld berechnen gemé8

F(f) = =VU() = —grad U(F), F,=—5—. (3.31)

Darin ist:

VU({L‘,y, Z) =gradU = <8U ou 6U> L oUu oU oU

i AN i oy 32
ox’ Oy’ Oz c +ey8y+e 0z (3.32)

T o

Diese Formel beweist man, indem man den Nablaoperator, wie in Gl. (3.32) definiert, auf Gl.
(3.26) anwendet:

VU@ ==V [(F@).00) = -F@). 5 [ £©)ds = @),
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Die linke, vektorielle Formel entspricht der rechten im eindimensionalen Fall. An jedem Punkt
eines Skalarfeldes U weist der Gradient in die Richtung der gréBten Anderung von U; ebenso
weist die Kraft in Richtung der stirksten Potentialinderung (z.B. auf einem Hang in Richtung
der Fallinie).

Mit Gl. (3.31) kann man den Energiesatz (3.30) aus der Newtonschen Bewegungsgleichung (3.1)
ableiten: ) '
mit=F = -vu (@) | -7

dmss 202

m(r'F‘):%ET :—T'VU(x,y,z):—<xax+y8y—l—zaz —

Ist die Kraft zeitabhingig, dann ist das System nicht konservativ. Es kann trotzdem
moglich sein, dafl man eine zeitabhingige Potentialfunktion U(7,t) finden kann, sodaf gilt

—

F(7t) = —VU(F,1). (3.33)

Diese Potentialfunktion U (7, t) ist aber keine potentielle Energie. Man kann mit ihr den Ausdruck
fiir die Gesamtenergie F bilden, doch ist diese nicht erhalten, d.i. nicht zeitlich konstant:

dE

Ebenso ist im allg. ein System nicht konservativ, wenn eine Kraft geschwindigkeits-
abhiingig ist. Z.B. ergibt sich fiir eine Reibungskraft (E.: frictional force)

— .

F, = —ar (3.34)

aus der Newtonschen Bewegungsgleichung (3.1):

— .
—

mr = F = fow_’"-r
> _dm>2 _ dT _ dE _ 52
m(7-7) = FeTT = G = G =-art<0

Die Gesamtenergie E fillt hier mit der kinetischen Energie T' zusammen; diese wird durch die
Reibung vermindert; die entstehende Wiarme verringert die anfinglich vorhandene Menge an
mechanischer Energie.

Eine Ausnahme bilden solche geschwindigkeitsabhiingigen Krifte, die senkrecht zur Ge-
schwindigkeit v des Teilchens stehen. Diese sind konvervativ, doch existiert kein Potential, son-
dern nur ein verallgemeinertes Potential (s. Kap.11 ). Z.B. gilt fiir die Lorentzkraft, F;, , Gl
(3.11):

= I oo d<m?2>7dT7dE7
2

mi’ = Fr, = e[ x B||-T, m(r-F’):% -

Wirbelpunkt oder Wirbelfaden

Dieses Beispiel zeigt, daf ein System bereits durch einen einzigen singuléren Punkt nichtkonser-
vativ gemacht werden kann. Das Kraftfeld (C' > 0 ist eine Konstante, deren Wert hier unwichtig

ist)
— —y T
F=cC ,
<ﬂ+f ﬂ+%)

ist zweidimensional. Es gilt fiir (z,y) # (0,0) : rotF = 0 (Nachrechnen !). An (z,y) = (0,0) sind F
und rotF singulér. Diese Singularitidt der Kraft stellt einen Wirbel dar. Denn das Arbeitsintegral
langs eines Kreises um (0,0) hat (unabhéingig von dessen Radius R) den Wert 27C'. Dies berechnet
man, indem man von x,y auf Polarkoordinaten iibergeht:

(z,y) = R(cos p,sinp), dr = R(—sing, cos p)dp

. 2 1 2m
f(F,dF) = C/ E(_ sin g, cos ) R(—sin ¢, cos ¢)dyp = C’/ de = C27.
0 0
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Abbildung 3.7: a) Vektorprodukt des Drehimpulses b) Vektorprodukt des Drehmoments

Man sieht, dafl rotF' = 0 in allen Punkten eines Gebietes erfiillt sein muf, damit das Kraftfeld
F' darin wirbelfrei ist. In einem einfach zusammenhéingenden Gebiet, das (0,0) nicht einschlieBt
oder beriihrt, existiert fiir obige Kraft ein Potential: U = —C arctan(y/x). In einem Ringbereich
in dessen Zentrum, das nicht zum Bereich gehort, (0,0) liegt, ist diese Funktion mehrdeutig,
damit kein Potential.

3.5.5 Drehimpuls und Drehmoment
Man bildet das duflere Produkt des Ortsvektors mit der Bewegungsgleichung (3.1)
7 X ‘ mit=F

und erhélt wegen

d .
—(Fx 7)) = (FXT)+(Fx7) = (FxT)
dt ——
=0
die Gleichung
d . "
$m(77>< 7) =7 X F. (3.35)

Durch das Vektorprodukt mit 7" holt man aus der Newtonschen Bewegungsgleichung einen Dreh-
anteil heraus. Die in Gl. (3.35) auftretenden Groflen werden in Definitionen erfafit. Der Dreh-
impuls (E.: angular momentum, moment of momentum):

L:=mixF (3.36)

ist ein Maf fiir die Drehbewegung der Masse m (mit Lage 7) um den Ursprung (Abb. 3.7(a)).
Das Drehmoment (E.: torque, moment of force):

M:=7FxF (3.37)
ist ein Ma$ fiir die Drehwirkung der Kraft (Abb. 3.7(b)). Der Betrag von Gl. (3.37) gibt:
M = rFsin(7, F). (3.38)

Diese Gleichung zeigt, dafl nur die zu 7" senkrechte Komponente der Kraft F zum Drehmoment
beitrigt. Mit Gln. (3.36) und (3.37) wird Gl. (3.38) neu geschrieben:

L=M. (3.39)
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dr
dt

dr
— At
dt

Abbildung 3.8: Der Fliachensatz

Die Anderung des Drehimpulses ist gleich dem Drehmoment der Kraft. Wenn das Drehmoment
Null ist, gilt der Erhaltungssatz des Drehimpulses (E.: conservation of angular momentum):

M=0: 94— 0, L = const. (3.40)

Der Drehimpuls ist in diesem Fall ein zeitlich konstanter Vektor; er &ndert sich nicht wéhrend
der Bewegung des Massenpunktes. Aus der Konstanz des Drehimpulses folgt:

1. Die Bewegung ist eben Geméf der Definition (3 36) des Drehimpulses stehen # und 7 7
immer senkrecht zu L. Wenn L fix ist, liegen 7 und 7 immer in der fixen zu L senkrechten
Bahnebene.

2. Der Flichensatz: Der Fahrstrahl vom Kraftzentrum (= Ursprung) zum Massenpunkt
iiberstreicht in gleichen Zeiten gleiche Flidchen (Abb. 3.8). Die Flidche des vom Fahrstrahl
in der Zeit At {iberstrichenen Dreiecks ist:

1
Py = ‘

. L
3 7 X FAt‘ = — At = const. (3.41)

2m
Der Drehimpuls ist erhalten, wenn das Drehmoment Null ist. Dafiir gibt es zwei Moglichkeiten:

MerxFeo: Ii = (1, kraftefrel(?r Fall,.
F ~ 7, Kraft radial gerichtet.

Eine wichtige Klasse von Kriften, die die zweite Bedingung erfiillt, sind die Zentralkrifte:

F=f)l, r=Vat@sa

!

Die Funktion f(r) darf nur vom Betrag r abhéingen, nicht aber von den einzelnen Komponenten
des Radiusvektors. Eine derartige Kraft besitzt immer ein Potential; dieses ist radialsymmetrisch,
nur eine Funktion von r:

Foo= —gdU(r) = -5 = -50
for)y = -9, Uy = [ f(Pdr

Es besteht ein inniger Zusammenhang zwischen der Radialsymmetrie und der Erhaltung des
Drehimpulsvektors; die eine bedingt die andere; nicht aber umgekehrt. Dies wird spéter noch
bewiesen werden. Dieser Zusammenhang gilt auch bei geringerer Symmetrie: Ist das Potential
achsialsymmetrisch, dann ist die Komponente des Drehimpulses lings dieser Achse erhalten.
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3.5.6 Integrale der Bewegung

Eine Erhaltungsgrofie (= Integral oder Konstante der Bewegung) ist eine Funktion der
Koordinaten, Geschwindigkeiten und der Zeit, die langs der Bahn des Teilchens konstant ist:

I = I(7,7,t) = const., (3.42)

wenn fiir 7 bzw. 7 die analytischen Ausdriicke fiir die Bahn 7(t) bzw. deren Ableitungen eingesetzt
werden. Kommt im Ausdruck (3.42) die Zeit ¢ nicht explizit vor vor, dann heiBt I(7,7) ein
zeitfreies Integral der Bewegung. Um die Konstanz einer Grofle I zu beweisen, ist es nicht notig,
die Losung 7(t) zu kennen. Bildet man die totale Zeitableitung von Gl. (3.42) und setzt die
Newtonsche Bewegungsgleichung (3.1) ein, findet man

dt oz T on T ot T 0n  oum T ot '

Die in den vorhergehenden Paragraphen gegebenen Beweise fiir die Erhaltungssétze des Impulses,
der Energie und des Drehimpulses sind zu Gl. (3.43) dquivalent. Die Erhaltung der vorgenannten
Groflen ist bedingt durch grundlegende Symmetrien der Raum-Zeit, die auch in der Newtonschen
Bewegungsgleichung wirksam werden. Die Impulserhaltung resultiert aus der Homogenitét des
kréiftefreien Raumes, die Energiegerhaltung aus der Homogenitét der Zeit, die Drehimpulserhal-
tung aus der sphérischen Symmetrie der Zentralkraft. Weitere Integrale der Bewegung gibt es nur
fiir spezielle Kréifte; z.B. den Laplace-Lenzschen Vektor A beim Keplerproblem, die Vektoren @
und b fiir die Halbachsen der Bahnellipse im linearen Zentralkraftfeld, den Poincaréschen Vektor
fiir die Lorentzkraft im Feld eines einzelnen (hypothetischen) Magnetpoles (s. U5 zu Kap. 5).

Integrale der Bewegung sind sehr niitzlich fiir die Losung eines mechanischen Problems. Sie
ermoglichen es, die Zahl der abhéingigen Variablen und damit die Zahl der Differentialgleichun-
gen zu erniedrigen. Im giinstigsten Fall ist mit ihrer Hilfe das Problem vollsténdig gelost. Hiezu
der folgende
Satz 1:
Kennt man zu einem mechanischen Problem (eines Massenpunktes im dreidimensionalen Raum)
5 zeitfreie Integrale der Bewegung, dann ist die Gestalt der Bahn gefunden. Denn die Unabhéngig-
keit der Integrale

L(77) = C;, i=1,...,5

bedeutet, dal die Funktionaldeterminante der I; nach 5 der Variablen x,y, z; &, 9, 2 ungleich Null
ist. Das ist aber auch die Bedingung, dal man die obigen 5 Gleichungen nach diesen 5 Variablen
auflésen kann. Fine der Variablen verbleibt als Parameter, z.B. z

r=ux(2,Cy), y=y(20C), i;=i(z0C).

Diesen Satz werden wir bei der Losung des Keplerproblems beniitzen. Analog gilt der

Satz 2:

Kennt man 6 unabhingige, zeitabhéngige Integrale der Bewegung, dann ist das mechanische
Problem vollstandig gelost.

Fiir die Bewegung eines Teilchens im dreidimensionalen Raum gibt es immer 6 unabhéngige
Integrale der Bewegung, z.B. die Anfangslage 7y und die -geschwindigkeit 7y . Leitet man die
Losung des Problems zu diesen Anfangsdaten nach der Geschwindigkeit ab, erhélt man:

7= R(t;7o,70), 7= R(t;7,70). (3.44)
Lost man dieses System von 6 unabhéingigen Gleichungen nach den 6 Grofien 77, 7o auf (dies ist
im Prinzip immer méglich), dann bekommt man die 6 Erhaltungsgréfien

— — — —

0 = 7“0(77,7%',75) = const., 7= 7“0(77,7%’,75) = const.
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Dieser Auflésungsprozess kann dynamisch auch so dargestellt werden: Vom Zeitpunkt ¢ 148t man
das System mit umgekehrter Geschwindigkeit zuriicklaufen:

7o = R(—t;7,—F), 79 = R(—t;7, 7).

Weitere Erhaltungsgréfien, wie z.B. die Energie oder der Drehimpuls hdngen von den vorge-
nannten ab. Aber die Anfangslage und -geschwindigkeit sind ”uninteressante” Erhaltungsgrofien,
sie ermoglichen keine allgemeinen Aussagen iiber die Bewegung. Im Gegensatz dazu sind Dre-
himpuls, Gesamtenergie und die anderen im ersten Absatz dieses Paragraphen genannten Er-
haltungsgrofien ”interessant”, denn sie gestatten allgemeine Aussagen iiber die Bewegung und
sie schrinken in vielen Fillen die Bewegung des Massenpunktes ein. Z.B. die Drehimpulserhal-
tung bedingt die Ebenheit der Bewegung und den Flédchensatz, der Energiesatz eines gebundenen
Teilchens verbietet die Entfernung ins Unendliche. Solche interessante Erhaltungsgréfien heiflen
isolierende Integrale (E.: isolating integrals) der Bewegung und héngen mit der Symmetrie des
Kraftfeldes zusammen. Solche isolierende Integrale der Bewegung sind auch von grofler Bedeu-
tung fiir die statistische Mechanik, weil im allg. die Verteilungsfunktion, die den Zustand eines
Systems von vielen Teilchen beschreibt, nur von solchen isolierenden Integralen abhéingen kann.

3.5.7 Der Phasenraum

Die Bewegung eines Massenpunktes kann man sich als eine Kurve im Raum der Koordinaten
vorstellen. Hat das Teilchen 2 Freiheitsgrade, dann ist das eine Kurve in einer Ebene; bei 3
Freiheitsgraden eine Kurve im dreidimensionalen Raum. Aber derartige Kurven kénnen nicht alle
Informationen wiedergeben, die zu einer vollstindigen Beschreibung einer Bahn gehoéren; denn
es ist nicht ersichtich, mit welcher Geschwindigkeit der Massenpunkt der Kurve im Ortsraum
entlanglauft.

Fiir Darstellungen, die eine vollsténdige Beschreibung der Bahn liefern, verwendet man den Pha-
senraum (E.: phase space); dieser wird von allen Lagekoordinaten und allen Geschwindigkeiten
aufgespannt. Bei einem Freiheitsgrad (f = 1) ist dieser Phasenraum zweidimensional, z.B. (z, %),
also eine Ebene. Bei 2 Freiheitsgraden ist der Phasenraum vierdimensional, bei 3 sechsdimensio-
nal,..., allgemein 2f-dimensional. Da man einen vier- oder noch héherdimensionalen Raum nicht
darstellen kann, mufl man sich leider meist mit Projektionen dieses Raumes begeniigen. Trotzdem
geben diese Darstellungen oft sehr niitzliche Einsichten und werden héufig verwendet. Diese wird
in den nachfolgenden Kapiteln gezeigt werden.
Die Losungen (3.44)

7= R(t;70,70), 7= R(t;7o,70).
sind Raumkurven im Phasenraum. Jedem Zeitpunkt ¢ entspricht ein Punkt dieser Kurve; dessen
2 f Koordinaten geben die zu diesem Zeitpunkt vom Massenpunkt angenommene Lagekoordinaten
und Geschwindigkeiten an. Man nennt daher diese Raumkurve im 2 f-dimensionalen Phasenraum
Phasenkurve (E.: trajectory in phase space). Wenn sich der Massenpunkt im Laufe der Zeit
bewegt, dann ensprechen aufeinerfolgende Punkte der Phasenkurve seinen aufeinanderfolgenden
Zustidnden. Den Punkt der auf der Kurve den momentanen Zustand des Massenpunkts beschreibt,
nennt man Phasenpunkt (E.: phase point). Wahrend der Bewegung des Massenpunktes lduft
er auf der Phasenkurve dahin.

Ein zeitfreies Integral der Bewegung ist eine Funktion der Lagekoordinaten und Geschwindigkei-
ten: )
I(7,7) = const.

Es gibt eine Hyperfliche im Phasenraum. Der Phasenpunkt verbleibt wéihrend der ganzen Be-
wegung auf dieser; mit anderen Worten: die Phasenkurve liegt in dieser Fliache. Gibt es weitere
unabhéngige zeitfreie Integrale der Bewegung, dann kann die Phasenkurve nur im Durchschnitt
all dieser Fléchen liegen. Die Bewegungsmoglichkeiten des Phasenpunktes, damit auch des realen
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Massenpunktes, werden damit mehr oder weniger eingeschriankt. Daraus ist auch ersichtlich, daf3
es maximal 2f — 1 zeitfreie Integrale der Bewegung geben kann. Denn die zugehorigen Fléichen
schneiden sich dann gerade in einer Kurve, der Phasenkurve. Gébe es ein weiteres unabhingi-
ges zeitfreies Integral, dann wiirde die zugehorige Fliache die Phasenbahn in einem Punkt (oder
vielleicht eine diskrete Menge von solchen) schneiden; der Phasenpunkt wére fixiert, der reale
Massenpunkt unbeweglich.

Bei isolierenden Integralen der Bewegung ist die zugehorige Flache im Phasenraum

7 verhéltnisméfBig einfach ” . Oft schrinkt ein solches die Beweglichkeit des Phasenpunktes auf
Teilgebiete des Phasenraumes ein. Auch die Bewegung des realen Massenpunkts mufl dann einfa-
cher und iibersichtlicher sein. Bei nichtisolierenden Integralen der Bewegung kénnen diese Fléchen
wild oszillieren und vielfach zusammenhéngen. Dann ist ihre Wirksamkeit als 7 Kéfig ” fiir den
Phasenpunkt sehr gering oder nicht existent.

Eine Einsicht iiber das Vorhandensein von Integralen der Bewegung liefert die von den beriithm-
ten franzosischen Mathematiker erfundene und nach ihm benannte Poincaré-Abbildung. Diese
erhélt man, indem man im Phasenraum eine geeignete Ebene auswéhlt und die Punkte einzeich-
net, in denen die Phasenkurve die Ebene durchstoft. Sind Integrale der Bewegung vorhanden,
dann bilden die Phasenpunkte ein regelmifliges Muster, liegen oft auf einer Kurve. Liegt kein
(oder fast kein) Integral der Bewegung vor, dann ist die Bewegung chaotisch und die Durchstof-
punkte verteilen sich regellos {iber die Ebene.

Dies alles wird in den néchsten Kapiteln an einigen Beispielen erklart werden. Man kann auch
die Impulskomponenten statt der Geschwindigkeitskomponenten als Koordinaten des Phasenrau-
mes heranziehen. In den meisten Féllen gibt dies nur einen unwesentlichen Unterschied, da sich
die beiden Groéflen nur um die konstante Masse unterscheiden. Im 12. Kapitel wird dann der
kanonische Impuls eingefiihrt werden; dieser ist nicht immer gleich dem gewchnlichen oder linea-
ren Impuls wie er in diesem Kapitel definiert worden ist. Z.B. bei geschwindigkeitsabhéngigen
Kriften unterscheidet sich der lineare Impuls (proportional zur Geschwindigkeit) vom kanoni-
schen. Der eigentliche Phasenraum wird mittels des kanonischen Impulses definiert; fiir manche
Untersuchungen kann es aber zweckméBiger sein, die Geschwindigkeitskomponenten statt der des
kanonischen Impulses zu verwenden.
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Kapitel 4

Schwingungen. Oszillatoren

Wenn in einem System ein Teil aus der Ruhelage, z.B. durch einen Stof3, etwas herausgeschoben
wird, dann treten meist Kriifte auf, die diesen in die Ruhelage (E. equilibrium position) zurtick-
treiben. Auf grund der Trégheit der Masse dieses Teiles bleibt dieser aber nicht in der Ruhelage
stehen, sodern schiefit dariiber hinaus. Dabei wachsen die riicktreibenden Krifte wieder so an,
dafl diese Masse wieder umkehrt. Somit kommt es zu Schwingungen um die Ruhelage. Wenn auch
Reibung vorhanden ist, wird dieser Schwingungsvorgang frither oder spéiter zur Ruhe kommen
(geddmpfte Schwingung, E. damped oscillation). Im Idealfall, dal keine Reibung vorhanden
ist, kommt es zu einer ungedidmpften Schwingung.

Oft ist die genaue analytische Form der riicktreibenden Kraft nicht bekannt. Dann behilft man
sich mit Reihenentwicklungen (Taylorreihen) um die Ruhelage, beriicksichtigt aber meist nur
einen Teil der Glieder, ndmlich nur die niedrigsten Potenzen. Begniigt man sich mit den linearen
Termen, spricht man von einem harmonischen Oszillator (E. harmonic oscillator); werden
auch noch hoéhere Potenzen mitgenommen, spricht man von einem anharmonischen Oszillator
(E. anharmonic oscillator). Dies sind die einfachsten und wichtigsten Modelle fiir Schwingungen.
Selbst wenn die Kraft genau bekannt ist, ist es oft zweckméfiig mit den gerade beschriebenen
Naherungen zu arbeiten.

Wirkt keine duflere Kraft, heifit der Oszillator frei (E.: free oscillator). Wirkt noch eine zusétzliche
duBere (meist zeitabhéngige) Kraft, dann kommt es zu erzwungenen Schwingungen und dabei
kann Resonanz auftreten. In diesem Fall ist es besonders wichtig, die Reibung zu berticksichtigen.

4.1 Eindimensionale Bewegung

Die gerade zuvor besprochene Reihenentwicklung der riicktreibenden Kraft wird hier am eindi-
mensionalen Fall erklirt. Die Kraft sei eine Funktion der Koordinate z, also F' = f(x). f wird
nun in eine Taylorreihe um zg entwickelt:

f = flxo) + (x—z0) f (x0) + %(:c —20)2f" (20) + %(az —20)2 " (o) + %(m —20) f D (z) + ... .
(4.1)

Weil zy die Koordinate der Gleichgewichtslage ist, sind dort die auf die Masse m wirkenden
Krifte im Gleichgewicht, die resultierende Kraft ist Null, = f(z9) = 0. xo sei eine stabile
Gleichgewichtslage: Die Kréfte, die bei einer Entfernung der Masse aus der Gleichgewichtslage
wirksam werden, wollen die Masse in die Gleichgewichtslage zuriicktreiben. Dazu mufl gelten:

D = —f'(z) > 0. (4.2)
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4.1.1 Lineare Kraft. Harmonischer Oszillator

Wenn vorldufig die hoheren Terme in der Entwicklung (4.1) vernachlifiigt werden, dann lautet
die Kraft: F = —(x—x) D.

D heifit die Direktionskraft. Die Skala auf der z-Achse wird nun so gewéhlt, daf§ der Gleichge-
wichtspunkt der Nullpunkt ist, also ¢y = 0. Damit haben wir folgenden Ausdruck fiir die Kraft
und die Bewegungsgleichung;: mi = F — — 2 D.

Division durch m und Einfithrung der Abkiirzung w? machen aus der obigen Bewegungsgleichung
die Differentialgleichung: 2 4 2 . — 0 it o2 .= D/m>0. (4.3)

Dies ist eine Schwingungsgleichung. In diese wird folgender Ansatz fiir die Losungsfunktion x
eingesetzt:
= CeM, = CON2eM;
it wlr=N\+uwHoeM=0.
Diese Identitiit soll fiir alle Zeiten (eines gewissen Zeitintervalls) gelten; eM # 0.C = 0 ergibe
nur die triviale Losung (x = 0), diese ist uninteressant. Es mufl daher gelten:

M= —w? A =diw, (i=+v-1);

331(15) = Cl eiwt’ .ZCQ(t) = CQ e_io')t. (4.4)
In der Vorlesung iiber Differentialgleichungen wird gezeigt, dafl diese beiden Funktionen ein Fun-
damentalsystem bilden und daher die allgemeine Losung eine Linearkombination von x1 (t) und x2(t)

ist: ‘ ‘
l‘(t) = Cl CMt + CQS_Wt. (4.5)

C1und Cy sind willkiirliche Konstanten € C. Fiir unser Problem sind nur reelle Lésungen von
Bedeutung, wir formen daher um mittels der Eulerschen Identitét:

et = cos(wt) % isin(wt);
r = Cre™ 4 Cye ™!
= () cos(wt) + iCy sin(wt) + Cy cos(wt) — iCy sin(wt)
= (C1 + Cy)cos(wt) + i(Cy — Cy) sin(wt).
Dy = C1+ Oy, Dy = i(Cl — CQ);

x(t) = Dy cos(wt) + Dysin(wt), w :=+/D/m. (4.6)

Die allgemeine Losung kann noch in anderer Form geschrieben werden, némlich als:

x(t) = Acos(wt + ). (4.7)

Der Ubergang zwischen beiden Schreibweisen erfolgt auf folgende Weise:

z(t) = Acos(wt + @) = A cos ¢ cos(wt) —  Asingsin(wt)
= D cos(wt) +  Dsysin(wt).
Dy = Acosp, Dy = Asiny; A = \/Di+ D3, tangp = —Dy/D; .

Die Konstanten C,Co bzw. D1, Dy bzw. A, ¢ sind aus den Anfangsbedingungen zu bestimmen.

Eine spezielle Anfangsbedingung: m ist aus der Ruhelage herausgezogen worden, wird nun aus-
gelassen (Abb. 4.1). r(t=0) = A, #(t=0) = 0 (4.8)
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Abbildung 4.1: Losung der Schwingungsgleichung bei Elongation aus der Ruhelage. Links die
Lage und der Impuls als Funktion der Zeit. Rechts oben das Potential, unten das Phasenraum-
diagramm. Die Punkte schlieen den Weg innerhalb gleicher Zeitintervalle ein.

Diese Anfangsbedingung wird in die allg. Losung eingesetzt:

z(t=0) = D
$(t:0) == wDQ

g — D1 =A,
0 - D2:0

Die spezielle Losung zur obigen Anfangsbedingung ist:
x = Acos(wt). (4.9)

Die Schwingung kann wie in Abb. 4.1 dargestellt werden. Die Kurven links geben die Lage = und
den Impuls p des Massenpunkts als Funktion der Zeit t. w = 27v heifit die Kreisfrequenz, v ist
die Frequenz, T' = 1/v die Schwingungsdauer. Alle diese Groflen sind durch die Direktionskraft
D und die Masse m festgelegt.
1 w 1 /D

VEE == oo\ (4.10)
Zu anderen Anfangsbedingungen ergeben sich auch andere spezielle Losungen. Z.B. ergibt sich fiir
die Anfangsbedingung: t =0: z = 0,2 = 0 die spezielle Losung x = 0. Wenn der Massenpunkt
anfianglich im Gleichgewichtgspunkt in Ruhe ist, bleibt er es in alle Ewigkeit. - Wird die Masse
aus der Ruhelage gestoflen, gibt dies die Anfangsbedingungen: ¢t = 0: x = 0,4 = vp. Dies fiihrt
zur speziellen Losung:

z(t) = %sin(wt). (4.11)

Wird die Anfangsbedingung ganz allgemein gehalten, ndmlich: Am Anfangszeitpunkt ¢ = 0 ist
die Masse am Punkt z = zg und hat dort die Geschwindigkeit © = vg, dann ist die spezielle
Losung:

x(t) = xg cos(wt) + % sin(wt) . (4.12)

Berechnung der Gesamtenergie

i+wlz = 0| (md)

d 2
e [7;:8 —l—mwxz] —0;
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2

E = %jcz + mwaQZ T 4+ U = const. (4.13)

Die Konstanz der Gesamtenergie E ergibt sich auch wenn man eine der Losungen (4.9), (4.11)
oder (4.12) in den Energieausdruck einsetzt. Z.B. liefert (4.9) in den obigen Energieausdruck
eingesetzt:

2
E = %Asz sinz(cut)—i-%A%)2 cos?(wt) = %AQ = const. (4.14)

Man sieht auch hier, dafl F nicht von ¢ abhéngt. Die Gesamtenergie ist proportional zum Quadrat
der Amplitude A und auch zum Quadrat der Kreisfrequend w. Das Potential errdt man leicht
aus dem Ausdruck fiir die Gesamtenergie:

m o 2

U = 5 Wz, (4.15)
D
F = —a—U:—meQT:—m—x:—Dx
ox m

Das Phasenraumdiagramm

In Abb. 4.1 ist rechts oben die potentielle Energie U(z) eingezeichnet. Fiir eine gegebene Energie
E; oszilliert der Massenpunkt zwischen den Punkten —z; und x; = 1/2E; /mw?. Dies ergibt sich
aus dem Energiesatz. Lost man Gl. (4.13) nach der Geschwindigkeit @ auf, so ergibt sich:

T = ++/2E/m — w?x?

Die Geschwindigkeit muf reell sein; daher darf der Radikand nicht negativ sein. Diese Bedingung
ist zwischen —x; und =z; erfiillt; an den beiden Endpunkten ist der Radikand Null, also die
Geschwindigkeit Null; dies sind die Umkehrpunkte. Im Phasenraumdiagramm, rechts unten in
Abb. 4.1, entspricht dieser Schwingung eine Ellipse mit den Halbachsen z; und p; = v/2m£FE;. Aus
Gl. (4.13) erhilt man die Gleichung einer Ellipse, wenn man mit der Energie E durchdividiert.
Gln. (4.9), (4.11) oder (4.12) sind die Parameterdarstellung einer Ellipse. Der dicke Punkt im
Zentrum des Phasendiagramms (und die tiefste Stelle des Potentials) entsprechen dem in der
Gleichgewichtslage ruhenden Punkt. Wahrend die Masse im realen Raum eine Periode absolviert,
durchléuft der Phasenpunkt seine Phasenbahn (hier die seiner Energie E; entsprechende Ellipse)
im Uhrzeigersinn. Es gibt nur eine Art von Bewegung, eine Schwingung mit gréflerer oder kleinerer
Amplitude, je nach den Anfangsbedingungen.

4.1.2 Anharmonische Schwingung

Die Bewegungstypen werden zahlreicher, wenn man in der Entwicklung der Kraftfunktion, GI.
(4.1), den ersten nichtlinearen Term ( mit g = 0 und f”(x¢)/2 := ma) hinzunimmt:

ou z? z3

F = - ==, U = mw? = — — 4.16

e mw” < ma (4.16)
Die zugehorige Bewegungsgleichung kann exakt analytisch mit Hilfe elliptischer Funktionen und
Integrale gelost werden. Wichtige qualitative und quantitative Aussagen kénnen bereits aus dem
Energiesatz und dem Phasenraumdiagramm gefunden werden. Das Potential ist in Abb. 4.2 oben
eingezeichnet. Sind die Schwingungsamplitude, damit auch die Gesamtenergie

9 5 .Z‘Q 1‘3

E:T—FU:%U —|—mw?—ma?. (4.17)
klein genug, dann schwingt der Massenpunkt zwischen 1 < 0 und z2 > 0. Diese beiden Werte
ergeben sich wieder aus den Schnittpunkten der horizontalen Geraden E; (Ey < E; < Eg;)

mit der Potentialfunktion U(x). Wegen der unsymmetrischen Form des Potentials liegen sie nicht
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Abbildung 4.2: Anharmonische Schwingung. Oben Potential U(x), Gl. (4.16), und verschiedene
Energiewerte. Unten das Phasenraumdiagramm.

symmetrisch zum Ursprung. Die Phasekurve (—-—-— ) ist geschlossen, es liegt eine anharmonische
Schwingung vor. Das nennt man auch einen gebundenen Zustand.

Lost man obige Gleichung nach der Geschwindigkeit v auf, findet man eine Differentialgleichung,
die durch Separation gelost werden kann:

dx dx dx
V=g = EVEm-UG), s =l = /m

Fiir die Zeit einer halben Periode ergibt sich daraus:

T /gﬁ2 dx
2 Ju V2E/m-U(z)

An den Umkehrpunkten ist v = & = 0, also die obige Wurzel Null. Der Integrand ist also dort
singulér. Doch ist es eine schwache Singularitéit (so wie die von 1/y/x — z¢ an der Stelle x(), der
Integrand ist also integrabel; das obige bestimmte Integral ist endlich.

Fir £ > Eg (wie z.B. fir E = FE3) kann die Masse nach rechts bis ins Unendliche laufen

(—--—--—) . Ungebunder oder freier Zustand. Im Bereich 0 < z3 < x < oo ist der Radikand
ebenfalls positiv. Das Teilchen, damit auch sein Phasenpunkt, kénnen ins Unendliche gelangen
(— ——). Wenn der Massenpunkt einwérts lduft, dann wird er an der Stelle x = x3 reflektiert und

gelangt dann ins Uendliche. Doch ist dieser Bereich vom physikalischen Standpunkt aus nicht
sehr realistisch.

Je niher die Energie I/ an der Grenzenergie £, liegt, desto gréfler wird der Wert der Periode.
Denn bei F = Eg, fallen die Nullstellen z9 und 3 zusammen, xo = 23 = x4-; unter der Wurzel
steht ein quadratischer Ausdruck (x — :L'gT)z; der Integrand in dem obigen Ausdruck fiir die Pe-
riode hat einen Pol 1. Ordnung; das Integral nimmt den Wert Unendlich an. Das Teilchen kann
sich nur von links oder rechts dem sog. Sattelpunkt nidhern, es benttigt unendlich lange Zeit
bis es diesen erreicht ( — ). Im Phasendiagramm entspricht dieser Bewegung die ausgezogene
Kurve; der Phasenpunkt kann aber immer nur einen Teil eines Astes dieser Kurve durchlaufen.
Diese Bewegung heifit Limitationsbewegung. Diese Kurve trennt zwei Gebiete des Phasenrau-
mes, in denen verschiedenartige Bewegungen ablaufen. Deswegen heifit sie auch Separatrix (E.
separatrix).
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Abbildung 4.3: Geddampfte Schwingung: Links die Lagekoordinate iiber der Zeit. Rechts das
Phasendiagramm. Die Punkte trennen gleiche Zeitintervalle Ty /4.

4.1.3 Harmonischer Oszillator mit Dampfung

Die Verluste, die z.B. durch Reibung (E.: friction) in der Feder oder in der Luft verursacht werden,
konnen oft durch eine geschwindigkeitsabhéngige Reibungskraft

F. = —ri:=—m2yi& (4.18)
(r und ~ konstant) beschrieben werden. Statt (4.3) erhdlt man dann die Schwingungsgleichung
mi + 2myi + mwir = 0. (4.19)

Mittels Exponentialansatz erhélt man die charakteristische Gleichung

r=et: N 4290+ wi =0 (4.20)

Mo =—7E4/7?—wd (4.21)

Wir miissen drei Fille unterscheiden, je nachdem, ob die Quadratwurzel imaginér, Null oder reell
ist.

mit den Wurzeln

Gediampfte Schwingung

A1 und Ag sind zueinander konjugiert komplex. Die allgemeine Lsung

w2 > ,YZ g = e (Aeis/wg—'ﬂt + Be—i«/w%—’ﬂt)

= e [C’cos <\/ﬂt> + Dsin (mtﬂ : (4.22)

beschreibt fiir ¢ > 0 eine geddmpfte Schwingung (E.: damped oscillation). Fiir t — oo kommt der
Oszillator wegen der Reibungsverluste zur Ruhe. Als Beispiel ist der Fall mit D = 0 in Abb. 4.3
gezeigt. Man beachte, daf§ die Frequenz des geddmpften Oszillators (y/w3 — v2) gegeniiber der des
ungeddmpften Oszillators (wg = 27 /7Ty) herabgesetzt ist. Die Phasenkurve zieht sich allm#hlich
auf den Ursprung zusammen, wobei die Schwingung immer langsamer wird.

Aperiodische Bewegung

72>w§, )\172:—7j:\/72—w§, Ao < A <0

z = AreMt 4 Ager?t (4.23)

Die Reibung ist so stark, dafl iiberhaupt keine Schwingung mdoglich ist, sondern der Oszillator in
seine Ruhelage zuriickkehrt. Dies verlduft entweder iiberhaupt monoton oder der Massenpunkt
durchquert einmal die Ruhelage (Abb. 4.4).
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Abbildung 4.4: Aperiodische Bewegung, Kriechfall.
Grenzfall

72:w§:)\1:—7:—w0.

Da die charakteristische Gl. (4.20) fiir A nur eine Losung hat, mufl man noch eine zweite linear
unabhiingige Losung finden. Man sieht durch Einsetzen, da$ in diesem Fall mit e(t*1t) = (=71
auch t e~ eine Losung von (4.19) ist. Auch diese Losung strebt fiir ¢ — oo gegen Null. Die
allg. Losung

r=Ae "4 Bte (4.24)

gibt dhnliche Bewegungsformen wie im vorhergehenden Fall.

4.1.4 Harmonischer Oszillator mit zusitzlicher zeitabhingiger Kraft. Erzwun-
gene Schwingung. Resonanz.

Auf den Massenpunkt m wirkt neben den Federn (oder sonstigen elastischen Kréften, die ihn in
die Ruhelage zuriickziehen wollen, noch eine zusitzliche zeitabhingige Kraft Fy(t) =: mf(t):

mi = —kx + Fi(t), &+wiz=f[), wo= % (4.25)
f(t) heit manchmal das Storglied. Es macht aus der homogenen DGI. (4.3) bzw. (4.19) eine
inhomogene Differentialgleichung. Die allgemeine Losung der letzteren kann man aus der Summe
der allg. Losung der homogenen Gl. (4.3), zj, plus einer partikuldren Losung,z,, der inhomogenen
(4.25) aufbauen:
T =xp + Tp.

Dies beweist man, indem man zwei partikuldre Losungen, x(t) und x2(t), in obige Gleichung
einsetzt
il + w%xl = f(t), C.U.Q + ngg = f(t),

und die resultierenden Gleichungen voneinander abzieht:

(&1 — Z9) + wg(xl —x9) = 0. x1 — Ty = xp = Aj cos(wot) + Ag sin(wpt)

ist Losung der homogenen Schwingungsgleichung (4.3).

Die partikuldre Losung x, héngt von der Form der Kraft f(t) ab. Besonders wichtig sind periodi-
sche Anregungen. Wir betrachten den Sonderfall einer harmonischen Storkraft der Kreisfrequenz
w.

f(t) =: C cos(wt) = Re(Ce™t), (4.26)

(C reell, gibt die Stidrke der anregenden Kraft). Die obige Einfithrung des Realteiles gestattet
eine bequeme Rechnung mit komplexen Gréflen. Wir finden eine partikuldre Losung durch den
Ansatz

x, =D et
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i+ wir = f(t) = Re (C ei“’t) . (4.27)
Einsetzen des obigen Ansatzes in Gl. (4.25) gibt:

. . C
2 2 iwt iwt
- B = C 5 = ;
(—w” 4+ wj)Be e pEp—e
C » C
xp = %6 <M€ZWt) = m COS(wt). (428)
0 0

N

w/wy = 1.5

TSI .
AT AT ke :

|
N

—

—

—
O‘\>

—
a—
S|er

—
=
=
-
— o
]
-

N

|
N

N

|
N

Abbildung 4.5: Elongation, Impuls und Phasendiagramm eines ungeddmpften linearen Oszillators
der Eigenfrequenz wg, der von einer dufleren zeitharmonischen Kraft der Frequenz w angeregt
wird. Freqenzverhiltnisse w/wg = 1.5 bzw. = /2.

Die allgemeine Losung ist die Uberlagerung zweier Schwingungen mit den Frequenzen w und wp.

x = Aj cos(wot) + Ag sin(wpt) + cos(wt). (4.29)

w2 — w2

0
Die Elongation und der Impuls als Funktion der Zeit haben eine iibersichtliche Form. Das Phasen-
raumdiagramm wird sehr undurchsichtig, wenn das Frequenzverhiltnis w/wp nicht ein einfaches
Zahlenverhéltnis darstellt (vgl. Abb. 4.5).
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Die Losung wird unendlich fiir w = wy (Resonanz, E.: resonance). In diesem Fall ist die Reibung
so wesentlich, dafl sie nicht vernachléssigt werden darf. Wir betrachten daher die Gleichung

i+ 2vi 4 wiz = Re(Ce™™). (4.30)

Wir betrachten wiederum den Schwingfall (s. § 4.1.3), (v? < w3). Wieder erhalten wir eine
partikuldre Losung der obigen inhomogenen Gleichung durch den Ansatz x, = Re(D etwt):

D(—w? 4 2iwy + w§)e™! = Ce™!,

C wi — w? — 2w
2

D= = .
wg — w? + 2w (wE — w?)? + 4y2w?

Die allgemeine Losung besteht aus Re(De?), der partikuliren Lésung von (4.30), und aus der
allg. Losung (4.22) der homogenen Gleichung (4.19):

x = e {Acos <\/w8 —72t> + Bsin <\/wg —’y%)] +

) C
(wg — w?)2 4 4w??

[(w% — w?) cos(wt) + 2wy sin(wt)] . (4.31)

Man sieht, daf} die Losung der homogenen Gleichung mit zunehmender Zeit abklingt, sodafl das
stationére (langzeitliche) Verhalten von dem der partikuldren Losung bestimmt ist. Dies sind
man auch aus dem Phasendiagramm, Abb. 4.6. Die stationéire Losung x,(t) wird daher genauer
untersucht. Diese partikuldre Losung (2. Zeile von Gl. (4.31)) 148t sich schreiben als

zp(t) = C'V(w) cos(wt — ) (4.32)
mit
w2
Vi) = = , (4.33)
2 2 2
w w 2
IECIEON

2_ 2 1-— “’—z
© = arctan Y "Y _ arctan 2w0 (4.34)

2 e

Dies ist ebenfalls eine harmonische Schwingung der Kreisfrequenz w mit der Amplitude V(w)
und der Phasenverschiebung ¢ gegeniiber der anregenden Schwingung. Man sieht, daf} vor allem
zwei dimensionslose Parameter in diese beiden Ausdriicke eingehen: w/wg, das Verhéltnis der
anregenden Frequenz zur Eigenfrequenz wy des ungestorten Systems und der Dédmpfungsparame-
ter 6 := 27v/wp. In Abb. 4.7(a) ist w3V (w) als Funktion dieser beiden Parameter aufgezeichnet.
Man sieht, daf bei schwacher Dampfung (kleine ) die Resonanz sehr stark ausgeprégt ist. V(w)
heiflt deswegen auch der Verzerrungsfaktor. Fiir zunehmende Dampfung wird das Maximum
der Amplitude zu immer kleineren Frequenzen verschoben (genauso wie die Frequenz der freien
Schwingung, Gl. (4.22)). Bei sehr starker Dampfung, z.B. 6 = 4, gibt es kein Maximum mehr, die
Amplitude der erzwungenen Schwingung ist in weiten Bereichen unabhéngig von der anregenden
Frequenz, aber sehr klein. Abb. 4.7(b) zeigt, daf fiir kleine w/wy die stationéire Schwingung in
Phase mit der Erregung ist; bei w/wp = 1 ist sie um 90° verschoben, fiir noch héhere w/wy strebt
die Phasendifferenz gegen 180°.
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Abbildung 4.6: Amplitude und Phasendiagramm eines gedampften linearen Oszillators, der von ei-
ner dufleren zeitharmonischen Kraft angeregt wird. Links gibt die strichlierte Kurve die gedampf-
ten Eigenschwingung an. Rechts gibt die ausgezogene Kurve die erzwungene Schwingung, die
strichlierte den Einschwingvorgang.

V(w) wo?

8 -

mit o= 3——
Wo

¢ (w)
6=0.0
JT 620.2
6=0.4
6=0.6
6=1.0
6=3.0
mit &= 2y
Wo
‘ W
2 3 4 5 Wo

(b)

Abbildung 4.7: (a) Resonanzkurven: Amplitude = Verzerrungsfaktor. (b) Resonanzkurven: Phase.
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4.2 Zwei Freiheitsgrade. Bewegung in zwei Raumrichtungen

Die Bewegung in einem Freiheitsgrad ist noch verhaltnisméBig tibersichtlich. Wenn die Kraft nur
vom Ort abhéngt, dann existiert sicher ein Potential, die Energie ist erhalten, das System ist
integrabel. Die Bewegung ist vorhersagbar. Zwei Freiheitsgrade bieten wesentlich mehr Bewe-
gungmoglichkeiten. Sind die Bewegunggleichungen nichtlinear und gekoppelt, dann treten neue
Phénomene auf, insbesondere chaotische Bewegung. Zuerst wird aber der lineare Fall behandelt,
der isotrope und der anisotrope harmonische Oszillator. Diese Systeme sind integrabel. Als
ein Beispiel eines nichtlinearen, nicht integrablen Systems wird das von Hénon-Heiles entwicklte
Modell betrachtet.

4.2.1 Linearer Oszillator

Beim zweidimensionalen Oszillator mufl man zwei Félle unterscheiden, ndmlich ob die Kraft in
allen Richtungen dieselbe ist (isotroper Oszillator, Abb. 4.8(a)) oder in verschiedenen Rich-
tungen verschieden (anisotroper Oszillator, 4.8(b)) ist.

y Yy

D>

D1 D;

Dy

(a) (b)

Abbildung 4.8: (a) Der isotrope harmonische Oszillator.  (b) Der anisotrope Oszillator

4.2.2 Isotroper Oszillator

Beim isotropen Oszillator ist die Direktionskraft fiir alle Elongationen gleicher Grofle gleich grof3
und immer zum Gleichgewichtspunkt gerichtet. Dieser Punkt wird als Koordinatenursprung ge-
nommen. Die Kraft ist dann proportional zum Radiusvektor ¥ = (z,vy) :

F=-DF (4.35)
Die Bewegungsgleichungen lauten:
mrf = F = —D7: mi =Dz, mj = —Dy. (4.36)
mit der allgemeinen Losung:
FP+wlz = 0: z2(t) C' cos(wt) 4+ Cy sin(wt) ,
j+w?y = 0: yt) = Cscos(wt)+ Cysin(wt),

w = +/D/m.

AR e Cy\ [ Avcos(wt+ 1)
(t) = ( y(0) > = ( Cy ) cos(wt) + ( c, ) sin(wt) = ( Ay cos(ut + 22) ) . (4.37)
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Abbildung 4.9: Zwei Beispiele von Anfangsbedingungen fiir einen zweidimensionalen harmoni-
schen Oszillator und zugehérige Bahnen: (a) Radiale Elongation, (b) Elongation und Stof}
senkrecht dazu.

Der Zusammenhang zwischen den beiden Darstellungen der allgemeinen Losung ist bereits bei
Gln. (4.6) und (4.7) gegeben worden. Eine spezielle Anfangsbedingung ist: m ist um die Strecke
ro aus der Ruhelage gezogen worden (Abb. 4.9(a)) :

70 COS 0 . 0
t=0: Ft=0) = ,  Tt=0) = ;
70 Sin g 0

C 70 COS . C 0
Fe=0) = [ ) L[ iy =W [ 0] 2 ;
Cs 70 Sin g Cy 0

Ci=rgcospg, Cy=0, C3=rpsinpy, Cy=0.
Die zugehorige spezielle Losung ist:

x(t) = 1o cos o cos(wt) y(t) = ro singg cos(wt).
Dividiert man eine Losung durch die andere, so findet man:

y(t)  singg

x(t)  cos o

= tan g .

Der Massenpunkt oszilliert auf der Geraden y = ztan ¢ !

Eine andere Anfangsbedingung ist: m ist um die Lénge z( léngs einer Richtung aus der Ruhelage
gezogen worden und erhélt beim Auslassen einen Stofl in der dazu senkrechten Richtung (Abb.

4.9(b)):
i) . 0
o e () e (1)
Vo

Die Konstanten bestimmt man wie zuvor und erhélt die spezielle Losung :

z(t) = xo cos(wt) , y(t) = (vo/w)sin(wt) ,

(5) () -

Die Bahnkurve ist eine Ellipse! Auch das vorherige Resultat stellt eine Ellipse dar, wenn diese
auch zu einer Strecke degeneriert ist. Unten wird gezeigt werden, daf jede Bahnkurve eine Ellipse
ist, deren Zentrum mit dem Kraftzentrum zusammenfllt.
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Integrale der Bewegung

Mit der allgemeinen Losung, Gl. (4.37), erhéilt man:

.2 2,2 2 42

B = m; + mw23: - m“; L — const., (4.38)
-2 2,2 2 42

E, = o,y _ s const., (4.39)
2 2 2

E = FE; + E9 = const.

Die Gesamtenergie F; fiir die Bewegung in jeder Koordinatenrichtung ist erhalten, damit auch
die gesamte Energie E des Oszillators. Der Drehimpuls ist:

L=m7 x7=Le, L=mzy—iy)=mwA Aysin(p; — ps) = const. (4.40)

Wann ist L=0? L=0 < L=0.

1) Wenn A; = 0 oder As = 0, d.h. wenn sich der Massenpunkt auf der y-Achse oder x-Achse
bewegt.

2) Wenn sin(¢1 — @) = 0, d.h.(p1 — @2) = 0 oder 7. L = 0 bedeutet eine Bewegung auf einer
Geraden durch das Kraftzentrum.

Ein weiteres Integral der Bewegung ist:

L, = iy 4+ W ay, (4.41)
d[4 2 . 2 .
E:xy—{—wmy—km/—i—wxy

= @F+ )y + i@+ Py =0.

Die Zeitableitung von I ist wegen der Bewegungsgleichungen (4.36) Null. Wir haben also 4
Integrale der Bewegung, Fq, Fo, L und I gefunden. Die Gesamtenergie F = E; + E3 wird nicht
mehr extra gezéhlt. Da das System nur 2 Freiheitsgrade hat, kann es nur 3 unabhéngige zeitfreie
Integrale der Bewegung haben. Es muss also eine Beziehung zwischen den gerade angefiihrten
GrofBen bestehen. Diese ist unten angegeben. Man bestéitigt sie durch Ausrechnen, nachdem man
die Definitionen aller vier Groflen einsetzt hat.

m?l = 4F By, — W* L?.

mQIE = m2&%P 4+ mPotr?y? 4+ 2mielayiy,

W2 = mEAti?y? + mPotat? — 2mPwlaydy;
m2IZ + Ww?L? = (m:i“2+mw2x2) (my2+mw2y2) = 4FF,. O

Im vierdimensionalen Phasenraum z, &, y, v stellt jedes Integral der Bewegung eine Hyperfliche,
also einen dreidimensionalen Unterraum dar. Die Phasenkurve muf} auf jeder dieser Hyperflichen
liegen. Der Durchschnitt zweier derartiger dreidimensionaler Teilrdume, z.B. der Hyperflichen,
die E1 und F» zugeordnet sind, ist ein zweidimensionaler Unterraum. Das dritte Integral der
Bewegung nimmt noch einen Freiheitsgrad weg. Es bleibt ein eindimensionaler Unterraum iibrig,
das ist die Phasenkurve. Dies kann man hier auch ausrechnen. Dazu werden im Quadrat des
Drehimpulses die Quadrate der Geschwindigkeiten mittels der Energiesitze £1 und Es eliminiert.
Die resultierende Gleichung wird umgestellt und dann das Integral I, Gl. (4.41), eingesetzt:

L\? 2F 2F
<> = 32 y2 + 22 y‘2 — 2zyzry = y2 <1 - w2x2> + a2 (2 — w2y2> — 2xyay
m m m

2F 2k
—1y2 + 252 2wry? — 2uayiy .
m

2F 2F L\’ .
LR 22 () = 2uzy (iy + way) = 2uxy I4(Ey,Es, L) .
m m m
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Der erste und der letzte Teil der letzten Zeile geben die Bahnkurve, einen Kegelschnitt. Durch
Hauptachsentransformation wird gezeigt, dass dieser eine Ellipse darstellt. Hiezu wird diese Glei-
chung umgeschrieben:

2F 2F L?
g Nt y? — 2Ly = —3)

m m m

az? + By? — 2yzy = const; a,3>0;

a =y x
T = const.
COl g >(y>
—_———

M

Die Eigenwerte der Matrix M geben die Halbachsen des Kegelschnittes. Diese sind beide positiv:

det(M — m I) = 0‘_‘77” __’Vm =m® — (a+B8)m — > + af = 0.
, a+p a—p)?*
— + 2
mi,2 5 \/( 5 ) + v
mmy2 = Ei+ FEy, + \/(El — E2)2 + m2 L%

= FEi+FE;, =+ \/E% + Eg —2F1Fy + 4F 1 Ey — w2L?
= B+ Ey +(E + E)? —w? 2

Die erste Zeile zeigt, dass der Radikand positiv ist. Die letzte Zeile zeigt, dass die Wurzel kleiner
ist als die vorhergehende Summe zweier positiver Grossen. Daher sind beide Eigenwerte positiv;
daher der Kegelschnitt eine Ellipse. Eine zweite Methode zum Nachweis des gleichen Sachverhalts
wird im néchsten Kapitel entwickelt werden.

Der gerade rechnerisch gezeigte Zusammenhang 148t sich auch geometrisch veranschaulichen. Da
man den vollen vierdimensionalen Phasenraum nicht anschaulich darstellen kann, muss man in
einem dreidimensionalen Unterraum arbeiten. Dieser wird geschaffen, indem die Geschwindigkeit
& mittels des Energiesatzes F; eliminiert wird. Im verbleibenden Unterraum x,y,z = ¢ liefern
das Quadrat des Drehimpulses und der Energiesatz Fs je eine (zweidimensionale) Fliche; deren
Durchschnitt gibt die Bahnkurve (s. Abb. 4.10).

Der eben beschriebene Sachverhalt wird durch weitere Rechung ausgefithrt. Im Quadrat des
Drehimpules, Gl. (4.40). werden % und g2 mittels der Energien F; und E, Gln. (4.38) und
(4.39), eliminiert; ebenso & mittels des Drehimpulses, Gl. (4.40).

2F 2F 2L L?
2 LL’2 et A Rt xy — —5 3 z = y; (4.42)
m m m m
L2
az? — By — 2yxz = —; a, B,y > 0.
m
a 0 v T
(xyz)[ 0 6 0 Y = const.
v 0 0 z
M

Im dreidimensionalen Unterraum z,y, z = ¢ stellt dieses Polynom ein einschaliges Hyperboloid
dar. Auch dies wird wieder durch Hauptachsentransformation der Matrix M gezeigt.

a—m 0 ¥
det(M —m1I) = 0 B—m 0 = (B—m) a-m ’y‘
v 0 —m v -m
— B-mlm*—am-1?% = 0.
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Abbildung 4.10: Die Zylinderfliche entspricht Eo, Gl. (4.39); das Hyperboloid, dessen Achse
ebenfalls eingezeichnet ist, Gl. (4.42). Die beiden Flidchen beriihren sich in der Bahnkurve.

Daraus ergeben sich die Eigenwerte und Eigenvektoren :

2

my =03 > 0; m273:%:|:vv, W = %—i—vQ; my > 0, mz < 0.

- - . 1
el = (0,1,0), €y = <1,0,2'7(OZ—W)>, €3 — (]_,O,QF}/(Q—I—W))

Da zwei Eigenwerte positiv und einer negativ ist, ist die durch Gl. (4.42) definierte Fliche ein
einschaliges Hyperboloid; dessen Achse ist durch den Vektor €5 gegeben und liegt in der z,y = z-
Ebene.

Zu Gl. (4.42) wird noch der Energiesatz Fs, Gl. (4.39), hinzugenommen. Dieser stellt einen
elliptischen Zylinder parallel zur z-Achse dar. Das Hyperboloid umschlieft den Zylinder wie eine
schief sitzende Halskrause und beriihrt ihn ldangs einer Kurve, der Bahnkurve (s. Abb. 4.10).

4.2.3 Anisotroper harmonischer Oszillator

Wir nehmen nun an, dafl die Federn in x-Richtung eine andere Direktionskraft aufweisen als die in
y-Richtung (s. Abb. 4.8(b)). Bei einer Elongation der Masse aus der Ruhlage ist die riicktreibende
Kraft meist nicht mehr auf das Kraftzentrum (0,0) gerichtet. Die Bewegungsgleichungen lauten
dann:

mi = —Diz, i—i—w%$ = 0,
mij = —Doy, j+uwiy = (4.43)
D D
wi = L, we =) . (4.44)
m m
Die allgemeine Losung ist:
x = Cq cos(wit) + Cosin(wit) = Ap cos(wit + 1),
y = C3 cos(wat) + Cysin(wat) = A cos(wat + p2) . (4.45)
Die Gesamtenergie ist:
E = % (a'c2 + w%x2) + % (9% + w§y2) = %w%A% + %w%A% = const. (4.46)
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Abbildung 4.11: Entstehung einer Lissajous-Kurve mit Frequenzverhéltnis 1:2.

Die zeitliche Anderung des Drehimpulses berechnet man direkt aus den Bewegungsgleichungen:

mi = —Dix -y
my = —Day T
L d . .
m(af — iy) = Zm(zy —yi) = zy(D1 — D2)
d i. a.
%(Lz) =xy(D1—D2) # 0. (4.47)

Im allgemeinen ist der Drehimpuls nicht erhalten. Das héngt mit dem Fehlen der radialen Sym-
metrie zusammen.

Es sind nun zwei Fille moglich, je nachdem ob die Frequenzen kommensurabel oder nicht kom-
mensurabel sind.

Das Verhiltnis der Frequenzen ist rational.

witwe=n:m, n,m € N.

Die Elimination der Zeit fiihrt hier auf eine Kurvengleichung, die ein Polynom in x und y ist;
die Bahn ist eine algebraische Kurve: Lissajous-Kurven. Physikalisch: Es existiert ein kleinstes
gemeinsames Vielfaches von n und m, d.h. nach einer gewissen Zeit befindet sich der Massenpunkt
wieder am Ausgangspunkt = geschlossene Kurven, z.B. Abb. 4.11.

Das Verhiltnis der Frequenzen ist nicht rational.

w1 wo € R\Q

Die Frequenzen haben kein kleinstes gemeinsames Vielfaches, daher kehrt die Kurve nicht an
den Ausgangspunkt zuriick. Sie erfiillt allm&hlich das ganze umschriebene Rechteck mit den Sei-
tenkanten 2(C2 + C2)2 = 24; bzw. 2(C2 4+ C2)2 = 2A,, (s. Abb. 4.12(b)). Man nennt diese
Bewegung fastperiodisch oder mehrfach periodisch (E.: almost periodic, multiply periodic).
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Abbildung 4.12: (a) Periodische Bewegung mit dem Freqenzverhéltnis wq : wy = 1.6 : 1.677.
(b) Beispiel einer mehrfach periodischen Bewegung, wy : wy = 1.6 : (1++/5)/2 = 1.6 : 1.6180...
Das harmonische Verhiltnis (1 +v/5)/2 = 1.6180339887498. .. gilt als "besonders irrational”.

Doch wird auch fiir ein Frequenzverhilnis, das zwar rational, aber der Verhéltnis zweier grofler
ganzer Zahlen ist, das Periodenrechteck stark ausgefiillt (s. Abb. 4.12(a)). Nun soll die Darstel-
lung der Dynamik im Phasenraum behandelt werden. Die Lagekoordinaten, Gl. (4.45), und die
zugehorigen Impulse konnen mit Relationen analog zu Gl. (4.14) folgendermafien geschrieben
werden.

2E,

r = —5 coswy , Py = —\/2mE; sinwy, w; = wit+ @1 ; (4.48)
2F, .

y = —5 coswy , py = —\/2mE sinwy, wy = wot+ 2. (4.49)
mws

z und p;, y und p, stellen in ihren jeweiligen zweidimensionalen Phasenrdumen Ellipsen dar,
deren Halbachsen durch die Koeffizienten der trigonometrischen Funktionen gegeben sind. Be-
trachtet man alle vier Variablen z,p,,y,p, als Funktionen zweier unabhéngiger Parameter wy
und wo, dann stellen diese einen elliptischen Torus dar. Da aber w; und wy gem#fl den obi-
gen Gleichungen Funktionen der Zeit ¢ sind, liefern die obigen Funktionen eine Raumkurve im
vierdimensionalen Phasenraum, die Phasenkurve. Diese mufl auf dem Torus liegen. Ist das Fre-
quenzverhéltnis rational, wy : we € Q, dann bildet die Phasenkurve ein diskretes Netz auf dem
Torus. Ist es irrational, wy : wo € R\Q, dann iiberdeckt die Phasenkurve den Torus im Laufe der
Zeit vollsténdig.

4.2.4 Poincaré-Abbildung

Die Poincaré-Abbildung ist ein wichtiges Hilfsmittel zur Untersuchung der Existenz lokaler In-
tegrale der Bewegung. Diese soll nun am Beispielen des zweidimensionalen anisotropen harmo-
nischen Oszillators erldutert werden. Der Bewegung des Massenpunktes im zweidimensionalen
Ortsraum entspricht im vierdimensionale Phasenraum der Ablauf des Phasenpunkts auf der
Phasenkurve. Da man den vierdimensionalen Raum nicht darstellen kann, mufl man sich mit
Projektionen begniigen.

Bei der Poincaré-Abbildung betrachtet man eine Ebene, einen zweidimensionalen Unterraum des
Phasenraumes, z.B. die x, p,— oder die y, p,—Ebene. In dieser Ebene werden alle Punkte, an de-
nen die Phasenbahn die Ebene durchstofit, eingetragen; oder die Teilmenge der Durchstofpunkte,
die zu einer bestimmten Geschwindigkeitsrichtung gehoéren; also die zu p, > 0 oder < 0 im ersten
Fall, also die zu p,; > 0 oder < 0 im zweiten Fall. Diese Konstruktion ist in Abb. 4.13 fiir den
zweidimensionalen harmonischen Oszillator dargestellt. Bei kleinen Frequenzverhéltnissen ist die
Bewegung mit einem entsprechend kleinen kleinsten gemeinsamen Vielfachen periodisch. Diese
Zahl und damit die Zahl der DruchstoSpunkte nehmen mit dem Frequenzverhéltnis zu, sodaf
eine quasikontinuierliche Kurve entsteht. Im néchsten Pragraphen wird gezeigt, daf§ dies nur der
Fall ist, wenn entsprechend viele Integrale der Bewegung, zumindest lokal, existieren; andernfalls
fiillen die Durchstopunkte die Ebene in einem weiten Bereich in unregelméfiger und chaotischer
Weise.
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Abbildung 4.13: Zweidimensionaler harmonischer Oszillator fiir verschiedene Frequenz-
verhéltnisse wy : wy . Links die Bahnkurve im Orts(z,y)-Raum. In der Mitte ist der drei-
dimensionale Unterraum z,y,p, des vierdimensionalen Phasenraumes dargestellt. Der Be-
obachtungspunkt ist so gewihlt, dal die Poincaré-Ebene projizierend ist. Ganz rechts alle
(auBer in der letzten Zeile) Punkte, in denen die Phasekurve die y, p,—Ebene durchsetzt.
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4.2.5 Das Hénon-Heiles-System. Geordnete und chaotische Bewegung

Ein System, das mathematisch einem nichtlinearen, gekoppelten Oszillator gleicht, ist von Hénon
und Heiles untersucht worden:

i = —x—2uxy, i = —y+y*—2*. (4.50)

Der erste Term jeder der rechten Seiten gibt eine lineare riicktreibende Kraft, entspricht also
einem linearen Oszillator mit der Masse m = 1 und der Kreisfrequenz w = 1. Die weiteren Terme
geben nichtlineare Koppelglieder.

Das Modell zu den obigen Gleichungen stammt aber aus der Astronomie. Die beiden Autoren
untersuchten die Bewegung eines Sterns in dem sehr vereinfachten Modell einer scheibenférmi-
gen Galaxie. Die Kréfte entsprechen dem mittleren Kraftfeld, das die {ibrigen Massen dieser
Milchstrafle erzeugen.

Man kann sofort das Potential und die Gesamtenergie angeben. (Dazu wird die erste der obigen
Gln. mit #, die zweite mit ¢ multipliziert; die resultierenden Ausdriicke werden addiert.)

1 1
Viz,y) = 3 (m2 + yz) + x2y—§y3, (4.51)
1
E = 5('2 + 93 + V(zy). (4.52)

Das Potential V' (z,y) ist in Abb. 4.14(a) und 4.14(b) gezeigt. Es entspricht einer ungeféhr drei-
eckigen Potentialgrube, die an gewissen Teilen des Randes von unendlich hohen Bergen begrenzt
wird. Zwischen diesen Bergen gibt es aber drei Pésse der Hohe V(x,y) = 1/6. Deren Sattelpunkte

(15

sind an den Stellen:

o (5v5-3).

2 2

-

o

-0.25

Abbildung 4.14: Das Potential V(x,y) des Hénon-Heiles-Systems. (a) Das Relief in Perspekti-
ve. (b) Diagramm mit Hoéhenlinien. Die Sattelpunkte sind an den Scheiteln des gleichseitigen
Dreiecks, das der Hohenlinie V' (x,y) = 1/6 entspricht.

Der Wert E = 1/6 begrenzt den Bereich der stabilen Bewegung; fiir h6here Werte der Gesamtener-
gie kann der Massenpunkt iiber einen der Pésse entkommen. Die Untersuchung durch numerische
Losung der Bewegungsgleichungen zeigt, dafl die Bewegung fiir kleine Werte der Energie £ < 1/6
geordnet und voraussehbar ist. Aber selbst fiir gebundene Zustinde verlauft die Bewegung fiir
eine Energie in der Néhe von, jedoch unter 1/6 meist chaotisch und nicht voraussagbar.
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Abbildung 4.15: Eine Bahn des Hénon-Heiles-Systems. E ~ 0.01; 2o = 0, yo = .01, vy =
141, vyo = 0. (a) Eine Periode. (b) Ungefiahr 4 Perioden. (c¢) Ungefdhr 125 Perioden.

Zuerst ein Beispiel fiir niedrige Energie und hohe Ordnung: Bei Fehlen der nichtlinearen Terme
ist die Bahn eine Ellipse. Die nichtlinearen Terme bewirken, daf3 diese Ellipse etwas verschoben
und verdriickt wird; auch schlieit sie sich nicht mehr (Abb. 4.15(a)). Bei den in diesem Beispiel
beniitzten Anfangsbedingungen dreht sie sich sténdig weiter, (Abb. 4.15(b)), und fiillt allméhlich
einen Teilbereich der zy-Ebene aus, (Abb. 4.15(c)). Die dreizéhlige Symmetrie des Potentials tritt
dabei klar zu Tage. Diese Drehung fiihrt zu einer periodischen Amplitudenmodulation der z- und
y- Koordinate des Massenpunkts, die eine regelméflige Schwingung mit einer Periode geringfiigig
grofler als 2w aufweisen, Abb. 4.16. Dies ist nur ein Beispiel, das zu ganz speziellen Anfangsbe-
dingungen gehort. Andere Anfangsbedingungen kénnen zu einer verdriickten Bahnellipse fiithren,
deren Achsen in einem begrenten Winkelbereich hin- und herschwanken.
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Abbildung 4.16: Die z- und y-Koordinaten der gleichen Bahn wie in Abb. 4.15.

Abb. 4.17 zeigt eine chaotische Bahnkurve fiir einen Energiewert E = .1617..., der schon recht
nahe am Grenzwert £ = 1/6 = .16666... liegt. Die Bahnkurve ist vollstéindig unregelmifig; es ist
unmoglich, aus dem bisherigen Verlauf derselben irgendeine Voraussage {iber den zukiinftigen zu
machen, aufler dieser, dal er weiterhin chaotisch sein wird. Abbn. 4.18 geben die Koordinaten als
Funktionen der Zeit. Man sieht unregelméaflige Schwankungen der Periode und der Amplitude.
Der Vergleich zwischen den ausgezogenen und den strichlierten Kurven beweist, daff mit hoher
Genauigkeit gerechnet werden mufl, wenn man fiir lingere Zeiten verlafiliche Resultate benotigt.
Ein einfacher Test ist, von der Endzeit zur Anfangszeit zuriickzurechnen und nachzusehen, ob
man dabei wieder bei den Anfangsdaten ankommt; dabei mufl man die Geschwindigkeiten der
Anfangsdaten fiir den Riicklauf umkehren. Doch auch fiir solche hohe Energiewerte kann es
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spezielle Anfangswerte geben, fiir die man eine relativ regelméflige und iibersichtliche Bahn erhélt.

Abbildung 4.17: Eine chaotische Bahn des Hénon-Heiles-Systems. F =~ 0.1617; zg = 0, yo =
.1, Vg0 = .15, Vyo = 0.54.

Die wohlgeordnete Bewegung bei niedriger Energie gibt Anzeichen fiir das Wirken von weiteren
Integralen der Bewegung. Hiezu wird wieder die Poincaré-Abbildung herangezogen. & wird aus
der Gleichung fiir die Gesamtenergie, Gl. (4.52), berechnet. Es wird die Ebene x = 0 als die
Ebene des Poincaré-Schnitts gewéhlt. Es werden die Punkte in der y, y-Ebene gesucht, in denen
die Phasenkurve diese Ebene durchstoft. Diese werden in einem Bereich liegen, der durch die
folgende Bedingung festgelegt ist:

1
E > i* + V(0.y). (4.53)
Abb. 4.19 zeigt die Poincaré-Schnitte fiir die beiden vorher behandelten Beispiele. Der Schnitt
zu niedriger Gesamtenergie fithrt zu geordneter Bewegung und zu einer geschlossenen Kurve
im Poincaré-Schnitt. Bei dem Energiewert, der knapp unter der Bindungsenergie liegt, sind die
Bewegung und damit auch die Verteilung der Punkte im Poincaré-Schnitt chaotisch.
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Abbildung 4.18: Die z- und y-Koordinaten der gleichen Bahn wie in Abb. 4.17.

Variiert man bei geringer Energie, z.B. fiir £ = 0.05, die Anfangsbedingungen, erhilt man fiir
jedes System von Anfangswerten eine geschlossene Kurve. Diese Schar von Kurven scheint den
ganzen Energiebereich, Gl. (4.53), auszufiillen. Bei hoheren Werten, z.B. E = 0.11 , ist ein neues
Verhalten zu beobachten. Fiir gewissen Anfangswerte gibt es eine ungeordnete, chaotische Men-
ge von Schnittpunkten, die alle zu einer Phasenkurve gehtren. Phasenpunkte, die zu anfanglich
benachbarten Phasenkurven gehoren, driften im Laufe der Zeit weit auseinander. Fir £ > 0.11
sind nur mehr ganz wenige Kurven vorhanden; bei £ > (0.1666 sind diese fast vollstédndig ver-

schwunden.
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Abbildung 4.19: Poincaré-Schnitte: fiir (a) geordnete Bewegung, F ~ 0.01, Abbn. 4.15 - 4.16; fiir

.15

(b) ungeordnete Bewegung, E =~ 0.1617, Abbn. 4.17 - 4.18.
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Solange geschlossene Kurven im Poincaré-Schnitt vorhanden sind, ist dies als ein Hinweis auf die
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Abbildung 4.20: Poincaré-Schnitte fiir verschiedene Energien.

Wirksamkeit von zumindest lokal giiltigen Integralen der Bewegung aufzufassen.
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Kapitel 5

Zentralkrafte

Die wichtigsten Krifte in der Natur sind Zentralkréifte, wie z.B. die Gravitationskraft oder die
Coulombkraft. In einem Zentralkraftfeld ist die Kraft immer zum Kraftzentrum oder von diesem
weg gerichtet. Das Kraftzentrum wird als Ursprung, » = 0, gewahlt. Die Stédrke der Kraft ist nur
eine Funktion des Abstandes vom Zentrum:

F(r) = f(r) - (5.1)

=<3y

Wie bereits in §3.5.5 gezeigt worden ist, ist in einem Zentralfeld der Drehimpulsvektor L eine Er-
haltungsgrofe; die Bewegung verlduft nur in der zu L senkrechten Ebene; es existiert ein Potential
und dieses ist sphérisch symmetrisch. Die Erhaltung der Energie und des Drehimpulses
fithren zu einer weitgehenden Reduktion des Problems, sodafl im Prinzip nur mehr zwei
Quadraturen, d.h. zwei unbestimmte Integrale ausgefithrt werden miissen, um die Bewegung
vollsténdig zu kennen. Diese weitgehende Vereinfachung eines mechanischen Problems bei Vor-
liegen einer Zentralkraft ist der Anlaf}, dal man auch bei anderen Kraften manchmal versucht,
die nichtzentralen Kréfte durch eine Zentralkraft zu approximieren (z.B. in der Atomphysik ein
Mehrelektronenproblem durch ein Einelektronenproblem mit abgeschirmtem Potential).

Der Fachausdruck ” Zentralkraft” wird in der Literatur mit zwei nicht gleichwertigen Bedeutungen
verwendet. In der neueren, z.B. Goldstein, wie auch in diesem Skriptum, bezeichnet er eine Kraft
wie in Gl. (5.1); dies sichert die Erhaltung von Energie und Drehimpuls. In der dlteren Literatur,
z.B. Whittaker, wird jede Kraft, die radial gerichtet ist,

F ~7,

als Zentralkraft bezeichnet; dann gilt immer noch die Drehimpulserhaltung. Die Energie ist aber
im allgemeinen nicht erhalten; in einem solchen Fall ist der unten dargelegte Losungsformalismus
nicht anwendbar.

5.1 Allgemeine Losung des Zentralproblems mittels der Erhal-
tungssatze

Man zentriert das Koordinatensystem im Kraftzentrum r = 0. Die z-Achse soll mit dem Dre-
himpulsvektor L zusammenfallen. In der Bahnebene (= x, y-Ebene) fiihrt man Polarkoordinaten
T, ein:

T = rcosp, T = T COSp— TP Siny,

rsing, Yy = 7 sine+7rp cosy,
z = 0, z = 0. (5.2)
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Diese fiihrt man in den Energiesatz, Gl. (3.30), ein

2

v m . m . .
mo + U(r) = ) (@% +9%) + U(r) = B (i* +1°¢*) + U(r) = E = const. (5.3)
und in den Drehimpulssatz, Gl. (3.36)
L = e,L = const.
L = L,=m(xy—iy) =mr’p = L = const. (5.4)

So erhélt man zwei Differentialgleichungen erster Ordnung. Diese kann man im Prinzip durch
Separation losen. Hierzu wird Gl. (5.4) in (5.3) eingesetzt und letztere nach 7 aufgelost:

m (.o L?
2 (T - m2T2> U= £ )

2 _ 2
7;:i\/(E U)_L’:> dr _ 4
m m?2r2 N

" dr
t—ty = = g(r,70)- 5.6
’ /m JEEOL (:r0) (56)

m2r2

ro und ¢o sind Integrationskonstanten, ebenso wie unten ¢q . Gl. (5.6) enthélt das erste Integral,
das auszufiihren ist. Ist dies getan, mufl man g nach r auflésen, den so erhaltenen Ausdruck in
Gl. (5.4) einsetzen:

ro= g '(t—to,ro),
. dﬁ B L B L
v dt  mr®  mlg=l(t —to,m0)]”
L [t dt
Y=o = 5 = h(t —to,70)- (5.7)

m Juy lg= (¢ — to, 70)]

g~ list der zu g inverse Funktionsoperator. Gl. (5.7) enthilt das zweite Integral, das man benétigt.
Hat man es ausgefiihrt, dann hat man die Bahn vollsténdig bestimmt:

r=gt(t—to,m0), ¢—o=nh(t—1toro)

Die analytische Auswertung der beiden Integrale (5.6) und (5.7) und die Inversion von g kénnen
sehr schwierig oder sogar unmoglich sein. In manchen Fallen erhélt man Integrale, die leichter
auszufiithren sind, wenn man von der Zeit t auf das Azimut ¢ als unabhéngige Variable iibergeht:

,_dr_drdgp_ ..
r(t) —r(e), = r_dt_dgo o =7rp. (5.8)

Die Zeitableitung 7 im Energiesatz (5.3) wird geméf der Kettenregel in Gl. (5.8) durch eine
Ableitung nach ¢ ersetzt und ¢ mittels des Drehimpulssatzes (5.4) eliminiert:

L2
% (7% +r¢?) = % P+ ="+ 5
L2 12 1
- [7;4 4 7‘2:| + U(r) = F = const. (5'9)

Auch diese Gleichung wird durch Separation geldst, nachdem man nach " aufgeldst hat.

T'*@*\F = i*d(p
v o Ve ,
r dr
90—@02/ = g(r,70). 5.10
m\/w_ﬂ (r270) (5.10)
L2
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Dieses Integral liefert nach seiner Ausfithrung die Gestalt der Bahn, wobei das Azimuth ¢ als
Funktion des Abstandes r gegeben ist. Inversion gibt den Abstand 7 = §~!(¢—¢o, 7o) als Funktion
von . Dieser Ausdruck wird in den Drehimpulssatz (5.4) eingesetzt; man separiert, integriert

. dp L L
dt mr? m[g=l(p — go,m0)]°
m [? o 2 -
t—tozL/ de [97 (e = w0,70)] = b — 0,70, (5.11)
¥o

¢ —po=h"tt—to,r0), =39 "p—po,r0) =g (h7 (t —to,0),70)-

Die analytische Durchfithrung der oben angefiithrten Operationen ist zum Teil schwierig, zum Teil
iiberhaupt nicht moglich. Das Integral (5.10) kann fiir den harmonischen Oszillator (Potential
V = mw?r?/2), das Keplerproblem (V = C/r) und das Potential V = D/r? mit elementa-
ren Funktionen ausgefiithrt werden. Das Integral (5.11) kann beim Keplerproblem ausgefiihrt,
der resultierende Ausdruck aber nicht mehr analytisch invertiert werden. Fiir ungefdhr 18 andere
Zentralpotentiale kann das Integral (5.10) mittels elliptischer Integrale ausgefiihrt werden. (Gold-
stein [1], S. 80 — 86). Das Theorem von Newton (K8. U5) ermoglicht es, die bekannte Losung
fiir ein Kraftfeld F(r) zu benutzen, um auch den Fall zu 16sen, wo zu F'(r) noch eine zusétzliche
Kraft D/r3 hinzukommt. Die numerische Auswertung der Integrale und der Inversionen bereitet
auf einem Computer keine besonderen Probleme, wenn man beachtet, da3 die Wurzel im Nenner
an den Umkehrpunkten Null, das Integral also schwach singuldr wird. Zweckméssiger ist es aber,
die Newtonschen Bewegungsgleichungen in rechtwinkligen Koordinaten direkt durch numerische
Integration (z.B. Runge-Kutta Verfahren, NDSolve]. ..] in Mathematica) zu 16sen.

Wichtige Aussagen iiber die Bahn konnen bereits aus dem Energiesatz abgeleitet werden. Wir
setzen L # 0 voraus. Gl. (5.5) wird umgeschrieben:

mi? - L?

E:T U(r) mit U(r):=U(r) +

. 5.12
2mr? (5:12)
Der Fliehkraftterm L?/2mr? sieht auch wie ein Potential aus, er wird daher mit dem wahren
Potential U(r) zum sogenannten Pseudo- oder Scheinpotential U(r) vereinigt. Aus (5.12) folgt
nun: .

E—U(r)=mi? > 0. (5.13)

Das Gleichheitszeichen gibt die Umkehrpunkte der Bahn; an ihnen hat der Abstand vom Zentrum
maximalen oder minimalen Wert:

E—-U(r.) =0. (5.14)

Dies ist eine algebraische oder transzendente Gleichung zur Berechnung der maximalen und
minimalen Bahnradien. Gl. (5.13) gibt Auskunft iiber den zuldssigen Bereich des Radius r. Wir
setzen nun voraus, dafl das Potential anziehend ist und ein definiertes Verhalten an den Grenzen
hat:

C
U(r) <0, lim U(r)=0, lin%U(r) = o< 2.

T—00

Die letzte Bedingung bewirkt, dafi fiir kleine r der Fliehkraftterm dominiert und eine Ann&herung
bis an r = 0 verhindert. Die Diskussion der Gl. (5.13) kann dann in graphischer Form erfolgen
(s.Abb. 5.1). Das Zusammenwirken des abstoBenden Fliehkraftpotentials L?/2mr? und des an-
ziehenden Potentials U(r) geben dem Pseudopotential U(r) das Aussehen einer Potentialmulde.
Fiir Energiewerte E mit Fg, ;s < E < 0 ist das Teilchen in der Potentialmulde zwischen dem
(von der Energie E abhéingigen) Minimal-, Maximalwert r; bzw. ry eingesperrt. Die zugehérige
Rosettenbahn erhélt man natiirlich erst durch (analytische oder numerische) Integration der Gl.
(5.10) oder der Newtonschen Bewegungsgleichungen. Dem kleinstméglichen Energiewert Epeis

62



Abbildung 5.1: Allgemeine Aussagen iiber Bahnen abgeleitet aus dem Pseudopotential U. U(r) =
C/r*, a = 0.7. Bahn berechnet mittels numerischer Integration der Bewegungsgleichungen in
Mathematica.

entspricht eine Kreisbahn r = rg. Fiir £ > 0 wird das Teilchen gestreut. Es kann sich dem
Kraftzentrum nur bis zu r = r; ndhern. Bertrand hat bewiesen, daf} fiir die erwidhnten Potentiale
C/r und D/r? alle endlichen Bahnen geschlossen (und Ellipsen) sind (s. a. Landau, Lifschitz [2],
§2.5.4).
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5.2 Die Keplerbewegung

Bei der Keplerbewegung bewegt sich ein Massenpunkt unter dem Einflul der Gravitations- oder
Coulombkraft:

= i 7y Ze?
F=cLl mit C=—ymM oder C =27 baw. C =222 (5.15)
r3 4dmeg
M > m
® £ -0
Z1e fix Zo€e

Abbildung 5.2: Kepler- und Coulombproblem

deren Betrag dem reziproken Quadrat des Abstandes vom Zentrum proportional ist. Die Newton-
sche Gravitationskraft wirkt zwischen zwei Massen M und m, die Coulombsche Kraft zwischen
zwei Ladungen Z1e und Zse (e = Elementarladung = 4.8 - 10719 ¢gs-Einh., bzw. 1.6 - 10712 Cb).

Einer der beiden Korper (im Falle der Planetenbewegung die Sonne, im Atom der Kern) ist sehr
viel schwerer als der andere, sodafl dieser in guter Naherung als im Zentrum fixiert betrachtet
werden kann; er erzeugt das Kraftfeld, in dem sich der leichtere (der Planet, das Elektron, das
Alphateilchen bei der Rutherfordstreuung) bewegt (s. Abb. 5.2). Der Drehimpuls L = m(7 x 7)
ist konstant, da F Zentralkraft ist. Die Losungen unterscheiden sich etwas, je nachdem, ob L =0
oder L # 0 ist.

5.2.1 Bewegung auf einer Geraden durch das Kraftzentrum

Aus Gl. (5.12) wird:

C C
L=0 = ¢=0: E="2424" —const., T=y2=F——>0. (5.16)
2 r 2 r
Die Bewegungsmdoglichkeiten ergeben sich aus dem Energiesatz (5.16): Die kinetische Energie
darf nicht negativ sein, also auch nicht die rechte Seite der obigen Gleichung. Dies wird graphisch
gezeigt. 1. Anziehung: C < 0, z.B. Kern und Elektron, Massenanziehung (s. Abb. 5.3).
| !
T:E—U:E+u20.
r
1.1 E > 0: Hier ist die rechte Seite der obigen Gleichung immer positiv, die Bewegung ist keiner
Beschrankung unterworfen:

>0 = r— o0, oder r<0 = r— 0.

1.2 F < 0: Hier ist die rechte Seite der obigen Gleichung nur im Bereich 0 < r < 7,4, positiv,
die Bewegung kann nur in diesem Intervall stattfinden: gebundener Zustand. Umkehrpunkt

bei:
C

7(r="Tmaz) =0, Twmaz = I > 0.
2. Abstof3ung, C' > 0, gleichnamige Ladungen (s.Abb. 5.4).

!
T:E—U:E—QZO
T

Aus dem Energiesatz (5.16) folgt, daB8 nur F > 0 moglich ist. Die rechte Seite obiger Gleichung
ist positiv fiir 7 > 74,. Umkehrpunkt:

7(r = rmin) =0, Tmin = 5 > 0.
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L E>0

Abbildung 5.3: Bewegungsmoglichkeiten (gefirbter Bereich) bei Anziehung. (a) Negative Ge-
samtenergie, (b) positive Gesamtenergie

E,U
2
U(r :Z—e
4 ;e ¥
E>0
[
[
k
| r
nin

Abbildung 5.4: Bewegungsmoglichkeit (gefirbter Bereich) bei Abstoung

5.2.2 Bewegung auf Kegelschnitten um das Kraftzentrum

Aus Gl (5.5) folgt fiir das Coulombpotential U = C/r:

LQ 22,2
L#0: ErQ—CT—Q—:m;T > 0. (5.17)
m

Fiir das Gleichheitszeichen in dieser Gleichung ergeben sich die Umkehrpunkte (7 = 0):
a) E = 0: reelle Werte fiir 7 nur bei C' < 0 (Anziehung) mdoglich.

L2
rT>T om|C] > (5.18)
b) E # 0:
C 2EL2 C

€ ist hier eine Abkiirzung fiir die Wurzel; unten wird sich zeigen, dafl es die numerische Exzentri-
zitét ist. Aus (5.18) und (5.19) ergeben sich die Umkehrpunkte (nur reelle Werte sind brauchbar),
aus (5.17) der Variationsbereich von r:

1. C<0:
1.1 E<0, =e<l1, (1—5)% = Toin <7 < Toaz = (1—1—5)%;

5.20
1.2 E>0 =e&>1, (6*1)% = Tomin <71 < 005 ( )
2. C>0= E>0, 2e>1, (1485 = rpmn<r <.

D
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Wir berechnen die Bahnkurve nicht, indem wir die Integrale des §5.1 ausfiihren, sondern wir
geben 5 Integrale der Bewegung an und leiten daraus die Bahnkurve ab (vgl. Satz 1 von §3.5.6).
Neben dem Drehimpuls L und der Gesamtenergie F ist der Laplace-Lenzsche Vektor :

1 i

A= G(L'X )+ o= const. (5.21)

l

ein spezifisches Integral der Bewegung des Kraftfeldes (5.15). Dies beweist man, indem man die
Bewegungsgleichung vektoriell mit dem Drehimpulsvektor L multipliziert:

mi = Cr37| x L,

mix L=md(ixL) = Cr3FxL) = —mc[é—%(fﬂ]

Daraus folgt Gl. (5.21). Von den 7 Grossen L,E, A sind nur 5 unabhéngig, weil sie durch 2
Relationen miteinander verkniipft sind. Die erste:

(

ergibt sich durch einfaches Ausrechnen. Die zweite ergibt sich durch Quadrieren der Gl. (5.21)
und Anwendung der Vektorrelationen:

o

L) =0,

=,

(@xb)?=a* —(@-b)? a (bxa=@xbh) - ¢;

(mCA)? = m?2 (7 x L)? + Qm%mF- (Fx L) + m?C?
= m2[2L2— (7 L) + 2mEm(Fx7)-L + m2C?

0 L
= 2mL[B?+ 9 + mPC?=2mI’E + m2C2

Die verbleibenden 5 unabhingigen Konstanten der Bewegung miissen geméafl Satz 1, §3.5.6, zur
Bestimmung der Bahn geniigen. Dazu bilden wir das innere Produkt des Radiusvektors 7 mit
dem Vektor A, Gl. (5.21), und 16sen die unterstrichenen Teile der erhaltenen Gleichung nach r
auf:

— —,

(7 A) =rAcos(i, A) = g-(f’xf)—i-r = L?/mC +r.

Die unterstrichenen Terme geben die folgende Gleichung:

72
o —L/mC (5.22)
1 — Acos(7, A)

Dieses Resultat wird mit der Formel fiir Kegelschnitte in Polarkoordinaten verglichen.

= P (5.23)

 1l—ecosp’
Hier bezeichnet p den Parameter; dieser hat mit dem Impuls (auch oft mit p bezeichnet) nichts
zu tun. Der Betrag des Vektors A ist gleich der numerischen Exzentrizitit

e 2L2F
E= + mC? (5.24)
Der VektorA liegt in der Apsidenlinie, das ist jene Gerade, die vom sonnennichsten Punkt
der Bahn (Perihel, Perizentrum) durch das Kraftzentrum, » = 0 , lduft. A gibt daher die Lage
des Perihels und der a-Achse des Kegelschnitts an. Dies ersieht man aus (5.22): r nimmt seine
Extrema (dies entspricht den Perizentren und dem Apozentrum) fiir 77 || A an. A weist vom Perihel
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C < 0, Anziehung

C > 0, Abst ossung; C < 0, Anzi ehung.
Vo
N
e
b A st
&
a

(a) (b)
Abbildung 5.5: Bahnen im Kraftfeld C/r2. (a) C' < 0 (Anziehung), (b) C' > 0 (Abstoflung)

weg fiir C' < 0 (Anziehung, Abb. 5.5(a)), zum Perihel fiir C' > 0 (Abstoflung, Abb. 5.5(b)); Tabelle
(5.20) zeigt: bei C' < 0 ist » = Min. fiir cos(7, A) = —1; fiir C' > 0 ist » = Min. fiir cos(7, 4) = 1.

1. C<o, p=:L >0, o = V(7, A),

1.1 E<0, e<1, —T < p < m, Ellipse, Planetenbahn, gebundener
Zustand

1.2 E=0, =1, —T < ¢ < m, Parabel, Kometenbahn, Streuung

1.3 E>0, e>1, 7—¢ < ¢ < 7w+, Hyperbel, Kometenbahn,
Streuung

(5.25)
In dieser Tabelle und den folgenden Formeln sind ¢’ und ¢” folgende Abkiirzungen:

¢’ = arccos(1/¢), ¢ = arccos(—1/¢).

Bei Abstoflung (C' > 0) durchlduft der geladene Massenpunkt den anderen Zweig der Hyperbel.
In Polarkoordinaten lautet dessen Gleichung:

- r
1+e€cosy

(5.26)

Das negative Vorzeichen vor r bedeutet, dafl der radiale Strahl in entgegegesetzter Richtung zu
verfolgen ist (s. Abb. 5.5(b)). Dann ergibt sich durch Vergleich obiger Gleichung mit Gl. (5.22):

L2 S

2. C>0,= E>0 > 1 = — =V(r,—A). 5.27
: coe>Ll p=—m 9=V —4) (5.27)

Der Variationsbereich des Winkels ¢ ist dabei:
7—¢" <p<m+¢" Hyperbel, Streuung. (5.28)
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5.2.3 Keplersche Gesetze

Aus obiger Losung lassen sich die drei Keplerschen Gesetze der Planetenbewegung ableiten, die
J. Kepler empirisch aus Tycho Brahe’s Sternbeobachtungen gefunden hat.

1. Die Bahnen im Kraftfeld der Sonne (des Kernes) sind Kegelschnitte, in deren einem Brenn-
punkt die Sonne (der Kern) sitzt. Dies folgt aus Gl. (5.22).

2. Der Flédchensatz: Der Fahrstrahl von der Sonne zum Planeten iiberstreicht in gleichen Zeiten
gleiche Flachen. Dies gilt in jedem Zentralkraftfeld und folgt aus dem Drehimpulssatz, s.
(3.41).

3. Fiir die Umlaufzeiten geschlossener Bahnen (Ellipsen) und deren grofie Halbachsen a gilt
fiir alle Planeten
T2 : o® = const.

Beweis: Aus Gl. (5.23 ) erhiilt man:

P P 2p
Tmin‘i'rmaz:1+6+1_6:1_€2:2aa

a(l—e)=p=——.

Man verwendet den Fliachensatz, Gl. (3.41), fiir einen ganzen Umlauf (At = T'), d.h. fiir die ganze
Ellipse (Flache = abr):

LT/2m = abr =mava®—e? = ma?V1 — g2,
T?/a® = 4n%a(l —e?)m?/L? = —4n’m/C = 4n%/yM = const.

Das Verhiltnis 72 /a® héingt nur von der Gravitationskonstante v und der Zentralmasse M ab,
nicht aber von den Daten der Planeten.

5.2.4 Rutherfordstreuung

Ein Teilchen (Projektil, Streuteilchen) (Masse m, Ladungszahl Z3) wird an einem fixen Tar-
getteilchen (mit Ladung Z) gestreut; C > 0 = E > 0; doch gilt das Resultat auch fiir C' < 0,
wenn E > 0 ist.

Die Berechnungen des vorgehenden Abschnittes erfolgten unter der Annahme, dafl das streuende
Teilchen fix ist; sie sind also nur verwendbar, wenn die Masse des Streukerns grof ist (M >> m).
Das Streuteilchen kommt mit Geschwindigkeit vg aus dem Unendlichen. Wiirde es keine Ablen-
kung erfahren, dann wéire seine Bahn eine Gerade, die vom Kern den Normalabstand ps hétte;
deshalb heifit p; der Stolparameter. Aufgrund seiner Ladung wird das Streuteilchen abgelenkt,
es wird um den Winkel 9 gestreut (Abb. 5.5).

9 b Vo 2L°FE L |2F
t— = — = 2 _ = —_— _
T ¢ mC?  |C|V m

. Gesamtenergie E und Drehimpuls L werden aus den Anfangsdaten im Unendlichen bestimmt:

r=oc0: U = vy, ¥ o= ps —oovgy, E = Tozmvg/Q,
L = mryxuvy = m(ps—oovp) X vy = mps X vy, L =mpsup.

Einsetzen der Resultate dieser beiden Zeilen in die obige Formel fiir den Streuwinkel gibt mit C =
e? 7175 /4meq den folgenden Zusammenhang zwischen dem Streuwinkel 9 und dem StoSparamter

[;S:
YAV e 4716“ 19 Z17 62 47(6) 19

5.29
s mv% 2 2T), ( )
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Rutherford verwendete fiir seine Streuexperimente a-Teilchen (Masse m, Zo = 2), die von einem
radioaktiven Kern (Thorium C) mit der kinetischen Energie Tj emittiert werden. Damit wird aus

obiger Formel:
ZetlAmey O Ze*/dme ‘ 9
= = co

g = ———5——— —

_— —. 5.30
mu/2 R To 2 (5-30)

5.3 Der Satz von Gaufl

Der Satz von Gauf} besagt: Die Kraft auf eine Punktmasse m (bzw. Punktladung ¢) im Innern
einer homogen mit Masse (Ladung) belegten Kugelschale ist Null.

Im nachfolgenden Beweis sieht man, dafl der Satz nur gilt fiir Kréfte, die ein Abstandsverhalten
wie 1/r2 haben.

Beweis: Die Massendichte auf der Kugelschale ist:

_dM _ M
S 4rR?

(dM = Gesamtmasse, S = Oberfliche der Kugelschale.) Die Betréige der Kréfte Fy bzw. Fy der
Oberflachenelemente dS; bzw. dSs auf m sind nach dem Newtonschen Attraktionsgesetz (5.15):

(5.31)

g

ds ds
Fl=m-—r, Fp=m-—. (5.32)
51 2

Die einander gegeniiberliegenden Oberflichenelemente dS7,dS2 werden durch den beiderseits
gleich groBen Raumwinkel d2 ausgedriickt (Abb. 5.6(a)):

dS; =r1dQ, dSy=r3dQ. (5.33)

Damit wird F; = F5 ! Die Krifte haben entgegengesetzte Richtung, ihre Resultierende ist Null,
daher auch das Integral iiber die ganze Kugeloberfliche. Das gleiche Resultat erhélt man auch
fiir eine homogene elektrische Oberflichenladung mittels des Coulombschen Gesetzes.

m

dS2 R

r’dgy’

dsq

(a) (b)

Abbildung 5.6: a) Oberflichenelemente und Raumwinkel. b) Integration iiber die Kugelschale

Die Kraft auf die Punktmasse m , die von der auf der Schale homogen verteilten Masse dM
ausgeiibt wird, ist identisch mit der Kraft, die bei Abwesenheit der Flichenbelegung o eine
Punktmasse dM ausiibt, die im Mittelpunkt der Schale angebracht ist. Dazu wird gezeigt, daf
das Potential einer Masse dM (einer Ladung d@), die iiber eine Kugelschale S’ vom Radius r/
homogen verteilt ist, Gl. (5.31), dasselbe ist wie das einer Punktmasse dM (einer Punktladung
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dQ), die sich im Mittelpunkt » = 0 der Kugelschale S’ befindet. Zunéchst wird das Potential
®, im Punkt r > 7/, das von einer mit der Massendichte o belegten Kugelzone erzeugt wird,
berechnet (Abb. 5.6(b)):
mit

dS' = 2r " sin?’ dv’
und (Kosinussatz, s.Abb. 5.6b)

R = [r* — 2r1' cos?/ +r/2]%.

Integration iiber die ganze Kugelschale gibt das nachfolgend angegebene Potential ®5. Zur Ausfithrung
der Integration wird R als neue Integrationsvariable eingefiihrt.

dy’

dR = [r* — 2’ cos? + 1272 rr’ sin d¥ = rr’ sind’ R

- / Y =r
o, = _7mdM/ simﬁlfd29 :_vmd;]\/[ dR =

2 0 R 2TT ¥ =0
V=r
ym dM ym dM
- 2rr! $'—0 - T ' (5.35)

Im Inneren der Schale vom Radius r’ ist die Kraft Null, daher das Potential konstant. Diese
Konstante wird so gewéhlt, dafl die potentielle Energie stetig ist :

dM
O,(r) = —ym == fir r>7/,
dM
= —ym—- =const. fir r <y’ (5.36)
T

Fiir die Kraft auf die Punktmasse m gilt geméfl dem vorher Gesagten:

Fy(r) = —ym dML3 fir r>7/
r
=0 fir <7 (5.37)

Fiir eine Punktladung ¢ im Aufleren bzw. Inneren einer Schale vom Radius /, auf der eine Ladung
d@ homogen verschmiert ist, muf} in Gln. (5.36) und (5.37) —ym dM ersetzt werden durch ¢ d@Q
(cgs-Einheiten) bzw. ¢dQ/(4meo) (MKSA-Einheiten).

Dieser Sachverhalt fiihrt zu einer grofien Vereinfachung der Behandlung der Bewegung von Punkt-
massen (oder Punktladungen) im Inneren von radialsymmetrischen Massen- (oder Ladungsvertei-
lungen). Denn aus dem Gaufischen Satz folgt: Befindet sich eine Punktmasse m (Punktladung q)
im Inneren einer radialsymmetrischen Massen-(Ladungs-)verteilung im Abstand r vom Symme-
triezentrum, dann iibt der auBerhalb r gelegene Anteil der Verteilung keine Kraft auf m (q) aus.
Daher wirkt auf m (¢) nur der innerhalb von r gelegene Anteil der Massen-(Ladungs-)verteilung;
dieser kann so bertiicksichtigt werden als wenn er im Symmetriezentrum angebracht wire. Bei
der Berechnung des Potentials mufl aber darauf geachtet werden, dafl der aulerhalb r liegende
Anteil der Massenverteilung einen Beitrag zum Potential liefert. Mit diesen Uberlegungen l:ifit
sich die potentielle Energie einer Punktmasse m (einer Punktladung ¢) im Inneren und Auferen
einer sphérischen Massenverteilung p(r) berechnen. Die Gesamtmasse M betragt:

M = / / / p(r')dV' = 4x / /O:OO p(r')r’dr'.
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Die Massendichte p(r) muf fiir r — oo hinreichend stark verschwinden, damit das obige Integral
existiert. Ist die Massendichte nur in einem endlichen Raumgebiet von Null verschieden, z.B.

p(r)=0 fir r>a,

dann ist im AuBeren die potentielle Energie der Punktmasse m gegeben durch:
M
Qi (r) = —ym— fir r>a. (5.38)
r

Befindet sich m im Inneren der Massenverteilung, und zwar im Abstand r vom Zentrum r = 0
der sphirischen Verteilung, dann miissen die Beitrige, die vom inneren Anteil 7’ < r und vom
duBeren Anteil v’ > r der Massendichte stammen, wegen Gl. (5.36) gesondert behandelt werden:

r<a: O®g(r) = / @S(T>T/)+/ Py(r < 1')
0 r
= p(r') 4w dr’ — ym / 471’7“/2 dr’
SOr(r) = —vm/ G(r,r") p(r')dV’ (5.39)

Die beiden Integrale der vorletzten Zeile wurden in der letzten zu einem zusammengefaf3t unter
Einfiihrung der Greenschen Funktion

G(r,r'") = S = E

T r

1 .. /

= fir <7 (5.40)

r heiflt die Aufpunktskoordinate; sie bezeichnet den Ort, an dem sich die Punktmasse m

befindet. 7’ ist die Quellpunktskoordinate; sie gibt die Lage des Volumselements der Quell-

verteilung (hier einer Kugelschale der Dicke dr’) an; iiber sie wird integriert, um die Beitrige der

gesamten Massenverteilung in ihrer Wirkung auf m zu erfassen. Die Greensche Funktion wird

durch zwei verschiedene Funktionsoperatoren beschrieben, ist aber stetig. Gleichungen (5.39) und
(5.40) gelten auch fiir 7 > a und liefern dann als Resultat Gl. (5.38).

Fiir eine sphirische Ladungsverteilung p(r) ist in den obigen Formeln —ym durch die Ladung ¢
(cgs-Einheiten) bzw. ¢/(4meg) (MKSA-Einheiten) zu ersetzen.

Obige Formeln (5.39) und(5.40) gelten nur fiir sphérisch symmetrische Massen- oder Ladungs-
verteilungen. Der Vollsténdigkeit halber werden - ohne Beweis - die zu den eben genannten
entsprechenden Formeln fiir den allgemeinen Fall angegeben. In diesem ist eine Massen- oder
Ladungsverteilung p(r’,9', ¢') gegeben. Die Gesamtmasse M (analog dazu die Gesamtladung Q)
ist durch das folgende Integral definiert:

[ee) s 27
= / / / p(r', 9, @) AV’ = /0 r'? dr! /0 dy’ sin v’ /0 de' p(r', 9, ¢').

Das Potential an einem Punkt mit den sphérischen Koordinaten (7,4, ¢) ist dann gegeben durch

[e%e) e 27
Bi(r i) = — vm / Y2 dr! / a9’ sin®’ / do' G0, 07,0 ) p(r', 0, ).
0 0 0

Die zugehorige Greensche Funktion G(r, 9, ¢;r', ¢, ¢') ist gegeben durch:

G(r,9,¢;7" 9, ¢ R = |F-7| = V12 + 271/ cos © + 172

) = ATR
ist der Abstand zwischen dem Aufpunkt 7 und dem Quellpunkt 7/ . Er hingt auch von 9, ¢,
¥ und ¢’ ab, weil der Raumwinkel © zwischen diesen beiden Vektoren von diesen Variablen
abhéngt:

cos® = = cos? cos?¥ + sind sind’ cos(p — ¢').
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Fiir 1/R, wie es in der obigen Greenschen Funktion vorkommt, gibt es folgende Reihenentwick-

lung;:
)4

Z el Py(cos ©) Z PO 254_1 Z Vi (0, 0) Y (9, ).

=0 "> m=—/

P, ist das Legendre-Polynom der Ordnung /. Yy, sind die Kugelflichenfunktionen. Alle diese
Funktionen werden in der Vorlesung ”Spezielle Funktionen” behandelt.

5.4 Streuung an einem fixen Zentrum und Wirkungsquerschnitt

Eine wichtige Methode um Informationen iiber ein Objekt das nicht greifbar ist (z.B. weil es
unerreichbar weit weg ist oder seine Groesse unter der Auflosung eines Mikroskops liegt), ist
die Streuung. Bei einem elastischen Streuvorgang werden Teilchen (oder Wellen) auf eine das
Untersuchungsobjekt geschossen und die abgelenkten Teilchen (oder Wellen) werden nach Zahl
(oder Intensitét) und Richtung registriert. Ein einfaches Beispiel ist die elastische Streuung an
einer Kugel, s. die Simulation in K5StreuungAnKugel.nb. Die Streuung geladener Teilchen an
einem fixen punktférmigen Kern ist in K5RutherfordScatt.nb simuliert.

In §5.2.4 wurde die Streuung (E. scattering) eines geladenen Teilchens, insbesondere eines a-
Teilchens, an einem fixen Kern mit der Ladung Ze behandelt und der Streuwinkel ¥ als Funktion
des Stofiparameters (E. impact parameter) ps berechnet, Gl. (5.29). In diesem Paragraph wird
der Stofiparamter mit dem Buchstaben p bezeichnet. Diese mikroskopische Betrachtungsweise
ist in Abb. 5.7(b) dargestellt: Ein Teilchen, dessen Stofiparameter zwischen p und p + Ap liegt,
lduft ein und wird in den Streukegel zwischen ¢ und ¥ + Ad abgelenkt. Es ist nicht moglich,
eine derartige detaillierte Messung durchzufiihren. Beim realen Experiment, Abb. 5.7(a), wird
ein diinner Strahl von a-Teilchen auf eine Folie des zu untersuchenden Elements (das Target
= Ziel) geschossen, an irgendeinem Kern in den Kegel zwischen ¥ und ¢ + Av¥ abgelenkt und
trifft auf den Leuchtschirm in der zugehorigen Zone der Fliche AS. Man mufl mit einer grofien
Zahl von a-Teilchen und Atomkernen (=Streuzentren) arbeiten. Die Parameter des einzelnen
Vorganges sind nicht beobachtbar; statistische Uberlegungen ersetzen dann die Unkenntnis des
Einzelvorganges. In diesem Zusammenhang wird der Begriff des Wirkungsquerschnitts (E.
cross section) eingefiihrt.

C AQ

(a) (b)

Abbildung 5.7: Streuung makroskopisch (a) und mikroskopisch (b) betrachtet

5.4.1 Der Wirkungsquerschnitt

Der Wirkungsquerschnitt o ist ein Maf fiir die Wahrscheinlichkeit des Eintretens eines bestimm-
ten Ereignissses (z.B. Neutroneneinfang, durch Neutronen induzierte Kernspaltung, Streuung von
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Teilchen,...). Man stellt sich vor, dafl jeder Atomkern einem einfallenden Teilchenstrom eine ef-
fektive Fliche (meist gemessen in barn, 1 b = 1072* cm?) entgegensetzt, sodaf, wenn ein Teilchen
innerhalb dieser Fliche auftrifft oder durch diese fliegt, eine bestimmte Reaktion auftritt. Der
Wirkungsquerschnitt gilt dann fiir diese Reaktion.

Bei vielen Vorgéngen, gerade auch bei der Streuung, wird das aus Richtung 77 einlaufende Teil-
chen in Richtung 7/ abgelenkt. Mit diesem Vorgang wird der differentielle Wirkungsquer-
schnitt(E.: differential cross section) verkniipft. Wenn man nur daran interessiert ist, ob die
Reaktion iiberhaupt stattfindet, dann wird iiber alle Raumrichtungen integriert; man spricht
vom totalen oder integralen Wirkungsquerschnitt (E.: total cross section).

Der eben beschriebene Sachverhalt wird nun in Formeln ausgedriickt. In der mikroskopischen
Betrachtungsweise wird die Streuung an einem fixen Streukern (= Atom) betrachtet. Auf diesen
stromt ein Strahl von Teilchen mit der homogenen Stromdichte I.;,; die Strahlrichtung ist durch
den Einheitsvektor 77 gegeben. Die Teilchen, die das durch die Koordinaten p und a bestimmte
Fldchenelement do = p dp da durchqueren, werden in das Raumwinkelelement d€) = sinv dv dy
gestreut; diese lieferen den differentiellen Streustrom dI;. Das Raumwinkelelement ist ein pyra-
midenéhnliches Gebilde mit der durch die Winkel ¥ und ¢ bestimmten Achse 77’ . Die Mafleinheit
des einfallenden Stromes, I.i,, ist Teilchen/m?/sec; die des Streustroms, dl, ist Teilchen/sec
(da der Raumwinkel dimensionslos ist):

[Iein] = m Zsec™; [dI] = sec™!.

Im allgemeinsten Fall ist der Streuer nicht kugel- oder achsialsymmetrisch, dann erfihrt das
Streuteilchen auch eine Ablenkung in azimuthaler Richtung, a und ¢ sind daher verschieden.
Der differentielle Wirkungsquerschnitt do/dS? ist dann gegeben durch:

do do dl

do = ) dQ = 70 sind d dp = . (5.41)

Der integrale Wirkungsquerschnitt ist dann:

T 21
do
o = LdpTe (5.42)
/M /M a0

Abbildung 5.8: Die Eintrittsfliche do und der Auslaufkegel df2.

Im realen Experiment durchquert der Teilchenstrahl eine Folie der Dicke ¢ und schneidet auf
dieser eine Fliche A aus. Wahrend der Beobachtungszeit fallen N Teilchen auf das Target; der

einfallende Strom ist also:
Iin = NJ/A.
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Von den einlaufenden Teilchen werden wihrend des selben Zeitintervalles AN Teilchen in das
Raumwinkelelement d€2 um 7’ gestreut und treffen auf eine Zone AS = r2dQ) des kugelformigen
Leuchtschirms. Die Folie muf} so diinn sein, dafl jedes einlaufende Teilchen héchstens von einem
Atom(kern) des Targetmaterials gestreut wird. Im vom Strahl durchquerten Volumen des Targets
befinden sich Ny = ngAt Streuer; ng ist die Dichte der streuenden Atome. Der Wirkungsquer-
schnitt ist auf das einzelne Atom bezogen. Daher mufl die Zahl der gestreuten Teilchen durch die
Zahl der streuenden dividiert werden. Dies gibt fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt:
do AN/(ngAt) AN 1

— AQ = = . A4
a2 N/A N not (5 3)

Die rechte Seite dieser Gleichung enthélt nur makroskopische Grofien, die aus Messungen be-
stimmt werden koénnen.

Bei den hier betrachteten Problemen ist der Strahl homogen. Die Streuer sind sphérisch symme-
trisch. Es gibt daher keine Abhéngigkeit von den Azimuthwinkeln ¢ bzw. «. Es kann iiber diese

Winkel integriert werden. Dann wird do ein ringformiges Flichenelement und df2 ein Hohlkegel
(s. Abb. 5.7):

do = 27p dp; dQ = 27 sind d¥ = 4x sin(9/2) cos(¥/2) dI . (5.44)
Damit ergibt sich fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt:
do

-

p_dp
sind dv |

(5.45)

pdp | _
sind dv)

Die Striche fiir den Absolutbetrag wurden eingefiigt, weil in vielen Féllen die Ableitung dp/dv
negativ ist (ndmlich dann,wenn der Streuwinkel ¢ mit zunehmendem Stofparameter p abnimmt),
der Wirkungsquerschnitt aber positiv sein mu$.

Zur Berechnung des Wirkungsquerschnitts wird noch eine Beziehung zwischen dem Fléchenele-
ment do und dem Raumwinkelelement d€) benétigt, bzw. zwischen dem Stoflparameter p und dem
Streuwinkel 9. Diese findet man, indem man die Bahn in dem vorgegebenen Kraftfeld als Funk-
tion des Stolparameters berechnet. Dies ist die Stelle, an der die Eigenschaften des tatsédchlichen
oder angenommenen Kraftfeldes in den Wirkungsquerschnitt eingehen.

5.4.2 Rutherfordstreuung

Die Losung des Keplerproblems fiir die Streuung eines Teilchens der Masse m und der Ladung
Zse an einem fixen Kern der Ladung Zje gibt folgende Beziehung zwischen dem Streuwinkel
und Stofparamter p, Gl. (5.29):

Z12262 9 dp 1 Z122€2 1
_ t — = = _Z . 5.46
4reg mod 9 dd 2 4meg mvg sin? (5.46)

Die Streubahnen fiir verschiedene Werte des Stofparameters sind in Abb. 5.9 dargestellt. Obwohl
die Streubahnen in ihrem Verlauf um den Kern unterschiedliches Aussehen haben - je nach dem
Produkt der Vorzeichen der beiden Ladungen, - erhélt man fiir den Wirkungsquerschnitt in beiden
Fillen das gleiche Resultat. Obige Beziechung zwischen Stofiparameter p und Streuwinkel 9 ist
in Abb. 5.10(a) gezeigt. Setzt man diese Ausdriicke und Gl. (5.44) in GlL. (5.45) ein, ergibt sich
fiir die Streuung des oben angefiihrten Streuteilchens an einem fixen Kern mit Ladung Zse der
differentielle Wirkungsquerschnitt

do _ (_Zizeet \T 1 (5.47)
dQ  \dreg 2mu} Sin4g' '

Dieser ist in Abb. 5.10(b) gezeichnet.

74



e — _’éj

Abbildung 5.9: Streuung einer punktférmigen Ladung an einem fixen punktformigen Kern fiir
verschiedene Werte des Stoflparameters; der Kern ist unsichtbar klein im Koordinatenursprung.
Links: Beide Ladungen haben verschiedenes Vorzeichen. Rechts: Abstoung ungleichnamiger La-
dungen.

Das obige Resultat fiithrt bei der Berechnung des integralen Wirkungsquerschnitts, wie er in GI.
(5.42) definiert ist, zu einer Schrwierigkeit. Der Integrand von

™ d Z1Z2¢2 \* [T 1
o dQ dmeg 2mug 0 sin®g

ist singular fiir kleine ¢, also fiir Teilchen mit sehr groflem Stofiparameter p. Fiir solche Werte
versagt das verwendete Modell, in dem nur ein Streuer, dessen Kraft bis ins Unendliche reicht,
in Betracht gezogen wird. Im Target sind ja viele Atome; deswegen kann sich der Wert des
Stolparameters nur bis zu einem endlichen Wert erstrecken, der durch den Abstand zwischen
den Atomen (z.B. die Gitterkonstante bei einem Kristall) festgelegt ist.

Den integralen Wirkungsquerschnitt o kann man aus folgender Uberlegung erhalten (Voraus-
setzung ist, dafl sich die Wirkungsbereiche der Kerne nicht gegenseitig iiberdecken, also miissen
die Targets hinreichend diinn sein): Ny = ngAt ist die Anzahl der Streuer in dem Bereich des
Targets, auf den der Strahl mit Querchnitt A féllt; ¢ ist die Dicke der Targetfolie. Ny geteilt
durch die Flidche des Strahls gibt die Fldche, die der einzelne Streuer (hier der Atomkern iiber
sein elektrisches Feld) den in seinen Bereich eindringenden Teilchen des Strahls darbietet; dies
ist der gesuchte integrale Wirkungsquerschnitt: 0 = Ng/A = ngAt/A = 1/(not).

Ein anderes Modell besteht darin, da3 die Abschirmung durch die Elektronenhiille beriicksich-
tigt wird. Dann ist die Reichweite der Kraft der Kernladung begrenzt. Dies wird in einer Ubung
behandelt.

Beobachtet wird eine Streuung in den Raumwinkelbereich AQ = AS/r? (hier ist angenommen,
da der Leuchtschirm eine Kugel vom Radius r ist; eine andere Gestalt desselben erfordert Kor-
rekturen). Dann ergibt sich aus Gl. (5.43) die Wahrscheinlichkeit fiir Streuung von Teilchen in

den Bereich AQ: AN(9) i AS
o

Nach obiger Ableitung (bei der vorausgesetzt worden ist, dafi der Kern punktformig und von

einem Coulombfeld umgeben ist) mufl bei konstanten Versuchs- und Beobachtungsbedingungen

die Anzahl der pro Flicheneinheit auf AS auftreffenden a-Teilchen umgekehrt proportional der

(5.48)
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Abbildung 5.10: a) Der Streuwinkel ¢ als Funktion des Stofiparameters p bei Streuung an
einem Punktteilchen (der Wert von R spielt hier keine Rolle). Der Parameter der Kurven,
e = (2T)/(E,), Ep = Z1Z2¢*/(4meoR), ist das Verhiltnis 2 x kinetische Energie des Teilchens
im Unendlichen dividiert durch die potentielle Energie des Teilchen im Abstand R vom Kern.
b) Der differentielle Wirkungsquerschnitt. Man beachte die logarithmische Skala der Ordinate.

vierten Potenz des halben Streuwinkels sein.

AN(@®) do 1
AS T A0 " sl

(5.49)

Da der Leuchtschirm beim Auftreffen der a-Teilchen aufblitzt (Szintillationen), kann diese Zahl
ausgezéhlt werden. Das Experiment zeigt die Giiltigkeit obiger Formel.

Aus Abweichungen bei Riickstreuungen konnte man auf die Gréflenordung des Kernradius schlie-

Ben und fand ~ 1071 m. Dieser kleine Wert vermag die scharfen Knicke mancher Spuren von

a-Teilchen in Nebelkammern erkldren. Durch gleichzeitige Messung von % und N konnte aus

Gl (5.48) und Gl. (5.47) die Kernladungszahl Z = Z3 bestimmt werden. Es ergab sich, dafl diese
gleich der Ordnungszahl des Elements im Periodensystem war (van der Brook (1912)).

Erginzende Literatur zu diesem Paragraphen:

R.E. Johnson: Introduction to Atomic and Molecular Collissions. Plenum Press (1982).
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Kapitel 6

Eingeschriankte Bewegung.
Zwangskrafte. Integrable nichtlineare
Schwingung

Die Bewegung eines Massenpunktes wird oft durch gewisse Bedingungen eingeschrinkt (E.: cons-
trained motion), die es ihm nicht gestatten, sich im ganzen Raum zu bewegen. Z.B. kann die
Bewegung auf eine vorgegebene Fliche eingeschrinkt werden, oder es kann ein bestimmter Be-
reich des Raumes unzugénglich sein. In manchen Fillen lassen sich diese Nebenbedingungen (E.:
constraints) analytisch durch Gleichungen oder Ungleichungen darstellen. Hier werden nur solche
betrachtet, die sich durch Gleichungen der Art

f(rt)=0 (6.1)

darstellen lassen, d.h. daf} sich der Korper auf einer Flache bewegen mufl; oder durch die beiden
Gleichungen

fi(7t) =0, fa(7,t) = 0O; (6.2)

was bedeutet, daBl sich der Kérper unter dem Einflul der Nebenbedingungen auf der Schnittkur-
ve der beiden Flichen bewegen muf}. Hier wird immer angenommen, dafl diese Bewegung ohne
Reibung ablauft. Die vorhergehenden Félle werden meist mit Hilfe von Zwangskréften behan-
delt. Wenn zwei Nebenbedingungen die Beweglichkeit auf die Schnittkurve der beiden Fléchen
einschrinken, dann kann auch eine zweite Methode verwendet werden, bei der die duflere Kraft
auf diese Kurve projiziert wird.

Drei unabhéngige Nebenbedingungen wiirden eine Bewegung der Masse unméoglich machen.

Zuerst werden zwei Arten von Bewegungsgleichungen, die die Nebenbedingungen beriicksichtigen,
abgeleitet. Diese werden dann fiir das sphérische, das mathematische und das Zykloidenpendel
spezialisiert und exakt gelost.

Solche nichtlineare Bewegungsgleichungen, die sich exakt 16sen lassen, heiflen integrabel. An die-
sen Beispielen werden wir einige allgemeine Eigenschaften nichtlinerarer Bewegungen aufzeigen:

1. Fiir verschiedene Energiewerte konnen ganz verschiedene Typen von Bewegungen auftreten,

S. Tabelle in §6.3.1 und Abb. 6.12.

2. Bei Schwingungen héngt in den meisten Fillen die Schwingungsdauer von der Grofie des
Maximalausschlags, damit von der Energie ab, s. Abb. 6.10 und Animation im Notebook
Ko6MathPend2.nb.
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6.1 Ableitung der Bewegungsgleichungen. Zwangskrifte

Wenn sich ein Kérper unter dem Einfluf einer Kraft bewegt, verlauft im allgemeinen die Bewegung
bei Bestehen von Nebenbedingungen anders als bei deren Abwesenheit. Da jedem Einfluss auf
die Bewegung eines Korpers in der Mechanik eine Kraft zugeschrieben werden kann, wird auch
in diesem Fall eine Kraft eingefiihrt, die fiir den geéinderten Bewegungsablauf verantwortlich ist.
Sie heisst Zwangskraft (E.: reaction force); man kann sich vorstellen, dafl sie durch elastische
Deformation der Fithrungen oder Lager entsteht. Zum Unterschied heifit die vorgegebene Kraft,
ﬁ, so wie diese in den fritheren Kapiteln verwendet wurde, eingepriigte Kraft (E.: impressed
force).

Man kann nach Definition der Zwangskraft die Bewegung so beschreiben, als ob sich der Korper
frei, aber unter dem Einflufl der Resultierenden der beiden Kréfte bewegt:

mr = F + Z. (6.3)

Die Zwangskraft, A , hat zur Folge, daf} sie das Verlassen der Fléche, also Bewegungen senkrecht
zur Fliche, verhindert. Man nimmt daher an, daf} sie in der Flichennormalen liegt und daher
proportional zum Gradienten der Fléche ist:

Z = Agrad f; (6.4)

A ist eine vorldufig nicht bestimmte Funktion der Zeit. Sie heisst Lagrangescher Multiplikator
(E.: Lagrangian multiplier). Fiir zwei Nebenbedingungen folgt analog:

7 = M grad fi + As grad fo. (6.5)
Im Falle einer Nebenbedingung hat man also

m7 = F + Agradf, (6.6)
f(rt) = 0 (6.7)

das sind vier Gleichungen fiir die vier unbekannten Funktionen x(t), y(t), z(t), A(t).

Bei zwei Nebenbedingungen hat man:

m7 = F +X\grad fi + X\ grad fa,
fi(rit) = 0, (6.8)
f2<777t> =

Das sind fiinf Gleichungen fiir die fiinf unbekannten Funktionen x(t), y(t), z(t), A1 (%), A2(t).

Im allgemeinen ist die Losung dieser Gleichungen, die auch Lagrangesche Gleichungen 1. Art
genannt werden, schwierig, weil es nur selten gelingt, eine Losung der Differentialgleichungen an
die Nebenbedingungen anzupassen. Beim sphérischen Pendel ist es aber bei kleinen Ausschligen
moglich, eine passende Naherungslésung zu finden, s. §6.3.2.

6.2 Projektion der Kraft auf eine Zwangskurve

Das zweite Verfahren ist anwendbar, wenn auf Grund der Nebenbedingungen bereits eine Raum-
kurve festgelegt ist, auf der die Bewegung erfolgen mufl. Diese trifft zu, wenn

1. zwei unabhéingige Nebenbedingungen vorliegen, oder

2. der Massenpunkt reibungsfrei auf einer Zylinderfliche gleitet und die eingeprigte Kraft
keine Komponente in Richtung der Erzeugenden hat.
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Die Raumkurve sei durch eine Vektorfunktion gegeben, die von einem Parameter « abhéingt.
Daraus berechnet man den Betrag der Geschwindigkeit und dessen Zeitableitung gemé&fl der
Kettenregel so wie in Kap.2:

o= o)
_ ds _ ds da _ Za2 & -
VS W T de @ - V(@

v o= [VIF(@)P] & + VIF'(@Pa. (6.9)

Der Apostroph bezeichnet hier die Ableitung nach « . Mittels (2.6) bis (2.8) - bildet man aus
der vorhergehenden Gleichung die folgende; diese wird dann mit dem normierten Tangenvektor
multipliziert.

Fi(a) ist die Komponente der eingeprigten Kraft in Richtung der Kurventangente. Mit der
vorhergehenden Gleichung und GI. (6.9) erhilt man dann die Bewegungsgleichung:

m<[ [ff(a)]ﬂ'a? + V(@] a> — Fya) . (6.10)

6.2.1 Das Zykloidenpendel

Das Zykloidenpendel ist ein Pendel, bei dem sich eine Masse auf einer gemeinsamen Zykloide
(Radkurve) bewegt. Eine Zykloide entsteht, wenn ein Kreis auf einer Geraden abrollt; dabei
erzeugt ein bestimmter Punkt dieses Kreises die Kurve, s. Abb. 6.1 und Animation im Notebook
K6ZykloidenPend.nb.

Diese Konstruktion (Abb. 6.1) liefert auch die Parameterdarstellung der Zykloide:
z(a) = a (o —sina), y(a) = a (1+ cosa). (6.11)

a ist der Drehwinkel des Rades, durch dessen Rollen man sich die Kurve erzeugt denken kann.
Er wird unten zur Beschreibung der Bewegung verwendet werden.

Y
2‘
) (|>
0] : ‘ |
0 Tt 277 37 4 57

Abbildung 6.1: Der Kreis (hier mit Radius @ = 1) rollt auf der ihn oben beriihrenden Geraden ab.
Der Punkt des Kreises, der am Anfang auf der Geraden liegt, erzeugt die Zykloide. Mathematica
Notebook: K6ZykloidenPend.nb.

Fiir die tangentielle Kraftkomponente liest man aus Abb. 6.2 ab:

F, = —mg sinep. (6.12)

Fiir die Ableitungen von x und y nach « bzw. nach der Zeit ¢ findet man:

/o dz _ . dr _ dr da _ 1.

¥ = 9% = a(l-cosa), o= %G = E% = 1y (6.13)
;o dy . - dy _  dy da __ /- :

Yy = da = — a Sinao, Yy = A = da dat — Yy,
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Abbildung 6.2: Die tangentielle Komponente der Schwerkraft.

Weiters gilt:

tangp = dy/de = gy/i = o /2, sinp = y'/Va? +y'%
w'2+y/2 = 2q2 (1 —cosa) = 4a’ SiHQ(a/2>5
singp = — ¢ und — cos(a/2).

2 a sin(a/2) -

Damit berechnet man weiter:

F, = —mg sing = mg cos(a/2);
v = 3% 4 9? = &2 4d? sin®(a/2);
d 2
v = 2ad sin(a/2) = — 4a Coil(ta/).

Damit lautet die Bewegungsgleichung (6.10):
d2
—mda @(COS %) = mg cos %. (6.14)
Mit der Substitution u := cos(a/2) wird daraus die Schwingungsgleichung

. g
2 = 0
u—|—2au ;

deren zur Anfangsbedingung «(0) = 7 gehorige Losung ist:
u = A sin(v/g/4a t).

Der maximale Ausschlag des Pendels wird mit «ay bezeichnet. Damit erhdlt man aus obiger
Losung:

cos% = COS% sin(v/g/4a t);
a = 2arccos[cos% sin(y/g/4a t)].

Damit ergibt sich fiir die Schwingungsdauer T' des Pendels:

1
T = or 1/?“. (6.15)

Das Zykloidenpendel hat also die Eigenschaft, dafl seine Schwingungsdauer streng unabhéngig
vom Ausschlag ist. Diese Entdeckung stammt von Chr. Huygens (1673). Im allgemeinen héngt
die Schwingungsdauer eines Pendels (allgemeiner: die einer nichtlinearen Schwingung) von der
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Grofle des maximalen Ausschlags ab. Im néichsten Paragraphen wird am Beispiel des mathe-
matischen Pendels gezeigt werden, daf3 die Schwingungsdauer des gewohnlichen mathematischen
Pendels fiir Amplituden iiber 90° sehr stark mit steigendem Ausschlag zunimmt. (Animation im
Notebook: K6MathPend2.nb). Insofern bildet das Zykloidenpendel eine wichtige Ausnahme (s.
Animation im Notebook: K6ZykloidenPend.nb).

Das letzte Laufbild und Abb. 6.3 zeigen: Die Bewegung auf der materiell nicht vorhandenen
Zykloide wird dadurch erzwungen, dafl der Faden in seiner Bewegung durch die beiden grauen
Schablonen eingeschrinkt wird. Letztere sind die Evolute (= Kurve der Kriimmungsmittelpunk-
te) der Bahnzykloide und stellen auch eine Zykloide dar. (Dies ist ein wohlbekannter Satz der
Differentialgeometrie.) Diese Folge von Kriitmmungskreisen ist in Abb. 6.4 dargestellt; sie werden
als Animation im Notebook: K6ZykloidenPend.nb) vorgefiihrt.

Abbildung 6.3: Zwei Schablonen in Gestalt zweier Teile einer Zykloide verkiirzen den Pendelfaden
immer mehr je hoher der Ausschldg. Dann lduft die Masse am Endes des Fadens auf einer Zykloide.
Notebook: K6ZykloidenPend.nb.

Abbildung 6.4: Jedem Punkt der Zykloide kann ein Kriimmungskreis zugeordnet werden. Deren
Mittelpunkte liefern die Evolute. Notebook: K6ZykloidenPend.nb.

6.3 Das sphirische und das ebene Pendel

6.3.1 Aufstellung der Bewegungsgleichungen. Unterscheidung der verschiede-
nen Bewegungstypen mittels Drehimpuls- und Energiesatz

Unter einem sphérischen Pendel versteht man einen an einem masselos gedachten Faden der
Liange R aufgehéingten Massenpunkt; dadurch kann sich letzterer nur auf der Oberfliche einer
Kugel vom Radius R bewegen. Fiir den Fall, dafl der Massenpunkt bis in die obere Hélfte der
Kugel gelangt, mufl man sich den Faden als eine masselose Stange denken.
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Legt man den Koordinatenursprung in den Kugelmittelpunkt, erhélt man die Gleichungen:

mr = F + Xgrad G, (6.16)
G t) = 2°+y*+22-R* =0,
Mit
6G/8$z = 2{[}7;, Fx = y :0, FZ = —mg

erhilt man das folgende Differentialgleichungssystem:

mr = —mgé. + 2X\F HI‘ IT

mai = 2 x "y -y (6.17)
miy = 22y |y | (==)

mziZz = —mg + 2\z -Z

Dieses wird wieder mittels Energie- und Drehimpulssatz reduziert. Zuerst wird der Energiesatz
abgeleitet. Multipliziert man die Gln. (6.17), wie in Kolonne I angegeben, und addiert, findet
man:

—

m (Z& 4§y + 22) = 2 (xd 4+ yy + 22) — mgz; om (F-7) = 2(F-7) — myz.
Differentiation der Nebenbedingung in Gl. (6.16) zeigt, dafi der erste Term auf der rechten Seite
obiger Gleichung Null ist:

G=0: 7 = R? ‘d/dt = 27-7) = 0.

Damit ergibt sich aus der vorhergehenden Gleichung der Energiesatz:

d . :
- % 72 4 mgz} =0, E = 7% + mgz = const. (6.18)

Die Erhaltung der z-Komponente des Drehimpulses beweist man, indem man die ersten zwei Gln.
(6.16) multipliziert wie in Kolonne II angegeben und addiert.

d
m (x§ — Zy) = %[m (xy — zy)] = 0 L, = m [zy— &y] = const.

Nun werden Kugelkoordinaten mit » = R = const. eingefithrt. Damit ergeben sich folgende
Ausdriicke:

x = R sind cosp, y = R sind sinyp, z = R cosv.
& = R cost cospd — R sind sing ¢,

= R cos¥ sinpg ¥ + R sind cosp ¢,
i = —R sind 9.

Setzt man diese Formeln in den obigen Ausdruck fiir den Drehimpuls ein, ergibt sich:
L. = m R? sin®9 ¢ = const. (6.19)
Aus den obigen Formeln ergibt sich fiir das Quadrat der Geschwindigkeit
= 2% + 9% + 22 = R (9 + sin®0 @?)

und damit fiir den Energiesatz:

E = % R? [192 + sin®9 ¢?| + mg Rcos? = const.
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Eliminiert man aus dieser Gleichung die Winkelgeschindigkeit ¢ mittels des Drehimpulssatzes,
(6.19), erhiilt man aus dem Energiesatz eine Differentialgleichung 1. Ordnung fiir den Winkel 9:

L

——~=—— | + mg Rcos?d = const.
m2R4 sin? 9 g

B = D R[5 4
2
Diese Gleichung eignet sich besonders zur Bestimmung der verschiedenen Bewegungstypen. Es
ist bequemer mit dimensionslosen Verhéltnissen zu arbeiten. So soll die Zeit (bzw. die Kreisfre-
quenz w in Einheiten von Ty (bzw. wp), der Schwingungsdauer (bzw. Kreisfrequenz) fiir kleine
Schwingungen, Gl. (3.16), gemessen werden. Ebenso werden statt der Gesamtenergie E und der
Komponente des Drehimpulses L, dimensionslose Verhiltnisse ¢ und A eingefiihrt:

Ty = 2m\/R/g, wo = V9g/R; (a)

e = E/mgR = 3 [19—2 + )‘—jﬂ] + cos? = const. (b) (6.20)
LIJO sin
A = L,/mR*wy =sin?¥ ¢/wy = const. (c)

Die Einfiihrung dieser dimensionslosen Parameter reduziert die Zahl der zu untersuchenden
Groflen beachtlich. Das System wird durch 2 Parameter g und R beschrieben; diese werden zu dem
einen wesentlichen, ndmlich wy, zusammengefafit. Von den 6 Anfangswerten 75 und 7 sind wegen
der Nebenbedingung G = 72 — R? = 0 und der daraus folgenden Bedingung (7 - 7%’0) = O nur4
unabhéngig. An deren Stelle treten die zwei wesentlichen Parameter €, A und zwei unwesentliche,
z.B. Yo und ¢y.

Aus den obigen Gleichungen (6.20) ergeben sich folgende Bewegungstypen:

Die Typen der Bewegung des sphirischen Pendels

a) L.~A=0 ‘ p=0 Ebene Schwingung
a0) | E=—-mgR, e=-1 9=0 d=m, =0 Ruhe
al) | —mgR < E <mgR 0 < ¥ < V2wove+1 arccose < 19 < 27 — arccos e Schwingung
-l<exl1 0 < || € V2wov/e +1 —arccos(—e) < ¢ < arccos(—e) | = Libration
a2) E=mgR 0 < |¥| < 2wo 0<¥<2m Grenzfall =
e=1 0 < 18] < 2wo —nm<di<m Limitationsb.
a3) E > mgR Vouwove — 1< |9 < V2woeE + 1 —00 <9< o0 Rotation =
e>1 V2wove — 1 < 18] € V2wove + 1 —0<d<oo Nutation
b) ‘ L.~X#0 ‘ —o00 < p < oo ‘ Ré&umliche Schwingung ‘
| E> —mgR, ¢>—-1] 0 < A <1 [ P <9< s [
= ¢/3 — /(¢/3)2+1/3.

Fall a) entspricht den verschiedenen Bewegungsmoglichkeiten des mathematischen Pendels und
gibt nur Bewegungen des Massenpunktes auf einem (oder Teilen eines) vertikalen Kreises in
der Ebene ¢ = ¢g. In diesem Fall ist es zweckméissiger, statt des Polarwinkels 1 den Winkel §
einzufithren, der von der negativen z-Achse, d.i. von der Ruhelage des Pendels, aus gezihlt wird.

9 = 71—, 9 = —0.
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Aufldsen der GL. (6.20 (b)) mit A = 0 nach 9 und Einfiihren von § gibt:
6 = +V2wo Ve+cosd = +£v2uwy \/F(6). (6.21)

Die Nullstellen des Radikanden F'(J) sind die Umkehrpunkte; in der 8, F'(§)-Ebene sind dies die
Schnittpunkte der Kurve cos § mit den horizontalen Geraden ¢ = E/mgR. Von diesen ausgehend
sucht man den Bereich, in dem F'(4) > 0 ist (s. Abb. 6.5) .

Im Falle b) (L, ~ X # 0) gibt es nur einen einzigen Bewegungstyp: Der Massenpunkt bewegt
sich in einer Kugelzone 91 < 9 < 3 (s. Abb. 6.6). Den Eintritt in die beiden Polkappenbereiche
[0,91) und (2, 7] verhindert die Fliehkraft. Die Energie E auf der linken Seite von Gl. (6.20
(b)) ist eine endliche Konstante, der zweite Term auf der rechten Seite wiirde als einziger fiir
¥ — 0 oder ¥ — 7 gegen Unendlich streben. Die Vermeidung dieses Widerspruchs fithrt zur eben
erwihnten Einschrinkung. An 9 = ¢; und ¢ = ¢ ist 9 = 0. P%1und Y9 sind die Wurzeln der Gl
(6.20 (b)) fiir 9 = 0.

Dabei gibt es auch einen Spezialfall ebener Bewegung: Der Massenpunkt lduft auf einem Brei-
tenkreis:

9 =0: 9=10; =95 =const., @ = wo)/sin?¥;. (6.22)

Fiir die weitere qualitative Diskussion und fiir die analytische und numerische Behandlung ist es
zweckmaéssig, in Gl. (6.20 b)) folgende Substitution der abhéngigen Variablen vorzunehmen:

w=:cosd, sin®9=1—u? I =d(arccosu)/dt = —i/\/1—u?

und den resultierenden Ausdruck nach u aufzulésen. Dadurch wird die zu diskutierende Gleichung
aus einer transzendenten in eine Polynomgleichung verwandelt.

o = V2w (1 —u2)(e —u) —A2/2 == £V2wy /P(u); (6.23)
Pu) = ud—cu®—u+e—\/2, (6.24)

= (u—u1)(u—u2)(u— us).

Der physikalische Bereich von wu ist definiert durch die simultanen Bedingungen:
—1<cosv=u<1 A P(u)>0.

Er wird von zwei Nullstellen des Polynoms begrenzt. Diese werden willkiirlich als u; = cos;
und us = cos ¥y bezeichnet.

Zuerst wird nochmals der Fall des ebenen Pendels betrachtet:
Lo~A=0: 4 = +V2wo /(1 —u)(e —u) = £v2wy/Po(u). (6.25)
Zur besseren Einsicht in das Verhalten der Funktion Py(u) suchen wir deren Extrema auf:
P'(u) = Piu) = 3u>-2cu—1 = 0.
Uy = €/3 F /(e/3)2+1/3; (6.26)

P(u}5) P(uls) = FV/(e/3)2 +1/3.

Aus den obigen Gleichungen und aus Abb. 6.7 ersicht man:

Maximum: -1< u/l < 0 fir —1<e< o0,
Minimum: V1/3<uy<oo fir —1<e< oo,

uy=1 fir e=1.

Aus Gl. (6.25) ersieht man die Wurzeln der Gleichung Py(u) = 0, aus den Resultaten (6.26) den
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F(6) = - cos &
1
[e)
B 37 - _ 7T 3
2 2 2
e = -1
bl N
Schwingung
F(6) = - cos &

1

Rotation

F(6) = - cos &
1.5

Abbildung 6.5: Die Typen der Bewegung eines ebenen Pendels. Notebook: K6MathPend1.nb.
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Abbildung 6.6: Die Bewegung des sphérischen Pendels bei L, # 0. Links: Die schwarzen Breiten-
kreise markieren die zuldflige Zone. Rechts: Teil einer realen Bahn. Die erste Periode wurde rot,
die zweite blau strichliert gezeichnet. Notebook: K6SpherPendl1.nb.

u; 2 Maximum, u, 2 Minimum

u,, 4,

0
€
_1 /_l/_’__i
_1 u,

Abbildung 6.7: Die Extrema u} 5 des Polynoms P'(u) = Fj(u) in Threr Abhéngigkeit vom dimen-
sionlosen Energieparameter ¢ = E/mgR. Notebook: K6SpherPlanePend.nb.

qualitativen Verlauf von Py(u) zwischen den Nullstellen. Es gibt entsprechend den Typen a) der
oben angegebenen Tabelle vier Typen von Diagrammen, s. Abb. 6.8.

Man erhélt das Diagramm fiir P(u) und damit die Wurzeln der Gleichung P(u) = 0 aus dem
fiir Py(u), indem man die u-Achse um A?/2 nach oben verschiebt. Man sieht aus Abb. 6.8 rechts

unten: —l<u <u<uy<1<us.

Im speziellen Fall D~ 0 =0 geht die u-Achse durch das Maximum w = ;. Daher ist der
Polarwinkel des entsprechenden Breitenkreises durch den Wert der Energie (bzw. von ¢) festgelegt
(91 = arccosuy).

6.3.2 Lineare Niherung fiir kleine Schwingungen

Fiir kleine Schwingungen bleibt der Massenpunkt in der Ndhe der Ruhelage, der Polarwinkel
dann nahe bei 7, der Winkel § nahe bei 0. In der linearen Néherung werden im Ausdruck der
Kraft (des Potentials) Glieder hoherer als erster (zweiter) Ordnung in § vernachlissigt:

cos? = cos(m—0) = —cosd = —1+0%/2—... ~ —1.

Der Fall ebener Bewegung (L, = 0) wurde in §12.2.2 bereits behandelt (dort § = ¢); es ergaben
sich harmonische Schwingungen der Kreisfrequenz wy und der Schwingungsdauer Ty, Gl. (6.20a).
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Oscillation, -1 < € < 1;
e.g.: € = 0.33.

Py (u)

Rotation: € > 1, e.g. € = 2

Py (u) P(u)

m : LDy
e, SRR
N

uﬂé _—11 u; I:\1/

Abbildung 6.8: Links: Die Typen des Polynoms Py(u). Rechts unten: Das Bild fiir P(u) er-
gibt sich, indem man die u-Achse um A\?/2 nach oben verschiebt. Rechts Mitte: Bei diesem
Wert von A? berithrt die Kurve von P(u) gerade die u-Achse: u; = us = cosf;. Notebook:
K6SpherPlanePend.nb.

Bei sphiérischer Bewegung (L, # 0) ist in der lineren N#herung z n#herungsweise konstant,
die zugehorige Beschleunigung Null; der Lagrange Multiplikator (nicht zu verwechseln mit dem
dimensionslosen Drehimpulsparameter, Gl. (6.20c) kann aus der dritten Gl. (6.17) berechnet

z = Recosy = —R cosd = R(—1+6%/2+..) ~ —R = const. =
Z = 0: 2\ = mg/z = —mg/R.
und in die ersten beiden Gleichungen (6.17) eingesetzt werden:
Z + (9/R)z; =0, i=1,2;
x; = A; cos(wot + ¢;).

Die Losungen sind harmonische Schwingungen der Schwingungsdauer Ty, Gl. (6.20a). Die beiden
Bewegungsgleichungen fiir die x; entsprechen denen des zweidimensionalen, isotropen Harmo-
nischen Oszillators. In §4.1.2 wurde bereits gezeigt, daf§ dessen Bahnkurve im allgemeinen eine
zentrische Ellipse ist; die Lange und Lage der Halbachsen derselben hingen von den Anfangsbdin-
gungen ab. Fiir geeignete Anfangsbedingungen kann man diese Naherungslésung schreiben als:

x = a cos(wot), y = b sin(wot), 2z =~ —R. (6.27)

87


html:sk06/K6SpherPlanePend.nb

Abbildung 6.9: Projektion der Bahn eines sphérisches Pendel mit kleiner Schwingungsamplitude,

2° < § <6°. Die Kreise sind die Projektionen der entsprechenden Breitenkreise. Die Kreisstiicke
aussen sind Teile der Projektion des Aquators § = 6 =90°. Notebook: K6SpherPend1.nb.

6.3.3 Strenge Losung der Bewegungsgleichungen mittels elliptischer Integrale
Die Bewegungsgleichungen des sphérischen und des mathematischen Pendels konnen exakt mit-

tels elliptischer Integrale und Funktionen gelést werden. Dies soll in diesem Paragraphen vor-
gefiihrt werden.

a) Ebene Bewegung (mathematisches Pendel): ¢ = ¢, L, =0.

al) Schwingung: —1 <e=FE/mgR <1, 0 < dp < 7.

Um das Versténdnis der bei der Losung der nichtlinearen Differentialgleichung auftretenden el-
liptischen Integrale und Funktionen zu erleichtern, werden im folgenden der lineare und der
nichtlineare Fall nebeneinander nach der gleichen Methode behandelt. (w? = g/R, Gl. (6.20a)

Lineare N&herung Exakte Gleichung
o +uwigd = 0]-2 0 + wlsind = 0]-20
6 + wid? = const. 6% — 2w2 cosd = const.

Der maximale Ausschlag dy ergibt sich fiir § = 0; daraus wird die Integrationskonstante be-
stimmt. Der Zusammenhang mit ¢ folgt aus Gl. (6.21).

O +wid = Wil 0% — 203 cosd = — 2wi cosd = 2up e,

ds/dt = & = & wo\/62 — 62 ds/dt = & = + wyy/2cosd —2cosdy.  (6.28)

In der letzten Zeile mufl das Vorzeichen immer passend gewéhlt werden. Beim maximalen Aus-
schlag des Pendels, |0| = g = arccos(—¢), ist der Radikand Null, das Pendel &ndert seine Schwin-
gungsrichtung, die Wurzel ihr Vorzeichen. Die obigen Differentialgleichungen kénnen durch Se-
paration gelst werden. Man erhilt die folgenden Integrale zur Anfangsbedingung ¢t = 0:6 = 0.

/60
d(d/o)

) _
dd
oV 58 — 02 0 0

Das linke Integral lésst sich elementar ausfithren; das rechte mufl durch folgende Substitution auf

th (6.29)

1) _
B / dé
4 \/2cos5—2(:os<50'
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die Normalform fiir elliptische Integrale gebracht werden.

E = sin(6/2), = cos?(6p/2) = 1— k>
sin(6/2) = k siny = ¢Y=9¢0), —0<i< s = —7w/2<¢<7/2
C052(5/2) = 1—k? sin?4.
2cosd —2cosdy = 2 [cos?(6/2) —sin?(6/2)] — 2 [cos®(p/2) — sin?(8p/2)]
= 2[1—2k*sin?y] — 2 [1—k? = 4k*(1 —sin®¢) = (2kcosth)?;
dd = 2d(arcsin(ksiney)) = 2 (1 — k?sin®¢) "2 k cost) d.

Damit wird aus dem Integral in (6.29):

Lineare Néherung Exakte Gleichung
" a(6/60) T
0
t — = wot = / - = F(y(),k);
0 /1—(5/50)2 ’ ) V1K sin® (v(®). k)
= arcsin(0/dg) = f(9,d0). E = sin(60/2),
B . sin(0/2)
P(d) = arcsin Sn(00/2)"

Beide Integrale geben die der momentanen Lage § des Pendels entsprechende Zeit als Funktionen
zweier Verdnderlicher. Links sind dies der maximale Ausschlag dp und der momentane Ausschlag
J, rechts ist die Abhéngigkeit von diesen beiden Variablen etwas komplizierter. F(v, k) ist das
unvollsténdige elliptische Integral erster Gattung; es ist eine Funktion zweier unabhéingiger Varia-
blen, des Moduls k£ und der Amplitude . k wird durch den Maximalausschlag &y festgelegt (oder
gleichwertig auch die durch die Gesamtenergie E bzw. €). Die Amplitude ¢ hingt vom momenta-
nen Ausschlag 6 und vom maximalen dp ab. In der neueren Literatur (Abramowitz-Stegun) und
auch in Mathematica wird statt des Moduls k der Parameter m := k% = sin?(5p/2) verwendet.

Die Periode der Schwingung ist 4x die Zeit fiir eine Bewegung von 0 bis dq:

f dr P(dp) = arcsinl = 7/2;
/1—1‘2 /2 4l
’ wl = 4 v
= 4 arcsinl = 2. J V1 — k2 sin®¢
T = 2r/wy = Ty = 2n\/R/g. — 4 F(x/2,k) = 4K(k).  (6.30)

K (k) heisst vollsténdiges elliptisches Integral erster Gattung vom Modul k. Damit schreibt man
die Schwingungsdauer T des Pendels fiir beliebige Ausschlige

dip
1 — k2 sin®4

woI = 4K(k) = 4K(sindp/2) = 4
= 2r [1 + (%)219 + (%)21# + }

T = Ty [1 + isin2((50/2) - gsin4(50/2) + ] (6.31)

Man sieht, dal die Schwingungsdauer mit zunehmendem Maximalausschlag zunimmt, Abb. 6.10.
Fiir g < 7w ist k < 1 und T ist endlich. Fiir §g = 7 ist ¥ = 1 und T ist unendlich; das Pen-
del schwingt nach oben, bis es verkehrt lotrecht steht. Dazu benétigt es aber unendlich lange
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10 20 30 40 50 60 70 80 90 &o/2

Abbildung 6.10: Das vollsténdige elliptische Integral K und die relative Schwingungsdauer 7'/} in
Abhéngigkeit vom halben Maximalausschlag o = /2. Die Amplitudenabhéngigkeit der Frequenz
wird im Notebook K6MathPend2.nb simuliert.

Zeit. Diese Tatsachen folgen aus den Eigenschaften des vollstdndigen elliptischen Integrals erster
Gattung, Abb. 6.10. Fiir dieses erhilt man die obige Reihenentwicklung, indem man den Inte-
granden in eine (fiir £ < 1 absolut und gleichméssig konvergente) Binomialreihe entwickelt und
dann gliedweise integriert:

K(k) = dip [1 — Kk sin? ] ~1/2

1 1.3 _
i [1 + 5 Ksiny + o ksin'y 4. (6.32)

Fiir kK = 1 divergiert das Integral, die Schwingungsdauer wird unendlich.

w/2
K(1) = /d@Z LI (6.33)
0

costp

Um den Ausschlag als Funktion der Zeit zu erhalten, mufi man Gl. (6.29) nach der Zeit ¢ auflosen.
Links ist dies einfach, rechts wird dies in zwei Schritten ausgefiihrt. Zuerst driickt man die obere
Grenze des Integrals als Funktion der Zeit aus. Die dabei auftretende transzendente Funktion
heifit die Jacobische Amplitude ¢ := am(wyt, k), Abb. 6.11. Aus dem Integral (6.34), das das
elliptische Integral 1. Gattung definiert, ersieht man, daf§ fiir kleine k& das Produkt wot = 1 ist.
Fiir k% nahe bei 1, also 6y nahe bei 180° iiberlagert sich noch eine mit 7' periodische wellige
Kurve.

Im zweiten Schritt bildet man den Sinus und erhélt die Funktion sn(wot, k) = sin(am(wot, k))
(sn = Sinus amplitudinis).
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Lineare N&herung Exakte Gleichung

T dwo/) [
ot = 0/ A - oot = 0/ T P08 63
= arcsin(d/dp) ¥ = am(wot, k)
singy = sin(am(wot,k)) = sn(wot, k)
sing = sim%0 sn(wot, k)
§ = do sin(wot) o = 2 arcsin(sin(;—o sn(wot, k)). (6.35)

Fiir £ nicht zu nahe bei 1 (nicht zu grofie Maximalausschliage dy) sieht die Funktion sn wie ein
gewohnlicher Sinus aus, nur hat sie die Periode 4K (k) statt 27, Abbn. 6.11 und 6.12. Fiir k& nahe
bei 1 wird der sn eckiger. (Durch die Wahl der Abszisse /K werden die sn fiir verschiedene Werte
von k vergleichbar.) |sn| < 1 fiir reelle Argumente. Deswegen oszilliert § in Gl. (6.35) zwischen
—0do und dg. Wegen seiner Periodizitit kann sn in eine Fourierreihe entwickelt werden.

I 0 qm+l/2

IR78 _ 2m+1
kK m:()l q>m

m{@m+1yﬂq (6.36)

k) =

mit dem Nome:

¢(K) =: exp|-7K(V/1 — k2) /K (k). (6.37)

am(t/T,k=s1n(60/2)) sn(t/T,k=sin (50/2))
r K= 0

27 50=175°
— o

377 50=175° 50=90

2 90° 60:50

T 50=5°

0 1 3 t/T

x 7T 2\ 7

2

t/T -1

0.25 0.5 0.75 1

Abbildung 6.11: Links: Die Jacobische Amplitudenfunktion fiir verschiedene Werte des Maxi-
malausschlags dg. Rechts: Die Jacobische elliptische Funktion sn fiir verschiedene Werte des Ma-

ximalausschlags 9. Man beachte, dafl als Abszisse t/T gewihlt ist, damit die Kurven in ihrer
Gestalt vergleichbar sind. Notebook: K6MathPend2.nb.

In Abb. 6.12 wird eine Schwingung mit méfiigen Maximalausschlag (o = 90°, lineare Niherung
noch brauchbar) mit einer Schwingung mit Maximalausschlag §p = 175° des gleichen Pendels
verglichen. Man sieht, wie letztere wegen der léingeren Periode hinter der ersteren zuriickbleibt.

a2) Grenzfall: ¢ = E/mgR = 1, dp = .

Das Pendel besitzt soviel Energie, dafl es bis zur Vertikalen ausschwingen kann, wenn auch mit
unendlich langer Periode, Gln. (6.30) und (6.33). Dieser Fall ist mit elementaren Funktionen
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450 €=1.01

60=180°

180
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650=90° S50=175° 650=90°
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-180 -

Abbildung 6.12: Die Typen von Bewegungen eines ebenen Pendels (L, = 0) als Funktion der
Zeit. Als Abszisse dient ¢/Tp, um die unterschiedliche Lénge der Perioden sichtbar zu machen.
Notebook: K6MathPend2.nb.

losbar. Aus (6.28) folgt mit der Anfangsbedingung t =0: ¢ = 0,6 >0:
5 = woV2V1+cosd = 2wy cos(5/2)

0 _
do S+ S+ 1+ tan(d/4) ¢
_ = 2 1 = 2 = = wo
/ c0s(3/2) . <ta“ I > wol, - tan = [ —tan(s/d) _ ©
tan(6/4) = tanh(wot/2), § = 4 arctan(tanh(wot/2)), tligl 0 = =£m. (6.38)

a3) Rotation : ¢ = E/mgR > 1.

Das Pendel rotiert, daher nimmt § stindig zu (oder ab). Aus (6.21) gewinnt man wieder eine
Differentialgleichung, die durch Separation gelost werden kann. Der dabei auftretende Wurzelaus-
druck wird wieder durch eine Umformung und eine Variablensubstitution auf die Standardform
des elliptischen Integrals erster Gattung gebracht:

6 = wov2Ve+cosd = wyV2 \/6+1—2sin2(5/2) = wo/2(e +1)y/1 — kZsin? )

mit dem Modul k£ und der Amplitude :

2 )
2

= 1 = .
k Y < und 5

Mit der Anfangsbedingung t =0: § =0, §>0 ergibt sich:

5/2
e+1 / dv) <5 )
2 /1= R sy 2 (6.39)

Fiir die Halfte einer Umlaufperiode T', innerhalb derer der Massenpunkt vom tiefsten bis zum
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hochsten Punkt 1duft, findet man:

/2
T d
wof o _ /d] = K(k),
2k J 1 —k2sin®¢
2 1 2 1-3\*/ 2 \°
T = 2K = — |1 - — — ...|. (6.4
0 REC(F) " e+1 - 4 e+1 * (2-4> <5+1> + (6.40)

Um 4 als Funktion der Zeit zu bekommen, mufl man Gl. (6.39) nach ¢ auflésen. Die zu F' inverse
Funktion ist die Jacobische Amplitudenfunktion am; diese besteht aus einem linearen und einem
mit 2K (k) periodischen Anteil (Abb. 6.11, Links),

u = F@,k) = ¢ = am(u,k),
™ gmtt . U
m(u, k) = K T Z:O mE DI+ sin [(m +1) f} (6.41)

mit dem Nome ¢(k) wie in (6.37). Damit bekommt man aus Gl. (6.39) eine Losung, die genau
die in der Geschwindigkeit mit der Periode T' schwankende Rotation beschreibt:

wot 2
0 = 2 k= . 42
am< k’ 5+1> (642)

Abb. 6.12 zeigt auch den zeitlichen Verlauf der ebenen Pendelbewegung im Grenzfall (¢ = 1,
dp = 180°) , fiir schnelle (¢ = 20) und langsame (¢ = 1.01) Rotation.

b) Raumliche Schwingung zwischen zwei Breitenkreisen

Abgesehen von den Spezialfillen ¢ = 0 und ¢ = 0 sind die drei Wurzeln wu; des Polynoms
P(u), Gl. (6.24), paarweise verschieden. Wegen P(1) = —A?/2 < 0 und lim, .., P(u) = +o0
ist ug > 1. ug ist bekannt, sobald u; und ue gefunden worden sind; wofiir meist ein numerisches
Verfahren verwendet wird. Der physikalisch zuléssige Bereich von w = cos ¥ ist durch die folgenden
Bedingungen

—1<cosv=u<1 A Pu)>0.

gegeben. In diesem wird Gl. (6.23) auf die Normalform des elliptischen Integrals erster Gattung
gebracht durch folgende Substitution:

—1l<u <u <wuy<l<uz = e—uy—uy: cost = = uy + (ug — uq) sian.

Ug — U1 u— Ul
k = v/ = arcsin 4/
u3—u1 u2—U1
ug —u1) 28iny cosY 1 = wy \/2 (u).

(
P(u) = (up—u) sin®e [—(uz —u)(1— sm2 w)] [(ul —u3) + (ug — up) sin® @Z)}
(

uy —u1)*(ug —uy) sin®1p cos?y (1—k? sinv).
v = wgwlu?’;ul \/1— k2 sin? .

. .
uz —uq dy
wot = | —2  — (k). 6.43
2 /o 1— K2sin2 ®.5) (6.43)

Die Schwingungsdauer 7' ist 4-mal die Zeit zwischen dem untersten und dem obersten Punkt der
Bahn:

uz — U E k) — K( “2“1>. (6.44)

T / dy
Wl o [P (T
2 4 0 /1—Ek2sin%¢ 2 uz — U
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Die Umkehrung des elliptischen Integrals in Gl. (6.43) geht analog wie nach Gl. (6.34):

u3z — uj

w - am( 2 wot, k)v
sinyy = sinam(y/ 1s ; “ wot, k) = sn(y/ us ; t wot, k))
u = u + (ug—up)sn®( u3;u1 wot, k)) =
2 uz — ul
= cost = cost; + (costy — costy) sn( wot, k)). (6.45)

Die Anderung von ¢ mit der Zeit ¢t oder dem Hilfswinkel 1) berechnet man aus dem Drehimpulssatz
(6.20c) zusammen mit der Losung (6.45) oder der obigen Substitution fiir u.

. . wo)\ . wo)\ o ¢ dt
I e K B e R AC) _WOA/Ol—UZ'
o _ ¢ _ A V2 1 .
dip (0 1 — ['LL1+('LL2—U1) sin21/1]2 Vuz —ug \/1—k2 sin2¢ ’
V2 A v di 1
() = 5 (6.46)

vus —ut Jo /1 —k? sin®y 1 — [ug + (ug — ug) sin®]

Das letzte Integral kann durch elliptische Integrale dritter Gattung dargestellt werden:

W2 1 5 1 5
(p(w) - m |:1—U1 H(¢70417k) + 1+U1 H(T/J,O%k)
mit
afy = (uz —ur)(1Fw).

Da deren Berechnung manchmal schwierig ist, kann es einfacher, wenn auch langsamer, sein (1))
durch numerische Integration des obigen Integrals (6.46) zu bestimmen. Dies wird erleichtert
durch die Symmetrieeigenschaften:

o) = —p(=v); pWxm) = @) E£m e +7/2) = T—@(); 0< <m/2

Einer vollen Periode T' in der Zeit ¢ entspricht ein Zuwachs der Hilfsvariablen % von 0 bis 2.
Deswegen ist der Zuwachs von ¢ in einer Periode:

e2m) = 4 p(n/2) = 21+ Ap.

Die numerische Auswertung zeigt, dal Ay sehr klein ist fiir kleine Schwingungen (vgl. Gl. (6.27)
und Abb. 6.9). Fiir Schwingungen endlicher Amplitude ist Ay > 0; dies gibt einen Zuwachs des
Azimuts eines bestimmten Punktes (z.B. ¢ = v1) im Laufe einer Periode (s. Abbn. 6.13 und 6.14).
Dabher ist im allgemeinen die Bewegung nicht periodisch sondern mehrfach periodisch. Es gibt aber
Ausnahmefille streng periodischer Bewegung, s. Animationen im Notebook: K6SpherPend2.nb.
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Abbildung 6.13: Polarwinkel 6, Zeit t und Azimuth ¢ eines sphérisches Pendels als Funktionen
des Hilfswinkels . 11 = 160°, 92 = 110°. Notebook: K6SpherPend1.nb.

o)

Abbildung 6.14: Projektion der rdumlichen Schwingung eines sphérischen Pendels auf die x, y-
Ebene. 91 = 160°, 99 = 110° . Die erste Periode wurde rot, die zweite blau strichliert gezeichnet.
Die perspektivische Darstellung dieser Bahnkurve wurde bereits in Abb. 6.6 gezeigt. Notebook:
K6SpherPendl1.nb.
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Kapitel 7

Systeme von Massenpunkten

Bisher ist nur die Bewegung eines einzelnen Massenpunktes im Felde duflerer Kréfte untersucht
worden. Nun soll der Fall von mehreren Massenpunkten untersucht werden. Zuerst werden die
Bewegungsgleichungen aufgestellt und die grundlegenden Eigenschaften der Losungen diskutiert.

7.1 Die Krifte und die Bewegungsgleichungen

Das System besteht aus n Massenpunkten. Der p-te Massenpunkt hat die Masse m,. Seine
augenblickliche Lage wird durch den Vektor 7, angegeben, s. Abb. 7.1(a). Die Bewegung des
p-ten Massenpunktes wird durch die Newtonsche Bewegungsgleichung beschrieben:

mu%u:ﬁw p=12....n, (7.1)

=

F,, ist die Resultierende aller am p-ten Massenpunkt angreifenden Kréfte. Die obigen n Vek-
torgleichungen (7.1) bilden ein System von 3n gewohnlichen Differentialgleichungen 2. Ordnung.

mp

F F=-F
rTL. uv - - V= Y om
(b)
Abbildung 7.1: a) Lage mehrerer Massenpunkte; b) Reaktionsprinzip.

Die Krifte werden in 2 Gruppen geteilt:

1. AuBere Kriifte:
Fl (T 7.7#; t, duflere Parameter).
Sie héngen nur von den Koordinaten des u-ten Teilchens und eventuell von dessen Ge-
schwindigkeit und von der Zeit ab. Auflere Parameter sind z.B. elektrische und magnetische
Feldstérke oder andere physikalische Gréflen, die die Kraft charakterisieren und unabhéngig
von 7, und _;7;1 sind.
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2. Innere Krifte: (Wechselwirkung der Massenpunkte untereinander)
Fiir diese werden nur Zweikorperkréafte in Betracht gezogen.

— —

Fy (T, 7y, 7y, 7y Parameter der Massenpunkte), F,, =0,

ist die Kraft des v-ten Massenpunktes auf den u-ten Massenpunkt. Parameter der Massen-
punkte sind z.B. ihre Masse, ihre Ladung, ihre elektrischen und magnetischen Momente,
usw. Die Wechselwirkung eines Massenpunktes mit sich selbst, F,,, wird Null gesetzt.

In der Natur entstehen die Kréfte durch Wechselwirkung der Teilchen, im Prinzip gibt es also
nur innere Kréfte. Aber oft kann ein System in zwei Teile geteilt werden, sodafl die Wirkung des
ersten Teiles auf den zweiten vernachlissigt werden kann. Dann kann man die Kraft des zweiten
Teiles auf den ersten als &uflere Kraft behandeln. Die Wechselwirkung der Bestandteile des ersten
Teiles untereinander gibt die inneren Krifte.

Die inneren Kréfte sollen zwei Voraussetzungen erfiillen:
1. Das Reaktionsprinzip (3. Newtonsches Axiom, actio = reactio)
Fo=—-Fu, (7.2)
ist ein allgemeines Grundgesetz der Mechanik (s. Abb. 7.1 b)).

2. Die inneren Krifte sind Zentralkréfte, sie héingen nur vom relativen Abstand 7, — 7,
der beiden Massenpunkte ab und wirken nur in der Verbindungslinie 7, — 7,

ﬁm/ H 'Fu - 7:»1/ . (73)

Dies ist grundsétzlich naheliegend, weil fiir die beiden Massenpunkte ist im freien Raum
7, — 7, die einzige ausgezeichnete Richtung. Die meisten Kréfte in der Natur erfiillen diese
Bedingung.

Man kann zwei Arten von Systemen unterscheiden:

1. Freie Systeme: Die Massenpunkte sind bei der Bewegung unbehindert und folgen nur den
einwirkenden eingepragten Kréften.

2. Gebundene Systeme: Fiir die Koordinaten und/oder Geschwindigkeiten der Massen-
punkte liegen einschrinkende Bedingungen vor, z.B. der Abstand der Massenpunkte muf}
immer konstant bleiben (starrer Korper), oder die Massenpunkte miissen sich auf vorge-
schriebenen Kurven oder Flichen bewegen. Diese Nebenbedingungen miissen dann durch
die Einfiihrung von Zwangskréften berticksichtigt werden.

7.2 FErhaltungssitze fiir Massenpunktsysteme

Hier werden nur freie Systeme betrachtet. Die Erhaltungssitze werden aus den Bewegungsglei-
chungen abgeleitet:

muﬁu = Fu(ry) + ZFMV(F,M?FV)' (7.4)
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7.2.1 Gesamtimpuls und Schwerpunkt

Die Gesamtgrofien (Gesamtimpuls, -masse, -drehimpuls, usw.) sind definiert als die Summen der
entsprechenden Einzelgrofien. Fiir griechische Indices kein Summationsiibereinkommen. Zu ist
immer Zzzl, ebenso fiir v. Der Gesamtimpuls ist

n n

P= Z P, = Zmuf"’ﬂ = Zmu Uy (7.5)
n

pn=1 pn=1

Durch Summation der Bewegungsgleichung (7.4) ergibt sich

. d ) d - . -
> myi, = %Zm,f“ = ZP= S EAY Fuu.
B B B BV
d - . =0
P = > Fu(#). (7.6)
w

In der oberen Zeile ist die Doppelsumme auf der rechten Seite Null wegen des Reaktionsprinzipes,
Gl. (7.3). Nun werden Schwerpunkt 7"y und Gesamtmasse M eingefiihrt.

M = imu, Ty 1= % Zmuf'w (7.7)
H 7

Aus Gl (7.5) und (7.7) folgt dann

P = ¥, muiy = Mi, = M,

] . (7.8)
- 7. Lo

&P = M S = 3 Fu(i).

Die zeitliche Anderung des Gesamtimpulses wird nur von den HufBleren Kriiften ver-
ursacht, die inneren kénnen dazu nichts beitragen. Der Schwerpunkt bewegt sich so,
als ob die gesamte Masse des Systems in ihm vereinigt wire und alle dufleren Kriifte
nur an diesem Punkt angriffen. Dies ist eine Folge des Reaktionsprinzipes.

Ist die Resultierende der &ufleren Kréfte Null (meist wird dies nur der Fall sein, wenn alle F, = 0
sind), dann gilt der Erhaltungssatz des Impulses und des Anfangsschwerpunktes:

Bei Abwesenheit duflerer Krifte ist der Gesamtimpuls konstant; der Schwerpunkt bewegt sich
mit gleichférmiger Geschwindigkeit.

. d - .
gpﬂzo = %P:O, P = const., (7.9)
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7.2.2 Gesamtdrehimpuls

Die Bewegungsgleichung (7.4) wird von links mit 7, &uferlich multipliziert und das Produkt iiber
p summiert. Dies gibt

d L L = R
%ZmuruXTM:ZTMXFM"_ZTMXFW‘ (7.11)
1 1 vop

Die zweite Summe auf der rechten Seite wird in zwei aufgespalten, in der so erhaltenen zweiten
Summe werden die Summationsindices umbenannt.

S x By = 3 x B+ quxﬁyw{ it

v v>p v<p
E FVXFW:—E Ty X Flu;
p<v >
E Ty X Fy = g (7 —7) x Fu = 0.

v V>

Nach diesen Umformungen sieht man, dafl der Beitrag der inneren Krifte verschwindet, wenn die-
se Zentralkrifte, Gl. (7.3), sind. Mittels der Definitionen des Gesamtdrehimpulses und -momentes
der dufleren Krifte 148t sich Gl. (7.11) schreiben als

L= "L,=> myu(Fx); (7.12)
Iz H

M=) M,=> 7 x Fu(F). (7.13)
H H

L=M. (7.14)

Sl

Die zeitliche Anderung des gesamten Drehimpulses eines Systems ist gleich dem
resultierenden Drehmoment der dufleren Krifte. Auch hier spielen die inneren Krifte
keine Rolle, solange sie Zentralkréfte sind.

M=0 =— [ = const. (7.15)

Erhaltung des Gesamtdrehimpulses ist gewéahrleistet, wenn das resultierende Moment der
duleren Kréfte Null und die inneren Krifte Zentralkrifte sind.

Im allgemeinen ist der Drehimpuls vom Bezugspunkt abhéngig. Eine ungiinstige Wahl des Be-
zugspunktes kann daher eine zeitliche Verdinderung des Drehimpulses, also eine Verletzung der
Drehimpulserhaltung vortduschen. Geht man vom Bezugspunkt 0 zum neuen 0’ im Abstand 79
(Abb. 7.2(a)) iiber, ergibt einfache Ausrechnung:

Ty = 7o+
L = Zﬂmufuxﬁ“ E’:Zum“ﬁixﬁ’h
L = Y,mufo+7) x (fo+1i7)
= M(i x %) + (S, mui) X Fo + 7o x X, myiy + L

Aus der vorhergehenden Gleichung ersieht man, daf L=1I , also der Wert des Drehimpulses
unverdndert bleibt, wenn
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OI

(a)

Abbildung 7.2: a) Wechsel des Bezugspunktes; b) Schwerpunktsbewegung ohne duflere Krifte.

1. der Bezugspunkt 7y und der Schwerpunkt 7 in Ruhe sind:
S0 A F— 1 Z >0
o = TS—MMmMrM— ,

oder
2. der Schwerpunkt der Bezugspunkt ist (dieser muff dann nicht in Ruhe sein (vgl. Abb.
7.2(b)):

— —

o = Tg — mu

7.2.3 Energiesatz

Die Bewegungsgleichung (7.4) wird mit 7%’“ innerlich multipliziert, das Produkt iiber p summiert.
Der Ausdruck auf der linken Seite ist die gesamte kinetische Energie T

d m S L
%Z 2# ,121 - Z(Fﬂvvu)"i'Z(FumUu)a (7.16)
K 15 Vi
_ My 2
To= ) S
o
Wird die vorletzte Gleichung iiber die Zeit integriert, ergibt sich:

2 dT b2 = S
/t; th_TQ—Tl = /t; {Z(FH’TH> + ;(FMV,TM)}C& (717)

n
t

= /2{2 ,diy) +Z /w’dru }
t1 u

Die Anderung der kinetischen Energie ist gleich der von den #ufleren und inneren
Kriften geleisteten Arbeit. Hier fillt der Beitrag der inneren Kréfte nicht heraus wie bei den
Sétzen fiir den Gesamtimpuls, Gl. (7.8), und fiir den Gesamtdrehimpuls, Gln. (7.13), (7.14).

Wir nehmen zusétzlich an, dafl die dufleren und inneren Krifte Potentiale besitzen:

Eu (7)) = =V, V(7 VT, T, . . . Ty ZV (7.18)

)
(7)) = =V, Ve
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Der Nablaoperator V,, wirkt nur auf den Ortsvektor 7,.

Fiir die inneren Krifte konnen wir wegen der Voraussetzung, da8 sie Zentralkrifte sind, Gl. (7.3),
ansetzen:

ﬁ,uu(f:uu) = _VMV;UJ(TMV)a (719)

Tw = [Ty — 7]

Das Reaktionsprinzip, Gl. (7.2), verlangt nun

Fpu = ~ViVou(run) (7.20)
= #/w = ViV (rw).
Setzen wir nun
Vi () = Vou(ruw) (7.21)
(z.B. ist das Potential zwischen zwei Ladungen
euey B evey
| 7y — 7 | G — 7 |

von dieser Form), so ist die obige Bedingung, Gl. (7.21), erfiillt.

AV (T0)

F#V(F#V) = =V Vi =— dr

N
_dVW(rW) Ty — Ty

dru (7 — )%

Wegen (7.19) und (7.21) bekommen wir:
FV/,L(FV[,L) = _vyvyu(ryu) = _VVV,uV(TuV)

_ dVuw (ruw
— u (ruv) v / _ 7”1/
druy

_dVHlI(THU) Tu—Ty —1) = —F,u.u(_’ )

druy \/W(

In der Summe fiir die von den inneren Kréften geleistete Arbeit werden jeweils die obigen beiden
Ausdriicke zusammengefaft:

(Fupydiy) + (Fopydity) = —=(VuVou (ru), din) — (Vy Vi (), A7)
== _quu;

> B i) = S { B diy) + (B dii) } = = 3 Vi = = av'

W,V u>v uw>v

S (F,di) = =) dV (i) = —dve.
"

I

Gl. (7.17) kann damit in folgender Weise umgeschrieben werden
to . .
-1 = / {— ZdVM - Z dVW} ==V 2)+ VY1) -V'(2)+ V1),
t 1 p>v
T+ Vi) + Vi) = Ta+V*2)+V'(2) = const. :=FE
Dies gibt den Satz von der Erhaltung der Energie

E=T+V®+V® = const. (7.22)
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T = Zu n;“ 173;
Ve = 3 V(i) FL(7) = -V, VY%
veo= Z,u>l/ V,UV(FNV)? Zu FW(FW ) = _vuvi-

Die kinetische Energie kann noch umgeschrieben werden, indem man den Schwerpunkt als Be-
zugspunkt einfithrt:

Py =T+ T, T =T T (7.23)
. . 2 R N
T = Zu%ri = Zu%rg + Zu%nﬁ + (rs,Zm#rﬁ)
I
————
. =0 (7.24)
= % vz + Zu% Flf
= Ts + Tz

Die kinetische Energie ist gleich der kinetischen Energie des im Schwerpunkt ver-
einigt gedachten Systems, vermehrt um die kinetische Energie der Massenpunkte
beziiglich des Schwerpunktes. Denn der 3. Term der obigen Gleichung verschwindet wegen

VS N ., Lo
g m#r#—g m#(ru—rs)—g my, 7y — M 7y = 0.
I p

0

Z.B. ist die Gesamtenergie eines neutralen Atoms mit Z Elektronen und mit fixem Kern (der als
Bezugspunkt gewéhlt wird) im freien Raum

4 9 4 2 n<v=2 9
— m e e
E = 5Xu - X5+ X oo
v=1 p=1 1=p<v
= T + Ve + V.

7.3 Das Zweikorperproblem

Das einfachste Mehrkorperproblem ist das zweier Korper. In diesem Fall lassen sich auch noch
in einigen Féllen Losungen angeben.

7.3.1 Elastischer Stof3 zweier Massen

Es wird die Bewegung zweier Massen im freien Raum betrachtet. Die beiden Massen erfahren
eine Wechselwirkung, also eine Kraft, nur beim Stof. Da dieser als elastisch vorausgesetzt wird,
gelten die Erhaltungssitze fiir Gesamtimpuls und -energie. Diese lassen sich sehr zweckméfBig
zur Behandlung des Problems heranziehen. Eine weitere Vereinfachung ergibt sich, wenn man
den Stofivorgang im Schwerpunktsystem (dort ist der Gesamtimpuls Null) betrachtet. Die Be-
obachtung des physikalischen Vorganges erfolgt natiirlich im Laborsystem. - Die nachfolgende
Darstellung ist einer unverdffentlichten Arbeit von Dr. H. Neuer (mit Erlaubnis des Autors)
entnommen.

Die Koordinaten der Massen m; und ms im Laborsystem (LS) und im Schwerpunktsystem (SS)
sind:

vor dem Stof3 nach dem Stof

LS 71, T2; U1 =71, U2 = 7T2; T1, T2;01, U2
e A= Y R B (N N T i

SS T1, T9; U{ =71, U3 = Ta; T1, T2; Vi, V2.
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Abbildung 7.3: Die Geschwindigkeiten zweier Teilchen vor und nach dem elastischen Stof3 (Zeich-

nung von F. Schiirrer)

Die Umrechnung vom LS ins SS erfolgt mittels der Galileitransformation

o= 7_';/"‘7?57 77i:6i/+1757 i =1,2;
= 7 + Ust.
Impulssatz im LS:
PL+pe = mit + mats
= D1+DP2 = myU1 + mals.
Energiesatz im LS:
1 2 L Loy 1 52 & 1 52
—MmMav —Movs5 = —MM1 U —MmovUs.
o MIVL T 5 MUy = STMUL T+ M2y

Impulssatz im SS:
P+ P2 =pl+ps=0.
Energiesatz im SS:

1 2 2 2 1 2

/ / —/ —/
—miv1 + —MoUy = —miv1 + —Mmovy .
2 2 2 2

Aus Gln. (7.25) und (7.28) folgt

Pit+ps = my(0 —Us) +me(th —Us) =0,

175 = (mlﬁl +m2172)/M, M = mq + ms.

Aus Gl (7.28)
miTi + me¥s = 0 = my0] + mavs

folgt
01| = (ma/m1) |55],  |0f] = (mz/m1)|v3]

und damit aus dem Energiesatz (7.29):

CHIEAGHE
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Im SS hat jedes Teilchen nach dem Stofl den gleichen Betrag der Geschwindigkeit wie vor dem
StoB. Da im SS die Impulse entgegengesetzt grof sein miissen, kann man ansetzen (s. Abb. 7.4):

!

1

[ =—vile  v3=|vsle (7.32)

€ ist ein willkiirlicher Einheitsvektor; er enthélt 2 Freiheitsgrade, die erst durch den eigentlichen
Stolvorgang niher bestimmt werden. Von den 6 Freiheitsgraden, die die beiden Massenpunkte
mq, mgy besitzen, sind aufgrund der 4 Erhaltungssétze (der 3 Komponenten des Gesamtimpulses
und der Gesamtenergie) nur diese 2 Freiheitsgrade iibrig geblieben.

Riicktransformation ins LS gibt als Resultat

ol = U1 =T = ma(th —1)/M

Uy = Uy —Us = —ma(th —)/M

U = Ts+0{ = (mi0+math)/M — ma|th — va|€/M
Vo = Ts+v3 = (my0y+ math)/M + my|vy — va|€/M

Man beachte, dafi der Einheitsvektor €im SS bestimmt werden muf}! Die letzten beiden der obigen
Gleichungen geben folgenden Sachverhalt wieder (s. Abb. 7.3): Die Geschwindigkeit des Schwer-
punkts bleibt wihrend des ganzen Vorgangs unverdndert. Die beiden Geschwindigkeitsvektoren,
die den Einlauf der Teilchen beschreiben, spannen eine Ebene auf; die des Auslaufes eine andere
Ebene. Der elastische Stoflvorgang bewirkt das Umschlagen von der einen Ebene in die andere.
Dieser fiihrt auch den Vektor der anfanglichen Relativgeschwindigkeit v..; = ¢} — ¥ in den neuen
Relativvektor O,¢; = 0] — U9 = € |U1 — U] tiber; der Vektor der Relativgeschwindigkeit dndert
seine Richtung, nicht aber seinen Betrag.

LS

L p=¢/2

P1

Abbildung 7.4: Stof§ auf ein Targetteilchen. a) Schwerpunktsystem, b) Laborsystem.

Der Stofl auf ein ruhendes Target

Es wird nun ein wichtiger Spezialfall weiter behandelt: mgo sei vor dem Stofl in Ruhe, v = 0.
Dann liegen die 3 Vektoren @, 91, U2 wegen des Impulssatzes (7.26)

mv; = m 51 + mo 52 (733)

in einer Ebene.
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Wir setzen an
171 = (U,0,0), 172 =0 im LS,

(cos(2¢),sin(2¢),0), ¢ =2¢ im SS.

€
Damit erhélt man aus Gl. (7.33) fiir das stoBende Teilchen

- v my — mgcos(2p)
_ _ , 7.34
vl mi1 + mso < —  masin(2p) ( )

und fiir das gestofiene Teilchen (Zielteilchen = Targetteilchen)

- 2myvcosy <cos cp) '

Vg = .
mi + mg \SIn @

(7.35)

2y ist der Winkel im SS (s. Abb. 7.4). Man sieht aber aus Gl. (7.35), dafl ¢ der Ablenkwinkel
fiir v9 im LS ist. Der Ablenkwinkel fiir v sei ¢ :

sin(2y)
ML — cos(2p)

m2

tand = — (7.36)

Bei der Inversion dieser Formel erhélt man nicht den vollen Bereich —m < ¢ < 7 wegen der
Beschrinkung des Hauptwertes des arctg. Am besten geht man von Gl. (7.34) aus und rechnet
re® = my /mg — cos(2¢) — isin(2¢). (7.37)

Weitere Spezialisierung auf gleiche Massen gibt

mip = ma, V2 = 0.
(2. (7). o
— COos Sin @
— 51L52, 194’902900

Im LS stehen nach dem Stof8 die beiden Geschwindigkeiten aufeinander senkrecht, wenn mi = mo.
Es gibt keine Riickwértsstreuung. Diese ist nur moglich, wenn my < my ist.

Der Stofl zweier glatter Kugeln

Wir wollen die vorliegende Theorie des Stofles eines Teilchens auf ein ruhendes noch weiterent-
wickeln, um den Einheitsvektor € und den Streuwinkel ¢ aus der StofSgeometrie zu berechnen.
Um die Berechnung ohne allzugrofien Aufwand durchfiihren zu kénnen, miissen wir voraussetzen,
dafl die beiden Kugeln (Masse m; und Radius r1; bzw. mg und r9) ideal glatt sind. Die Stof-
geometrie ist im LS und im SS gleich, s. Abb. 7.4. Beim elastischen Zusammenstofl der beiden
ideal glatten Kugeln wird keine Energie in Rotationsenergie umgesetzt, es werden nur die Kom-
ponenten der Impulse p{ und p4 in Richtung der Verbindungsachse @ der beiden Kugelzentren
umgekehrt. Dies gibt fiir den Impuls der auslaufenden Kugel 1

ol = apl,a) + [pl—a@i a)l,
pi = —apl,a) + [pl—a@i a)l,
= mit, = miv{ — 2d(vf,d)m
= -—mle] x [2a(Z,a) - 2]
mit
d@| =1



Abbildung 7.5: Geometrie des Zusammenstofles zweier Kugeln

Wegen
—/

Ul = —|vi| €

ist also

2d (01 /v},d) — o{/v (7.39)
= (cos(2¢), sin(2),0).

oy
|

Der Einheitsvektor @ bestimmt den Vektor € und damit den Streuwinkel ¢. Fiir das behandel-
te ebene Problem ist das nur ein Freiheitsgrad und dieser wird durch die Komponente von @
senkrecht zu p (oder p)) bestimmt. Diese hiingt ihrerseits von den beiden Kugelradien und vom
Abstand d der beiden Zentren im Augenblick des Zusammenstofes ab (7.5):

Fiir d < (11 4 ) ist

i = (V(ri+72)?=d,d,0)/(r1 +72),
(_1'171//1)/1 = (T1+T‘2)2—d2/(7‘1+7“2).

Aus Gl (7.39) erhélt man fiir den Winkel ¢, um den die vor dem Stofl ruhende Masse mso
abgelenkt wird:

sinp =d/(r1 +1r2).

Der Streuwinkel 9 der einlaufenden Masse m; wird aus Gl. (7.37) berechnet. Fiir d > (r1 + 72)
findet kein Stof statt:
@=(0,1,0), @=19=0.

In Abb. 7.6 werden die Streuwinkel als Funktion des relativen Abstandes der beiden Kugeln
gezeigt. Die einlaufende Masse m kann nach riickwérts gestreut werden, wenn sie leichter als
das Target mo, sonst nicht.

7.3.2 Das Zweikorperproblem mit Wechselwirkung

Zur Behandlung des Zweikorperproblems ohne duflere Kriéfte gibt es einen Satz von Koordinaten,
der vorteilhafter ist als die Koordinaten relativ zum Schwerpunkt, wie sie in Gl. (7.23) eingefiihrt
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Abbildung 7.6: a) Streuwinkel des Targetteilchens ms; b) Streuwinkel des stoenden Teilchens m;.

worden sind. Diese giinstigeren Koordinaten sind die Lage des Schwerpunktes 7s und der relative
Abstand 7 der beiden Massenpunkte.

s = (mlfl -+ mgfg)/M, (740)
Fo= o, U=7

M = mq+ms, mi > mso. (7.41)

o= 7 —mar/M, (7.42)

Ist eine der Massen, m; (Sonne), wesentlich schwerer als die andere, ma (Planet), dann unter-
scheidet sich 7 nur wenig von 7; und 7 ist fast derRadiusvektor von der Sonne zum Planeten.

Aus den Bewegungsgleichungen fiir die beiden Massenpunkte folgt durch Addition die Bewe-
gungsgleichung fiir den Schwerpunkt (vgl. Gln. (7.4) - (7.8)):

my 71 = Fio(fi —73), mo iy = Fy(rfh—7) = —Fia;
mip 7 +me Ty = Mr, = Fia+ Iy = 0.

Setzt man Gln. (7.42) in die obigen Bewegungsgleichungen fiir 7} bzw. 75 ein, dann ergibt sich in
beiden Féllen dieselbe Gleichung:

mo ’;:.’2 = m27%5 + mime ’F/M = ﬁgl(F);
=0
2 ro= F(F% (ﬁ = FQl = —1*:12)»
(7.43)
pwo = myme/(mp+mo) < mg < my.
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Abbildung 7.7: Schwerpunkts- und Relativkoordinate im Zweikorperproblem

1 heilt die reduzierte Masse. Durch die Einfiihrung der Koordinaten 7; und 7 wird das Problem
der relativen Bewegung zweier Massen in ein fiktives Einkorperproblem verwandelt, in dem die
reduzierte Masse die Rolle der Einteilchenmasse und das Wechselwirkungspotential die Rolle des
Potentials einer ”fiktiven dufleren Kraft” spielen.

Einsetzen der Substitutionen (7.42) in den Ausdruck fiir die kinetische Energie ergibt:

_omui2 , mai2 Mo i g2
T =30+ g = i+ 5un

(7.44)
= T, + T.

Die kinetische Energie des Schwerpunktes Ty ist bei Fehlen duflerer Krifte konstant und kann
daher weggelassen werden, wenn nur die innere Bewegung des Systems interessiert. Dann lautet
der Energiesatz

B =T, + V(i) = %” + V(). (7.45)

Ist die Kraft zwischen den beiden Massenpunkten eine Zentralkraft, dann ist V() = V(r). Daher
konnen wir sofort die Losung des Keplerproblems fiir unendlich schwere Zentralmasse aus §5.2
ibernehmen. Dabei bleibt die Konstante C' in Gl. (5.15) unverdndert. Die Masse m ist sonst
iiberall durch i zu ersetzen

V(r)= 9, C' = —v my mo, oder €2Z1Z2/47T€0;
T
-Z: = ILL(FXU)7
A = (FxL)/C + F/r,  A=+\/1+2L2E;/uC;
2
po__ LwC (7.46)

1-4 cos(7, A)

Als erste Anwendung betrachten wir ein isoliertes Zweikorperproblem (Doppelsternsystem). Das
relative Verhéltnis der beiden Massen ist fiir die nachfolgende Betrachtung der Keplerschen Ge-
setze unwesentlich.

1. Jeder der beiden Koérper bewegt sich lédngs eines dhnlichen Kegelschnittes um den gemein-
samen Schwerpunkt (= Brennpunkt jedes Kegelschnittes), s. Notebook: K7Doppelst.nb.
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2. Der Fliachensatz gilt auch hier: Dabei bestimmen die relative Position und die Geschwin-
digkeit der beiden Massenpunkte die Flidchengeschwindigkeit.

L
— At
21

Fa =

(P — 1) % (i — 771)‘ = const. (7.47)

3. Fiir das dritte Keplersche Gesetz berechnet man analog wie in Gl. (3.41), (vgl. §5.2.3)

L L L?

— At = Fp: —Tz@bﬂzwaZ\/l—zs?, a(1—62) = - —3

20 24 uC
T2 M2 ol 47‘(’2 1
o4t a1 =) = gyt - 2 - 7.48
ad T2 a(l —¢€7) T v my + mo ( )

Beide Korper haben die gleiche Umlaufdauer T auf ihrer jeweiligen Bahn; 2a ist ihr maxi-
maler Abstand.

Fiir das Planetensystem kann das obige Resultat nur in einer Ndherung beniitzt werden: Die An-
ziehung der Planeten untereinander wird vernachlissigt gegeniiber der Kraft der Sonne (Masse
myq). Fiir mg wird die Masse des jeweils betrachteten Planeten eingesetzt. Dieses Nidherungsver-
fahren ist nur sinnvoll, wenn die Zentralmasse m; grof§ ist im Vergleich zur Masse aller Planeten.
Dann ergibt sich fiir die Keplerschen Gesetze:

1. Bei Vernachldssigung der gegenseitigen Anziehung der Planeten untereinander und ihrer
Wechselwirkung iiber die Sonne, bewegen sich die Sonne und der betrachtete Planet auf
dghnlichen Kegelschnitten um den gemeinsamen Schwerpunkt. Fiir my >> myo ist my fast
in Rubhe.

Im Sonnensystem ist Jupiter der schwerste Planet, Saturn der zweitschwerste.

Sonne: m = 2.10%y,
Jupiter: ma = 2.10%, Saturn: ma = 5,7-10%g;
me/M =~ mg/m; =103, ma/m; =~ 2,9-1074

Unter der Annahme, dal jeweils nur einer dieser beiden Planeten um die Sonne kreist,
ergeben sich aus Gl. (7.40) folgende Werte fiir die mittleren Bahnradien

Tjup = T78-10%km, reg = 1428-10%km,
ro = 0,778 -10%km, re = 0,41-10%m.

Vergleicht man diese mit dem Wert des Sonnenradius R = 0,695 - 10 km, sieht man, dafl
der gemeinsame Schwerpunkt des Systems Sonne - Jupiter (Saturn) in der Sonnenkorona
liegt.

2. Der Fliachensatz gilt nur ndherungsweise unter den Voraussetzungen wie in 1.

3. Es folgt aus Gl. (7.48)
T2  4w? 1
a®  ymy 1+ ma/my

Die Umlaufzeiten aller Planeten gehorchen dem 3. Keplerschen Gesetz nur dann, wenn die
Gesamtheit ihrer Massen klein ist gegen die Zentralmasse mj.
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Kapitel 8

Bewegte Bezugssysteme

Die Newtonsche Bewegungsgleichung (3.1) gilt nur in Inertialsystemen. Untersucht man einen
Bewegungsvorgang in einem System, das kein Inertialsystem ist, dann mufl man Zusatzeffekte
beriicksichtigen, die von der beschleunigten Bewegung des Systems und der Trégheit der Massen
herriithren. In den Bewegungsgleichungen treten dann neben den eingeprigten Kréften noch die
Tragheitskrifte auf.

8.1 Inertialsysteme

Ein System heifit Inertialsystem, wenn in ihm ein Korper keine Beschleunigung erfahrt, wenn
keine dufleren Krifte auf ihn wirken:

mi =0 wenn F = 0. (8.1)
Wir betrachten die Menge der Inertialsysteme. Das erste sei das von Gl. (8.1). Ein zweites sei:
mr = F = 0. (8.2)

Aus (8.1) und (8.2) folgt, daf die Beschleunigungen gleich sein miissen. Zweimalige Integration
dieser Gleichung gibt:

F= =0 7 = @+,
7= 7+ vt + 7. (8.3)

Die letzte Beziehung besagt, daf} es eine 6-parametrige Menge von Inertialsystemen gibt. Jedes
Element ist durch ein spezielles Wertesextupel der Integrationskonstanten o und 7y gekennzeich-
net. Die Erfahrung zeigt, dafl es solche Koordinatensysteme tatséchlich gibt: Systeme, die relativ
zum Fixsternhimmel in gleichférmiger Bewegung sind, sind in guter Naherung Inertialsysteme.

8.2 Raumfestes und korperfestes Bezugssystem

Wir betrachten zwei rechtshéindige Koordinatensysteme (Abb. 8.1). Das erste System, S, mit den
orthonormierten Basisvektoren € !, & 2, & 3 heilt raumfestes System; es ist ein Inertialsystem.
Das zweite System, S, ist ebenfalls ein rechtshéindiges mit den orthonormierten Basisvektoren
¢'l,@'2,&"3; es heift kbrperfestes System. Es wird spiter ein bewegtes, sogar beschleunigtes
System sein; zunéichst wird es ebenfalls als fix betrachtet. Der Vektor @ weist vom Ursprung O
des Systems S zum Ursprung O’ von S’. Zu ein- und demselben Raumpunkt P weist von O der
Vektor 7 (mit Komponenten x; beziiglich S) und von O der Vektor #/ (mit Komponenten z/

beziiglich S’) :
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1

224

Abbildung 8.2: a) Der Winkel o;;» zwischen dem raumfesten Einheitsvektor € * und dem korper-
festen Einheitsvektor & 7. b) Das gestrichene System Koordinatensystem ist gegen das ungestri-
chene um den Winkel ® verdreht.

F=a+7 (8.4)
In S lauten die Komponenten dieser Vektorgleichung;:
v = a + &7,
= a; + ay ;. (8.5)
Die 3 x 3 Matrix
A= (ay) = @12 mit &7 = cosay (8.6)

ist aus den Komponenten gebildet, die die Basisvektoren € 7 des Systems S’ beziiglich S haben;
sie werden durch Normalprojektion der Einheitsvektoren € 'J auf die Koordinatenachsen von S
gebildet und sind gleich den Richtungskosinussen, Abb. 8.2(a). Der Winkel «;; liegt in der Ebene,
die von den beiden eben genannten Vektoren aufgespannt wird. Die Drehmatrix (a;;) ist reell
und orthogonal:

AA = E: ajja; = 6 (a) AA = E: ajiajy = 0. (b) (8.7)

Fiir den Spezialfall, daf§ die Urspriinge der beiden Systeme zusammenfallen und das gestrichene
System S’ gegeniiber dem ungestrichenen S um den Winkel ® verdreht ist, ergibt sich (Abb.
8.2(b)):
cos® —sin® 0
A = sin® cos® 0 |. (8.8)

0 0 1
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3/

Knotenlinie = 1

Abbildung 8.3: Die Eulerschen Winkel.

Echte Vektoren kénnen parallel zu sich selbst im Raum verschoben werden. Sie lassen sich als
Differenzen von Ortsvektoren darstellen. Gem#f dieser Definition ergibt sich aus (8.5) fiir echte
Vektoren das folgende Transformationsgesetz

ci = T — Yi: c = aijc;. (8.9)

8.3 Die Eulerschen Winkel

Wenn zwei rechtshéindige Koordinatensystem irgendwie zueinander stehen, kann man das eine
in das andere durch zwei Operationen iiberfiithren: 1) durch eine Translation um einen Vektor a
schiebt man den einen Ursprung in den anderen; 2) durch eine Drehung bringt man entsprechende
Koordinatenachsen zur Deckung. Diese Drehung kann auf mehrere Weisen festgelegt werden. Hier
werden nur zwei behandelt: a) die Angabe eines Drehvektors: b) durch drei Winkel, die Eulerschen
Winkel.

Wir beschrinken uns nun auf die Drehungen, setzen also bis auf weiteres den Vektor @ in GI.
(8.5) Null. Eine Drehung kann durch die Angabe eines Einheitsvektors e; fiir die Drehachse und
eines Drehwinkels @ festgelegt werden. Dann kann man die Komponenten der Basisvektoren des
gedrehten Systems S mittels des Drehtensors berechnen:

Dzj(g,@) = e € + (51] — € 6]') cos® — €ijs €s sin @; (810)
ef = Di(e,®)eh. (8.11)

7
Diese Darstellung hat den Nachteil, dafl die 4 Parameter e, €2, e3 und ® einer Nebenbedingung
unterworfen sind (e;e; = 1).

Es ist zweckméfBiger, ein System von 3 Winkeln zu verwenden, die voneinander unabhéingig sind.
Ein solches sind eben die Eulerschen Winkel. Diese geben die Lage des koérperfesten Systems S’
relativ zu raumfesten S an. Letzteres wird in seine in Abb. 8.3 angegebene Endlage in 3 Schritten
iibergefiihrt: Zuerst wird das gestrichene System um die 3-Achse (die 3’-Achse fillt wihrend dieses
Schrittes noch mit der 3-Achse zusammen) um den Winkel ¢ in positivem Sinn gedreht. Die neue
Lage der 1’-Achse heifit die Knotenlinie. Im zweiten Schritt wird das korperfeste System um
die Knotenlinie um den Winkel ¥ gedreht. Diesen Winkel schliefen auch die 1’-, 2’-Ebene und die
1-, 2-Ebene ein. Die momentane Stellung der 2’-Achse gibt die Querachse. Im letzten Schritt
werden die 1’- und 2’-Achse um den Winkel ¥ um die 3’-Achse in die Endlage gedreht.
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Der vom gemeinsamen Ursprung O beider Systeme zum Punkt P weisende Vektor OP hat in S
die Komponenten z; , in S" die Komponenten z’; .

oP = ef xrj = e/ . (8.12)

1

Die Komponenten werden geméfl Gl. (8.5) umgerechnet:

/ e . _ ~.. . _— .. .
Tp = a0 T = Qi T = Qj; T (8.13)

T, = Qjj T; i ij

j?

Die orthogonale Transformationsmatrix ist gegeben durch:

A(@ﬂ%d» = (aij) = (814)

cospcosp —cos¥sinysinp —siny cosy —cos¥sinpcosy  sindsing
= cossinp + cosIsiny cosp —sinysing 4 cos¥cospcosyy —sind cos p
sin 1 sin ¥ sin ¥ cos ¥ cos v

0 < ¢ < 27, 0 <9 < m, 0 < ¢ < 27

Diese Matrix kann berechnet werden, indem man zuerst die einzelnen Drehungen ausrechnet.
Diese sind A(e8, ), A(e!,9) und A(e3,1). Die erste und die letzte Drehmatrix ergeben sich aus
(8.8), indem man fiir ® den entsprechenden Winkel einsetzt. Fiir die Drehung um die Knotenlinie

findet man:
1 0 0

AE9) = 0 cos? —sind
0 sinv cosd

Die gesamte Drehmatrix ergibt sich dann durch Matrizenmultiplikation und liefert obige Matrix
(8.14).

Fiir ein anderes Verfahren wird Gl. (8.12) mit e/ iiberschoben, der resultierende Ausdruck wird
mit Gl (8.5) verglichen. Dies gibt:
k !5 !5

Jo _ g ko ik
€i ei x]ka-fel- ei (13]-, a/k-jfei 61-.

(8.15)

Die Matrixelemente aj; kénnen also aus den inneren Produkten der Basisvektoren bestimmt wer-
den. Die Basisvektoren von S sind einfach, Gl. (8.16a); die Komponenten der Basisvektoren &
in S berechnet man mit Hilfe der Abb. 8.3. ! und € ? kann man zuniichst auf € (in Richtung
der Knotenlinie) und €y (in Richtung der Querachse) aufspannen. Wir geben die benétigten Ba-
sisvektoren an, bei manchen werden fiir spétere Anwendungen die Komponenten beziiglich S und
S’ benotigt.

e¥ = o in S, (a)
¢’ €k cosY + ég sin, (b)
e’ —€x sinY + €g cos, (c)
€3 = (sin¥sing,—sindcosg,cosd) in S, (d)
= (0,0,1) in S, (e) (8.16)
€x = (cosp,sinyp,0) in S, (f)
= (cos®,—sin,0) in S, (g
€8 xex = ég = (sin¥sing, —sindcosp,cosd) in S, (h)
€3 = (sin¥sinp,sinv cos,cos ) in S, (i)
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8.4 Die Bewegungsgleichungen in beschleunigten Bezugssyste-
men

Jetzt nehmen wir an, die Lage des kérperfesten Systems S’ dndert sich im Laufe der Zeit. In der
Transformationsgleichung (8.5) sind der Vektor @(t) und die Matrixelemente a;;(¢) Funktionen
der Zeit. Dies muf} bei der Berechnung der Geschwindigkeit v = #; und der Beschleunigung b= T
beriicksichtigt werden.

Hiebei ist eine gesonderte Untersuchung der Zeitableitung einer orthogonalen Transformations-
matrix notig. In diesem Fall unterscheiden sich die symbolische und die analytische (Tensor-)-
schreibweise mehr als sonst. Deshalb geben wir diese Ableitung in beiden Féllen an. Die symbo-
lische Schreibweise erscheint einfacher und {ibersichtlicher, bei der Berechnung komplifzierterer
Probleme kann die analytische vorteilhafter sein. Es gibt ja zwei Bezugssysteme, das raumfeste
und das korperfeste. Jede symbolische Gleichung muf§ bei einer konkreten Rechnung in einem
der beiden Systeme ausgewertet werden und dies kann in komplexeren Fillen schwierig werden.
Bei der analytischen Schreibweise sind die Formeln lénglicher weil die Transformationen zwischen
den Systemen immer explizit angegeben sind.

8.4.1 Behandlung des rotierenden Koordinatensystems in der symbolischen
Schreibweise

Die Drehung des korperfesten Systems kann durch einen Vektor beschrieben werden, der die
Winkelgeschwindigkeit genannt wird. Dies ist anschaulich klar. Wir zeigen jetzt wie die zeitliche
Anderung der Basisvektoren durch diesen Vektor ausgedriickt werden kann.

Der Vektor der Winkelgeschwindigkeit

. . -/ -/ -/ . . . .
Die Basisvektoren € ', & 2,3 des rotierenden Koordinatensystems sind normiert und stehen

paarweise aufeinander orthogonal:
(e"-e") =6y, i,j=1,23. (8.17)

Sie sind zeitabhéngig. Die Zeitableitung steht auf dem urspriinglichen Vektor senkrecht, wie aus
Gl. (8.17) folgt.

d
= (

’-

¢y =1 = <5Z-dzt ) -0, =123 (8.18)

Das Vektorprodukt zweier Basisvektoren gibt den dritten. Durch Differentiation nach der Zeit
folgt daraus:

: ; : e’ de" : : dé"?
> > 72 >3 72 >1
€ é é o o €+ e o (8.19)
Daraus folgt durch vektorielle Multiplikation mit dztz :
de " y de' dé " y de 't L) 4 dé " o dé "
dt dt dt dt dt dt
e’ (., dé" iy (dE'T de"?
- e . —_— e .
dt dt dt dt
N—
=0

L oen de’? de'?\  de” o de "
dt dt dt at )
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Skalare Multiplikation der letzten Gleichung mit df;tl macht auch den dritten Term zu Null.
Gleichzeitig gibt dies das Spatprodukt:

de't ag"? ae"?\ de't )\ [de' de'? de'tde'?\ (de? |
(dt’dt’dt) - (dt - e ><dtdt><dt dt)(dt - e >
de'Vde'?\ (de" ., .., dé"
__<dt dt)(dt'e e 'dt>'

Differenziert man Gl. (8.17) fiir ¢ # j nach der Zeit, findet man:

14 1
de* g 15 de "’
. e + € .

= 0; ) ). 2
= TSm0 i#] (8.20)

Deswegen ist der zweite Faktor der vorletzten Gleichung Null, damit auch das Spatprodukt der
Zeitableitungen der Basisvektoren; diese liegen daher in einer Ebene. &g sei ein Einheitsvektor
senkrecht zu dieser Ebene. N
de "

dt

W&o L

Wegen Gln. (8.18) und (8.20) steht df;ti senkrecht auf &7 und auf &. Daher kann man die

Zeitableitungen der Basisvektoren schreiben als:

de’t
dt

= q; (@ x &), (8.21)

In obiger Gleichung darf iiber den wiederholten Index ¢ nicht summiert werden. Setzt man
(8.21) in (8.20) ein, ergeben sich:

@2 (@Woxe ) + aget @oxeE?) = (m—a2) @€ =0
und zwei analoge Gleichungen fiir (G - € ') und (Go - € '2). Da die drei Basisvektoren paarweise
orthogonal sind, kénnen nicht alle drei inneren Produkte (Jy - € ,i) gleichzeitig Null sein. Daher
miissen alle drei Differenzen der «; Null, also alle drei «; gleich sein. Damit kann man Gl. (8.21)
in folgender endgiiltiger Form schreiben:

dé't _ (

i Gxé'h. (8.22)

Der Vektor & ist der Vektor der Winkelgeschwindigkeit, wie er auch unten in Gl. (8.28)
definiert ist. Seine Richtung gibt die Richtung der Drehachse, seine Linge den Betrag der Win-
kelgeschwindigkeit an.

Geschwindigkeit und Beschleunigung

Bei der Berechnung der Geschwindigkeit durch Differentiation des Ortsvektors nach der Zeit muf3
man beachten, dafl auch die Basisvektoren des bewegten Systems Funktionen der Zeit sind.

F=a+47, mel = at)e + ai(t) & ). (8.23)
i dry i da; dz) (t) -y o dek
g df _  di AT L 5
oA T dt di ~

Zur Umrechnung des letzten Termes der letzten Gleichung wurde Gl. (8.21) herangezogen. %-

bedeutet, dafl bei der Ableitung nur die gestrichenen Koordinaten nach der Zeit differenziert
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werden, nicht aber die zeitabhingigen Basisvektoren. Die Geschwindigkeit im raumfesten System
wie diese auf der linken Seite steht, wird auf der rechten Seite aus drei Beitrégen zusammengesetzt:
1) Aus der Bewegung des Ursprungs O des gestrichenen Systems S’, 2) aus der Geschwindigkeit
des Massenpunktes relativ S’ und 3) aus der Drehung des Systems S’.

Wird GI. (8.24) nach der Zeit differenziert, erhdlt man die Beschleunigung. Auf der rechten Seite

werden wieder die Zeitableitungen € : gemiB Gl. (8.22) ersetzt. Dies gibt dann:

dt
- dv > d*a d*?7! dd o o Ly o I
_E:W:ﬁJFWJFEXT + 2dx7 + Ix(Fx7). (8.25)

Die Beschleunigung im raumfesten System kann zusammengesetzt werden aus:

1) der Beschleunigung des Urprungs O,

2) der Relativbeschleunigung,

3) der Winkelbeschleunigung der Drehungs von S/,
4) der Coriolisbeschleunigung,

5) der Zentripetalbeschleunigung.

Die Bewegungsgleichung im beschleunigten Bezugssystem

Die Newtonsche Bewegungsgleichung
d*r o=
dt?
gilt nur im raumfesten System, da dieses nach Voraussetzung ein Inertialsystem ist. Aus der
obigen Gleichung fiir die Beschleunigung kann man aber eine Gleichung fiir die Beschleunigung
relativ zu S’ bilden:

- d*v d*?v - d*a da

mb = m 7 = " :F’—mﬁ—maXF'—2maD’><17'—mJJ’><((IJ’><F’).(8.26)

m

Die Beschleunigung relativ zu S” wird verursacht durch 1) die eingeprigte Kraft F’ (der Strich
bedeutet, da} die eingeprigte Kraft ins beschleunigte System umgerechnet werden muf}) und
aus den Trégheitskriften 2) resultierend aus der beschleunigten Bewegung von O’, 3) aus der
beschleunigten Drehung von S’, 4) aus der Corioliskraft und 5) aus der Zentrifugalkraft.

8.4.2 Behandlung des rotierenden Koordinatensystems in der analytischen
Schreibweise

Wir gehen von Gl. (8.5) aus. Im allg. sind die Komponenten a; des Translationsvektors und
die Elemente a;; der Drehmatrix gegebene Funktionen der Zeit. Wieder ist eine gesonderte
Untersuchung der Zeitableitung dieser Matrix notig; dies fithrt neuerlich auf den Vektor der
Winkelgeschwindigkeit mit den Komponenten w;.

Der Vektor der Winkelgeschwindigkeit

Wir betrachten zuniichst eine reine Drehung, also Gl. (8.5) mit a; = 0; daher ist O = O’. Ebenso
sei der Punkt P fix in S’ (Abb. 8.3):
xi = ag(t) o}, ; = const. (8.27)

Die Matrixelemente a;; der Drehmatrix sind miteinander verkniipft durch die Orthonormierungs-
relationen (8.9). Von diesen wird das System (a) nach der Zeit abgeleitet:

dij ag; + a4 (ikj = 0, dij djk = —ayj &jk‘a AA = —AA;
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B=AA = B = (Ad) = AA = AA, B = _B.

Man sieht: Die Matrix B := AA ist schiefsymmetrisch. Sie enthélt (wie auch jeder schiefsymme-
trsiche Tensor 2. Stufe in 3 Dimensionen) nur drei unabhéngige Elemente. Daher kann man B
einen dreidimensionalen Vektor zuordnen. Dafiir wihlen wir folgende Definition:

Ajj kj = —Qj Ak = Ejrk Wr. (8.28)

Uberschieben dieser Gleichung mit azs gibt mit den Orthonormierungsrelationen (8.7) folgenden
Ausdruck fiir die Zeitableitung von a;s:

dis = Eirk Wr Aks- (829&)

wy sind die Komponenten des Vektors & der Winkelgschwindigkeit, und zwar bezogen auf
das raumfeste System S. Diese Komponenten konnen geméf Gl. (8.9) ins bewegte System trans-
formiert werden (w, = @y, w),). Damit, mit den Orthonormierungsrelationen (8.7) und mit der
Transformationsformel fiir einen Tensor 3. Stufe

Eijk Gir Qjs Akt = Epst
bekommt man aus (8.29a):
. / /
Qjg = 5@']’ Ejrk Arn Wy Qs = Q4 Q5] Qrp Oks Ejrk Whp,
. /
Qis = Q4] Elns Wy (829b)

Gln. (8.29a) und (8.29b) dienen zur Ersetzung der Zeitableitung a;; ; Gl. (8.29a) wird verwendet,
wenn man die Winkelgeschwindigkeit im raumfesten System ausdriicken will, Gl. (8.29a) im
korperfesten. In beiden Formeln werden die Groflen, die zuniichst in S’ berechnet worden sind,
mittels eines a;; ins kérperfeste System transformiert und umgekehrt.

Zur Interpretation des Vektors & = w;, der in Gl. (8.28) definiert worden ist, differenzieren wir
Gl. (8.5) (mit a; = 0) nach der Zeit t und setzen Gl. (8.5) und (8.29a) ein:

. . /
ZT; = aij .%'j =

ISR

/
= &k Wr Qg5 T3 =

= Epk Wr Tk, (8.30)

Sl

W oxX T

=y
Il

=Sl

Abbildung 8.4: Vektor der
Winkelgeschwindigkeit.

Aus dieser Gleichung und aus Abb. 8.4 siecht man, dafl der Vektor & eine Drehung vermittelt,
denn die Geschwindigkeit steht senkrecht zu & und zu 7 = x;. Der Einheitsvektor &/w gibt die
momentane Drehachse, der Betrag w die Geschwindigkeit der Drehung, also die Winkelgeschwin-
digkeit. Man kann auch Gl. (8.30) als eine Definition der Winkelgeschwindigkeit betrachten. Man
sieht, dafl dieser Vektor nicht eine Ableitung ist, aber iiber eine Ableitung auf der linken Seite
der Gleichung definiert ist. Deswegen stellt im allg. der Vektor der Winkelgeschwindigkeit keine
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Ableitung eines Vektors dar (J # d@/dt), er ist anholonom. Solche ” Geschwindigkeiten”, die
nur iiber Linearkombinationen von Geschwindigkeiten und nicht durch Ableitungen definiert sind,
heiflen ” Quasikoordinaten” (vgl. Gl. (11.22)). Deswegen ist es in manchen Fillen zweckméBig, von
der Winkelgeschwindigkeit auf die Eulerschen Winkel und deren Zeitableitungen iiberzugehen.
Letztere Groflen sind holonom, also Ableitungen von Funktionen.

Winkelgeschwindigkeit und Eulersche Winkel

Die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit & lassen sich auch durch die Eulerschen Winkel,
§8.3, und deren Zeitableitungen ausdriicken. Dazu wird die gesamte Drehung zerlegt in eine solche
um €3 mit der Winkelgeschwindigkeit ¢, in eine solche um €x mit der Winkelgeschwindigkeit
¥ und in die Drehung um € ? mit der Winkelgeschwindigkeit . Man erhalt die Komponenten w;

bzw. w) , wenn man fiir €'3, €, 3 die Komponenten beziiglich S bzw. S, Gln. (8.16), nimmt.
G =e%¢ + e+ @y (8.31)

wi = (¢ sin? sing + O cosp, —h sind cosp + U sing, Ppcosd + ¢),

w, = (¢ sind siny + D costp, ¢ sind cosyp — dsint, Y + ¢ cos ).

Die Winkelgeschwindigkeiten 1/}, J, ¢ sind Ableitungen der holonomen Koordinaten 1, ¢, ¢. Da-
gegen sind die Komponenten des Vektors der Winkelgeschwindigkeit & anholonom.

8.4.3 Ableitung der Geschwindigkeit, Beschleunigung und der Bewegungs-
gleichungen im bewegten System

Zur Ableitung eines allgemeinen Ausdrucks fiir die Transformation der Geschwindigkeit wird Gl.
(8.5) nach der Zeit differenziert. Dabei wird berticksichtigt, daB a;, a;; und 2, Funktionen der
Zeit sind. a;; wird mittels Gl. (8.29) eliminiert.

.’i‘i = di + dij.%';- + aija'c;-, (8 2 )
.04a

. . / -/
Z; = a; + eirkwrakj:zj + aij:cj,

Absolutgeschwindigkeit = Translation + Drehung + Relativgeschwindigkeit.

Fiithrungsgeschwindigkeit
Benutzt man zur Elimination von a;; Gl. (8.29b), dann erhélt man eine zweite Gleichung:
. . W) -/
T = a; + @ipeprjw,T; + aijd. (8.32b)

In der symbolischen Schreibweise der Vektorrechnung wird Gl. (8.32a) folgendermaflen geschrie-
ben:

dr B da L= d*r’

P = a + wXr + a0
Darin bedeutet d*/dt, dafi nur die Komponenten von 7 , nicht aber die zeitlich veridnderlichen
Basisvektoren von S’ nach der Zeit differenziert werden. Die Schreibweise von Gl. (8.32¢) er-
scheint kompakter als die der Gln. (8.32a) oder (8.32b). Jedoch besteht in Gl. (8.32¢) manchmal
Unklarheit, welche Groflen in welchem System zu berechnen sind. Diese Schwierigkeit wird sehr
grof}, wenn mehrere Systeme mit verschiedenen relativen Bewegungen vorkommmen.
Fiir die zeitliche Anderung eines echten Vektors ¢; = x; — y; ergibt sich aus Gl. (8.32a):

(8.32¢)

. ./ /
¢ = aij¢; + EipkWrag;C;. (8.33)
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Speziell fiir die Winkelgeschwindigkeit c¢; = w; folgt daraus:

(,ZJZ' = aijd)}. (834)

Differentiation der Gln. (8.32) und nochmalige Verwendung von Gln. (8.29) gibt fiir die Beschleu-

nigung
T, = d; Translationsbeschleunigung
. . . Fiih -

+  Eirk Wr QK x; Winkelbeschleunigung bélscillisfriigung

+  Eirk Wr Eksl Ws A1 x; Zentripetalbeschleunigung

+ 24k wr g iL‘; Coriolisbeschleunigung

+ ai; i Relativbeschleunigung;

(8.35a)

T, = a; + Qip Eprj (/J;q l‘; + a;s 85tp(/.)1/5 Eprj w; LE; + 2 Qip Eprj w; Ct?; + CLZJZE; (835b)

Zur Interpretation der Zentripetalbeschleunigung wihlen wir wieder den Spezialfall von Gl. (8.27)

mit w; = 0.

gles
el

Abbildung 8.5: Vektor der
Zentripetalbeschleunigung.

.. ’

T = Eirkwrgkslwsaljxj
= (515 5rl - 5il 5sr) Wr Ws X7
— 2
= W;wW T — W T

T L 2,

b, = J(WJ-7) — w7 =

@(d . S
=W |2 (=-F) - F| = =7
w \w

Durch die Rotation des Systems wird der Massenpunkt senkrecht zur Drehachse einwérts be-
schleunigt (Abb. 8.5). Die Coriolisbeschleunigung erfahren nur Kérper, die sich relativ zu einem
rotierenden System bewegen. Das System wird unter der fliegenden Masse weggedreht. Fiir einen
korperfesten Beobachter ist die Bahn eines frei fliegenden Koérpers nicht mehr eine Gerade.

Die Bewegungsgleichungen im koérperfesten System erhélt man aus der im raumfesten
Inertialsystem giiltigen Bewegungsgleichung ma; = Fj, indem man fiir #; (8.35b) einsetzt und
durch Uberschieben mit a; ins korperfeste System S’ transformiert.

Umordnen der Terme ergibt:

mE =

— ailmdi
VA
— mslprwp X,
/o
— MEpp Eprj Wy Wy T

/AN
+ 2mep;w, o

/

J

relativ zu S’ beobachtet Beschl.kraft
eingepriigte Kraft in S’

Translationsbeschleunigungskraft

. . Fiithrungs-
kel hl kraf
Winkelbeschleunigungskraft Kraft
Zentrifugalkraft
Corioliskraft
(8.36)
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F! enthilt die eingepriigten Kriifte. Wenn diese im raumfesten System gegeben sind, miissen
sie ins korperfeste transformiert werden, Gl. (8.9). Die anderen Terme auf der rechten Seite von
Gl. (8.36) resultieren aus der Bewegung des Bezugssystems und werden daher Trigheits- oder
Scheinkréfte genannt. Z.B. wird ein im korperfesten System fixer Punkt bei Rotation zum Zen-
trum hin beschleunigt. Ist an diesem Punkt eine Masse, so wird sie sich auf Grund ihrer Trigheit
dieser zentripetalen Beschleunigung widersetzen, sie wird ”scheinbar” nach aufien gezogen (Zen-
trifugalkraft, vgl. Abb. 8.5.

8.5 Anwendungen

8.5.1 Freier Fall auf der rotierenden Erde

Dieser wird durch Gl. (8.36) beschrieben. Das korperfeste System S’ liegt auf der Erdoberfléiche
(siehe Abb. 8.6). 1 ist die geographische Breite. Die Transformationsmatrix ist:
siny cosp —sing cosy cosp
a;; = €y = sintsing cose cosiysing mit p = wt.

— cos 0 sin ¢

Nord

Abbildung 8.6: Freier Fall auf rotierende Erde.

Damit ergibt sich fiir die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit:

—cos Y
w; = Wl = w52-3 Gy = W 0 . (837)

sin 1)

Dieses Resultat 148t sich auch aus Abb. 8.6 ablesen. Die Translationsbeschleunigung ist
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cos Y cos

a; =R | cos¢sing |, p = wt;
sin v
cos ¢
i; = —Rw? cost sing |,
0
sin v
a; a; = —Rw? cos 1) 0
cos

Die Fallhohe & sei klein gegen die Erddimension. Dann kann man mit der konstanten Fallbe-
schleunigung ¢ arbeiten. In letzterer ist schon zum Teil die Fiihrungsbeschleunigung enthalten;
diese ist iiberdies wegen der Kleinheit der Winkelgeschwindigkeit der Erde

2w
86164 °

als quadratisch in w gegeniiber der in w linearen Coriolisbeschleunigung vernachléssigbar.
Damit erhélt man aus (8.36) die Bewegungsgleichung:

1 =729.107°s7! (8.38)

m7 = —mgél — 2md xi; (8.39)
mi' = + 2mwy sina,

miy = —2mwi’ siny — 2mw # cos,

mi = —mg + 2mwy cosip.

Dieses System von Differentialgelichungen 14t sich exakt 16sen. Doch ist es zweckméfBiger, ein
N#herungsverfahren heranzuziehen. Dieses beruht auf der Tatsache, dafi die Wirkung der Co-
rioliskraft klein ist im Vergleich zur Fallbeschleunigung. Allgemein wird (8.39) geschrieben als

mi' = Fo(F) + Fi(F,7) (8.40)
F 1 ist hier die Corioliskraft und wegen ihrer Kleinheit im Vergleich zu ﬁo = —mge,’ heifit ﬁl
die Storung. Zuerst wird die ungestorte Bewegungsgleichung

m7(t) = Fo(i(t)) (8.40a)

gelost; man erhilt 7= 7y(¢) als nullte Ndherung. Letztere wird in die rechte Seite von Gl. (8.40)
eingesetzt. Die Gleichung fiir die so erhaltene erste Ndherung

mi = Fo(fo(t) + Fi(Fo(t), 7o(t)) (8.40b)

148t sich leichter 16sen als die exakte Gl. (8.40). In vielen Féllen liefert die Losung von Gl. (8.40b)
eine hinreichende N&herung.
Die Anwendung dieses Verfahrens auf Gl. (8.39) lauft so: Die Gleichungen der ungestorten Be-
wegung sind:

#o=0 §y=0 |z =—g (8.41)
Thre Losungen zu den Anfangsbedingungen sind:

/ -/ -/

t=0: ¥ =3 =y =y =% =0 2 =h;
(8.42)

B(t) = 0, wh(t) = 0, zH(t) = h— L.
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Diese werden in die rechte Seite von Gl. (8.39) eingesetzt und geben
=0, ) = —2wi|cosy = 2wgt cosy, 2 = —g. (8.43)

Integration gibt unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingungen (8.42) die folgende erste Nihe-

rung:
2

=0, yit) = ggt3 costh, 21(t) = h — g? (8.44)
Die Falldauer T bis zum Boden und die Abweichung in 3/ betragen
3
2h qw 2h\ 2

T = | —, Yy (T) = Z= cos®) (> . 8.45

S =4 - (5.45)

Fiir h =100 m und ¢ = 45° gibt dies eine Ostabweichung ¥’ ~ 1,5 cm.

8.5.2 Der Foucaultsche Pendelversuch

Der Focaultsche Pendelversuch ist darauf ausgerichtet, die Rotation der Erde relativ zum Inerti-
alsystem des Fixsternhimmels zu zeigen. Bei der Beobachtung der Schwingung eines Pendels von
einem erdfixen System aus, iibt die Corioliskraft einen Einflu} auf die bewegte Pendelmasse. Wir
werden zeigen, dafl sie zu einer Drehung der Schwingungsebene des Pendels relativ zum Erdsy-
stem fiihrt.

Die Bewegungsgleichung fiir den Foucaultschen Pendelversuch erhélt man aus der fiir den freien
Fall auf der rotierdenden Erde, Gl. (8.39), indem man die Nebenbedingung fiir die Fithrung auf
der Kugelfliche mit dem Radius |r] =1 (I = Pendelldnge) hinzufiigt:

mr = —mgez — 2m£5’><7j’;
(8.46)
G=1r"=-1’=0.

Gemif Gl. (6.6) tritt zu den obigen beiden eingeprigten Kriiften in der Bewegungsgleichung
noch die Zwangskraft hinzu. Die neue Bewegungsgleichung ist daher (mit mA statt mit A als
Lagrangeschem Multiplikator)

mi = —mgél — 2md x ¥ + 2mA7; (8.47)
mi = +2mwy siny + 227/,
mi = —2mwd’ sin — 2mw? cos + 20y,
mi = —mg + 2m w7 cos + 207

Dieses System wird néherungsweise fiir kleine Ausschlige gelost

T
5%7<<1, %<<1,

52

= cos(m — §) = —cosd = —1 + 5 T (8.48)

z~ 0.

%
|
\‘Pﬂ

Wegen der Kleinheit von w , Gl. (8.38), wird in der letzten der obigen Bewegungsgleichungen
(8.47) der Term proportional w gegen ¢ vernachlissigt. Fiir kleine Ausschlige gestattet die
resultierende Gleichung den Lagrangeschen Multiplikator zu bestimmen:

g _ g

~o— 2\ 2 A= = =~ —=Z.
0 g + z i 5,7 5]
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Dieser Wert wird in die beiden Bewegungsgleichungen fiir = und gy, Gl. (8.47), eingesetzt;
die resultierenden Gleichungen werden zu einer einzigen Differentialgleichung fiir die komplexe
Variable u vereinigt:

g

5&’—2@@'—1—730 = 0, u = 2 + iy,

gj'—2aa‘c’+%y'=0, ﬂ+2aia+%u:0.

a = w siny. (8.49)

Letztere wird durch Exponentialansatz gelost

u = Aeiat

2 g _ [2 9 _
—a—2aa—|—7—0, — o19 = —a £ a—{—j.——a:tVV,
u = Aje @ WIt 4 gy eilat Wt (8.50)

Zu den Anfangsbedingungen

t =20: ¥ =20,y =0, = uwu=mx29; ¥ =9 =0 = u=0

ergibt sich als Losung und deren Zeitableitung:

u = % [(1 I %) cWt <1 B %) e—th} ¢iat,

. g1
YT TR W

(8.51)
sin(Wt) e,

Da sin(Wt) Nullstellen hat, verschwindet u fiir diese Werte von ¢; es sind also & und vy
gleichzeitig Null, die Bahnkurve hat an diesen Stellen Spitzen; s. Abb. 8.7. Die Zeit zwischen dem
Durchlaufen zweier aufeinanderfolgender Spitzen, also der Abstand zweier aufeinanderfolgender
Nullstellen von sin(WWt) , ist die halbe Schwingungsdauer 7' des Pendels

sin(Wt) = 0: t:nj, =L, T=2r =

2 N 2w
W W /%4_0/2 \/%

Der Winkel ~ zwischen den momentanen Schwingungsebenen zur Zeit t = 0 und zur Zeit t =T
ist

w(T) = zge'?

_ % [(1 X %) 2y (1 _ %) 6—27@} 2 = gy

v = —271'% = —al = —w sin¢27r\/§
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Zum AbschluB ein Zahlenbeispiel fiir w aus (8.38):

iy (t) . Il =25m, T =10s;
u=x+1y
2

u(t/2) w = 4507 o = 5 m.

u(0)=x0
% (t) v = 5,16-10"*rad = 2,96-1072°,
Y
|zoy| = 0,26 cm.

u(t)

Abbildung 8.7: Drehung der Schwingungsebenen
eines Pendels aufgrund der Rotation der Erde.
Die Breitenabhéngigkeit des Foucaultschen Pen-
dels wird im Notebook K8FoucaultP.nb simu-
liert.

8.5.3 Die Lamorprizession

In einem Inertialsystem werde einem gegebenen eingeprigten Kraftfeld Fy ein homogenes Ma-
gnetfeld B iiberlagert, das so schwach ist, dafl die Lorentzkraft auf ein Teilchen der Ladung e
klein ist im Vergleich zu F"O . Das Theorem von Larmor besagt, dafl unter dieser Bedingung
die Lorentzkraft nur zu einer Rotation der ungestérten Bahn mit der Winkelgeschwindigkeit

- € =3

6L = 5~ B (8.52)
(Larmorprézession) fithrt. &y heifit Lamorfrequenz. Z.B. ein Elektron bewegt sich im elek-
torstatischen Feld des Atomkerns. Seine Bahn ist eine Keplerellipse. Wird dieses Atom in ein
schaches homogenes Magnetfeld gebracht, dann rotiert die Keplerellipse mit J; um die magne-
tische Feldrichtung. In einem beliebigen Zentralkraftfeld ist die Bahn eben. Unter dem Einflufl
des zusétzlichen schwachen Magnetfeldes rotiert die Bahnnormale (prop. dem Drehimpulsvektor)
mit der Frequenz &; auf einem Kegel, dessen Achse mit der Richtung des Magnetfeldes zusam-
menfillt.
Dieses Theorem ist besonders wichtig in der Atomphysik fiir Systeme mit mehreren Elektronen;
deren Bewegungsgleichungen lassen sich nur schwer 16sen. Das Larmorsche Theorem gestattet es,
die Aufspaltung der Spektrallinien durch ein Magnetfeld, den ZEEMANEFFEKT, unmittelbar zu
berechnen.
Zur Illustration betrachten wir einen harmonischen Oszillator in einem Magnetfeld. Der Ein-
fachheit halber nehmen wir an, die Anfangsbedingungen seien derart, dafl die Bewegung auf die
Ebene senkrecht zu B = B (B > 0) beschréinkt ist

mr = —mwSF+ eB?xé’Z, jj—2ng)+wS:E = 0
+
wr = 52 >0, j+ 2wy +wfy = 0]

Die beiden Bewegungsgleichungen werden, wie angedeutet, zu einer komplexen vereinigt und
diese mittels Exponentialansatz gelost

w = x +iy: i+ 2wt + wiu = 0,

u = Ae“t: —w? - 2w 2 =0 = —wy, * 2 2~ —wr + wo:
= : Lw+wy =0, — wpo = —wp wy + w; = —wr wo;

u = Al ezwlt 4 A2 ezwgt ~ e—zth [Al ezwot 4 A2 e—zwot]

— e—ith (JZ'/ + zy’)

124


html:sk08/K8FoucaultP.nb

Bei der Berechung der Naherungswerte fiir &; und &y wurde beriicksichtigt, daf3 die Lor-
entzkraft klein ist gegniiber der elastischen Bindung, d.h. &2 > &2. Man sieht bereits hier,
dafl in dieser Ndherung die Bewegung im Magnetfeld beschrieben ist durch den Ausdruck in der
Klammer, der einer ungestorten Oszillation entspricht, wihrend der Vorfaktor die Rotation mit
der Larmorfrequenz & widergibt. Setzen wir A; = Ay = A/2, A reell, so entspricht dies einer
Oszillation ldngs des Strahls 2/ € [—A, A], ¢ = 0; die vollstindige Ndherungslosung enthilt
zusétzlich eine Rotation dieser Strecke mit der Larmorfrequenz oy..

Beweis des Larmorschen Theorems: In einem Inertialsystem lautet die Bewegungsgleichung;:

mr = Fy + etxB = F)y —eBxT (8.53)

In einem System, das mit konstanter Winkelgeschwindigkeit & rotiert, lautet die Bewegungs-
gleichung (GL. (8.53))

mr = Fy— eB x 7 —2md x 7 + W (8.54)

Der Zentrifugalterm kann vernachlifiigt werden, wenn w? klein ist. Dann heben sich die Lor-
entzkraft und die Corioliskraft auf, wenn &' = &} gewihlt wird. Wegen Gl. (8.9) gilt dann die
Behauptung (8.52).
Ist Fp eine Zentralkraft, dann ist der Drehimpuls zeitlich konstant in einem Inertialsystem. Fiir
& = ¢Jr und unter den angegebenen Néherungen hat auch die Bewegungsgleichung (8.54) die
gleiche Form wie in einem Inertialsystem. Im rotierenden System ist also der Drehimpulsvektor
zeitlich konstant. Gemé$ (8.9) und (8.33) gilt dann im raumfesten System:

L .

— = Jr x L. 8.55

a — F (8.55)
Es ist nicht schwer mit Hilfe dieser Gleichung zu zeigen, da8 das Quadrat L? und die Komponente
von L in Richtung von &, also B, konstant sind. Der Drehimpulsvektor bewegt sich also auf
einem Kegel, dessen Achse mit der Feldrichtung zusammenfillt.

8.6 Mitbewegte Basissysteme fiir krummlinige orthogonale Ko-
ordinatensystem

Die Problemstellung wird zuerst an einem Beispiel erklidrt. Die Bewegung eines Massenpunktes
soll in ebenen Polarkoordinaten beschrieben werden (Abb. 8.8). Der Ortsvektor

—

F=ré =1 (8.56)
T

der die augenblickliche Lage des Massenpunktes angibt, liuft mit dem bewegten Massenpunkt
mit; damit dreht sich €. mit der Bewegung des Massenpunktes mit. ¥ und €, sind beide
Funktionen der Zeit. Ebenso dreht sich der zu €, senkrechte Einheitsvektor é,. Dies muf} bei der
Berechnung der Geschwindigkeit und der Beschleunigung beriicksichtigt werden. Im Zeitintervall
dt bewegt sich der Massenpunkt P nach P’. Aus Abb. 8.8 ersieht man, daf§ die Inkremente de,
und de, gegeben sind durch

dé, = €éydp, € =  €EpP;
' v ’ i (8.57)
e, = —&.dp, &y = —E .

Diese Transformationsgleichungen erhilt man auch auf folgende Weise. Man gibt die Einheits-
vektoren €, und €, in kartesischen Koordinaten an:

g = = <C9W>, g, = (‘Sm“’). (8.58)
T s @ COS @
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Abbildung 8.8: Bewegung eines Massenpunktes.

Differentiation nach der Zeit gibt dann wieder
E . [ —sin - : . [ —cos -
€r = @ < QO) = Peyp, € = @ < . 90) = —per. (8.57&)
cos ¢ —sin

Dieses Verfahren ist bei komplizierten krummlinigen Koordinatensystemen leichter durchzufithren
als die der Abb. 8.8 entsprechenden geometrischen Uberlegungen.

Mit Hilfe der Gln. (8.57) erhilt man fiir die Geschwindigkeit und Beschleunigung:

U= €U + Evp =7 = &7 + &1 = &T + €T,
v =T, Vo = TP;
(8.59)
b= ¢&b +e,b, =0 = €71+ &F + Erp+ erp+ e,re,

by =7 —r¢? by = 27p + 1.

Fiir die Bewegung eines Massenpunktes im Felde einer Zentralkraft ergibt sich, wenn man ebene
Polarkoordinaten in der Bahnebene mit dem Ursprung im Kraftzentrum (r = 0) verwendet:

—

- ~ . -, T . - -
m7 = mb, € + mbyé, = F = f(?“); = F.é + Fye, = f(r)é,

m (i = r@®) = f(r) (8.60)
d
m(2r¢ +r¢) = 0"?” = a(mrztp) = m (2ri¢ + r*¢) = 0
In Zylinderkoordinaten r, ¢, z findet man mittels Gln. (8.57) an Stelle von Gln. (8.56) und

(8.59)

0
F=é&r+éz, & =10, & =o0
1
. (8.61)
T = €U + €Uy + €V, =T = &7 + ery+ €4z
b= &by + by + &b, =0 =& (i —r¢?) + & (2/¢ + @) + &%
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Das in Gln. (8.58) und (8.57a) verwendete Verfahren wird nun allgemein fiir beliebige krumm-
linige orthogonale Koordinaten « = u;, v = v, w = w; angeschrieben. Aus geometrischen
Uberlegungen berechnet man die Einheitsvektoren €, €,, €, in kartesischen Koordinaten. Dies
sind die normierten Tangentenvektoren an die drei Raumkurven wu; = variabel, u; = const.,
up = const. 7,7,k = 1,2, 3 und zyklisch.

e:u = czu(u,v,w),
E’U = e_},(u,v,w), (862)
Cw = €w(u,v,w).

Daraus findet man die Zeitableitung der Vektoren

déy;, - aeuiu N ae% n 0€y, . 0€y, .

i~ T o v ow T ouy

Die drei partiellen Ableitungen jedes Einheitsvektors lassen sich auf das vollstdndige System von
Basisvektoren aufspannen:

(8.63)

0éy,
an
Die 27 Funktionen fj;, héngen von den u, v, w ab. Einsetzen von Gl. (8.64) in Gl. (8.63) gibt:

Cus = fik Uj Cuy- (8.65)
Aus der Orthogonalitit der Basisvektoren (€, - €, = 6;;) und ihrer Normiertheit (€Z, = 1,
é’ui €y, = 0) folgt:  fij1 = faj2 = f353 = 0. Der Ortsvektor 7 wird auf die Basisvektoren
aufgespannt:

—

T = ry€y + TwCy + TwCu. (8.66)

Zur Berechnung der Geschwindigkeit werden die Zeitableitungen der Einheitsvektoren durch die
Ausdriicke von Gl. (8.65) ersetzt:

U = Uy €y + Uy €y + Uy €
= F = Fu@u 4 Fo @ + T o + TuCu + ToCy + T
= ruk guk + Tu; fz'jk ’llj guka
Vyy, = Tuk + 7Ty, fijk uj (867)

Differentiation von ¢ und nochmalige Anwendung von Gl. (8.65) gibt die entsprechenden Aus-
driicke fiir die Komponenten der Beschleunigung.
Z.B. lauten in Kugelkoordinaten r, 1, ¢ die Basiseinheitsvektoren:

# sin ¥ cos @
€ = — = sindsingp |,

r

cos
cos ¥ cos
€y = cosv¥sing |, (8.62a)
—sin®d
—sin
€p = € X €y = CoS
0

Den Gleichungen (8.65) (vgl. (8.57)) entsprechen nun:
& = &30 + €, sin? @,
€y = —&. 0 + &, cosV P, (8.65a)

€, = — (€ sin? + €y cosV) ¢.
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Damit erhéilt man fiir Lage, Geschwindigkeit und Beschleunigung:

—

¥ = ér;

U = 706&7 + érv + é,r sind¢;

(8.67a)
b=7F=17=¢ (7"—7’192—7"sin279gb)
+ ey (21'"79 + rd — rsind cosﬁgb2>
+ &, (21’" sind ¢ + 2r cosddp + r sinﬁgb) .
Damit erhélt man fiir die Bewegungsgleichung im Felde einer Zentralkraft:
mit = F = f(r)";
r
mi — mr (192 + Sin219<,b2) = f(r),
m (27"79 + 70 — rsind cosz9<,b2) = 0, (8.68)
m (27’“ sind g + 2r cos¥Vp + 7 Siﬂﬁ(ﬁ) =0 ’ - (—sin?)
d d N
&Lz = a(—mr sin®¥¢) = a(smﬁLg) = 0.
Die in der letzten Zeile beniitzte Komponente des Drehimpulses findet man aus:
L = m (7 X T) = mréy x <é§9r19 + ée,r sin19<p>
= E,mr?d — Eymr? sind p; (8.69)

% = 12 = m2 (192 n sin219gb2).

Das Quadrat des Drehimpulses setzt man in die erste der obigen Bewegungsgleichungen (8.68)
ein, ebenso das Potential fiir die radiale Kraft f(r) = —0U/0r. Dann erhélt man den Energiesatz:

dE d[m [, L? B
i = ails (P ) T U] = o
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Kapitel 9

Mechanik des starren Korpers

In einem starren Korper (E. rigid body) bleiben definitionsgemé8 die relativen Absténde aller
Punkte konstant,
72 = (7; — 7)) ? = r2, = const. (9.1)

75 ist der Abstand der Punkte 7; und 7%. Die durch die Vektoren 7; bezeichneten Punkte mogen
die Lage der Gitterpunkte (z.B. in einem Kristallgitter) bezeichnen oder die Lage der Punkte,
die man in einem kontinuierlich gedachten Korper anzeichnet (s. Abb. 9.1).

9.1 Kinematik des starren Korpers

Die Bewegung des ganzen Korpers wird durch die dreier nicht kollinearer Punkte 7 (t), 72(t), #3(t)
dieses Korpers beschrieben. Da die relativen Abstédnde der drei Punkte konstant sind, bleiben 9
Koordinaten - 3 Nebenbedingungen = 6 Freiheitsgrade. Zu dieser Zahl kommt man auch iiber
folgende geometrische Uberlegung: Die Bewegung des ersten Punktes, die Translation genannt
wird, wird durch 3 Parameter angegeben. 7 kann sich nur mehr auf der Oberfliche der Kugel
vom Radius 72 bewegen; dies gibt zwei weitere Parameter. 3 kann sich nur mehr auf einem Kreis
(von gegebenem Radius) in einer Ebene senkrecht zur Verbindungsachse von 7 und 75 bewegen;
dies wird durch den 6. Parameter beschrieben.

Wir kénnen iiber die Bewegung eines starren Korpers einige allgemeine Aussagen machen:

Satz 9.1: Die allgemeinste Bewegung eines starren Korpers besteht aus einer Trans-
lation und einer Rotation.

Dazu wihlen wir einen Punkt des Koérpers (z.B. 71) als Bezugspunkt. Die Translation entspricht
dem Verbindungsvektor von der Anfangslage 7 (¢1) zur Endlage 7 (t2). Die Bewegung der iibri-
gen Punkte des Korpers, also insbesondere von 75 und 73 wird durch ebendieselbe Translation
plus eine Drehung um eine durch 7 (¢2) gehende Achse wiedergegeben. Translationsvektor und
Drehvektor enthalten je 3 Parameter; dies gibt wieder die vorerwdhnten 6 Freiheitsgrade.

Der Satz wird im folgenden fiir infinitesimale Bewegung bewiesen. Wir betrachten die 3 Punkte
71, T2, 73 und ihre Geschwindigkeiten 7%'1, 7%'2, 7%'3. Da 7 als Bezugspunkt gewihlt worden ist, ist
7 die Translationsgeschwindigkeit. Fiir Punkt 75 gilt

- - 2

7?21 =7r9—1ry, 7?21 = const. a = F21 : 7_’»21 =0. (92)

Da 791 auf 751 senkrecht steht, kann man einen Drehvektor einfithren (Abb. 9.2):

7%»21 = [Q,Fgl] 7%‘2 = 7%'1 + [(D’, Ty — ’Fl] (93)
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Abbildung 9.1: Wahl dreier Punkte 77, 75, Abbildung 9.2: Die Geschwindigkeit P
73 im starren Korper. und der Drehvektor &.

Satz 9.2: Die Winkelgeschwindigkeit & ist fiir alle Punkte des Ko&rpers gleich.

Auch fiir den Abstand 73; gelten analoge Berechnungen wie in Gl. (9.2), sodafl wir wieder wie in
Gl. (9.3) einen Drehvektor &’ einfiithren kénnen.

Fgl = ’Fg — Fl, 7::321 = const. ;3 = 7'_"1 + [Q/,Fg — Fl] (94)
Aus 72, = const. folgt, mit (9.3) und (9.4), daf & = &’ ist:

0=r3p-732 =

(9.5)

Da die Vektoren 71, 75, 73 in weitem Mafle beliebig sind, kann immer erreicht werden, daf} ihre
Kombination in den vorhergehenden Ausdriicken ungleich Null und nicht normal zu & — & ist.
Also muf} diese Differenz der Winkelgeschwindigkeitsvektoren Null sein.

Satz 9.3: Die Winkelgeschwindigkeit & ist unabhingig vom Bezugspunkt; also nur
durch die Bewegung charakterisiert.

Auch fiir 73 als Bezugspunkt muf eine Gleichung analog zu (9.3) gelten. Wir nehmen an, die
zugehorige Winkelgeschwindigkeit sei &3 und setzen dann Gln. (9.3), (9.4), (9.5) ein.
Sei 75 Bezugspunkt:

— —

o =75 + [WJs, T — T3]
1+ [0, 7 — 7] =7+ W, 7 — 7]+ [Ds, 7 — 7).
[@—Qg,FQ—Fg]ZO. = W& = 3.
Die Winkelgeschwindigkeit & ist also eine fiir die Bewegung des Korpers charakteristische Grofle;
mit ihrer Hilfe 148t sich die Bewegung jedes Punktes berechnen.

Satz 9.4: Die Winkelgeschwindigkeit & 148t sich aus der Geschwindigkeit dreier Punk-
te des Koérpers berechnen., (Gl. (9.6)).

Wir bilden

o=y —7i| = |@ 7 -] f-f,
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=y
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Abbildung 9.3: Zerlegung des Vektors v = 7 in Komponenten parallel und senkrecht zur Win-
kelgeschwindigkeit &.

Wegen (9.4) ist der erste Term der rechten Seite Null.
(3 —71) =8 [5,7 — 7] = (8,8, —71) =0.

Daher gilt [7'72 - ?1]

. (9.6)

(72 — 71,73 — 71)
Waéhrend die Winkelgeschwindigkeit vom Bezugspunkt unabhéngig ist und ausschliefllich von
der Bewegung bestimmt wird,ist die Translationsgeschwindigkeit im allgemeinen fiir die Wahl
jedes Bezugspunktes verschieden. Doch gibt es fiir jede Bewegung eine ausgezeichnete Achse, die
Schrotachse. Fiir jeden Punkt der Schrotachse als Bezugspunkt ist die Translation
parallel der Winkelgeschwindigkeit. Um die Schrotachse aufzusuchen, gehen wir von einem
beliebigen Bezugspunkt aus. Die zugehorige Translationsgeschwindigkeit wird in eine Komponen-
te senkrecht und eine parallel zur Winkelgeschwindigkeit & zerlegt (Abb. 9.3).

i= o= 8ESE + (F-a(Ro)Hk),

—

= 0 F L.

Wir suchen nun einen Bezugspunkt 7, der durch die folgenden zwei Bedingungen festgelegt ist

. 1
=@, 7)— =~[d,n -7 A (J,71—7)=0.
w
Ein solcher Bezugspunkt 148t sich immer finden. Denn multipliziert man die linke der obigen
Gleichungen vektoriell mit & und benutzt dann die rechte, findet man

GxrF=—[3,@,7 - = -3 -7+ - P
. . G X7
rn = r + B}
w

7 =7+ 0,7 — ] = 3R E) = + (?—

L WXT
w .
M w?

Der Punkt 7 ist also ein Bezugspunkt, dessen Translationsgeschwindigkeit 7 parallel zu & ist.
Die Menge aller Punkte, fiir die dies gilt, ist die Schrotachse

O XT
2

—

1 =7 +

+ ad (9.7)

Berechnet man namlich fiir alle diese Bezugspunkte die Translationsgeschwindigkeit 7 wie vor
Gl. (9.7), dann kommt aus dem einen zusétzlichen Term «[@, &) = 0.
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koerperfeste
Regelflache

Schrotachse

Abbildung 9.4: Translation und Rotation eines Zylinders: Schrotachse, raumfeste und korperfeste
Regelfldche.

Fiir alle Punkte der Schrotachse ist die Bewegung des Koérpers eine Translation in Richtung der
Schrotachse und eine Drehung um diese; eine solche Bewegung heifit Schraubbewegung.

Im Laufe der Bewegung &ndert sich auch im allgemeinen die Schrotachse. Sie erzeugt dabei
eine Regelfliche. (Bewegt man eine Gerade im Raum, so iiberstreicht sie eine Fliche, eben die
Regelfliche.) Verfolgt man die Bewegung der Schrotachse vom mitbewegten System aus, dann
erhilt man dabei auch eine Regelfliche, die aber im allgemeinen von der ersten verschieden sein
wird. Die beiden Regelfldchen beriihren sich immer entlang der Schrotachse; sie rollen aber nicht
nur aufeinander, sondern gleiten gegeneinander ldngs der Beriihrungsgeraden: Sie ’schroten’
aufeinander.

Als Beispiel betrachten wir einen Kreiszylinder, der mit konstanter Winkelgeschwindigkeit & um
seine Achse rotiert, wihrend diese Achse mit der konstanten Geschwindigkeit 7 ‘4 parallel zu sich
selbst fliegt, s. Abb. 9.4. Fiir den Bezugspunkt 77 heben sich 74 und [J, 7] auf. Dies ist die
Schrotachse; die Translationsgeschwindigkeit ist hier Null (7, = 0| &). Die raumfeste Regelflsiche
ist eine Ebene, die korperfeste ein Zylinder (Abb. 9.4, in Strichen gezeichnet), der auf der Ebene
rollt. Hat 74 auch eine Komponente in Richtung der Zylinderachse, dann gleitet der korperfeste
Zylinder auf der Ebene lidngs der momentan beriihrenden Erzeugenden, er ’schrotet’.

9.2 Dynamik des starren Korpers

9.2.1 Die Bewegungsgleichungen fiir einen starren Korper

Der starre Korper wird als ein Ensemble von N Massenpunkten mit Lagen 7, (1 = 1,2,...,N)
betrachtet. Die Bedingung der Starrheit lautet dann (vgl. Gl. (9.1)):

G = (T — 7—,»1/)2 — rfw =0.

Die Bewegungsgleichungen fiir diese Massenpunkte sind die Lagrangeschen Gleichungen 1. Art,
Gln. (11.16), s. a. (6.8):
muTy = FL + Z)\gl, graduGQ,,.
Q7V
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Da in G, fiir gegebenes o und v nur die Koordinaten der beiden Vektoren 7, und 7, vorkommen,
liefert grad, nur dann einen nicht verschwindenden Beitrag, wenn p mit v oder o iibereinstimmt:

grad,, Gy, = grad,, G0, -

Damit kann man obige Doppelsumme in zwei einfache aufspalten; in der zweiten wird der Index
0 in v umgetauft. Die beiden Summen lassen sich wegen

grad, G, = —grad, Gy,
in eine zusammenfassen

m“ﬁ = F';L + Z()‘W — Ay)grad, G, = ﬁu + Z Zuy. (9.8)
v 14

Die Zwangskrifte
Zuv = (Aw — Aup) gradMGW = 2w = M) (Fu — 7))

wirken in Richtung der Verbindungslinie der jeweiligen Punkte, sind also Zentralkrifte. Die
in Kap. 7 entwickelte Theorie der Systeme von Massenpunkten 14t sich daher auf die Bewe-
gungsgleichungen (9.8) anwenden. Natiirlich wire es sehr umsténdlich, diese fiir praktische Be-
rechnungen zu verwenden, doch kénnen wir darauf einige Untersuchungen grundsétzlicher Art
aufbauen.

9.2.2 Der Drehimpulssatz

In §7.2.2 ist der Satz iiber den Zusammenhang zwischen der Anderung des Drehimpulses und
dem Moment der dufleren Krifte abgeleitet worden.
. d -

M= _L L= Zﬂ:mufuxm; M = ZM:FMXFM. (9.9)

Dabei ist vorausgesetzt worden, daf3 das Bezugssystem ein Inertialsystem ist und
daf} die inneren Krifte Zentralkrifte sind, die nur vom relativen Abstand der jewei-
ligen zwei Punkte abhingen.

Fiir die Anwendung dieses Satzes auf die Bewegung des starren Korpers ist es nétig, seine Giiltig-
keit auf bewegte und sogar beschleunigte Bezugspunkt zu erweitern. Dies wird uns dann gestatten,
eine Formel fiir den Drehimpuls der Relativbewegung anzugeben, in die der Tréagheitstensor ein-

geht.
Wir gehen zunéichst zu einem neuen Bezugspunkt 7 iiber, der ebenfalls im Inertialsystem ruht:

Fyo= o4 Ty, Ty = T
Da sich bei diesem Wechsel des Bezugspunktes physikalisch nichts &ndert, mufl auch hier gelten

d—' - g - . - = —
L=, L:Zu:mxuxxu; M=) & xF. (9.10)

Ist der Bezugspunkt bewegt, dann gilt im allgemeinen dieser Zusammenhang nicht. Ist aber der
Bezugspunkt der Schwerpunkt

Py = Ts + Ty, Py =T 4+ 2 (9.11)

. 1 . .
M = g My, Ts= - g My TS g myT, =0,
M
I3 B B

dann gilt wieder
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—

Es = Mg
Ly = Zmufu X Ty, (9.12)
n

M, = Y @, xF,
“w

bei beliebiger Bewegung des Schwerpunktes. Zum Beweis dieser Relation werden Gln. (9.11) in
(9.9) eingesetzt

L = g [rs + Ty, muTs + muxu} ,

"
= M [T ] [ D i | = (e S | Y ml@ .
B B H
=0 =0
M = Z[Fs_f'fuvﬁu]
"
. - - 5 oo d -
= [rs,%:FM}+Ms:L:M[rs,rs]+dth.

In der letzten Zeile heben sich die Exprodukte, die 75 enthalten, geméfl der Bewegungsgleichung
fiir den Schwerpunkt; die jeweils links und rechts verbleibenden Terme geben das obige Resultat
(9.12).

Die Gleichungen (9.10) verwendet man vor allem bei der Untersuchung der Bewegung eines
Korpers, der in einem Punkt in einem Inertialsystem fixiert ist; Gl. (9.12) bei der eines Korpers,
der nirgends festgehalten ist. Obwohl diese Gleichungen etwas verschiedene Aussagen enthalten,
ist ihr formales Aussehen gleich. Gerade darauf bauen die weiteren Ableitungen auf. Da Z,, immer
vom Bezugspunkt aus gerechnet wird und der Korper starr ist, gilt wie in Gl. (9.3)

22 = S
T, = const. = T, = [J,T,]
Fiir das weitere ist es zweckméfiger, auf die Tensorschreibweise iiberzugehen

Wz, 2 = e 9.13
Iz i igk% L ( )

J:N:xi

Diese Ausdriicke werden in Gln. (9.10) oder (9.12) eingesetzt:
L=L, = Zmﬂsijkxg-“)ekrswrxg"),
m
= Zmﬂ(&e:ﬂgu)a}g") - :Uz(“)a:g"))we.
o
Der Zusammenhang zwischen Drehimpuls L und Drehvektor &
L, = Ljwy < E = ? - (9.14)

wird durch den Tragheitstensor

L = Y my sl — 2ol (9.15)
o
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vermittelt. Damit wird aus Gln. (9.10) bzw. (9.12)

M =M, = %Li = %Iikwk = Lpwr + Lipwy . (9.16)
Diese Gleichung gilt wegen der Voraussetzungen fiir Gln. (9.10) und (9.12) nur dann, wenn fiir
sie als Bezugspunkt entweder ein Punkt, der in einem Inertialsystem ruht und in dem der Koérper
fixiert ist, oder der beliebig bewegte Schwerpunkt des Korpers gewéhlt wird.
Da bei all diesen Betrachtungen ein Koordinatensystem beniitzt worden ist, dessen
Koordinatenachsen immer parallel denen des raumfesten Systems sind, handelt es
sich nicht um korperfeste Systeme. Daher werden im allgemeinen die Vektoren 7,
zeitabhiingig sein und daher auch die Komponenten des Trigheitstensors (9.15).

9.3 Gleichgewichtsbedingungen. Statik des starren Korpers

Fiir Systeme von Massenpunkten gelten der Schwerpunktsatz, Gl. (7.8) und der Drehimpulssatz,
Gl. (7.15):

d_’s o=
Vi SR
d - .
2L = %:(FMF#(&))-

Da es beim starren Korper keine innere Bewegung gibt, geniigt es fiir Gleichgewicht, daf3 sich die
Wirkungen der dufleren Krifte auftheben.

S E (i) = 0, (9.17)
D (F x Fu(@,) = 0. (9.18)

I

Ist der Korper anfinglich in Ruhe, d.h. im Gleichgewicht, dann bleibt er es auch weiterhin. Im
ebenen Fall hat man zwei Kréfte- und eine Momentengleichung. Diese Bedingungen werden vor
allem auch verwendet in der Statik der Fachwerke. Es ist wesentlich, dafl nicht nur die Summe der
Krifte, sondern auch die Summe der Momente Null ist. Denn z.B. fiir ein Kréftepaar verschwindet
die Summe der Krifte, nicht aber deren Moment.

Als ein Beispiel betrachten wir einen homogenen Stab, der an einer Wand lehnt (Abb. 9.5).
Wir suchen den Neigungswinkel, bei dem dieser gerade noch von den Kréften der Haftreibung
gehalten wird. Man kann annehmen, dafl das Gewicht G nur im Schwerpunkt S angreift. Die
Rektionskrafte P, P» und die Reibungskrifte Ry, Ro wirken nur an den Endpunkten. Die Krifte
und ihre Kraftarme sind

Fy=(0,-G), Fi=(-Ri,P), Fy=(Py,Ry);

—

71 = —79 = {(cos o, —sin ) .
Die Gleichgewichtsbedingungen (9.17) und (9.18) liefern

N N N —Ri1+P,=0,
Fo+Fi+F=0: (919)

P+ Ry =G.
ﬁXFlJrﬁQXFQZ(ﬁl*F’Q)XFl =

0
(9.20)
(PL — Ry)cosa — (R + Po)sina = 0.
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Abbildung 9.5: Ein Stab lehnt an einer Wand. Die Reibungskrifte verhindern das Abrutschen.

Wir nehmen weiter an, dafl fiir die Reibungskrifte das Coulombsche Reibungsgesetz gilt: Die
Reibungskraft ist proportional der Normalkraft. Die Normalkraft ist aber gleich grofi wie die
Reaktionskraft an diesem Punkt. Daher kénnen wir schreiben

R1 = M1P1, RQ = /,LQPQ. (9.21)

w1, w2 sind die Koeffizienten der Haftreibung fiir den Stab lings des Bodens (der Wand). Obige
Relationen werden in Gln. (9.19) eingesetzt und das entstehende Gleichungssystem gelost.

G ,ulG

— _  p=_"= 9.22
1+ pape ? 1T+ paps (9.22)

Py
Werden (9.21) und (9.22) in (9.20) eingesetzt, ergibt sich fiir den Neigungswinkel, der gerade

noch zuléssig ist, ohne dafl der Stab wegrutscht:

P — Ry _ 1 mpe
Ri+ Py 20

tan g =
Der Stab steht stabil fiir Neigungswinkel a > «q. Fiir diesen Fall konnen die Kréfte aus den obigen
Gleichungen nicht eindeutig bestimmt werden, weil dann an Stelle der obigen Gleichung eine

Ungleichung steht (Statisch unbestimmtes System). Fiir py ~ pe ~ 0,5 (Haftreibungskoeffizient
fiir Holz auf Holz) ist o ~ 37°.

9.4 Der Trigheitstensor

Der Trégheitstensor, s. Gl. (9.15),

L, = Z mu(x?xyéik —al'al) = Iy (9.23)
0

ist ein symmetrischer Tensor zweiter Stufe. Als Matrix geschrieben, sieht er so aus:

Zu mu(ri - mi) - Zu MuZuYu - Zu MuZ 2y
(Iix) = =2 T D, mu(ri — yZ) — D MYy ) (9.24)
= 2 Mz =2 M 2y mu(ri - Zﬁ)

Seine Elemente sind vom Bezugspunkt und von der Lage des Koordinatensystems abhéngig.
Meist denkt man an ein korperfestes Koordinatensystem. I;;, die Elemente der Hauptdiagonale,
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heiflen Tragheitsmomente; [;;, die Elemente auflerhalb der Hauptdiagonalen, heiffen Devia-
tionsmomente. Die Bedeutung dieser Namen wird unten erldutert.

Fiir eine kontinuierliche, durch die Dichtfunktion o(#) beschriebene Massenverteilung, hat man
statt (9.23)

I = / o) (26 — mizy) dV (9.25)
Vv

Der Trigheitstensor kann durch eine Aquivalenztransformation mittels einer Matrix A auf Haupt-
achsen transformiert werden:

A7A = T (9.26)
Dabei geht I in Diagonalform iiber:
) L, 0 0
(L) = 0 I O , Ly, = 16 (9.27)
0 0 I3

(Nicht iiber k summieren !). Die Matrix A kann dabei reell orthogonal gewihlt werden. Die
inverse Matrix A~! ist dann gleich der transponierten Matrix A (vgl. Gln. (8.7)):

AA = E = AA. = &ikakj = QkiQk; = 5@' = QikQjk = aik&kj.
Eine Hauptachsentransformation wie oben angegeben stellt eine Drehung des Koordinatensystems

dar.

Die I, heilen die Haupttrigheitsmomente; sie sind immer positiv (Beweis am Ende dieses §).
Fiir den Trigheitstensor wie fiir jeden symmetrischen Tensor zweiter Stufe kann eine geometrische
Deutung gegeben werden. Wir ziehen einen dreidimensionalen kartesischen Raum R3 mit Punkten
(oder Vektoren) & = (a1, a2, a3) heran. In diesem Raum stellt der Ausdruck

IikOtiOék =1 (9'28)

einen Kegelschnitt dar, das Triagheitsellipsoid. Da (I;;) symmetrisch ist, sind die Eigenwerte
reell und die Transformationsmatrix A, die aus den Eigenvektoren aufgebaut ist und die in Gl
(9.26) erwihnte Hauptachsentransformation vermittelt, kann orthogonal gewéhlt werden:

;= ik Bk, Qijak; = Ok

Sie ist also eine Drehung auf ein Koordinatensystem, dessen Achsen mit denen des Ellipsoids
zusammenfallt:

LT+ LA+ 1365 =1, Iy >0.
Die Halbachsen des Ellipsoides haben die Lénge 1/1/T;, s. Abb. 9.6(a). Da die Werte der Elemente

(a)

Abbildung 9.6: a) Das Triagheitsellipsoid. b) Verschiedene Trégheitsellipsoide entsprechen ver-
schiedenen Stellen eines Korpers als Bezugspunkte.

des Trégheitstensors auch von der Lage des Bezugspunktes abhéngen, mufl man sich vorstellen,
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Abbildung 9.7: Wechsel des Bezugspunkts. S ist der Schwerpunkt des Korpers.

daf zu jedem Punkt des Korpers ein anderes Trigheitsellipsoid gehort, s. Abb. 9.6(b).
Daf3 alle Eigenwerte I nicht nur reell, sondern auch positiv sind, folgert man daraus, dafi die
quadratische Form

Liyoioy, = Zmu " oy — (ar,(g”)ak)Q) =
= Zmu W % @)?>0

immer positiv definit, also immer positiv ist. Die Summe ganz rechts besteht aus mehreren

(»)

Summanden, die nicht alle Null sein kénnen, wenn nicht alle Vektoren z;"” kollinear sind. Es gibt
also keinen Vektor (aufler dem Nullvektor), fiir den die obige Summe Null oder negativ ist. Ist
nun & ein Eigenvektor, und zwar der zum Eigenwert [, dann folgt weiter

Lirosoq = Ik(a% + Ot% + Oé%) >0, = I>0.

9.4.1 Der Steinersche Satz

Durch diesen Satz wird der Trégheitstensor beziiglich eines beliebigen Bezugspunktes in Bezie-

hung gebracht zum Trigheitstensor beziiglich des Schwerpunktes S (mit Koordinaten s;). )

(2
seien die Koordinaten des Punktes ZL‘E“ ) beziiglich S, Abb. 9.7.

:cl(“) = si+r§“), Zmﬂrz(“):

Aus GI. (9.23) erhélt man damit

L = Zm“ [(sj + r](-“))(sj + r](-“))éik — (s + rz(“))(sk + r,(g“))] ;
o

Iy = > M [rj(-”)rj(“)é - rl(“)r,i“) = I3
+ M[Sij(Sik — sisk] + M(Sij(Sik — sisk)
+ 2085 2y mﬂr§u) + 0
—sizﬂmur,(f)—skzumﬂrg“) + 0-+0;

Lik = I, + MI[s°0i — sisg). (9.29)

Der Trigheitstensor beziiglich eines beliebigen Punktes ist gleich dem Trigheits-
tensor beziiglich des Schwerpunktes plus dem Trigheitstensor der in S vereinigten
Gesamtmasse beziiglich des beliebigen Punktes.
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Abbildung 9.8: Steinerscher  Abbildung 9.9: Drehung eines  Abbildung 9.10: Drehung ei-
Satz Stabes nes Rechtecks

9.4.2 Tragheitsmoment um eine Achse

Sehr oft bendtigt man das Trégheitsmoment fiir eine Drehung um eine vorgegebene Achse. Diese
sei durch den Einheitsvektor e; gegeben:

G =wp = wey, eje; = 1.
Dies wird in Gl. (9.14) eingesetzt
Lie; == L = ¢;L;pepw = Iw (9.30)
mit
I :=e;I;pey. (9.31)

I ist das Trigheitsmoment um e;; L der Drehimpuls um e;. Vergleich von Gl. (9.30) mit p = mw,
Gl. (3.18), zeigt, daB Drehimpuls, Trégheitsmoment und Winkelgeschwindigkeit bei Rotation
eines Korpers eine analoge Rolle spielen wie Impuls, Masse und Geschwindigkeit bei der Bewegung
eines Massenpunktes. Der Ausdruck (9.23) wird in (9.31) eingesetzt

I—Zmu[ Waee; — (esx “) ] Zmu[ } . (9.32)

QZ(#) _ mz(_u) _ :El(u) _ ejmgu)ei

ist der Normalabstand des Punktes x; von der Drehachse e;. Das Trigheitsmoment einer Masse
ist gleich Masse mal Quadrat des Normalabstandes (vgl. die Ausdriicke in der Hauptdia-
gonale von Gl. (9.24)).

Wir setzen noch
e; = (cosaq,cosag,cosas);

aq ist der Winkel zwischen dem Vektor e; der Drehachse und der j-ten Haupttrégheitsachse.
Dann bekommen wir

I = e Iporpe, = Ihcos® ag + Iy cos® g + I3 cos? as.

Wir {iberschieben den Steinerschen Satz, Gl. (9.7), mit e; und e; und bekommen

eilLizer = eiIfkek + M[SQ—(eiSZ’)Q]

, (9.33)

Das Trigheitsmoment um eine beliebige Achse = Trigheitsmoment um eine parallele
Achse durch Schwerpunkt + Trigheitsmoment der Gesamtmasse im Normalabstand
der beiden Achsen (s. Abb. 9.8).
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Das Trigheitsmoment eines Stabes (Gesamtmasse M, Linge ¢) fiir Rotation um eine Achse
senkrecht durch einen Endpunkt (Abb. 9.9) ist nach (9.32)

0 M M P2
0

oder mittels des Steinerschen Satzes (9.33)

\? M 1\2 1 1 M2
I =IF+M(=) = —doo*+M|(=) = MP(— = —.
* (2) /5 g ree <2> ST

N~

P T3
Das Trigheitsmoment eines Rechteckes um eine senkrechte Achse durch den Mittelpunkt (Abb.
9.10) ist

a b a b
3 3 M AM (32 3 M
I = d dy — (2> +1%) = — cy/d 24 == (d®+ 1Y),
[ [ g e = [Cae [Ty @i = 35 @)

9.5 Die kinetische Energie des starren Korpers

Wir zerlegen die Bewegung des Korpers in eine Translation (des Bezugspunktes 7p) und in eine
Rotation gegeben durch den Drehvektor . Die Bewegung des Punktes 7, ist (vgl. Gl. (9.13))

Py =To+ T, Tu= Ty =100+ &7
Die kinetische Energie des Korpers ist
T = iy i muvi,
= luag LB ELE 4 (T, 85, md) )
+ M (@, [&, Ts]) ,
= Ty + Trot + T

Gesamte kinetische Energie = Energie der Translation der im Bezugspunkt vereinig-
ten Gesamtmasse + Energie der Rotation des Korpers + Wechselwirkungsenergie
zwischen Translation und Rotation.

Fiir den Schwerpunkt als Bezugspunkt ist die Wechselwirkungsenergie Null:

+
+

rs=0 = T,=0.

Ist ein Punkt des Korpers fixiert, dann wihlt man diesen als Bezugspunkt; damit sind Translations-
und Wechselwirkungsenergie Null;

Go=0 — Tp=0, T,=0.

Die Rotationsenergie kann noch umgeformt werden durch die Einfithrung des Trégheitstensors
geméaf. Gln. (9.13) und (9.23)

[, fu]2 = Wqu 2_ (&, fu)2£ <xg“)mg“)5ik — xgu)x,(f)) Wik

1 N T (1) (1) (). (1)
Trot = 3 Zmu (@, Z,]° = 3 Zmu [335“ w0 — 2 xy) } Wi W, (9.35)
p I
1 1
= §Iikwiwk = §wz-LZ- .

Fiir die letzte Umformung wurde Gl. (9.14) herangezogen.
Fiir die Rotation um eine Achse e; wird daraus wegen Gln. (9.30) und (9.31)

1 1 1
Trot = éjﬁeﬁkMQ = §Iw2:: 5L (9.36)

Auch hier fillt die Ahnlichkeit mit 7}, = %M v? auf.
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9.6 Die Eulerschen Gleichungen

Die Anderung des dynamischen Zustandes des Korpers durch das Moment der #uBeren Krifte
ist im raumfesten Koordinatensystem in Gl. (9.16) angegeben worden. Diese Gleichung hat den
Nachteil, dafl der Tragheitstensor im raumfesten System im allgemeinen nicht zeitlich konstant
ist. Wohl aber sind seine Komponenten im korperfesten System konstant. Daher ist in diesem
System die Gleichung fiir die Anderung des Drehimpulses einfacher

raumfest :  L; = Ljpwp, M; = L = Lizwr + Lok, (9.37)
korperfest : L) = Ihwi, M| # L, = I, (9.38)

Das korperfeste System ist im allgemeinen ein beschleunigtes Bezugssystem. Gemifl Gln. (8.5),
(8.9) und (8.32b), (8.33) gilt

_ / . _ : ! . VAN
T; = ap + a5y, Ty =+ QipEprjwy Ty + i Ty

_ ) Lo ) o Y
¢ = @;jCj, ¢ = azpapmw,,cj—i-a,]c].

(9.39)
x; bzw. x} sind die Koordinaten ein- und desselben Punktes im raum- bzw. kérperfesten System.
¢; bzw. ¢; sind die entsprechenden Koordinaten eines echten Vektors.

Die letzte der obigen Gleichungen wird fiir die Transformation des Drehimpulses L; in den nach-

folgenden Gleichungen verwendet. Zusammen mit Gl. (9.37) gibt das:

M, = L; = aijL;- + ajjejrswi L, (9.40)
M; = aijlo, + aijejrsorlywy, = ai(lrwy, + gjrswplgwr).  (9.41)
Miay = M] = Inwy, + epswh Il wh, (9.42)
Moo= [+ T (9.43)

In Gl (9.41) wird die Bewegung zuerst im korperfesten System berechnet und dann durch die
Transformation mittels a;; zum Moment im raumfesten System in Beziehung gesetzt. Gl. (9.42)
ist vollstandig im korperfesten System gerechnet. Gl. (9.43) ist dieselbe in symbolischer Form.
Nun wird das korperfeste Koordinatensystem so gewéhlt, dafl der Trégheitstensor Diagonalform,
Gl. (9.27), annimmt (iiber unterstrichene doppelte Indices nicht summieren !)

!/ ! -1 AN A
Ml = ILWL =+ €lrkIECA)ECUT;

My = hay + (I — 1) whey, (1) (9.44)
My = Dy + (I —I3) wiws,  (2)
My = Iy + (I — 1) wiwy. (3)

Dies sind die Eulerschen Gleichungen fiir die Bewegung eines starren Korpers. Die in w] nichtli-
nearen Terme entsprechen dem Moment der Zentrifugalkraft.

9.6.1 Bewegung um eine feste Achse

Wir betrachten Gl. (9.43) fiir den Fall, da der Kérper auf einer fest gelagerten Achse steckt.
Diese sei die 3’-Achse. Dann ergibt sich unter Beachtung von L] = I/, w;,

Wi o= Wl =wh=wh=0,

r_ o

141



(b)

Abbildung 9.11: a) Deviation eines unsymmetrisch gelagerten Stabes. b) Physikalisches Pendel

Die Bewegunggleichung im korperfesten System (9.42) gibt dann:

Iawy — Ingwf = M,
Loy + Igw§ = Mj,
I _ /
Ty, — M

Die letzte Gleichung kann sofort integriert werden, da das Moment M3 von der Antriebskraft
herrithrt und daher im Prinzip eine gegebene Funktion der Zeit ist. Die so erhaltene Losung wh(t)
wird in die linken Seiten der beiden vorhergehenden Gleichungen eingesetzt. Dies gibt Momente
M, M}, die die 3'-Achse abzudrehen suchen und von den Lagern aufgefangen werden miissen.
Diese Momente werden von den Deviationsmomenten des Trigheitstensors verursacht. Daher
deren Name. Sie resultieren aus einer unsymmetrischen Montierung des Koérpers.

Abb. 9.11(a) gibt ein Beispiel: Eine Stange rotiert um die 3’-Achse. Sie steht nicht vollkommen
senkrecht zu dieser, daher suchen die Zentrifugalkrifte die Stange in die senkrechte Stellung
zu ziehen und erzeugen ein Moment um die 2’-Achse. Ist die Rotation um die 3’-Achse nicht
gleichférmig, entsteht auch noch ein Moment um die 1’-Achse.

Sind die Deviationsmomente I{3 = I5; = 0, dann M| = M = 0. Der Koérper kann um eine solche
Achse rotieren, ohne festgehalten werden zu miissen. Eine solche Achse heifit eine freie Achse
des Korpers. In diesem Fall ist der Drehimpuls der Achse parallel gerichtet.

0 0 I wh
Wir haben dann:
Iy = I'=1, M; = Ms = M;
' = I'v = L = luw, (9.45)
L' = I = L = Io = M.

Fiir die letzte Gleichung hat man wieder die Analogie von p = mo = F. Dafl Gln. (9.45) auch im
raumfesten System gelten, sieht man durch Transformation ins raumfeste System. Dabei ergibt
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sich auch noch, daf§ I33 nicht von der Zeit abhingt.
w; = wd;s,

cosep —singp 0

(a;) = sinp cosp 0 |,
0 0 1
!/ !
Is3 = aisljags = I33;
al, =L = auljwis = ayllsw
= a13[§3w = 153553(4} = 133513(0.

9.6.2 Das physikalische Pendel

Ein physikalisches Pendel ist ein starrer Korper, der um eine waagrechte Achse (3'-Achse) drehbar
gelagert ist und sich unter dem Einflul der Schwerkraft bewegt, Abb. 9.11(b). Das Trigheitsmo-
ment ist:

Lo=I=1I3=1=

2 2 o /2
E mu (T —2,) = E M0, -
H w

Q;L ist der Abstand der Masse m,, von der 3'-Achse. Fiir das Moment der Schwerkraft ergibt sich

M = Z [FH,FL} = Z [Ty, gmu€1] = g [Z mHFM,éi]
I 1 I
= gM]|Fs,e1] = —Mgs sin p é5.

Die Bewegungsgleichung ist also geméss Gl. (9.45)
M
Iw=1Ip=—Mgssingp, ¢+ ngsingo =0.
Vergleich mit der Schwingungsgleichung fiir das mathematische Pendel, Gl. (3.14),

gé—{—gsincp:(),
‘,

ergibt, dal ein mathematisches Pendel der Lénge

I
b, = —
" Ms

(¢, = reduzierte Pendellinge) gleiche Schwingungsdauer hat wie das physikalische Pendel. Z.B.
ist die Schwingungsdauer fiir einen Stab (Abb. 9.9, Gl. (9.34)) fiir kleine Schwingungen

1
20\ 2 AW
TStab = 27 (> < Tmath.P. =27 ()
3g g

1

= 0.82 27 <£>2
g

kiirzer als die, Gl. (3.16), des mathematischen Pendels gleicher Lénge.

N =
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9.7 Kreiseltheorie

Ein Kreisel ist ein starrer Korper, der in einem Punkt, dem Stiitzpunkt, festgehalten ist und sich
um diesen frei bewegen kann. Allgemeiner ist ein Kreisel ein Korper, dessen Bewegung um einen
Punkt (z.B. Schwerpunkt) von der Bewegung dieses Punktes separiert werden kann. Der Kreisel
hat daher 3 Freiheitsgrade, wenn seine Bewegung nicht durch weitere Nebenbedingungen einge-
schrénkt ist. Das dynamische Verhalten des Kreisels ist durch den zum Stiitzpunkt gehorigen
Trégheitstensor bestimmt. Die kinetische Energie ist gleich der Rotationsenergie, Gl. (9.48).
Sind alle Haupttragheitsmomente verschieden, heifit der Kreisel unsymmetrisch; sind genau
zwel gleich, heiffit er symmetrisch; sind alle drei gleich, dann spricht man von einem Kugel-
kreisel.

In der Beschreibung der Kreiselbewegung spielen der Drehimpulsvektor L und der Winkelge-
schwindigkeitsvektor & eine wichtige Rolle. Die durch L bestimmte Gerade heit Drehimpul-
sachse; die durch & gehende heiit momentane Drehachse.

Die zeitliche Anderung der Rotationsenergie (9.36) ist:

Tt ot = Tyl (9.46)
Dabei wurde beniitzt, dal I;, = Ij; ist, daf3 Iz,k: = 0 und daf
wilisws = wi@ip I asws + wiaiplagws + 0
= WiimnWimnkl] 0iswi + witipl] WiElmpwWmans = 0.

In der letzten Gleichung wurde die Transformationsformel fiir einen Tensor zweiter Stufe verwen-
det und a;; gemifl Gl. (8.29a) eliminiert. Den gleichen Ausdruck wie auf der rechten Seite von
(9.46) erhélt man, indem man Gl. (9.37) bzw. Gl. (9.43) mit w; bzw. w/ iiberschiebt; damit ergibt

sich
dTrot

dt

9.7.1 Der freie Kreisel. Poinsotsche Darstellung der Bewegung

Ein Kreisel heifit frei, wenn keine Kréfte auf ihn wirken. Im Schwerefeld kann man einen solchen
niherungsweise realisieren durch eine kardanische Aufhéingung oder durch eine solche Formge-
bung, dafl der Schwerpunkt in der Spitze liegt, in der der Kreisel gestiitzt ist, Abb. 9.12. Die
Gesamtenergie ist gleich der Rotationsenergie, Gl. (9.35), und ist eine Erhaltungsgrofie

1
T="Tr= ifikwiwk = F = const. (9.48)

Dies folgt aus (9.47) oder aus dem entsprechenden Erhaltungssatz fiir Vielteilchensysteme in Kap.
7; ebenso wie die Konstanz des Gesamtdrehimpulses L mit Benutzung von Gl. (9.37)

L; = I;;w;, = const. (9.49)

Die Komponenten des Vektors der Winkelgeschwindigkeit w; bzw. w] sind im allgemeinen nicht
konstant. Das Zeitverhalten der korperfesten Komponenten w; kann aus den Eulerschen Glei-
chungen (9.44) mit M/ = 0 berechnet werden. Diese lassen sich unter Zuhilfenahme der Er-
haltungssétze fiir Energie und Drehimpuls exakt 16sen; doch die Losungen enthalten elliptische
Integrale und sind so kompliziert, dal man kaum Einblick in die Natur der Bewegung erhalten
kann. Diesen gewihrt aber ein geometrisches Konstruktionsverfahren von Poinsot.

Man betrachtet einen Euklidischen Raum mit den kartesischen Koordinaten wq,ws,ws. Aus GIL.
(9.48) folgt, dafl in diesem Raum die zu einer bestimmten Bewegung (zu einer bestimmten Ener-
gie F) gehorige Menge der Werte w; auf einem Ellipsoid mit der Gl. (9.48) liegen, das zum
Trégheitsellipsoid (9.28) dhnlich und koaxial ist. Aus

grad \F = 0FE/0ws = Igqwr = Ls = const. (9.50)
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Poinsot-Ellipsoid

Invariable Ebene

Abbildung 9.12: Lagerung  Abbildung 9.13: Poinsotsche Kon-  Abbildung 9.14: Polbahnen
eines kraftefreien Kreisels — struktion auf dem Poinsotschen El-
im Schwerpunkt S lipsoid

folgt, dafl der Drehimpulsvektor in jedem Augenblick parallel zur Flichennormalen 0F /dw;, also
senkrecht zur Tangentialebene X steht. Deswegen gilt die Poinsotsche Konstruktion (Abb. 9.13):
Man erhilt die Richtung von L zu einem vorgegebenen &, indem man an den durch & bezeich-
neten Punkt des Poinsotschen Ellipsoids die Tangentialebene ¥ legt und ihre Normalenrichtung
einzeichnet. Wegen der Erhaltung des Drehimpulses ist die Stellung von ¥ im Raum zeitlich
konstant. Daher heifit sie invariable Ebene. Thr Abstand vom raumfesten Bezugspunkt 0 ist
konstant, da alle wihrend der Bewegung moglichen & die gleiche Projektion auf die Normalen-
richtung haben gemé&fl den aus Gln. (9.48) und (9.49) folgenden Gleichungen:

2F = 2Tiot = Iljpwiwgp = wili,
L 2F
((I},Z) = T = const. (9.51)

Im Laufe der Bewegung des Korpers rollt das Poinsotsche Ellipsoid, das fest mit dem Korper
verbunden ist, gleitungsfrei auf der invariablen Ebene ab (s. K9RollPoinsot.mov). Der Vektor
vom zeitlich unverdnderlichen Zentrum 0 der Ellipse zum Beriihrungspunkt P gibt immer die
momentane Winkelgeschwindigkeit & an. Die Kurve, die von der Folge von Beriihrungspunkten
auf dem Ellipsoid erzeugt wird, heifit Polbahn (oder Polhodie). Sie ist eine geschlossene Kurve,
s. Abb. 9.14. Der Kegel, der von allen von 0 ausgehenden und durch die Polbahn gehenden
Strahlen erzeugt wird, heifit Polkegel. Die Bahn des Beriihrungspunktes P auf der invariablen
Ebene heifit Spurbahn (Herpolhodie) und ist im allgemeinen nicht geschlossen. Sie bestimmt
zusammen mit 0 den Spurkegel. Die Bewegung des Kreisels besteht also in diesem geometrischen
Bild in einem Abrollen des korperfesten Polkegels auf dem raumfesten Spurkegel, da sich beide
Kegel langs der momentanen Drehachse beriihren.

Dreht sich der Kreisel um eine seiner Haupttrigheitsachsen, dann haben L und & gleiche
Richtung, die Pol- und Spurbahn entarten in einen Punkt auf einem der drei Scheitel des
Ellipsoides. Auch & ist dann raumfest. Der Korper dreht sich um eine freie Achse. Doch sind die
drei Haupttrigheitsachsen nicht gleichwertig. Die Drehung um die Achsen mit dem gréfiten und
dem kleinsten Haupttrigheitsmoment ist stabil, die um die Achse mit dem mittelgrofien
Haupttriagheitsmoment ist instabil. Darunter versteht man, dafl eine Drehung, die anfinglich
wenig von einer um eine stabile Achse abweicht, fiir alle Zeiten sich nur wenig von der stabilen
unterscheidet; wihrend eine anfingliche Drehung um eine instabile Achse ihren Charakter sehr
stark &ndert.

Dies ersieht man aus der Poinsotschen Darstellung: Eine Drehung, die sich nur wenig von einer
um die Achse mit grofitem (kleinstem) Haupttrigheitsmoment unterscheidet, hat eine Polkurve
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in der Nihe des Scheitels der lingsten (kleinsten) Hauptachse, s. Abb. 9.14. Die gemifl Gl. (9.49)
zeitlich konstante Projektion von & auf die Drehimpulsachse ist groBer (kleiner) als die mittlere
Halbachse und die Polkurve kann sich dem mittleren Scheitel nicht ndhern. Bei einer Drehung in
der Néhe des mittleren Scheitels ist eine solche Beschrinkung nicht gegeben.

Dieses Resultat kann man auch niherungweise aus den Eulerschen Gleichungen ableiten. Die
betrachtete freie Achse sei die 3’-Achse. Die Niherungsannahme, dafl die anfingliche Bewegung
in deren Nihe erfolge, bedeutet, daf

wi << Wi, wh<<wh; Wy 0,

also wi,wh sehr klein sind. Dann ist die dritte Eulersche Gleichung vernachlissigbar klein; die
beiden ersten werden in zwei dquivalente Differentialgleichungen zweiter Ordnung umgewandelt,
indem jeweils die eine nach der Zeit differenziert und in die zweite eingesetzt wird. Dies gibt

u.)"i—l—Q2w§:0, 1 =1,2;

mit
O = wi (I — I3) (11 — I3) /(11 I3).

Ist I5, das Haupttrégheitsmoment um die betrachtete freie Achse, das kleinste oder das grofite,
dann ist Q2 > 0; obige Differentialgleichungen sind Schwingungsgleichungen; eine Losung kleiner
Amplitude bleibt klein. Liegt dagegen I} zwischen I und I, dann ist Q2 < 0. Die Losungen obi-
ger Differentialgleichungen enthalten Exponentialfunktion exp(|Q2|t), sodal die w} im Laufe der
Zeit grofler werden konnen. Natiirlich sind dann obige Néherungsannahmen nicht mehr erfiillt,
sodaf} die Losungen nur in der Néhe von wy o ~ 0 giiltig sind.

9.7.2 Der freie symmetrische Kreisel

Die Bewegung ist wesentlich einfacher, wenn der Kreisel symmetrisch ist. Das Tragheitsellipsoid
eines symmetrischen Kreisels ist ein Rotationsellipsoid. Die der Symmetrieachse des Rotationsel-
lipsoids (und auch des Korpers) entsprechende Achse heifit Figurenachse. Sie wird zur 3'-Achse
des korperfesten Systems gewéhlt. Wir bezeichnen die kérperfesten Haupttriagheitsmomente

I=Iy=A, I,=C; (9.52)

C > A .... abgeplatteter Kreisel (E.: oblate top) (z.B. Scheibe senkrecht zu 3’)
C < A ... verlingerter Kreisel (E.: prolate top) (zigarrenférmig um 3')

Die Poinsotsche Darstellung wird in diesem Fall noch wesentlich einfacher. Da die Polbahn auf
dem Poinsotschen Ellipsoid von den Punkten gebildet wird, die von 0 konstante Entfernung ha-
ben, ist sie hier ein Kreis; der Polkegel ist ein Kreiskegel mit der Figurenachse als Achse. Daher
ist die Winkelgeschwindigkeit O P = w konstant. Ebenso besteht die Spurkurve aus allen Punkten
der invariablen Ebene, deren Entfernung von 0 konstant ist, und ist daher gleichfalls ein Kreis.
Der Spurkegel ist ein Kreiskegel mit der Drehimpulsachse als Achse. Da der Polkegel auf dem
Spurkegel abrollt, gilt also: Die Figurenachse F und die momentane Drehachse & beschreiben je
einen Kreiskegel, und zwar mit konstanter Winkelgeschwindigkeit. Die Bewegung der Figuren-
achse heifit Nutation (manchmal auch regulére Prézession). Wegen der achsialen Symmetrie des
Kreisels liegen die drei Achsen immer in einer Ebene. Fiir die Reihenfolge der drei Achsen gibt
es zwei Moglichkeiten; diese sind in Abb. 9.15 und Abb. 9.16 gezeigt.

Fiir den symmetrischen Kreisel lassen sich die Eulerschen Gleichungen (9.44) sehr einfach 16sen.
Mit den in Gl. (9.52) eingefiihrten Bezeichnungen werden die Eulerschen Gleichungen

Ay = (A-C)whws,
Awy = —(A—C)wiws, (9.53)
ol = o
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Figurena

Abbildung 9.15: C > A abgeplatteter Kreisel Abbildung 9.16: C < A verlidngerter Kreisel

Aus der letzten Gleichung folgt die Konstanz von wj. Danach sind die ersten zwei Gleichungen
leicht zu 16sen. Aus Gl. (9.14) erhélt man die Drehimpulskomponenten

wi = —wp sin(Q), Ly = Aw] = — Awp sin(Q),
wh = wpcos(Q), L, = Aw), = Awg cos(Qt), (9.54)
wy = const. Ly = Cw; = const.

wo = const., daher auch |&J| = const. Die Projektionen von & und L auf die 3'-Achse sind konstant.
Beide Vektoren prézessieren mit der Frequenz

Q= wi(C — A)/A = const. (9.55)

auf Kegeln um die 3’-Achse. Die halben Offnungswinkel dieser Kegel sind konstant und haben
die Werte (s. Abb. 9.17):

V" = arctan(w}/wo), Yo = arctan(Cw}/Awy). (9.56)

Die Bewegung des Kreisels ist vollstdndig erfafit, wenn man noch das zeitliche Verhalten der Eu-
lerschen Winkel (s. §8.3) angibt, die die augenblickliche Lage des korperfesten Systems im Raum
festlegen. Das raumfeste System wird so orientiert, dafl die 3-Achse mit dem Drehimpulsvektor
zusammenfillt. Der Winkel ¢ zwischen letzterem und der Figurenachse ist gem#fl Gl. (9.54) kon-
stant und hat den in Gl. (9.56) angegebenen Wert ¢y. Es werden die Ausdriicke aus Gl. (8.31) in
den Ausdruck fiir die kinetische Energie im Hauptachsensystem eingesetzt

O = 2oy = A(WP + W) + Cwf = Ap?sin? ¥ + Cwy? = const. (9.57)
Wegen ¢ = const. und wj = const. ist auch ¢ = const.; damit ist wegen, s. (8.31),
wh = pcost) 4 1) = const. (9.58)

auch 1/1 = const. Vergleich der Ausdriicke fiir w} und ) in Gl. (8.31) mit den entsprechenden
Losungen (9.54) gibt fiir ¢ und ¢

Y = —Qt + const.

, wo Cuwl wo
= = = const., = — t + const. 9.59
v sintg  Acosty on v sin ¥ +eon ( )
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Abbildung 9.17: Der freie symmetrische Krei- Abbildung 9.18: Der schwere symmetrische
sel Kreisel

Damit und mit Gl. (8.31) sind die Komponenten von & im raumfesten System gegeben:
wi = (—Qsin Vg sin p, QX sin Iy cos @, ¢ — Q cos V).

& und L schliefen den Winkel ¥/ ein

siny = Qsindo _ 9 R sin g “ _ Q_Sin'&” (9.60)
w ¥ Wo w ¥
1
_ Veite
= " ,

Dabei wurden Gln. (9.59) und (9.56) herangezogen. Die Stellung der Figurenachse ist durch die
der 3’-Achse im Raum gegeben (Gl. (8.16d)):

€% = (sin ¥ sin ¢, — sin g cos ¢, cos Yy).

Aus diesen Gleichungen folgt: Der Kreisel rotiert mit der Frequenz ) = |w| um seine Sym-
metrieachse (Figurenachse); letztere prizessiert mit Frequenz ¢ auf einem Kegel mit halbem
Offnungswinkel ¥ um die Drehimpuls-(3-Achse) (Nutation). & liegt mit L und der Figurenachse
in einer Ebene und prézessiert mit Frequenz ¢ auf dem Spurkegel mit halbem Offnungswinkel
¥ (Abb. 9.17). Wenn man in erster Ndherung das Drehmoment, das Sonne und Mond auf den
dquatorialen Wulst der Erde ausiiben, vernachléssigt, kann die Erde als ein freier symmetrischer
Kreisel behandelt werden. Aufgrund der Abplattung der Erde ist

(A—C)/A=-00033, | = |w}]/300 ~ |w]/300.
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Danach sollte die momentane Drehachse im Lauf von 300 Tagen (= 10 Monaten) einen Kreis
um den Nordpol beschreiben. Es wurde eine stark fluktuierende Bewegung mit einem Radius
von nicht mehr als 4,5 m und einer Periode von 427 Tagen beobachtet (Chandlersche Periode).
Daraus und aus Gl. (9.60) kann man berechnen, dal Drehimpuls- und Figurenachse an den Polen
einen Abstand von maximal 1,5 cm haben, ' ~ %190 - %4’2”‘, RY = ﬁ -4,5m ~ 1,5 cm.
Der Unterschied in der Periode kann erkldart werden, wenn man annimmt, daf3 die Erdkugel nicht

ideal starr ist, sondern elastische Eigenschaften wie Stahl hat.

9.7.3 Der schwere symmetrische Kreisel

Dieser Kreisel ist nicht im Schwerpunkt gelagert. Die Gesamtmasse M, die man sich im Schwer-
punkt S konzentriert denken kann, erzeugt ein Moment um die Knotenachse (s. Abb. 9.18):

M =7 xF = —Mg7s x €3 = Mgs sind (€] cos p + €3siny),
= Mygs sin é.

Da ¢ der Winkel um die Knotenachse ist, kann man fiir dieses Moment das folgende Potential

einfithren 5V
M = —é’k%, V = Mgscos 1. (9.61)

Die kinetische Energie (= Rotationsenergie) berechnet man in den Eulerschen Winkeln aus Gln.
(9.57) und (8.31). Zusammen mit Gl. (9.61) gibt das die Lagrangefunktion (vgl. §11.5):

A C
L= Ji+wy)+Swy =V, (9.62)

A . c .
= 5(192 + ¢?sin?09) + 5(w + ¢pcost)? — Mgs cos .
In ihr sind ¢ und % zyklische Koordinaten; daher sind die kanonisch konjugierten Impulse zeitlich
konstant (vgl. §12.4), p, ist die Projektion von L auf die 3’-Achse, p, die auf die 3-Achse.
oL

Py = % = C(w-F(,OCOSﬁ) = C’wé:Lézconst. (963)
Py = gi = (Asin® 9 4 C cos® )¢ + Cv cos ¥ = const. (9.64)

/ / / /
= agkLk = A(a31w1 + a32w2) + Ca33w3 = L3.

(Letzteres erkennt man aus Gln. (8.13) und (8.31). Diese beiden Impulse sind erhalten, da die
Knotenlinie, also auch das obige Moment des Schwerpunktes, auf diesen beiden Achsen senkrecht
steht. Obige Gleichungen werden nach ¢ und v aufgelést und geben:
. L3 — Lhcos? . Lh Lg— Licos?
- i === "2 cost¥. (b 9.65
4 Asin? 9 (&) C Asin®9 (b) (9.65)
¢ und ¢ sind bekannt, sobald ¢ als Funktion der Zeit bekannt ist. Letzteres Verhalten kann
aus dem Energiesatz abgeleitet werden. In diesem wird beriicksichtigt, da§ geméf Gl. (9.63) wf
konstant ist; ¢ wird darin mittels Gl. (9.65) eliminiert

C P L/2

- = — _ 3
E 5 w5 T 2C+V’
Ay A (Ls—Ljcos”
= 2192+2<3Asif1?908) + Mgscos ¥ = const. (9.66)

Die Substitution u© = cos ¢ und Auflésen nach u geben eine Differentialgleichung fiir u bzw. cos ¥,
die durch Separation gelost werden kann.

u := cos 1Y, 9? =
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Abbildung 9.19: Locuskurve fiir die Bewegung des schweren symmetrischen Kreisels

i/wy = du/d(wst) = £(C/A)\/P(u),

2FA A 2MgsA L 2

Plu) = (1 — o2 I - (2 - ) 9.67

)= (=) |t = 5 - 2 - (22 -u) (9.67)

Da P(u) ein Polynom dritten Grades ist, ist das Integral in u elliptisch. Man kann aber einen

qualitativen Uberblick iiber die Bewegungstypen erhalten, indem man das Realitéitsverhalten

der Wurzel diskutiert, dhnlich wie beim sphérischen Pendel in §6.3.1. Die Eulerschen Winkel 9

und ¢ geben die augenblickliche Lage des Punktes auf der Einheitskugel um 0 an, in dem die

Figurenachse diese durchstof3t; dieser heifit der Locus der Figurenachse. Wieder sind fiir die
Bewegung nur die Teilintervalle |u| < 1 zuléssig, in denen P(u) > 0 ist. Wegen

P(tx) = +o0
P(£1) = —(L3/Ly+1)2<0 falls P(£1)#0, dh. |L3/L5#1

ist eine Wurzel, ug > 1. Es kénnen daher nur die beiden anderen, u; = cos?¥; und us = cos v
den physikalischen Bereich begrenzen (Abb. 9.20(a)). ¢ ist auf die Kugelzone zwischen 97 und 9
beschrankt, die Figurenachse prézessiert um die Vertikale. Diese Beschriankung der Bewegung ist
auch aus Gl. (9.66) abzulesen. Fiir |L/Lj| # 1 wiirde der Term (sin9)~2 an 9 = 0 () unendlich
werden. Aus Gl. (9.65a) ersieht man, da§ die Bewegung durch die Lage der Nullstelle ' von

Ly —Liu' =0: cos? =u' = L3/L}

bestimmt wird. Liegt u’ auflerhalb [uj,usg], dann wichst (oder féllt) ¢ monoton (Abb. 9.19(a));
ist u; < v’ < ug, dann dndert ¢ sein Vorzeichen, die Locuskurve hat Schleifen (Abb. 9.19(b)).
Fallt w mit einer der Wurzeln u;, ue zusammen, dann sind dort 9 = ¢ = 0, die Locuskurve
hat Spitzen. Dies entspricht dem folgenden Fall: Zur Zeit t = 0 wird die Figurenachse mit einer
Anfangslage 9 ausgelassen; Anfangsbedingungen sind dann: ¢ = 9y, 9 = ¢ = 0. Es ist 9 = 0,
und entspricht dem oberen Begrenzungskreis, denn sobald ¢ und ¢ von Null weggehen, nimmt
die (positive) kinetische Energie zu, die potentielle mufl abnehmen, also muf§ ¥ von J, gegen 7
gehen; die Kreiselachse kippt, bis der Grenzwinkel ¥ erreicht ist, dann strebt sie wieder gegen
Y2 (Abb. 9.19(c)).

Falls Ly = Lf (—L%) ist, kann der obere (untere) Grenzkreis auf den Nordpol (Siidpol) zusam-
menschrumpfen. Wenn die beiden Grenzkreise zusammenfallen, 11 = usg, treten keine Nutationen
auf, der Kreisel fiihrt eine regulire Prézession aus. P(u) = 0 mufl dann eine Doppelwurzel
haben (Abb. 9.20(b)). Diese findet man leichter, indem man Gl. (9.66) nach ¢ differenziert und
9 =19 =0, up = cos g verlangt. Dies gibt

cos Yy L , Mys
A2 sind v, * A? sin (Ls — Ly cos o) - A

= Ap?costy — oLy + Mgs = 0 &  Mgs = ¢(C¢—(A—C)<p cosdp). (9.68)

9 |0 (L;),—LgCOS'l?o)2 sindg| = 0.
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U; =| Uy = Up
- u; U, us - \_/11'3

Abbildung 9.20: Links: a) Bewegung mit Nutationen wie in Abb. 9.19. Rechts: b) Reguléire Préces-
sion, keine Nutationen.

Zur Berechnung der 2. und 3. Gleichung wurde Gl. (9.63) beniitzt. Aus Gln. (9.68) folgt, da§ ¢
und ¢ konstant sind. Sie miissen zusammen mit ¥y die obigen Bedingungen erfiillen.

Eine N&herungslosung mit elementaren Funktionen kann erhalten werden, falls die kinetische
Energie der Rotation des Kreisels um die Figurenachse gro8 ist im Vergleich zur Anderung der

potentiellen Energie,
12 1,

dann sind die Wirkungen des Gravitationsmomentes, ndmlich die Prézession und die sie be-
gleitende Nutation, nur kleine Stérungen der vorherrschenden Rotation des Kreisels um seine
Figurenachse (”Schneller Kreisel”, pseudoregulire Prizession).

Ein interessanter Fall entspricht der Wurzel u = 1 von P(u) = 0. Der Kreisel steht am Anfang

vertikal ¥ = ¢ = 0; daraus folgt die Gleichheit der Komponenten L3 und L%; weiters folgt aus
Gln. (9.66) und (9.67)

F = L—g—l—Ms
~ 20 Y
2AMgs 2AMgs
Pu) = (1-u?)(1—-u) 72 —1-w? = 1-uw?|{1+u 2
3 3
u = 1 ist immer Doppelwurzel, die dritte Wurzel ist
L% w?C?
- — _1 = _
oS s 2AMgs 2AMgs
P(u) P (u)
U; = Uy = 1
Py u P
2 [uy -1 /4 1 U
3
u; = u; =1

Abbildung 9.21: Links: a) Schneller Kreisel (w > wy) bleibt aufrecht. Rechts: b) Langsamer Kreisel
(w < wg) taumelt.
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Fiir ug > 1, (d.h. L?/A > 2Mgs, und das entspricht ungefiihr der Bedingung, Gl. (9.69), fiir einen
schnellen Kreisel) ist die einzige Moglichkeit ¥ = 0 (Abb. 9.21(a)). Fiir ug < 1 hat die Kurve die
in Abb. 9.21(b) gezeigte Gestalt, der Kreisel nutiert zwischen ¥ = 0 und und 9 = 9s.

Es gibt eine kritische Winkelgeschwindigkeit

4AMgs
Wi = oz

oberhalb derer nur Rotation um die Vertikale mdoglich ist. Wenn die Drehachse des Kreisels
anfangs vertikal steht und seine Winkelgeschwindigkeit w grofler als wy, ist, dann dreht er sich fiir
einige Zeit nur um die Vertikale; durch die Reibung nimmt aber w ab und der Kreisel beginnt zu
taumeln, sobald w < wy geworden ist.
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Kapitel 10

Spezielle Relativitdtstheorie und
Relativistische Mechanik

10.1 Einfiihrung

Die spezielle Relativitéitstheorie beruht auf zwei Grundannahmen (= Prinzipien), dem

1. Relativititsprinzip, und dem
2. Prinzip von der Konstanz der Vakuumlichtgeschwindigkeit c.

Beide Annahmen werden durch experimentelle Befunde nahegelegt. Doch geht auch eine gewisse
philosophische Grundeinstellung darin ein.

10.1.1 Das Relativitatsprinzip

Wiederholung der Definition eines Inertialsystems aus §8.1:

In einem solchen System gehorcht ein Massenpunkt dem I. Newtonschen Axiom: ”Ein Massen-
punkt bleibt in Ruhe oder in gleichférmiger Bewegung, wenn keine Kraft auf ihn einwirkt.” Ein
solches System ist realisiert in einem Bezugssystem, das sich relativ zum Fixsternhimmel in Ruhe
oder in gleichférmiger Bewegung befindet.

Das Einsteinsche Relativititsprinzip besagt, dafl alle physikalischen Vorgénge in allen Inerti-
alsystemen bei sonst gleichen Bedingungen gleich ablaufen. Es ist durch kein Experiment moglich,
eine absolute Geschwindigkeit eines Systems festzustellen. Daher mufl auch die mathematische
Beschreibung aller physikalischen Vorgénge in allen Inertialsystemen gleichartig sein (Kovarianz).

Ein Spezialfall dieses Einsteinschen Relativitdtsprinzips ist das Galileische Relativititsprin-
zip, das nur fiir die klassische Mechanik (Mechanik fiir Teilchengeschwindigkeiten < ¢) gilt:
Man kann aufgrund mechanischer Experimente keine Aussagen iiber den Bewegungszustand ei-
nes gleichférmig bewegten Systems, in dem man sich befindet, machen.

Galileitransformation

Dies sind Transformationsgleichungen zwischen zwei gleichférmig bewegten Systemen: Der Ur-
sprung 0’ des Systems S’ (das "bewegte” System: Koordinaten ', 3/, 2/, Zeit t') bewegt sich
relativ zum System S (das "ruhende” System, z, y, z, Ursprung 0, Zeit ¢),s. Abb. 10.1, mit der
Geschwindigkeit v

7= 7 = Ut (10.1)
t =t (10.2)
o= 7 -0 (10.3)
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Abbildung 10.1: Ruhendes und bewegtes System; fiir beide gibt es eine gemeinsame Uhr, GI.
(10.2).

Die vorletzte Gleichung beschreibt die absolute Zeit, unabhingig vom Bewegungszustand des
Systems. (Eine einzige Uhr, die von allen Punkten aller Systeme aus abgelesen wird.)

In der Mechanik gibt es nur Krifte, die zwischen Teilchen wirken und nur von deren gegenseitiger
Lage abhéingen. Weiters wirken sie in der Verbindungsgeraden der Teilchen.

Bewegungsvorgang von S aus betrachtet:

mi T = Fp(f — &), (10.4)
me Ty = Fu(f — ), (10.5)
Fly = — Fy. actio = reactio. (10.6)

Derselbe Vorgang vom System S’ aus betrachtet:
771/ — FQI = (7?1 — ﬁt)—(?rg — Ut) = Fl — FQ. (10.7)

Daraus folgt: Die Kréfte sind in beiden Systemen gleich, weil sie nur vom relativen Abstand
abhéngen und dieser in beiden Systemen gleich ist. Aus den Transformationsgleichungen (10.3)
und (10.2) folgt:

Mo = 7o (10.8)

Mo = T (10.9)

da U = const. fiir gleichférmige Bewegung. Damit ergibt sich fiir die Bewegungsgleichungen im
System S’:
mi = Fh(f — ) = Fia (71 — ), (10.10)

me i = Fh(H - ) = Fu(h - 7). (10-1)

Die Maxwellschen Gleichungen der Elektrodynamik sind nicht invariant gegeniiber
den Galileitransformationen (10.1) - (10.3). Eine Reihe von Experimenten hat aber gezeigt,
dafl elektromagnetische Vorginge in beiden Systemen, S und S’, genau wie die mechanischen
Vorgénge in gleicher Weise ablaufen. Um das Relativitétsprinzip zu erfiillen, mufl man die Trans-
formationsgleichungen (10.1) - (10.3) modifizieren; dies gibt die Lorentztransformationen.

10.1.2 Prinzip der Konstanz der Vakuumlichtgeschwindigkeit c

c:=2,99792458 - 10% m/s .
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Abbildung 10.2: a) Der Michelsonversuch. b) Lichtweg bei Reflexion an S;.

Geméf diesem Prinzip ist die Vakuumlichtgeschwindigkeit ¢ sowohl vom Bewegungszustand des
Beobachters als auch von dem der Lichtquelle v6llig unabhiingig (bei alleiniger Betrachtung von
Inertialsystemen). In jedem Inertialsystem findet man, z.B., fiir die Ausbreitung der Wellenfront
eines Lichtblitzes den Wert ¢, selbst wenn die Quelle relativ zu diesem System in gleichférmiger
Bewegung ist. Bei der Schaffung der Elektrodynamik zu Ende des vergangenen Jahrhunderts
hielt man fiir die Ausbreitung der elektromgnetischen Wellen ein Medium (den sogenannten
Ather) fiir nétig analog wie die Luft (oder einen anderen elastisch deformierbaren Korper) fiir
die Ausbreitung von Schallwellen.

AuBlerdem glaubte man (irrigerweise), da§ ds Relativitétsprinzip notwendigerweise die Gali-
leitransformation (10.1) - (10.3) nach sich zieht. Daraus schloff man (irrigerweise), daf die Elektro-
dynamik das Relativitatsprinzip nicht erfiillt und daf} es ein ausgezeichnetes Koordinatensystem
gibt, das im ”Ather” ruht. Man versuchte nun einen ”Atherwind” festzustellen, der dadurch
entstehen sollte, dafl sich die Erde bei ihrer Revolution um die Sonne relativ zum Ather bewegt.

Die Messung der Schallgeschwindigkeit kann im Prinzip auf einer Meflstrecke erfolgen mit Nach-
richteniibermittlung mittels elektrischer oder optischer Signale (deren Geschwindigkeit (¢) grofl
gegeniiber der zu messenden Schallgeschwindigkeit ist) vom Anfang zum Ende der Strecke (Mes-
sung der ”Einweggeschwindigkeit”). Ein derartiges Vorgehen ist bei der Messung der Vakuum-
lichtgeschwindigkeit ¢ nicht moglich, da man keine Art von Signalen kennt, deren Ausbreitungs-
geschwindigkeit grofl gegen c ist. Man ist daher gezwungen, das Lichtsignal, dessen Ausbreitungs-
geschwindigkeit gemessen werden soll, am Ende der Messtrecke zu reflektieren und kann daher
nur die Laufzeit fiir Hin- und Riickweg messen (”Zweiweggeschwindigkeit”). Das wichtigste der
diesbeziiglichen Experimente war der Michelsonversuch: (Im Ather ist die Lichtgeschwindig-
keit geméfl der damaligen Ansicht = ¢, fiir andere Systeme mufl man gemé&$ (10.3) umrechnen,
(Abb. 10.2(a)). Der gesamte MeBapparat bewegt sich relativ zum Ather mit der Geschwindigkeit
v. Ein Beobachter im mitbewegten System S’ stellt folgende Laufzeit ¢; fiir den Weg PSoP fest
(P = Position des halbdurchlissigen Spiegels):
ly 4y

t1 = 10.12
! c— + c+v ( )

Ebenso ergibt sich im mitbewegten System aus
At = 0% 4+ 2,

4

B@-0) = f = b= A
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folgende Zeit t3 fiir den Lauf PS;P (Abb. 10.2(b)):

2
t3 = 2———.
3 2 _ 2
Aus den beiden Laufzeiten
ly loc ly/c
t = — = 2 = 2
1 (c+v+c v)c2_02 e 52
/¢
o= o /e
2 _ 2
mit
v
B = - (10.13)
c

ergibt sich folgender Zeit- und damit auch Phasenunterschied im Beobachtungsfernrohr:

4 2
2 _ 2 1-82|°

2
At::tg—tlz{
(& C

Ist der Apparat um 90° verdreht, ergeben sich folgende Anderungen und folgender Laufzeit- und
Phasenunterschied:

fl — fg, tl — tll :tg, tg — tg:tl;
2 0y Uy
At =ty — 1] = = — :
3 1 c 1 _ﬂQ /1—62

Wird nun das Interferometer wiahrend des Beobachtugsvorganges gedreht, sollte dadurch folgen-
der Laufzeit- und damit auch Phasenunterschied resultieren:

2 51 fl 52 62
- AY - At = Z . .
T t t c ll—ﬂz T2 + 11— 3 ﬁ—ﬂ2]
01+ 0y 1 1
= 2 — . 10.14
! c 1—p2 /1_52] (10.14)

Der unerwartete Nulleffekt konnte nur durch eine zusétzliche Hypothese (Fizgerald, Lorentz)
erklart werden: Bei Bewegung relativ zu Ather verkiirzen sich Léngen in der Bewegungsrichtung

um den Faktor (1 - Z—;) 2; Léngen in den transversalen Richtungen bleiben unverindert. Dann

erhéilt man in den obigen Gleichungen fiir
512522 At:At’:O = T = 0.

Damit sind aber noch nicht alle Schwierigkeiten beseitigt; um den negativen Ausgang weiterer
Experimente deuten zu kénnen, waren noch zusétzliche Hypothesen iiber die Zeitdilatation und
die Verdnderung der Kriifte bei Bewegung relativ zum Ather erforderlich. Der Ather wird damit
unbeobachtbar. Einstein vereinfachte 1905 die Situation in radikaler und revolutiondrer Weise,
indem er den Ather fiir die Lichtausbreitung fiir unnétig erklirte und die Giiltigkeit des Rela-
tivitatsprinzips fiir alle physikalischen Vorgénge forderte. Weiters postulierte er, dafi die
Vakuumlichtgeschwindigkeit in allen Inertialsystemen den Wert ¢ hat. Er analysierte den Begriff
der Gleichzeitigkeit und zeigte, dal jedes Inertialsystem seine eigene Zeit hat und dafl Zeitan-
gaben von einem System ins andere mittels der Lorentztransformation durchgefiihrt werden
miissen.
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10.2 Ableitung der Lorentztransformationen

System S: Koordinaten x;, (i =1,2,3), Zeit t;

System S’: Koordinaten z}, (i =1,2,3), Zeit t'.

Zur Vereinfachung der Berechnung seien die beiden Koordinatensysteme parallel und die Ge-
schwindigkeit des Ursprungs von S’ liege in der 1-Achse von S:

Vi = U (511‘. (1015)

Zur Zeit t = t' = 0 sollen die Urspriinge x = 2/ = 0 zusammenfallen und zu dieser Zeit werde
ein Lichtblitz vom Ursprung ausgesendet. Zur in S gemessenen Zeit ¢ ist die Wellenfront an
r = Jx;x; = ct. Es gilt dann:

AP — xx; = 0. (10.16)

Diese Gleichung muf} invarianten Charakter haben, daher gilt in S’ (¢/ = ¢ !):

At? — 2lal = o0. (10.17)
Zur Vereinfachung der Schreibweise wird g := ¢t und z{, := ct’ gesetzt. Man fordert nun eine
lineare Transformation: 5
T = Y ap Tp. (10.18)
a=0

Fiir die Linearitét einer Transformation zwischen S und S’ sprechen folgende Tatsachen:

1. Die Homogenitéit und Isotropie des freien Raumes.

2. Die Bewegung eines kriftefreien Teilchens relativ zu einem Inertialsystem wird durch eine
lineare Gleichung in den z; beschrieben. Dies muf fiir jedes Inertialsystem gelten. Die obige
Transformation aus einem Inertialsystem in ein anderes mufl daher eine lineare Gleichung
wieder affin in eine solche transformieren.

Bei unserer Wahl der Bewegungsrichtung gilt:
o = T, T3 = Th, (10.19)

d.h. wir kénnen von den Koordinaten zs und z3 vollig absehen und die weiteren Uberlegungen
in der 0,1-Ebene durchfiihren:

Ty, = ag To + ao 1, (10.20)

Ty = ajgwo + an 1. (10.21)

Setzt man diese Gln. in die aus Gln. (10.16) und (10.17) sich ergebende Bedingung ein, so folgt:

2 2 2 2
rg — 7 = x5 — ¥,
2 2 2 2 2 2 _ 2 2
(ago — afy) 5 + 2(aroair — agoaor) zor1 + (ag —afy) ¥ = x5 — o1,
2 2 2 2
= ag —ajp = 1 ajpa1r — agoapr = 0, ayn —app = —1L

Die erste Gleichung der letzten Zeile wird durch den nachfolgenden Ansatz befriedigt:

agp := coshu, a9 := sinhu;
aus der zweiten folgt:
aio/app = ao1/an = tanhu,
apy = p sinhu, a3 = p coshu,
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daraus wegen der dritten:
PP =1, p = +1.

Es wird p = 1 gewéhlt. Denn fiir p = —1 erhielte man aus (10.20) und (10.21) eine Transforma-
tionsgleichung, bei der entweder die Zeit umgekehrt und/oder das Rechtssystem im Raum in ein
Linkssystem transformiert werden wiirde. Es ist also:

¥, = xpcoshu + =1 sinhu, (10.22)
¥y = xpsinhu + 1 coshu. (10.23)

Der Ursprung von S’ bewegt sich mit der Geschwindigkeit v relativ zu S (Gl. (10.15)):
B = wv/e, ) =0, x1 = B30 (10.24)
Damit folgt aus obigen Transformationsgleichungen:
0 = x¢ sinhu + x¢ 8 coshu, tanhu = —0§ < 1,

und durch Umrechnung;:

1
coshu = =

1
V1 — tanh?u V1-/3? '
tanh u I6] .

JioE

sinhu = =

V1-— tanh? u

Damit haben wir die Lorentztransformation fiir eine Bewegung lings der x-Achse mit der
Geschwindigkeit v = B¢ abgeleitet:

= — B

o= - 1o -wjca
Ty = yxo — By @, ct 5 (a)
. = = xo + T, . = Ti—uvt : b
1 By 7T 1 V15 (b) (10.25)
xhy = xy = a2 ()
Ty = w3, Ty = x3. (d)

Die inversen Transformationen erhélt man durch Auflosung des obigen Gleichungssystems, einfa-
cher noch durch Anwendung des Relativitéitsprinzips (Wechsel des Systems ist gleichbedeutend
mit Umkehr der Geschwindigkeit):

B — =B, x — m, x —

t/ /
@ = Lrbm (10.26)
Ny
/ t/
T = uj (10.27)
V1- 2
Ty = b, (10.28)
T3 = b, (10.29)

Diese Lorentztransformationen bilden eine Gruppe. Alle physikalischen Gréflen transformieren
sich geméf diesen Transformationsgleichungen.

Das augenscheinlichste Ergebnis dieser neuen Transformationsgleichungen ist, dafi die Zeit keine
Invariante mehr ist. Als Grenzfall fiir v < ¢ und § < 1 enthalten obige Gleichungen die
Galileitransformationen, Gln. (10.1) - (10.3).
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10.3 Folgerungen aus den Lorentztransformationen und deren
experimentelle Uberpriifung

Fiir einen Beobachter B in S ist S das ”Ruhesystem” und S’ das ”"bewegte System”; fiir einen
Beobachter B’ in S’ verhilt es sich gerade umgekehrt. Wir nehmen von den obigen Lorentz-
transformationen nur die Gleichung fiir die zur Systembewegung parallele Komponente und die
Zeit.

v 1
68 = p <1, ~ = \/17—7@ > 1;
¥ = y(x — vt), (a) r = v (" + ot'); (b) (10.30)
Y= At — c% z), (a) t = At + C% #). (b) (10.31)

10.3.1 Relativierung des Begriffes der Gleichzeitigkeit

In jedem System werden alle Uhren untereinander synchronisiert. Z.B. wird zur Zeit t = 0 = ¢/
vom Ursprung z = 2’ = 0 ein Lichtblitz ausgesendet. In jedem System befindet sich bei jeder
Uhr ein Spiegel, der den Lichtblitz zum Ursprung reflektiert. Die Hélfte der ganzen Laufzeit ist
dann die Zeit, die die Uhr in dem Moment anzeigen muf}, als bei ihr der Lichtblitz eingetroffen
ist.

B’ stellt fest, daBl zwei Ereignisse an verschiedenen Orten seines Systems gleichzeitig eingetreten
sind:

@ty = (0,0),
('t = (d,0).
Z.B. sind die Ereignisse das Aufblitzen von Lichtern und diese Lichtblitze treffen bei dem in

' = a'/2 befindlichen Beobachter B’ gleichzeitig ein. Gemifi Gln. (10.30b) und (10.31b) gilt
dann fiir den Beobachter B in S:

(xvt)l = (0,0),

v
(xvt)Q = (a/’%’ycig) .
Dem Beobachter B erscheinen die beiden Ereignisse also nicht gleichzeitig. Wenn, umgekehrt, B
zwei Ereignisse an verschiedenen Orten gleichzeitig erscheinen, so sind diese fiir B’ nicht gleich-
zeitig. Die Gleichzeitigkeit ist also ein Begriff, der jeweils nur in einem System Sinn hat, also
keine Invariante der Transformationsgruppe ist.

10.3.2 Zeitdilatation

Wir betrachten zwei Ereignisse, die im Ursprung von S’ (z' = 0) zu den Zeiten ¢ = 0 und
t' = At stattfinden (etwa Ablesen einer Uhr, die sich im Ursprung befindet).

@t = (0,0),
(@', 1) = (0,A).
B mif3t fiir die beiden Ereignisse:
(x,t)1 = (0,0),
(x,t)y = (YAt ,yAt).

Daf3 B fiir die beiden Ereignisse verschiedene Ortskoordinaten mifit, ist aufgrund des Bewegungs-
zustandes von S leicht einsichtig. Dafl B jedoch fiir den Zeitunterschied die von At’ verschiedene
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Zeitspanne YAt mifit, ist ein vom klassischen Standpunkt abweichendes Resultat. Da v > 1 ist,
ist At > At’. Man sagt daher auch: ”Bewegte Uhren gehen langsamer”. Genau dasselbe stellt
B’ fiir eine in S ruhende Uhr fest; sie ist fiir B’ eine bewegte Uhr und scheint ihm langsamer zu
gehen. Wir schreiben dies in der folgenden Form, weisen aber darauf hin, daf§ diese Gleichung mit
grosser Vorsicht anzuwenden ist; eigentlich sollte man fiir Zeitumrechnungen immer Gleichung
wie in den Lorentztransformationen benutzen.

Atrun. = 7 Atpew. (10.32)

Operationelle Beobachtung der Zeitdilatation

Beobachter B hat in seinem System léings der z-Achse an allen Orten Uhren aufgestellt und
synchronisiert (in seinem System ist ja der Begriff der Gleichzeitigkeit sinnvoll). Die Uhren des
Systems S’ (dort ruhend) fliegen an denen des Systems S vorbei und werden mit den jeweils
gegeniiberliegenden Uhren von S verglichen. Dies ergibt zu den Zeitpunkten ¢ = 0 bzw. t = At:
Fiir einen Uhrenvergleich zum Nachweis der Zeitdilatation benttigt man mindestens 3 Uhren
(zB.in S inz’ =0;in Sinz=0und z =/).

t=0

yl
System S’ @ e x’/

System S * @ > X

t=At

~
System S’ \\/ - x'

System S * @ > X

Abbildung 10.3: Zeitanzeigen der Uhren in verschiedenen bewegten Systemen

Experimenteller Nachweis der Zeitdilatation an Myonen:
Myonen entstehen beim radioaktiven Zerfall des Pions (Pi-Mesons). Das Myon konnte als ein
schweres Elektron bezeichnet werden (m, = 206m., m,c? = 106 MeV); es hat einen radio-

aktiven Zerfall mit einer Lebensdauer von 2.2 us:

t
poo— e Ue + vy o N, = Noe . (10.33)
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Das Pion wird mittels einer Kernreaktion erzeugt:

p + Kerny — 77 + p + Kerns ;

. — u  + 7, (radioaktiver Zerfall).

Myonen werden von einfallenden Teilchen der kosmischen Hohenstrahlung iiber die obige Pio-
nenreaktion erzeugt und fliegen mit anndhernd Lichtgeschwindigkeit weiter und kénnen daher in
70 = 2.2 us hochstens eine Strecke von 660 m zuriicklegen. Man kann die Myonen aber noch in
Meereshohe, also nach einem Flugweg von 6 - 10 km, nachweisen. Die aus der Lorentztransfor-
mation folgende Zeitdilatation erklirt diese Erscheinung.

y y’ y
H »
X=bkm x' =0 x=6bkm
t=0 £’ =0 t=20us
mit Myon mitbe-
wegte Uhr (misst
Uhren, die im PR Ly Uhren, die im
igenzeit’)
"ruhenden’ Sys- "ruhenden’ Sys-
tem S ruhen tem S ruhen
X X
x=0 x=0
t=0 t=20us

Abbildung 10.4: Myonen in der Atmosphére

Wenn ein Myon mit § = 0.995, d.h. v ~ 10, fliegt, dann miffit man von der Erde aus anstelle
von 7, = 2.2 ps die lingere mittlere Lebensdauer von 79 = ~7) = 22 ps. Diese Zeit reicht
aus, um eine Strecke von 6 km zuriickzulegen. Dieser Effekt wurde bei Beobachtungen genau
untersucht. Wegen des statistischen Charakters des Zerfallsgesetzes ist dieses Experiment nicht so
einfach durchzufiihren, wie in der obigen Abbildung schematisiert. Es wurden die Myonenzahlen
in verschiedenen Hohen registriert und daraus die Lebensdauer deduziert.(s. J. H. Smith, §3.5).

Zwillingsparadoxon, Uhrenparadoxon

Zwei Uhren, eine fliegt im Raumschiff mit, die andere bleibt auf der Erde. (Von der Wirkung
des Gravitationsfeldes auf die Uhr, die im Rahmen der allgemeinen Relativitéitstheorie behandelt
werden kann, wird abgesehen.) Das Raumschiff beschleunigt bis nahe an ¢ und fliegt gleichférmig
bis zu einem ¢ Ty, = dg,qe entfernten Himmelskorper, kehrt dort um und fliegt gleichférmig wieder
zuriick. Ein Beobachter, der am Startpunkt der Rakete in Ruhe zuriickbleibt, mifit die folgende

6 cTy, @

Abbildung 10.5: Flug eines Raumschiffs von der Erde zur Sonne

Flugzeit:

T T
LC 4 .= FL + ......(Effekte der Beschleunigung)

TErde = v
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bis zum Eintreffen des Raumschiffes am Zielpunkt. Ein Beobachter im fliegenden Raumschiff liest
von seiner Uhr die Zeit (= Eigenzeit)
Trde 17

TO = = —
Y B

ab. Da ~ > 1 ist, scheint fiir ihn die Zeit langsamer vergangen zu sein. Wenn der Raumfahrer
zuriickkehrt, wird er weniger gealtert sein, als sein auf der Erde zuriickgebliebener Zwillingsbruder
(von Wirkungen des Gravitationsfeldes abgesehen !).

z.B. Erde — a-Centauri: 15 = 4.5 Jahre.

Annahme: § =09 — y=1/y/1—-£32 =1/0.435

T
Ty = L 0.435-1.11- Ty, = 0.485T).
V0
Im System des Raumfahrers zeigt die Uhr also nur etwa halb so viel Zeit, wie das Licht zur
Bewiltigung dieser Strecke braucht.

T
Terde :?L - 1.117;.

Fiir den auf der Erde verbliebenen Zwillingsbruder vergeht also wihrenddessen die 1.11-fache
Zeit, die das Licht braucht, um von a-Centauri zur Erde zu gelangen.

Die Anwendung der Speziellen Relativitédtstheorie ist in diesem Falle eigentlich nicht gerechtfer-
tigt, da Beschleunigungen auftreten. Die Behandlung obigen Vorganges nach der Allgemeinen
Relativitétstheorie fithrt jedoch zum selben Ergebnis. (s. M. Born)

Das g-2-Experiment am Myonspeicherring bei CERN

Die Zeitdilatation kann auch beim g-2 Experiment im Myonenspeicherring beobachtet werden.
Das Myon hat ein magnetisches Moment o g; dieses prézediert im Magnetfeld des Speicherringes
s. Abb. 10.6(a). Die Prizessionsgeschwindigkeit gestattet es, die Grofle von g und damit des
magnetischen Moments zu bestimmen. Die Prézession kann beobachtet werden, weil die Emission
der Elektronen bzw. Positronen beim Zerfall des Myons

B e+ Ve F vy, ,u+—>e++ue+ﬁu.

eine Vorzugsrichtung in Richtung des magnetischen Momentes hat. Die emittierten Elektronen
bzw. Positronen werden mit Zéhlern registriert. Aus der Abnahme der Zihlrate kann die mittlere
Lebensdauer der Myonen nach dem Zerfallsgesetz (10.33) bestimmt werden, aus der "Modulation’
der e-Potenz das gesuchte g-2. (s. Abb. 10.6(b)). Dieses Problem wére streng genommen auch
nicht nach der Speziellen Relativitédtstheorie 16sbar. Wir setzen in der Lorentztransformation v =
Tangentialgeschwindigkeit der umlaufenden Myonen. Fiir v = 12.1 ergibt sich theoretisch eine
vom Laborsystem (der Erde) aus gemessene Lebensdauer von tg = y79 = 12.1-2.2 us = 26.72 us.
Gemessen wurde ein Wert von 26.15 us. Kleine Diskrepanz aufgrund von Meffehlern.

10.3.3 Lorentzkontraktion

In S’ ruht ein Stab der Linge £, d.h. ein Beobachter in S” beschreibt die Endpunkte des Stabes
mit den Koordinaten:
=0 und 2’ = ¢,

Ein Beobachter B in S mifit zur Zeit ¢t = 0 fiir die beiden Endpunkte die Koordinaten

/ g/
x:x—:() und z = 9.
~
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[B-Zahler

t (usec)

Abbildung 10.6: a) Der Myon-Speicherring. b) Zéhlrate der Elektronen bzw. Positronen

B sagt , der Mafistab habe eine Linge ¢y = £/7 , sel also aufgrund der Bewegung verkiirzt.
Doch gibt es kaum eine Moglichkeit, diese Lorentzkontraktion

/
by = li;) = {y\V1— 32 <4 (10.34)

experimentell zu beobachten.

Bei ausgedehnten Korpern mufl man zusétzlich beachten, dafl die von vom Beobachter weiter
entfernten Punkten des Korpers ausgehenden Lichtstrahlen erst spéter eintreffen als die von
nédher gelegenen Teilen. Dadurch wiirde ein solcher Korper verzerrt bzw. verdreht erscheinen.

10.3.4 Additionstheorem der Geschwindigkeiten

Ein System S’ bewege sich mit v < ¢ relativ zu S. Ein weiteres System S” bewege sich mit
u < c relativ zu S’. Dann ist die Summe u + v > ¢. Da aber auch S” die Grenzgeschwindigkeit
¢ nicht iiberschreiten kann, kann die obige Addition der Geschwindigkeiten nicht richtig sein.
Tatséchlich liegt ein Trugschluf} vor; dieser wird nur vermieden, wenn man bei jedem Wert der
Geschwindigkeit die Zeit des betreffenden Systems benutzt.

ZII

z' A
4 A
A

SI’
14
S r 7
g W%

S
o

Abbildung 10.7: Zum Additionstheorem der Geschwindigkeiten
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Beide Systeme, S’ und S”, bewegen sich in z-Richtung:

e 5 relativ zu S mit Geschwindigkeit v;
e 5" relativ zu S’ mit Geschwindigkeit u : z” =0, ' = ut’;

e 5" relativ zu S mit Geschwindigkeit w = z/t.

T v oz 4ot ut’ + vt/ u+v
w = - = — = = .
t vt 4+ t'+ 5 ut’ 1+ 45

Damit lautet das Additionstheorem fiir die (gleichgerichteten) Geschwindigkeiten:

u—+v
= . 10.35
R (10.35)

Es gilt also nicht mehr das vektorielle Addieren von Geschwindigkeiten wie in der klassischen
Mechanik. Auch folgt daraus, dafl die resultierende Geschwindigkeit immer kleiner ist als ¢, wenn

nur v und v kleiner als ¢ sind. (Z.B.: u=v=09¢c = w= % c <c)

Eine experimentelle Uberpriifung des obigen Additionstheorems ergibt sich aus dem Fizeau-
schen Mitfiihrungsversuch:

Y

&

Abbildung 10.8: Fizeauschen Mitfithrungsversuch.

Eine Fliissigkeit mit Brechungsindex n flieft mit Geschwindigkeit v. In der ruhenden Fliissigkeit
ist die Lichtgeschwindigkeit u = ¢/n. Die Lichtgeschwindigkeit im Labor (bei flieBendem Wasser)

betréagt:
u+ £ 1
w = no= (E—i—v) (1—i+v...) = E+u I——]+...
1+62 n ne n n

<
e}

in Ubereinstimmung mit dem Experiment.

10.4 Verallgemeinerung der Lorentztransformation

Bisher wurde angenommen, daf3 die relative Geschwindigkeit der beiden Systeme S und S’ parallel
zur x-Achse ist. Nun sei der Vektor der Geschwindigkeit von S’ relativ zu S gleich ¢. Um die
Gesetzmiiligkeit anwenden zu koénnen, die sich in den Formeln (10.25) zeigt, zerlegen wir den
Vektor 7 in eine Komponente parallel zu ¢ und in eine senkrecht zu . Die senkrechte
Komponente bleibt unveridndert. Fiir die Zeittransformation ist statt x die Projektion von 7 auf
U zu setzen.

L . 7 (75 L U(r-7)
=T 4+ ry = “Ej;”)+ <T— 5 >
v
17” +
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0 t

Abbildung 10.9: Zur Lorentztransformation bei einer Systemgeschwindigkeiten ¥ in allgemeiner
Richtung.

Eine gleiche Zerlegung wird auch fiir 7/ vorgenommen. Aus Gln. (10.25) folgt sinngemif:
L=, A=y (F - 0.
In diese Formel werden die obigen Zerlegungen fiir 7 und 7’ eingesetzt:

. . . R v(r-v . R
P ed = (7o TG -y -

- <F—17(:2'17)> +7<ﬁ(;ﬁ)—“>-

Damit ist die Lorentztransformation fiir die Bewegung von S relativ zu S’ mit der Geschwindigkeit
¥ gefunden:

s 1
o= P4 [(TUZU) (y—1) — Eﬁy ct} , (10.36)
ct = yect — v e (10.37)
c

Diese Lorentztransformationen bilden keine Gruppe. Denn das Hintereinanderausfiihren von Lor-
entztransformationen zu den Geschwindigkeiten ¢ bzw. ¥, (mit o )| ¥, ) gibt im allgemeinen
eine Transformation, die auch eine Drehung enthilt. Wenn man aber die rdumliche Drehgruppe
dazunimmt, dann erhélt man eine Gruppe, die Lorentzgruppe.

10.5 Vierdimensionale Vektorrechnung, die Minkowskiwelt

Da in der Relaltivitdtstheorie die Zeit t eine system- und ortsabhingige Grofle ist, mufl sie zu-
sammen mit den Ortskoordinaten z, y, z zur systembezogenen Beschreibung eines physikalischen
Ereignisses herangezogen werden. Es ist zweckméfBig, die Zeit ¢ als 4. Komponente eines Vektors zu
schreiben. Damit diese 4. Komponente die gleiche Dimension hat wie die drei ersten Komponen-
ten, wird der Lichtweg xg = ct statt der reinen Zeit gewéhlt. Der Raum dieser vierdimensionalen
Vektoren heifit die Minkowskiwelt. Diese wird unten in der rechten Spalte eingefiihrt. Zum Ver-
gleich werden die analogen bekannten Formeln der iiblichen dreidimensionalen Vektorrechnung
in der linken Spalte angegeben. Die Minkowskiwelt ist nicht euklidisch. Deswegen gibt es hier ko-
(Index unten) und kontravariante Koordinaten (Index oben); und dies muf} bei der Definition des
skalaren Produktes beriicksichtigt werden.
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3-dimens. Euklidischer Raum

Koordinaten:
ry =2, T2 =Y, T3 = z;

Vektor:

—

>

Ty = (.’El,.’EQ,Ig),
i ik, .= 1,2,3;

Summationsiibereinkommen fiir wie-
derholte Indices von 1 bis 3.

Inneres Produkt zweier Vektoren:

a- g = a1by + asbs + asbs

= aib;

Norm des Ortsvektors

4-dimens. Minkowskiwelt

kontravariante Koordinaten:

P =ct, at =2, 2® =y, 2° ==z (10.38)
4-Vektor der Raum-Zeit:
X =2t = (2%2',2%,2%) = (2% 7) = (2% 2") .
w,v,...= 0,1,2,3. (10.39)

Summationsiibereinkommen fiir wiederholte lateinische
Indices von 1 bis 3; griechische Indices von 0 bis 3.

Inneres Produkt zweier 4-Vektoren:

A-B = a%° —a'b! —a?p? - b =
= a%® — a;b; = (10.40)
=a'b, = guw b =g"" a,b,. (10.41)

Norm des Raum-Zeit-Vektors:

72— 22?4 2? = a X2 — X.X = (3:0)2 _ (x2)2 _ (952)2 _ (x3)2 _
= atz, = (ct)?—a2?—y? 22 (10.42)
= (er)? (10.43)

Die Variable 7 heifit die Eigenzeit; sie wird mit einer Uhr gemessen, die im Ursprung, # des
Systems des beobachteten Teilchens ruht. Die Definition des inneren Produkts zweier Vierervek-
toren gemé&f (10.40) wird versténdlich, wenn man auf Gl. (10.42) schaut: Das innere Produkt
zweier Vektoren muf} invariant bleiben, im dreidimensionalen Ortsraum beim Drehungen, in der
Minkowskiwelt bei Drehungen im Ortsraum, insbesondere auch bei Lorentztransformationen.
Bei letzteren mufl aber die Wellenfront eines Lichtblitzes immer eine Kugel sein, d.h. es mufl
22+ 9?2+ 22— (ct)? = — [(ct)? — 2% — y? — 2?] invariant bleiben. Das zwingt uns zu einer
entsprechenden Definition des inneren Produkts wie oben in Gl. (10.41) mittels eines ko- oder
kontravarianten Mafltensors. Dieser ist hier immer diagonal und hat konstante Elemente:

1 0 0 0
0 -1 0 0

gw =9 =106 o -1 o (10.44)
0 0 0 -1

Mittels des Mafitensors kann man ko- in kontravariante Vektoren umrechnen und umgekehrt;
man kann ”Indices hinauf- und hinunterziehen”:

0 1 2

x/ﬁ = gul/l"u = (5807371737271:3) = (Q? , —XL, —T ’_‘T3) = (Ct’ —x, Y, _Z)’ x'u = guy'xu'

Es gibt auch Definitionen des Mafitensors, bei denen die Vorzeichen gerade vertauscht sind, also
ein —1 in der 1. Zeile, drei 1 in den nachfolgenden Zeilen.

Eine andere Moglichkeit die Invarianz der kugelférmigen Wellenfront und damit der obigen qua-
dratischen Form einzuhalten, besteht darin, statt des reellen Lichtwegs xy im Raum-Zeit-Vektor
eine vierte rein imaginire Komponente einzufithren, also diesen Vektor folgendermaflen zu defi-
nieren:

X = (x1,29,23,24) = (F,24) = (z,y, z,izg = ict) mit X-X = 22+9y*>+22—(ct)? = inv.
Das war die urspriingliche Definition Minkowskis; darin erspart man sich die Unerscheidung von

ko- und kontravarianten Komponenten. Dafiir mufl man komplex Rechengréfien in Kauf nehmen,
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wéihrend bei Benutzung der obigen Definitionen mit Mafitensoren alle Rechnungen im Rellen
bleiben. Deswegen hat sich diese durchgesetzt.

Den Koordinatentransformationen im dreidimensionalen Euklidischen Raum entsprechen hier die
Lorentztransformationen:

Koordinatentransformationen: Lorentztransformationen:
¥ = aymj; X' =LX = 2 = LMz (10.45)
Drehung des Koordinatensystems: Lorentztransformation fiir Bewegung léngs der z-
. Achse, Gl. (10.25):
1
7 | Z 0 0 =By
/ 0 1.0 O
Tq L = (L") = (10.46)
0 01 0
a1 a2 a13 z1 By 0 0 «
= d21 G2 423 T2 . Lorentztransformation fiir Vektor ¢ (= "boost”), Gln.
az] asz ass I3 (10.36) und (10.37):
L% Ljo
L = (L") = RS (10.47)
Lo | L7,
mit
o= 1y Y o
k - k + (’Y - ) 1)2 ) o=
: v 0 _ %
r, = -— L, = .
0 c’ k c

Die Matrix der Lorentztransformation (10.47) ist in Ké&stchenform geschrieben. In der linken
oberen FEcke steht das Element LOO. Rechts davon stehen in der Zeile noch 3 Elemente. In der
rechten unteren Ecke ist eine 3 x 3 Matrix; davor steht eine Spalte mit 3 Elementen.

Der Abstand zweier Punkte, insbesondere auch die Norm des Ortsvektors # sollen invariant
sein gegeniiber einer linearen Koordinatentransformation. Ebenso soll die Norm s? des Raum-
Zeit-Vektors invariant gegeniiber einer Lorentztransformation sein.

Drehungen: Lorentztransformationen:
/2 2 v _ 2 2 2 2 _
7! = x;%; = Q;jQiT;T = S = Ty = (Ct) —x° — Yy — z° = inv.
N !/ v . nwrv A
r 2 = TpIr = 5jk LTk Ly,T - LV L A LTpl =
12 S . meoo— P A
P = 72 = g = inv. Lpt 0"y T
L}LY = 6 = LYVLY
@ijaik = Ok = jiQki, . A ATV (10.48)

Die 3 x 3 Matrizen {A} sind reell und orthogonal; sie bilden die Drehgruppe des R3. Die
Lorentztransformationen {L} (4 x 4 Matrizen) bilden die Lorentzgruppe.

Summe und Differenz zweier Vektoren werden wie {iblich durch die Summe bzw. Differenz der
jeweiligen Komponenten definiert. Demgemé&f definiert man das Differential des Ortsvektors bzw.
des Raum-Zeit-Vektors. dr ist das Differential der Eigenzeit, umgerechent geméf Gl. (10.32).
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dr' = dz; = (dxy1,dxy, dzs) dX =dz¥ = (dxg,dx1,dxs,dxs). (10.49)

dt? v?
2 2
dr* = — = dt <1 - 02) ,

ds? =da? + dy? + d2?, ) ) )
ds? = da;du; _gp e dy 4 d

)

(10.50)

10.6 Relativistische Kinematik

Bei der Definition des Geschwindigkeitsvektors ist zu beachten, daff die Ausdriicke dz;/dt nicht
ganz angepaflt sind, weil ¢ selbst eine Koordinate ist. Man muf} nach einem invariaten Parameter
ableiten. Dafiir wird die Eigenzeit 7 verwendet. Man betrachtet den Raum-Zeit-Vektor X als
Funktion von 7 und bildet die Ableitung nach 7 , dies gibt die Vierergeschwindigkeit U.
Die Ableitungen nach 7 haben jedoch hauptséchlich theoretische Bedeutung, da z.B. Messungen
meist im Ruhsystem des Beobachters, also im Laborsystem, ausgefiithrt werden. Man kann aber
fiir dr den Ausdruck dt/~ substituieren (s. Gl. (10.32)).

7= dift) = x; = x(t) X = X(n), xy = xu(7).
- 7(t) . dX dz® dx' dxz? dz?
v o= @ —= =x; = T;t), = = = ™ ™ 1(10.51
dt Q v dr <dT’dT’dT’dT>(O5)
== ($17¢27¢3)'

= (ve,yitni?, yi®).

Punkte bezeichnen Ableitungen nach t. Im Eigensystem des Teilchens gilt:
U =(c,0,0,0), U? = ¢ (10.52)

Da das skalare Produkt invariant ist, mufl das letzte Resultat fiir jeden Vektor der Viererge-
schwindigkeit in jedem System gelten:

2 2 _ _ _ _
U = C —Uuu#—w—ﬁ—c. (1053)

Die Verallgemeinerung des 3-dimensionalen klassischen Impulses, Gl. (3.18), in die 4-dimensionale
Minkowskiwelt fithrt zum Viererimpuls:

pi = m I, ‘ P = myU = myg (cy,77). (10.54)

Die Masse mg wird als die Ruhmasse (E. rest mass) bezeichnet und ist gleich der im Eigensystem
des bewegten Teilchens gemessenen Masse; praktisch ist dies die Masse, die man bei geringer
Teilchengeschwindigkeit mifit. Die bewegte Masse ist:

m o= mopy = ——0 (10.55)
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Der Raumanteil des Viererimpulses ist:

—

mo v
N

Er geht fiir geringe Teilchengeschwindigkeit in den gewohnlichen klassischen Impuls (Gl. (10.54),
linke Seite) iiber. Die 4. Komponente des Viererimpulses ist die Energie des Teilchens dividiert
durch c. Denn nehmen wir diese Gleichsetzung vor und entwickeln in eine binomische Reihe

bi = mx; = Moy Ty po= MU =

(10.56)

— 1 1
E=md = m002[1 — 52] 172 _ moc?|1 —|—§ﬁ2 +..| = mo? + §m0172 + ..
so sieht man, dal der 2. Term die klassische kinetische Energie darstellt, also miissen die anderen
Terme auch Energien darstellen. EFy = mg ¢ wird als die Ruhenergie (E. rest energy) der

Masse mg bezeichnet. Der Viererimpuls wird auch als der Energie-Impulsvektor bezeichnet:

P = (E/e,p) = (E/e,m0). (10.57)

10.7 Relativistische Dynamik

Fiir die Relativistische Dynamik muf} eine Verallgemeinerung des zweiten Newtonschen Axioms
aufgesucht werden. Die Erfahrung widerspricht Gleichungen der Art:

mo T = F, oder mir = F,

auch vertragen sich solche Gleichungen nicht mit dem Kalkiil der vierdimensionalen Minkowski-
welt. Zur Verallgemeinerung eignet sich die Form der klassischen Bewegungsgleichung in (3.17).
Formal setzt man dann an wie in der rechten Spalte:

o dp
F=%

dpP au dut d o
7 F = P mo I mo ar AL &’Y (c,7) . (10.58)

Die ersten drei Komponenten dieser Bewegungsgleichung geben im Laborsystem
L dp .
F = CTZZ mit  F = moy 7, (10.59)
falls fiir die drei raumartigen Komponenten der Viererkraft gesetzt wird:

F; = ~ F, (10.60)

Um eine Aussage iiber die nullte (die zeitartige) Komponente der Viererkraft, FY, machen zu
konnen, wird zuerst eine Hilfsrelation abgeleitet. Dazu werden die Vierergeschwindigkeit und die
Viererkraft znéchst im Ruhesystem angesetzt. Es zeigt sich, dal ihr skalares Produkt Null ist.
Da dieses eine Lorentzinvariante ist, ist das Produkt in jedem System Null. Daraus kann man
eine Formel fiir FY ableiten:
U = v(0), F = (0,F); U-F =U-F =0.

0=U-F = guuF =uF — ' F = ey F* — 42 (@-F); (10.61)

mit F der Kraft auf das Teilchen. Daraus ergibt sich fiir die nullte Komponente der Viererkraft:

PN - () -0 2R e

Fiir eine nicht zeitabhéngige Kraft ist die nullte Komponente der Viererkraft proportional zur
Leistung.
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Fiir die Beschleunigung auf relativistische Geschwindigkeiten kommen fast nur Elementarteilchen
oder Ionen in Frage. Fiir die Bewegung eines geladenen Teilchens in einem elektromagnetischen
Feld besteht die Kraft aus zwei Anteilen:

F = F;, + Fg. (10.63)

ﬁL ist die Lorentzkraft:
Fr, = eE + eU x B. (10.64)

Die Strahlungsriickwirkungskraft F's; entsteht dadurch, dafl jede beschleunigte Ladung ein elek-
tromagnetisches Feld (elm. Wellen) abstrahlt. Dieses Feld wirkt auf die Ladung zuriick. Diese
Strahlungsriickwirkungskraft ist sehr kompliziert zu berechnen. Da sie oft klein ist, wird sie
meist in einem ersten Ndherungsschritt weggelassen und erst in einem weiteren beriicksichtigt,
nachdem die Bewegungsgleichungen ohne diese geldst worden sind. Unter dieser Vernachldssigung
lautet dann die Bewegungsgleichung im Laborsystem:

dp d(moyv) = L=
I S Y B . 10.65
dt dt eh +evx (10.65)

10.7.1 Der relativistische Energiesatz

Fiir eine zeitunabhéngige Kraft F , die ein Potential V' besitzt:

OF v .
[ v _ F = —
BN 0, 5 0, gradV,
dav. 0V dx; N\ = . dA d(moyc?)
dt - o dt‘(gmdv’r)__(F’F)__ﬁ_ a
. . d
gilt also: 7{‘/ n mo’VCZ} -0
dt
Das ist die Gesamtenergie:
1
E = moyc® + V = moc® + moc? (152 —1) + V = const. (10.66)
Gesamtenergie = Ruhenergie + kinetische Energie + potentielle Energie.

10.8 Einige Beispiele relativistischer Bewegungen

10.8.1 Bewegung eines elektrisch geladenen Teilchens in einem statischen
homogenen elektrischen Feld

Die Anfangsbedingungen werden in Richtung des elektrischen Feldes gewéhlt:
Anfangsbedingung: t=0: z=2=0.
Damit erfolgt die Bewegung in einer Raumrichtung:

E = (0,0,E), @ = (0,0,v), 8 = v/e = %/
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Damit lautet die Bewegungsgleichung:

p  d 3 - = d '
@ _ 4 M B E o Cit(W):eE. (10.67)

dt dt /1 — ;32 1—(3/c)?
Diese Gleichung kann sofort nach der Zeit integriert werden. Die Anfangsbedingung verleiht der

Integrationskonstanten den Wert 0. Die resultierende Losung wird quadriert und nach 5% = 22 /c?
aufgelost.

. 2052 /.2).2
i = e MR @ (emery
2 2 2
= () = (), BPER = (cBct)® — FA(eBet)

o= e (BT <1

e _ 3 - Be = ¢ dy = ——c¢cdt
“ V() ()

Diese Differentialgleichung kann durch Separation gelost werden. Die Integration nach der Zeit ¢
wird durch folgende Substition ermoglicht:

FE FE
sinhu = eE—O dt, coshu du = 2—0 cdt;
¢ coshu % du f—g coshu du.
dz = 1 = coshu )
1+ S u sinh u
E E
z = B + /eEO sinhu du = B + écoshu,
E, eE 2
= B — /1 — ct| .
z + oE + <E0 c >

Aus der Anfangsbedingung ¢ = 0 : z = 0 ergibt sich B = Ep/eF und damit die endgiiltige
Losung:

E, eE \?
= — 1 — ct - 1]. 10.68
z E + ( B © ) ( )
Diese Formel 148t sich auf folgende Form bringen:
E 2 E \?
[Z'()Z+1] :1—|—<eEoct> — P - i = -1
Dazu dienen die neuen Variablen:
2= 241 P Py
o z , ct = o ct,

in denen die obige Bahngleichung die mathematische Form der Gleichung einer Hyperbel hat.
Deswegen heifit die Bewegung ”Hyperbelbewegung”, obwohl die Bahn im Ortsraum eine Gerade
ist.

Die obige Bahngleichung 148t zwei Ndherungen zu: die eine fiir kleine Zeiten; die andere fiir grofie
Zeiten.

Nichtrelativistische Nédherung: Fiir kleine Zeiten ist der zweite Term in der Wurzel klein;
man verwendet die ersten zwei Glieder der Binomialreihe:

E, 1 eEt2+
B EOC

el
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und erhélt die Losung der klassischen Mechanik, weil die Geschwindigkeit gering ist im Vergleich
Zu C.

Extrem relativistische Ndherung: Fiir grofle Zeiten ist der zweite Term der Wurzel grof3; man
zieht diesen vor die Wurzel und verwendet dann wieder die Binomialreihe fiir die resultierende
Wurzel:

Ey |[(eE Eo \? Eo eE 1 E
= () 1 —1 = 20 et 24 2 —..-—1]
® eE <E0 C) +<eEct) £ "B T 2R et
E E?
= ¢t - 2 4 O __ 4+...

eF 2(eE)? ct

Das Teilchen lauft hier nahezu mit der Lichtgeschwindigkeit c. Dies ergibt sich aus der Ableitung
des vorstehenden Ausdrucks nach der Zeit:

E2
i=c |l - ...

2(eE)? (ct)

10.8.2 Die relativistische Keplerbewegung

Die Kraft und das Potential sind dieselben wie im nichtrelativistischen Fall (§5.2):

o r C 7. Toe2
F:C%:—gradv, V = — C = —ymM oder C = 1226
r r 4dmeg
Die Bewegungsgleichung lautet dann:
g d i o 3
P o F=cZl. (10.69)

dt ~ dt 13 73

Daraus folgt durch vektorielle Multiplikation mit dem Ortsvektor # die Drehimpulserhaltung

d - d  mor d
dt T e a 7P =0 (1070)
L L S (Fxm“)_ (10.71)
V1-—p32 dr

Damit ist auch hier die Bahn eben. Ebenso gilt der relativistische Energiesatz:

2
ot V = const. (10.72)

Vi

In beiden Erhaltungssitze werden Polarkoordinaten eingfiihrt.

=

= (r cos¢, r sing,0);
= (r cosd)—rq'ﬁ sing, 7 sing + ré cos ¢, 0).

=

17:

Das gibt fiir den Drehimpulssatz:

o1
o oL o mo ¢ . L 9
L = myy (Fxv) = Leé, :1_7@7 ¢:m0r2(1_ﬁ)-
Statt der Zeit wird wieder das Azimuth ¢ als unabhéingige Variable eingefiihrt:
= ﬁ = ﬁ@ = ’["/ q‘b7 ’I”, = @
dt — dodt do
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Damit werden auch # 2 und 3% umgeschrieben:; <z52 wird durch den Drehimpuls ausgedriickt :

P2 = (T—,» ,';») — 52 + r2 ¢')2 — (7‘/2 + 7“2) éQ’
2 12 (02 2 2 2
9 v ¢ (r"® + 1) L o [T 1
b c? c? moc (1=57) r4 + r2
Statt r wird wieder die neue abhéngige Variable s eingefiihrt:
. 1 ;) _ds _ dsdr r
) d¢ drdp ~— 12
# - (L) e da-m - pa-p
mopc
L D
D — o 12 2 2 — D _ D 2 2 E—
<moc> P4, B R s

Das gibt letztlich:
1
— =1 D.
152 N
Die neue Variable s wird auch im Energiesatz eingefiihrt, der resultierende Ausdruck wird qua-
driert und dann die vorstehende Beziehung eingesetzt.

2

2.4 2
mgc L /
E—_Cs)? = 0 — m2dih 2 2.
(B~ Cs) T L - NG
E%? — 2ECs + C?s* = mdc* + L2c%s? + L23s?

Der obige Ausdruck wird nach s? aufgelost und dann zum Quadrat ergéinzt. Dazu werden folgende
Abkiirzungen eingefiihrt:

C\? E? — m2cts?
2 ._ . — 0
mo= <Lc> I T

Dabei ist zu zeigen, daB A2 > 0, d.h. E2 — m2c*6? > 0 ist. Dazu wird die Definition des
relativistischen Drehimpulses herangezogen:

(morv sina)?

L? T mit «a = V(7).
2.4 2 m2cA0?
mgce 2moc® C C ctC
E? — m3cts? = 0 + 4= - mict + o )
1=-p2  J1—p2r 12 L2
_ n mictC%(1 — 3?)
2m2r2v?sin® o
5?2 282 mactp? 2myc? 5 1—B3%cos?a
— m? — S il

+ r +
1— 32 V1= 32 (2 sin? a
= d + 2b x + a 2.
Nach der Theorie der quadratischen Gleichungen ist der obige Ausdruck in z = C/r dann > 0,
wenn die damit gebildete quadratische Gleichung keine reelle Nullstelle aufweist. Dies trifft aber
zu, weil die Diskriminante > 0 ist:

2.4 2 a2
mge 1 - (B%cos”a
0 1 - 57] = mict cot?’a > 0.

— v d =
ta 1— /2 (32 sin® a

173



L??s? = E? — moct — L2 + C%s? — 2ECs,

2 E2_<moc>2_ o[, _ (C\] _ 2ECs
* T \Le L ° Le 122
E\? moc\ 2 2 @ 2ECs
= <L> - () -0 - T
2 2 2 2
= E _<w>_52 5+E70 _52E70 ,
Le L 62c2L? (0cL)?
E\? moc 2 EC 7? ) EC 1?
- (&) - () + [pam) 7 [+ Gl
2
C

Beim Ubergang zur letzten Zeile wurde noch folgende Umformung durchgefiihrt:

E? méc? E2C? (E6Lc)? — (moc®0L)? + E?C?

22 12 T ot T 52cA LA -
_ EXSPLAA + C?) — (moc®0L)*  E*(L*¢? — C?+C?) — (moc®SL)?
N §2ct LA N 02ct L4 N
B E? — mgc452 _op2
N 52¢212 - '

Die obige Differentialgleichung fiir s(¢) wird durch folgende Substitution

EC , ,

w() = s(¢) + Gy v T8

in eine solche fiir u verwandelt. Letztere wird durch Ziehen der Wurzel und Trennung der Varia-
blen gelost:

u? o= A% - 5P du _ 2 52— A1 — (6u/A)?;

@ =
o - du o d(u/A)
AT — (5/uA)? AT = QujAR
¢ — ¢ = o0 arcsin(du/A), Su = A sin[d (¢ — ¢o)].
Geeignete Wahl von ¢q gibt:
A EC 1 EC
R e S A N (%5

Damit ergibt sich die endgiiltige Form der Bahngleichung;:

- &er/Ec p
T - (ASc2L?) cos(6¢) 1 — e cos(dg) ' (10.73)
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mit den Parametern

022 L2 1 — (%)
P o= —pn = C—5 (10.74)
AS?L? L
52m2ct 1/2
1 — 0 2.4
o —\/1+52<1—mE0§)(1—52)

e = \/1 + <5ELCC>2(E2 — mdct). (10.75)

Aus der Form der Bahngleichung sieht man, daf§ fiir ¢ < 1 der Radius r immer endlich bleibt,
wéhrend er fiir ¢ > 1 gegen Unendlich strebt. Aus dem Ausdruck fiir € in der letzten Zeile
ergibt sich, dafl diese Unterscheidung zwischen den verschiedenen Bahnformen wieder vom Wert
der Gesamtenergie E abhiingt. Wegen des Hinzutretens der Ruhenergie moc? liegt die Grenze
zwischen gebundenen und freien Zusténden nicht mehr bei &£ = 0 wie bei der nichtrelativistischen

Losung, sondern bei E = moc? :

2

—mpc? < E < mpc?

= ¢ < 1 Rosettenbahnen, gebundener Zustand;

moc® < E = ¢ > 1 offene Bahnen, freie Zusténde, Streuung.

Die relativistische Massenverénderlichkeit bewirkt, dafl die Bahnen der gebundenen Zusténde
nicht mehr geschlossen sind, es erfolgt eine Periheldrehung; deshalb bezeichnet man diese
Bahnen als Rosettenbahnen. Mathematisch wird die Periheldrehung durch den Faktor § im
Argument der cos-Funktion der obigen Bahngleichung verursacht:

1. Perihel: t; = to: r=rpy: O0¢p =m,  ¢p = 7/6.
Nach einem vollen Umlauf (um 27)
des Radiusvektors: to = to + T': ¢y = w/d + 2w
2. Perihel: t3: r=Tmin: 0¢p, =37,  ¢p, = 37/0.
Fiir 6 # 1ist ¢p, # ¢p,, dies entspricht einer Drehung des Perihels um den Winkel

A¢::¢P2—¢2:5—?—%:—2%(1—;). (10.76)

Aus der nichtrelativistischen Behandlung des Keplerproblems folgt:

Fey b [ L2
= a = _——
T mC’
372 372
9,9 4 9 a’L a’L
@ @ (1-¢9) moC ymoM'’
1 oy 91 T?  An?
7z = [a(l—s)’ymOM] ; ngyiM'
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Diese Formeln werden in die obige Formel fiir die Periheldrehung eingesetzt:

_1
1 C 2 2
1 2 wC
= 27T<[1 + §(C/CL) +] 1) N S
7rmgM2'y2 Ty M

Q

= . 10.
ca(l—e2)ymiM  c*a(l—e?) (10.77)

@1\ Op2

Abbildung 10.10: Die Periheldrehung der relativistischen Keplerbewegung, Links: Die Bahn {iber
mehrere Perioden betrachtet. Rechts: Rote Bahn: Start im Perihel bis zum néchsten; blau: Verlauf
vom 2. bis zum 3. Perihel.

Die Periheldrehung ist umso grofer, je kleiner a (Merkur) und je néher e bei 1 liegt (Mars).
Die Prizession des Perihels des Planeten Merkur betrigt 5599.7”/Jahrhundert. Aus den be-
kannten Stérungen (vor allem die Wechselwirkung der Planeten untereinander und iiber die
Sonne) wurde eine Periheldrehung von 5557.0”/Jahrhundert berechnet. (Cl. M. Will: Theory
and experiment in gravitational physics. Cambridge University Press 1993). Die Differenz von
47.7" /Jahrhundert war schon um 1900 bekannt und es wurde nach einer Erklirung gesucht. Gl.
(10.77) liefert nur 1/6 dieser Differenz. Aus der allgemeinen Relativitétstheorie folgt ein Effekt
der richtigen Gréfenordnung (Einstein, Dicke).

10.8.3 Bewegung eines geladenen Teilchens in einem Magnetfeld

Die Bewegungsgleichung wird wie im nichtrelativistischen Fall (§3.4.3) behandelt:

dp d(moy?) o=l -
Btk S A/ B |- 10.
o o ev x 0 (10.78)
. d(moy?) d(moyc?) dE L3
- —_— fry —_— fry —_— = B = .
dt dt g ~ 0B =0
EF = mofch = const. = v = const. = U = const.

Dabei wurden Gln. (10.55) und (10.57) beniitzt. Es ergibt sich, dafl die Gesamtenergie E, damit
auch v und der Betrag der Geschwindigkeit konstant sind. Daher kann man in Gl. (10.78) durch
myg7y dividieren:

dv -

Y- gxB

dt mo’y
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Abbildung 10.11: a) Der Comptoneffekt. b) Die Paarerzeugung

Man kann jede Losung der nichtrelativistischen Bewegungsgleichung (§3.4.3, Gl. (3.11)) in eine
der relativistischen Gl. (10.78) verwandeln, indem man in der ersteren die Masse m durch die
bewegte Masse mgy ersetzt. Insbesondere ergibt sich bei Einschufl senkrecht zu den Feldlinien
eines homogenen Magnetfeldes eine Kreisbahn mit Radius R:

moyv p

leB] leB|y/1 — % leB|
C

Je nédher die Teilchengeschwindigkeit an ¢ herankommt, desto schwerer wird das Teilchen, desto
grofler die Fliehkraft, deswegen wichst der Radius R der Bahn immer weiter.

71 B: R =

(10.79)

10.9 Wechselwirkung von Teilchen und Photonen

GeméB der Lichtquantenhypothese (Einstein, 1905) besteht das Licht (wie jede elektromagneti-
sche Welle) aus Korpuskeln (Photonen), denen eine Energie

E = hv, (10.80)

(h = Plancksches Wirkungsquantum) zukommt, und die sich mit der Geschwindigkeit ¢ bewegen;
das ist nur moglich, wenn ihre Ruhmasse my = 0 ist. Compton (1923) begriindete, dafi diesen

Photonen auch der Impuls

h
F="¢ (10.81)
C

(¢ = Einheitsvektor in Richtung der Ausbreitung der ebenen Welle) zukommt. Aus (10.53),
(10.54) und (10.57) ergibt sich:

P? = g, P'P" = — — 2% = mo (10.82)

Daraus folgt mit mo = 0 und mit (10.80) der Betrag von (10.81). Mittels dieser beiden Glei-
chungen ist es moglich, Photonen dem relativistischen Energie- und Impulssatz zu unterwerfen
und sie in die relativistische Kinematik einzubeziehen. Der Erfolg dieser Vorgangsweise ist eine
Bestitigung der Hypothesen (10.80) und (10.81).

10.9.1 Der Comptoneffekt

Beim Comptoneffekt fallen Rontgenstrahlen der Frequenz v auf fast freie, nahezu ruhende Elek-
tronen in einem Paraffinblock, werden an diesen zur Frequenz v/ gestreut und verleihen diesen
eine Geschwindigkeit v. Da der 1922 entdeckte Effekt mittels des Energie- und Impulssatzes
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der relativistischen Mechanik hergeleitet werden kann, bestétigt er die Vorstellungen von Gln.
(10.80) und (10.81).

Der Energie vor und nach dem Stof} ist gleich:
hv + moc? = /' + moc?y. (10.83)
Statt des Impulssatzes in vektorieller Form wird fiir die Impulse in obiger Abb. 10.11(a) der

Kosinussatz verwendet:
2 I\ 2 /
2
(moyv)? = <h”> + (’“’) - LZ” cos 0. (10.84)
c c c

Wird Gl. (10.83) quadriert und davon Gl. (10.84) abgezogen, ergibt sich

2 2h2 !
(moye)? <1— 1}2) = mic + 2moh(v — V') — ;/V (1 —cos®),
C C
o
c(v /u) — EI_E:)\/—)\:A)\:L(l—COSQ),
4% v v moc
h
AN = Ag (1 — cosf), Ay = — = 24102 m. (10.85)
mopc

Das Experiment bestéitigt die Winkelabhéngigkeit der Wellenléngenédnderung A\ und den numer-
ischen Wert der Comptonwellenléinge Ay des Elektrons.

10.9.2 Die Paarerzeugung

Bei der Paarerzeugung wird ein Photon in ein Teilchen-, Antiteilchenpaar (Ladungserhaltung!)
(Abb. 10.11(b)) verwandelt. Diese Reaktion ist im freien Raum nicht moglich, denn es konnen
Energie- und Impulssatz nicht gleichzeitig erfiillt werden:

E, + E; = moc®y1 + moc*ye = hv,
hv
2 < = Y+ = 5 = €. (10.86)
mopc
o . . . hv
p1 + p2 = moy1v1 + Moy2v2 = €r;
v11 cosby + 202 cosby = e, (10.87)
Y151 sinfy + 202 sinf = 0.

Gl. (10.86) und die erste der Impulsgleichungen, Gl. (10.87), widersprechen sich, da 3; cosf; < 1
ist.

Die Paarerzeugung ist moglich, wenn an der Reaktion noch ein drittes Teilchen teilnimmt, das
den Impuls aufnimmt. Meist ist dies ein Atomkern, der wesentlich schwerer ist als das erzeugte
Elektron-, Positronpaar. Daher ist die Bewegung dieses schweren Partners nichtrelativistisch.
M = Ruhmasse des Kerns; my = Ruhmasse des Elektrons, Positrons; = mo/M < 1.

M + hy = mocgm + m06272 + MCzWS»
hv M

178



Abbildung 10.12: Paarerzeugung bei Anwesenheit eines dritten Teilchens

Der Impulssatz gibt:

o o . hv
D1 + D2 + p3 = €z}
M
Y181 costy + o2 cosfy + cosfl3 = &, (10.89)
mo73 33
Y11 sinfy + 202 sinfy + sinfls = 0. (10.90)
mo7y3 33

Gln. (10.88) bis (10.90) sind ein System von 3 Gleichungen zur Bestimmung der 6 Unbekannten
0B1, B2, B3, 01, 02, 3. Man kann es, z.B., so auflésen, dal man die drei 3; als Funktionen der drei
Streuwinkel 6; bekommt. Wir 16sen nur den Spezialfall, daf§ das leichte Teilchenpaar symmetrisch
auslauft:

bh = —02 := 0, 65 = 0; Pr =02 =06 m=1r:="7
(10.90) ist dann trivial erfiillt, (10.88) und (10.89) geben dann:
2uy + (y3 — 1) = ep, 2uyB cost + 303 = ep.
L+ pule—2y) = 93, Y303 = p(e — 2vBcosh).

3 =14 ple=29) = V1 + b = \/1 + p? (e — 2yBcosh)’.

Die Gleichheit des ersten und dritten Terms der obigen Zeile bestétigt man durch Ausrechnen.
Fiir v3 verwendet man den Ausdruck in der vorletzten Gleichung links, 3083 den rechts. Die
untersrichenen Terme dienen zur Bestimmung von .

Nach Quadrieren geben sie:
v = g — pu(l—pFcost) v[e — v (14 Bcosh)).

Wegen der Kleinheit von p , wird obige Gleichung iterativ nach « aufgelost. Die nullte Naherung
ist: v = /2. Die erste Niherung ist:

v= [t peose?] = S [ B - VT cosh)?].

In dieser Néherung ergibt sich fiir die Energie des Elektrons (ebenso des Positrons) und fiir die
kinetische Energie des Kerns:

2
h 1
E. = moy = 7” 1 — %‘5 (1 1-5 cose) , (10.91)

2
2
Ty = ME (y3—1) = hv <MZE> (1— 1/1—;% cos0> . (10.92)
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10.9.3 Zerfall eines neutralen Pions in zwei Gammaquanten

Abbildung 10.13: Zerfall eines neutralen Pions in zwei Gammaquanten; links vom Laborsystem
aus betrachtet, rechts im Schwerpunktsystem.

Ein neutrales Pion (Pi-Meson) ist instabil (mittlere Lebensdauer im Eigensystem (7.6 1071 s)
und zerféllt hauptséichlich in zwei Gammaquanten:

0 - ¥+ 7.
Deren Energie soll berechnet werden. Das Pion lduft im Laborsystem (LS) mit der Geschwindig-
keit Bc ein. Es ist am zweckmiéBigsten, den Vorgang im Eigensystem des Pions (SS, dort ist der
Gesamtimpuls der auslaufenden Photonen Null; Abb. 10.13(b) zu berechnen und ins LS (Abb.
10.13(a)) riickzutransformieren. Fiir den Energie-Impulsvektor gelten die gleichen Lorentztrans-
formationen (10.25) wie fiir den Raum-Zeitvektor:

o=y -85, @ B o= rsE), @

Py = Dy (b) Dy = Dy (e) (10.93)
By (E-8m), © Z=n9(2+8m). O
ImSS:  jl % = 0 S 7 o= 13, (a)
E, + E} = moc? = E| = E, =" (b) (10.94)
o= + mgCQ (cos@, sinf).
Im LS: Eiy = hvig = %mo'yc2 (1 £ Bceosh) = cpi2, (a)
%mofyc2 (1 —p) < E; < %mofyc2 (I + 0), (b) (10.95)
P; = pi (cosay, sinay). (c) (10.96)

Aus (10.94a) — (10.94¢) berechnet man mittels (10.93d) — (10.93f) die Energien und Impulse der
beiden Photonen im LS und den Schwankungsbereich der Energien. Aus (10.93a) und (10.94f)
folgt der Zusammenhang zwischen «; und 6, aus (10.94a) der Zusammenhang zwischen dem
Winkel o; und der Photonenenergie.

Piz = 7 pi (cosay —f); (10.97)
+cos® = 2 (1 +Bcosh)(cosa; — f3), (10.98)
= (cosa; —B)(1 — B cosay), (10.99)

ho(a) = moc” (10.100)

2y (1 — B cosa)
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Fiir die Umwandlung von Pionen in y-Quanten, die durch den obigen Zerfall bewirkt wird, 148t
sich ein Wirkungsquerschnitt angeben. Das Pion hat Spin 0 und ist daher sphérisch symmetrisch;
in seinem Eigensystem gibt es keine ausgezeichnete Richtung. Daher mufl der Wirkunsquerschnitt
fiir diese Umwandlung von den Winkeln unabhéngig sein:

™ — 2~y: o) = o9 = const. o = // dQ o(¥') = og 4.

Im Laborsystem haben die Pionen im allgemeinen eine hohe Geschwindigkeit; dadurch laufen
die v-Quanten bevorzugt in die Vorwiértsrichtung; der Wirkungsquerschnitt hat dann eine starke
Winkelabhéngigkeit. Diese 148t sich durch eine Lorentztransformation berechnen. Der Winkel
zwischen der Richtung der einlaufenden Pionen (= x-Achse) und dem auslaufenden ~-Quant
wird hier mit ¢ bezeichnet und ist am Abschluss mit dem Winkel «; des betrachtenten Photons
zu identifizieren. Die Lorentzkontraktion (10.34):

verdndert das Volumselement folgendermaflen:
1 1
dV' = da' dy' di = P dr' dY = Zdedydz = = r*drdQ = \/1— 32 r? dr dSQ.
Y vy
In Bezug auf das Transformationsverhalten ist 2 dr’ zu 7’3 gleichwertig. Wir kénnen daher

fiir den Raumwinkel d2’ und damit auch fiir den Wirkungsquerschnitt folgende Umrechung von
Pioneigensystem in das Laborsystem vornehmen:

3 3
/ r ) r_ -
Nun gilt aber:
3 3
N (e e L R o (@2 +22)2
r'3 (22 + 42 + 2/2)% (22 + 2 + 22/~2)2 (22 + 2 + 22 — §222)2
1 1

= = 3 -
2

(1-— 6222/7’2)% (1 — 32 cos? )

Aus den beiden vorhergehenden Gleichungen folgt nun fiir den Wirkungsquerschnitt des Zerfalls

70 — 2~ im Laborsystem:

1

o(¥) = oo = (10.101)
= e 7 (1= 67 cos? )2

Die Abbildungen 10.14 zeigen, daf} der differentielle Wirkungsquerschnitt im Laborsystem Maxi-
ma in Vorwérts- und Riickwértsrichtung aufweist; diese nehmen mit steigender Energie zu.

Der integrale Wirkungsquerschnitt hat im LS den gleichen Wert wie im SS, wie es sein mu#f:

1 /7r sind dv
0; = 09 — 2w + = 4m o0y.
Y 0 (1—p/2 cos?¥)2
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Abbildung 10.14: Der differentielle Wirkungsquerschnitt des Zerfalls 7° — 2y im Laborsystem.
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Kapitel 11

Prinzipe der Mechanik

In diesem Kapitel werden einige verschiedene, mit den Newtonschen Axiomen (und Bewegungs-
gleichungen) dquivalente Axiome oder Grundgleichungen (= Prinzipe) zur Beschreibung der me-
chanischen Vorginge behandelt. Als erstes wird das Prinzip der virtuellen Verriickungen vorge-
stellt; es dient zur Bestimmung des Gleichgewichts statischer Systeme. Dieses Prinzip wird dann
verallgemeinert zum d’Alembertschen Prinzip; damit kann man Bewegungsgleichungen erhalten;
insbesondere werden die Lagrangeschen Gleichungen 1. Art nochmals abgeleitet. Ein grosser Vor-
teil mancher dieser Prinzipe ist es, dass diese in einer Form ausgedriickt werden kénnen, die von
den Koordinaten unabhéngig ist. Diese Eigenschaft kommt insbesondere der Lagrangeschen Zen-
tralgleichung, einem Differentialprinzip, und dem Hamiltonschen Prinzip, einem Integralprinzip,
zu. Mit Threr Hilfe ist es dann mdoglich, die Bewegungsgleichungen in krummlinigen Koordina-
tensystemen, die Lagrangeschen Gleichungen 2. Art, abzuleiten. - Das Hamiltonsche Prinzip ge-
stattet es, den Zusammenhang zwischen Symmetrien eines Systems und dessen Erhaltungsgrofien
aufzuzeigen.

11.1 Prinzip der virtuellen Verriickungen

Dieses Prinzip liefert eine Bedingung fiir das Gleichgewicht eines mechanischen Systems.
Es wird zuerst an einem freien System, bestehend aus einem Massenpunkt, erldutert.

F,
=0 fiir Gleichgewicht.

ﬁjl gﬂ:

Gleichgewicht liegt vor, wenn die Resultierende, F , der auf den Massenpunkt wirkenden Kréfte
Null ist. Diese Bedingung wird nun umformuliert, indem man die drei Komponenten der Glei-
chung F=0 jeweils mit den willkiirlichen infinitesimalen Faktoren ds,, ds,, s, multipliziert und
addiert. Nimmt man an, dafl diese Faktoren die Dimension einer Lénge haben, dann erhélt der
folgende so gewonnene Summenausdruck die Dimension einer Arbeit

§A = (F,65) = 0. (11.1)
Umgekehrt folgt das Verschwinden der Kraft aus dA =0,
A =0 = F =0, (11.2)

da 45 vollkommen willkiirlich ist. (Die Willkiirlichkeit ist wichtig, denn sonst wére der Fall
§A =0, 65 L F, F # 0 moglich). 05 heiBt virtuelle (d.i. gedachte) Verriickung (E.: virtu-
al displacement). Gl. (11.1) ist das Prinzip der virtuellen Verriickung oder das Prinzip
der virtuellen Arbeit. Es bietet den Vorteil, 3 Vektorgleichungen in eine skalare Gleichung
zusammenzufassen.
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Als néchstes betrachten wir ein gebundenes System, bestehend aus einem Massenpunkt. Hier
beschrianken Nebenbedingungen die Beweglichkeit des Massenpunktes. Diese werden in den Be-
wegungsgleichungen durch die Einfithrung von Zwangskriften (Reaktionskréften) als Zusatzkréfte
beriicksichtigt. Dadurch erhélt man wieder ein fiktives freies System mit den Bewegungsgleichun-
gen
mi = F + F' ,

F eingeprégte Kraft, F’ Zwangskraft. Letztere steht senkrecht auf den Fléchen oder Kurven, die
als Fithrungen die Bewegung beschréinken. Nun hat man die Bedingung:

mi = F + F' = 0 fiir Gleichgewicht. (11.3)

Hier kann durchaus F # 0 sein. Hier erfolgen die virtuellen Verriickungen nur mehr in
Richtung der Fiihrungen. Genauer: Die infinitesimalen virtuellen Verriickungen 95 erfolgen
nur mehr in Richtung der Tangentialebene bzw. Tangente an die Fiihrung. Die Zwangskréfte
stehen auf diesen senkrecht, s. Gl. (6.4).

6% || Fithrungen L F; (11.4)
§A = (F+F'03) = (F,058) + (F,65) = (F,03).
——
=0, da F’ 1§58

Die Bedingung fiir Gleichgewicht ist also:
6A = (F,65) = 0. (11.5)

Daraus folgt nicht unbedingt, dafl F =0, da 0§ nicht mehr vollsténdig willkiirlich ist.

y

i
@

—7 X

Abbildung 11.1: Ein homogener Stab lehnt an einer Wand.

Dieses Prinzip wird nun an einem Beispiel vorgefiihrt. Ein Stab der Linge 2¢ lehnt an einer
Wand. Es sei keine Reibung an den Auflageflichen vorhanden. Wie groff mufl die Kraft P sein,
damit der Stab nicht unter seinem Gewicht G wegrutscht? (s. Abb. 11.1). Man kann annehmen,
daf} alle Kréfte im Schwerpunkt S angreifen. Das Prinzip der virtuellen Arbeit gibt:

ﬁ = (_Pv_G)v os = (6'7"761/)’
§A = F.6s = — (Péz + Goy) = 0.

Die beiden Komponenten dz und 8y der Verriickung §5 sind voneinander abhéngig. Die Anderung
da des Neigungswinkels « ist ein freier Parameter.

r = /{ cosa, ér = —[{ sinada,
y = { sinq, oy = { cosa da;
0§ = léa(—sina,cosa) = (—y,z)da.
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Die virtuelle Verriickung lings der Tangente an den Kreis 22 + 3% = ¢ gibt fiir die virtuelle
Arbeit und damit fiir P :

JA = (Psina—Gcosa)léa=0 = P =G cota.

Die resultierende gesamte Kraft weist immer auf die Kante Boden - Mauer (Abb. 11.1)

- G
F =—-G(cota,1) = “na

(cosa,sina) L §5.
Fiir ein freies oder gebundenes System von n Massenpunkten gelten die Bewegungsgleichungen
my, %u = F pt F;’L ,
F, 1 eingeprégte, F l; Zwangskrifte. Die Bedingung fiir Gleichgewicht ist
F,+F, = 0. (11.6)

Die virtuellen Verriickungen d3), werden wieder so gewéhlt, daf sie mit den Nebenbedingungen
vertriglich sind

ds, L F,
0A=> (Fu+F,05) = Y (Fd08,) + > (F,65) = 0.
H M M

Ein System ist in Ruhe oder Gleichgewicht, wenn die potentielle Energie ein Extremum oder
einen Sattelpunkt hat. Bei einer kleinen Verriickung diirfen die eingeprigten Krifte keine Arbeit
leisten, da sie sonst das System in Bewegung setzen wiirden. Daher lautet die Bedingung fiir
Gleichgewicht

§A =) (F.,05,) = 0. (11.7)

Dies ist das Prinzip der virtuellen Verriickungen (Johann Bernoulli, 1717). Ist das System
frei: 65, beliebig, so folgt F), = 0; ist das System gebunden, dann sind die ¢5), nicht vollig
willkiirlich (sie miissen mit den Nebenbedingungen vertréglich sein), 04 = 0, aber meist F, w7 0.

11.2 Das Prinzip von d’Alembert

Das Prinzip der virtuellen Verriickungen, Gl. (11.5), gilt nur fiir statische Systeme, es ist fiir dy-
namische, also fiir Bewegungsvorgénge, nicht verwendbar. Seine Fortentwicklung fiir dynamische
Vorgénge heifit das Prinzip von d’Alembert.

Dazu wird die Bewegungsgleichung formal in eine Gleichung verwandelt, in der nur Kréfte auf-
scheinen; auf diese wird dann das Prinzip der virtuellen Verriickung angewendet. Dazu wird in
die Bewegungsgleichung die d’Alembertsche Tragheitskraft eingefiithrt

muty = F,+F,,
e L
Fu = —muTy;
F, + F, + FI' = 0. (11.8)
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Eine mit den Nebenbedingungen vertrigliche Verriickung, (ﬁ li, d5,) =0, gibt dann

> (Fu + FLos) = > (F,

m

Dies ist das Prinzip von d’Alembert (1743), (Lagrange 1788).

Fiir das Weitere wird nun eine neue Schreibweise eingefiihrt:

F = Fi, mp =
Fy = Fyy, mo =
F3 = Fi, m3 =
Fy = Fy, my =
Fs = Iy, ms =
Fs = Fy, mg =
F3, = Fnza msan =

my,
my,
my,
ma,
ma,
ma,

My,

m

— my7y,05,) = 0.

1
T2
T3
T4
L5
L6

T3n

Damit lautet dann das Prinzip von d’Alembert:

xy,
Y1,
21,
2,
Y2,
22,

Zn,

3n

i=1

11.3 Typen von Nebenbedingungen

Die allgemeinste Form einer Nebenbedingung ist

G(Fm?mt) =0;

631I7
581y,
63127
0522,
(532y,
0522,

0Snz-

(11.9)

(11.10)

(11.11)

1;’# darf nicht vorkommen, sonst wére Gl. (11.11) eine die Bewegungsgleichung konkurrierende
Bedingung. Gl. (11.11) ist eine Differentialgleichung. Eine solche Nebenbedingung tritt z.B. bei

Abbildung 11.2: Bewegung einer Schneide.

der Beschreibung der Bewegung einer Schneide eines Schlittschuhs auf ebenem Eis auf: Zwei
Punkte sind durch eine feste Stange der Liange ¢ verbunden und werden gezwungen, sich in einer
solchen Weise zu bewegen, dafl die Geschwindigkeit des Mittelpunktes der Stange in Richtung

der Stange liegt (Abb. 11.2). Dies gibt die beiden Nebenbedingungen

Gy

(71 — )% — 02

2+ Y2—n

T2 + T1

T2 — I



Aus der zweiten Gleichung eliminiert man den unbekannten Parameter A, indem man die y-
Komponente durch die z-Komponente dividiert.

Tritt keine Ableitung in der Nebenbedingung auf, dann heifit diese holonom. Enthilt sie aber
noch die Zeit, dann heifit sie rheonom. Kommt auch die Zeit nicht vor, dann heiflt die Bedingung
skleronom. Alle diese Bezeichnungen werden nochmals zusammengefafit:

anholonom G(Ty, 7%'“, t) = 0,
holonom G (7, 1) = 0
rheonom G (7, 1) = 0,
skleronom G(7y) = 0.

11.4 Lagrangesche Gleichungen erster Art

Die Form der Bewegungsgleichungen bei Bestehen von einschrdnkenden Nebenbedingungen ist
in §6.1 mittels physikalischer Uberlegungen abgeleitet worden. Hier werden wir sie mit Hilfe des

d’Alembertschen Prinzips
3n

> (F; — midy) 6z = 0 (11.12)
=1

aufsuchen. Darin sind wegen der Nebenbedingungen nicht mehr alle dx; unabhingig. Diese
Abhé#ngigkeit kann man angeben, wenn man die skleronomen Nebenbedingungen

Gu(z;) = 0, p=12...,m<3n (11.13)

(m = 3n gibe ebensoviele Nebenbedingungen wie Koordinaten; der Massenpunkt kénnte sich
iiberhaupt nicht mehr bewegen) variiert

Z 8% z; = 0. (11.14)

Aufgrund der Nebenbedingungen (11.13) sind nur mehr 3n—m der dz;, z.B. die letzten 3n—m
der éxz;, voneinander unabhéngig; die iibrigen, in unserem Beispiel die ersten m dx;, hingen
von den unabhingigen dz; (im Beispiel von den letzten 3n —m dx;) ab. Daher kann im
d’Alembertschen Prinzip, Gl. (11.12), nicht gefolgert werden, dafl der Koeffizient (F; — m;%;)
jedes dx; Null ist. Es gibt nun 2 Verfahren, diese Schwierigkeiten zu beheben:

1. Elimination der abhingigen dz;,

2. Die Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren.

Verfahren 1. wird am Beispiel einer Bewegung in zwei Dimensionen vorgefiihrt:

(Fp — m&) éx + (F, —mj) oy = 0;

oG oG oG (0G
G(z,y) = 0, . dor + By oy = 0, dr = —dy n <8x>
L OG (9G\T )
—(Fy —mi) — a9 <83:> + (Fy—mij)| oy = 0

Da 0y willkiirlich ist, mufl der Ausdruck in der rechteckigen Klammer Null sein; dies ist aber
eine komplizierte Gleichung. Deswegen bevorzugt man das zweite Verfahren.
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Beim Verfahren der Lagrangeschen Multiplikatoren (E. Lagrange multipliers) werden die
Gln. (11.14) mit zunéchst willkiirlichen Faktoren A, multipliziert, iiber 1 summiert und dann zu
(11.12) addiert:

o UNFe:
Do (B midi o+ 3 N | da = 0 (11.15)
=1 p=1

In dieser Gleichung werden die A, so gewahlt, da88 die ersten m Klammerausdriicke (i = 1,...,m)

Null sind. Die verbleibende Summe lduft nur mehr von ¢ = m + 1 bis 3n und enthélt dann nur
mehr dx;, die voneinander unabhéingig sind. Diese Summe kann also nur Null sein, wenn der
Koeffizient jedes dx;, also die Ausdriicke in den rechteckigen Klammern zu ¢ = m+1,...,3n Null
sind. Dies gibt die Lagrangeschen Gleichungen 1. Art:

(11.16)

Zusammen sind dies 3n + m Gleichungen fiir die 3n + m unbekannten Funktionen z;(t), A, (%).
Der zweite Term auf der rechten Seite von Gl. (11.16) gibt die Zwangskrifte.

11.5 Die Lagrangesche Zentralgleichung und die Lagrangeschen
Gleichungen zweiter Art

Die Losung der Lagrangeschen Gleichungen erster Art, Gln. (11.16), wird oft dadurch erschwert,
dal es schwierig ist, Losungen dieser Gleichungen zu finden, die auch die Nebenbedingungen
erfiillen. Oft ist es giinstiger, den Zwangsbedingungen angepafite krummlinige Koordinaten ein-
zufithren, sodaf} sich die Zwangsbedingungen in der Konstanz eines Teiles dieser Koordinaten
ausdriicken lassen. Man erhilt damit eine geringere Anzahl von veridnderlichen Koordinaten,
eben nur mehr soviel als den vorhandenen Bewegungsmoglichkeiten entspricht. Auch bei freien
Systemen ist es oft zweckmé&fBig, der Symmetrie des Systems angepafite, krummlinige Koordi-
naten zu verwenden. Die Bewegungsgleichungen in krummlinigen Koordinatensystemen sind die
Lagrangeschen Gleichungen zweiter Art.

Diese werden aus dem d’Alembertschen Prinzip

3n

3 [F —m; x} 5z = 0

=1

abgeleitet werden. Dabei ist es wichtig, den Unterschied zwischen dx; und déz; zu beachten,
(Abb. 11.3): Das Differential dz; ~ #; liegt in Richtung der Tangente an die Raumkurve z;(t);
dx; ist ein willkiirliches Inkrement. Deswegen ist es nicht von vorneherein klar, ob man in dem
zweiten Term der rechten Seite des Ausdruckes

d d
— (& 03) = & oy t; — (0% 11.1
dt(x ox;) Z; dx; + X dt(ém) (11.17)

die Symbole § und d/dt vertauschen darf. Dazu betrachten wir dz; als Differenz der gleichen Zeiten
t entsprechenden Punkte x;(t) und z;(t) zweier Raumkurven, Abb. 11.3. z;(¢) als Funktion von ¢
gibt die tatsichliche Bahn, Z;(t) ist die variierte Vergleichsbahn. Die Zeitableitung der Variation

ox;, = i’l(t) — IL‘z(t) (11.18)
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Abbildung 11.3: Differential und Variationsinkrement

ist
d dz; dz; . .
@ sy = M = - 11.1
g% = T g T m o (11.19)
Andererseits folgt aus der Bedeutung des Zeichens ¢:
) dr;
z T T < o ) ( )

Vergleich der beiden vorhergehenden Gleichungen gibt das gesuchte Endresultat:

d dl‘i . .
%(&BZ) = 5<dt> = 0. (11.21)

Die wesentliche Voraussetzung fiir den Beweis der Formel (11.21) ist die Existenz der Differenz
dz;, Gl (11.18). — Die Gln. (11.18) und (11.21) gelten nicht bei den sogenannten ” Quasikoordi-
naten”; letztere werden iiber die Geschwindigkeiten oder Differentiale definiert:

dm, = Zaki dx;; (11.22)

zu diesen Differentialausdriicken existieren keine entsprechenden holonomen (”integrierten”) Glei-
chungen, wenn die Koeffizienten ag; in (11.22) die Integrabilitdtsbedingungen

80,]“' - 8akj
837j N 83%-

nicht erfiillen. - Beispiele solcher Quasikoordinaten sind die Komponenten des Vektors & der
Winkelgeschwindigkeit, Gln. (8.22) und (8.30).
Gl. (11.21) wird auf Gl. (11.17) angewendet, diese dann in Gl. (11.12) eingesetzt. Dies gibt

ZZ:F@‘ dx; + ;mz T 6%y = ZZ:mZ %(J;Z 0x;).

Der erste Ausdruck der linken Seite ist die variierte Arbeit; der zweite gibt die Variation der
kinetischen Energie 7 =Y, m;i%/2, wenn man das Variationszeichen vor die Summe zieht. Als
Resultat der Umrechnung erhélt man die Lagrangesche Zentralgleichung.

d
Ao = S (S my o om ). 11.23
0A + 6 dt<imx5x) ( )

Man beachte, dafl auf der linken Seite nur mehr koordinatenvariante Groflen stehen. Dies ist der
Vorteil dieser Gleichung.
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Wir gehen nun iiber auf neue (meist krummlinige) Koordinaten ¢ durch die Transformationen

1,2,...,3n,

1
zi = Tilqr), k= 1,2,....,f=3n—m< 3n. (11.24)

Diese sollen so beschaffen sein, dafl etwa vorhandene Nebenbedingungen

Gu(zi(qr)) = 0, p=12....m

fiir beliebige Werte der g identisch befriedigt sind. Die Zahl der unabhéngigen Variablen f =
3n — m (= mechanischer Freiheitsgrad) (E.: mechanical degree of freedom) ist kleiner als
3n, weil die Nebenbedingungen eliminiert worden sind. Bei Fehlen von Nebenbedingungen ist
m=0, f=3n.

Aus der Transformation (11.24) folgt fiir die Variation

o0x;
dx; = § Ls 11.25
— O, o ( )
und fiir die Zeitableitung
. Ox; dqg ox; . .
;= — = fi(q, qx). 11.26
@ gk . di Ek 7 dk filar, dr) ( )

gr heiflen die verallgemeinerten oder generalisierten Geschwindigkeiten (z.B. in Kugel-
koordinaten 7, 9, ¢ sind dies 7, v, ¢). Diese sind im allgemeinen verschieden von den sog. phy-
sikalischen Geschwindigkeitskoordinaten, die in den Gln. (8.67) und (8.67a) angegeben worden
sind. Letztere sind in Kugelkoordinaten 7, 7’19, r sind ¢.

&; ist nach Gl. (11.26) eine gegebene Funktion der g, und ¢i. Diese kann partiell nach g5 abgeleitet
werden

85% - 8]} _ % - 8331
. = 9a " > = . (11.27)

Mittels (11.24) und (11.25) werden die verschiedenen Terme der Lagrangeschen Zentralgleichung
(11.23) umgeformt. Der Term auf der rechten Seite wird

Z . . Ox;
: m; T; (5:62 = Ek m; T; aq; (qu = (11.28)
’L’
oT 0x;
= E — ) = E )
k an gk - mg X aqk gk
1 . 1 Oz; Oz . .
T = — E i Tl = — ; —— —— . 11.29
5 i mi Tix; 9 Z my 8¢, 0 qrqs ( )

T ist die kinetische Energie. Fiir deren Ausdruck kann man noch eine etwas andere, sehr zweckmé&fi-
ge Form angeben. Dazu wird vorausgesetzt, dafl es sich nur um Teilchen der Masse m im drei-
dimensionalen Raum handelt. Dann ergibt sich durch Einsetzen von Gl. (11.26) der folgende
Ausdruck:

3 2
m . m Ox; 0x; . . m . m (ds
> ;:1 iy 5 E 9q, 0. Irde 5 ;s Grs(qr) drds 5 (dt> , ( )

2,7,8

83@- ax,-
grs(Qk) = Zaq dq = Ysr;

)

3
d52 = Zdl'? = ZQTS(Qk)dQTdQS-
i=1

r,s

190



Im obigen Ausdruck ist ds das Bogenelement der krummlinigen Koordinaten ¢ und g,s der
zugehorige Mafitensor [11.1]. Fiir die géngigen Koordinatensysteme findet man diese Ausdriicke
fix und fertig berechnet in entsprechenden Handbiichern [11.2,3].

T in Gl (11.30) ist eine Funktion von ¢ und ¢;. Daher ergibt sich fiir die Variation der
kinetischen Energie

or .. T
0T =Y <,k(5qk+qk6qk>. (11.31)

Fiir die Variation der Arbeit ergibt sich mit Gl. (11.25)

54 = S Rdn = SR be = Y Quda (11.32)
Qr = Y F gz;

7

Q. ist die Komponente der generalisierten Kraft in der ¢i-Richtung. Z.B. fiir eine
Zentralkraft F' = f(r)7/r ist in Kugelkoordinaten @, = f(r), Qy = Q, = 0 . LaBit man in der
Transformation (11.24) alle Variablen ¢, fix, aufler einer, g,, dann beschreibt

x; = zi(q1 = fix, ¢ = fix, ..., ¢, = variabel, ..., ¢y = fix)

eine Raumkurve im 3n-dimensionalen Raum der z;. 0z;/0q, ist der Tangentenvektor an diese
Raumkurve. Das innere Produkt der Kraft mit diesem Tangentenvektor in Gl. (11.32) gibt die
Projektion der Kraft F; auf diesen ortsabhéngigen Tangentenvektor.

Einsetzen der Resultate von Gln. (11.25), (11.31) und (11.32) in die Lagrangesche Zentralglei-
chung (11.23) gibt:

d .

d (0T orT . oT . or
= > [dt (8) Oqp + 500k = 500k — 5 -0qk — Qidqx
A Ak 4k k Ak

d (0T oT
= 2 (50) o @Joue

d oT oT

— - — = k=1,2,...,f. 11.33

dt gy, O Qk» s 4y o f ( )
Da die Variationen dqy vollstéindig unabhéingig sind, miissen ihre Koeffizienten verschwinden. Das
gibt dann die obige verallgemeinerte Bewegungsgleichung (Lagrangesche Gleichung zweiter
Art) mit der kinetischen Energie T aus Gl. (11.29) bzw. (11.30).

Existiert ein Potential fiir die Kraft, kann man dieses geméfl der Transformation (11.24) umrech-
nen

F; = —aU(xi), U(xi(qr)) — Ulgr) ; (11.34)
81‘j
Cu Z; Oqx Zi:@u’ﬂi 0qx; Iqx, ( )

Dies in Gl. (11.33) eingesetzt, gibt

d (0T B,
o (M) - a—qk(T—U) = 0. (11.36)
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Da das Potential nicht geschwindigkeitsabhéingig ist, kann man die Lagrangefunktion (E.:
Lagrangian)

L=T-U (11.37)
definieren und damit der Bewegungsgleichung (11.36) die folgende endgiiltige Form der Lagran-
geschen Gleichung 2. Art geben

doL oL _,

dtdde  Oqr (11.38)

Literaturangaben zu krummlinigen Koordinaten

11.1 W. Papousek: Vektor-, Tensorrechnung II, Kap.VI.

11.2 E. Madelung: Die mathematischen Hilfsmittel des Physikers.
Springer 1964, 1. Teil, 8. Abschnitt

11.3 P. Moon, D.E. Spencer: Field Theory Handbook. Springer 1988.

11.5.1 Die Lagrangeschen Gleichungen fiir Krifte ohne Potential

Existiert fiir die Kraft F; oder fiir gewisse Teile derselben kein Potential, mufl man GIl. (11.33)
heranziehen. Ist Q; der Anteil der Kraft, fiir den kein Potential existiert, dann sind die Bewe-

gungsgleichungen
d (0L oL n
— =) —-—== k=1,2,...,f. 11.39

dt <8qk> an Qk 9~y 7f ( )
Insbesondere existiert kein Potential fiir geschwindigkeitsabhéngige Krifte (wie z.B. Reibungs-
kriifte).

Doch gibt es unter den geschwindigkeitsabhéngigen Kréften solche, bei denen die Kraft auf der
Geschwindigkeit senkrecht steht (z.B. die Lorentzkraft e[#, B] auf ein sich mit der Geschwin-
digkeit ¢ im Magnetfeld B bewegendes geladenes Teilchen) und daher keine Arbeit leisten
kann. Fiir solche Krifte existiert ein verallgemeinertes Potential M, aus dem sich die Kraft
berechnen 148t nach

d (oM oM
= — ) - == =1,2,...f. 11.4

Dann gilt wieder die Lagrangesche Gleichung 2. Art, Gl. (11.38), mit der Lagrangefunktion
L:=T - M. (11.41)
11.5.2 Lagrangefunktion fiir die Bewegung eines geladenen Teilchens in einem
elektromagnetischen Feld

Die Bewegung eines Teilchens der Masse m und der Ladung e in einem elektrischen Feld E(F, t)
und einem magnetischen Feld (magnetische Induktion B(7,t) ) ist in MKSA-Einheiten

mf’ = ﬁ = QE + 6(’17)( g), mxl = E = eEZ- + egijkvak- (1142)
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Die Lorentzkraft (der zweite Term) ist zwar geschwindigkeitsabhéingig, jedoch ist F1%. Es gibt
ein verallgemeinertes Potential. Um dieses angeben zu kénnen, miissen die beiden Felder £ und
B durch das skalare Potential ® und das Vektorpotential A ausgedriickt werden

B A _ ol dA; .
E = -V - 5, B o= - ox; 9t (11.43)
B = rot ff, B; = ek %‘;"“ .

Diese Zusammenhénge sowie die Methoden zur Berechnung von E é ® und A aus den vorgege-
benen Ladungen und Stromen werden in der Elektrodynamik behandelt. Fur den gegenwartlgen
Gebrauch kénnen wir ® und A ebenso als vorgegebene Felder betrachten wie E und B. Die Defini-
tionen (11.43) werden in den Ausdruck (11.42) fiir die Lorentzkraft eingesetzt, die Uberschiebung
der e-Tensoren ausgefiihrt.

0P 0A; . 0An, . 04;
F, = - - —_— = T . 11.44
! ¢ ( 8%1 8t + tm Bxl wj 8xj ( )
Wir definieren das zugehorige verallgemeinerte Potential
M= —c (—® + ipA) = e® —e(7, A) (11.45)

und verifizieren durch Ausrechnen die Giiltigkeit der Gl. (11.42)

My = o2 1 O
dt 0 at R oz, ot )
oM 0P . 0Ag
(%:i - c <_8$Z + Tk a.’El > ;
d (OM oM 0P 0A; . 0Ag . 0A;
dt (8901) B al'z - [_8% ot t Tk 81:1 Tk 8$]€:| - Fi'

GeméB Gln. (11.39), (11.40) und der vorhergehenden Gleichung ist daher die Lagrangefunktion
fiir ein geladenes Teilchen in einem elektromagnetischen Feld

% P~ ed + e (7,A). (11.46)

11.5.3 Lagrangefunktion fiir ein relativistisches geladenes Teilchen in einem
elektromagnetischen Feld

Fiir ein relativistisches Teilchen (Ruhemasse mg) gilt statt der Bewegungsgleichung (11.42) die
folgende Bewegungsgleichung (s. §10.6):

jt(mofy 7) = F = ¢E + ¢ (TxB) (11.47)
mit

=)
V11— 32
Es mufl nun in Gl. (11.46) der erste Ausdruck derart abgeéndert werden, dafl die gesuchte Lagran-
gefunktion mittels der Lagrangeschen Gleichung 2. Art, Gl. (11.38), die obige Bewegungsgleichung
(11.47) liefert. Die nachfolgende Rechnung ergibt als die Lagrangefunktion fiir relativistische
Bewegung:

L= —my? J1—32 + e (7 A) —e d. (11.48)
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Es ist namlich:
6£ 2 U; 1

aii - e ‘/1f52 672 +
d(0L/0x;)/dt gibt die linke Seite von Gl. (11.47). Die Punkte deuten die Terme fiir die Potentiale
an. Fiir diese lauft die Ableitung ganz wie im vorhergehenden Paragraphen.

L= MY v ..

11.5.4 Das sphérische Pendel

Als Beispiel fiir die Anwendung der Lagrangeschen Gleichungen zweiter Art behandeln wir noch-
mals das sphérische Pendel der Linge R. Wir fithren Kugelkoordinaten r = R = const., 0, ¢ ein.
Die kinetische und die potentielle Energie sind:

x = R sinf cosyp, y = R sinf sinp, 2z = R cosf;
T = %02 = % R%0? + R%sin?6 %] | U = mgz = mgR cosf.

Da die Variable ¢ in der Lgrangefunktion £ = T — U nicht explizit vorkommt, ist die
zugehorige Lagrangegleichung 2. Art besonders einfach. Da 9L/d¢ in dieser nicht auftritt, ist
OL/0¢ eine Konstante der Bewegung. Vergleich mit Gl. (6.19) zeigt, daf§ dies die z-Komponente
des Drehimpulses ist.

doc or _ doc _
dt 0 do — dtop
d 8£ d 2 .92 .
$% = a[mR sin (9(,0] = 0,
L, = mR*sin’0 ¢ = const. (11.49)
Die Bewegungsgleichung fiir 6 ist:
4oL oL _
dtog 00

mR?0 — mR? sinf cosf ¢> — mgR sinf = O’ 0.

In dieser wird ¢ mittels Gl. (11.49) eliminiert und die ganze Gleichung mit 0 multipliziert.
Dann kann man eine Zeitableitung herausziehen:

d fm {595 L? _
dt{2 |:R0 + TrL2R28H129:| + ng COSH} = 0.

Diese Bewegungskonstante ist die Gesamtenergie E.

. 2
B = B[RO+ Sl 4 moRcost = comst
= [RQ 02 + R2sin%0 gb2] + mgR cos = T+U.

Diese Gleichung stimmt mit Gl. (6.20(b)) tiberein. Dort wird auch ihre Losung diskutiert.

11.5.5 Das Doppelpendel

Das Doppelpendel ist ein System mit zwei gekoppelten Schwingungsfreiheitsgraden (s. Abb. 11.4).
Es kann als einfaches Modell einer Glocke dienen. mq entspricht dem Glockenkorper, ms dem
Kloppel. Die zweckméBigsten Koordinaten sind die beiden Winkel ¢ und ¢s. In ihnen werden
die Kartesischen Koordinaten der beiden Massenpunkte, danach die kinetische und potentielle
Energie und die Lagrangefunktion ausgedriickt:
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Abbildung 11.4: Das Doppelpendel. Notebook: K11DoppelPend.nb.

1 = {1 singq, xo = {1 sinp; + {3 sing,
y1 = {1 cospr,  y2 = {1 cospr + Ly cospy; (11.50)
mi . . ma /. .
T = 7(95%4‘3/%)"‘?(%4‘3!%)
mi1+m . m . ..
= %@ o7 + ?2@ @3 + maly ba P12 cos(pr — pa); (11.51)
U = —migyr — magys = — (my+ma)gly cospr — magly cospy;  (11.52)
L = T-U.

Die Bewegungsgleichungen sind wieder die Lagrangeschen Gleichungen 2. Art, Gln. (11.38):

(m1 +ma) F G1 + ma by bz cos(p1 — 2) G2 +
+ mg £y by @3 sin(p1 — p2) + (my +mo)gly sing; = 0, (11.53)
my b5 Gy + maly by cos(pr — 2) P1 —
— maly ¥y gb% sin(p1 — @2) + magls sinps = 0. (11.54)
Dies ist ein System nichtlinearer gekoppelter Differentialgleichungen. Damit man analytisch wei-

terrechnen kann, beschréankt man sich auf die Néherung fiir kleine Schwingungen, in der alle in
den Winkeln nichtlinearen Terme vernachléssigt werden.

cosp; ~ 1, sing; ~ ¢;, 0ip; < Pk (11.55)
(m1+m2) 231 + malile@s + (m1+ma)glipr = 0, (11.56)
ma 03 Go + maolylapr + mag L2 2 = 0. '

Es wird nun aus der ersten (zweiten) der obigen Gleichungen ¢ (p2) berechnet und in die
zweite (erste) Gleichung eingesetzt. Dies gibt dann folgendes neue System:

my b1 1 + (ml+m2)g 1 = mag pa,
my by p2 + (Mml4+m2)g g2 = (ml+m2)g ¢.

Das Problem wird nochmals vereinfacht durch folgende weitere Spezialisierungen:

g 2 ma .

o=t =1t 5= = — 11.57
1 2 ’ /¢ wo, 2 my ) ( )
g1+ L+ wier = pog e, (11.58)
Ba + (I+p) whpa = (14p) wi o1 (11.59)
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Die linke Seite jeder der obigen Gleichungen erfasst die Bewegung des einzelnen Pendels, die
rechte Seite gibt die Kopplung an das jeweils andere. Ist die Masse m; viel schwerer als my (bei
einer Glocke ist die Masse des Kloppels klein gegen die des Korpers), also p < 1, dann ist die
Wirkung von msy auf m; viel geringer als die von my auf my . Dies zeigt sich in den obigen
Gleichungen: Auf der rechten Seite der ersten steht der Faktor p, der klein ist im Vergleich mit
dem Faktor (1+ p) auf der rechten Seite der zweiten Gleichung.

Dieses System gekoppelter linearer Schwingungsgleichungen wird durch Exponentialansétze gelost
o1 = Aeiwt’ ©y = Beiwt :
[(T+p) W — w?]A - pws B = 0,
—(I+p) Q+pwg A + [1+p) wg—w?)]B = 0.

Das lineare homogene Gleichungssystem in den A, B, das durch Einsetzen der Exponential-
ansétze in die vorhergehenden Differentialgleichungen erhalten worden ist, hat nur dann nichttri-
viale Losungen fiir A, B, wenn die Determinante verschwindet. Dies gibt eine biquadratische
Gleichung fiir die Eigenwerte w?:

wt — w2038 (14 p) +wi(1+p) =0, (11.60)

mit folgenden Wurzeln

W%,Q = wi(l4+p) £ wivp+ p?, w1234 = \/W%Qv - \/W%z-

Zu jeder dieser Wurzeln gehort dann ein bestimmtes Verhéltnis der beiden Amplituden A und
B:

A ] w?

BT
Die Eigenwerte w; geben die Eigenfrequenzen des Systems, die zugehorigen Amplitudenverhalt-
nisse A/B folgen aus der letzten Gleichung durch Einsetzen der w%J .

Diese Losung wird noch weiter vereinfacht durch die Annahme, dafl mo leicht gegeniiber m; ist.

m
me < mi, “:m%<<1’ NI
A
w12 = Wwp <1:l:\/ﬁ>, <) = :t\/ﬁ.
2 B),,

Nach den vorgehenden Annahmen haben beide Pendel gleiche Lange, daher gleiche Frequengz,
niamlich wg. Die Wechselwirkung erhtht eine der beiden Freqenzen und erniedrigt die andere (s.
Abb. 11.5).

wi /w0

Abbildung 11.5: Die Abhéngigkeit der Eigenfrequenzen w; und wy von der Kopplungsstirke
w.Notebook: K11DoppelPend.nb.
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Abbildung 11.6: Schwingungen der beiden Teile eines Doppelpendels bei kleinen Amplituden.
Notebook: K11DoppelPend.nb.

Aus den rechten Seiten der Gln. (11.58) und (11.59) ersieht man, daf§ das erste Pendel p-mal
schwiicher an das zweite gekoppelt ist als umgekehrt. Darum ist auch die Amplitude A /p-mal
kleiner als B. Statt der imaginiren Exponentialfunktionen beniitzen wir nun trigonometrische

Funktionen:
<£1> = <_‘1/ﬁ> (C1 cos(wit) + Cosin(wit))
2

+ <\/1/7> (Ccos(wat) + Cysin(wat)) .

Als Anfangsbedingung wihlen wir einen kurzen Stoss gegen den Glockenkorper, wiahrend dieser
und der Kl6ppel in der Ruhelage herabhédngen. Damit erhélt dieser eine Anfangswinkelgeschwin-
digkeit ()b().

t=0: @1 = g2 = P2 =0, &1 = ¢o. (11.61)
Dies gibt folgende Werte der Integrationskonstanten:

C 0, C + ¢ L+ L %o
1,3 = U, 24 = 0 ~ ;
7 Yoz 2w/t

Damit nimmt die Losung folgende Gestalt an:

() = ag | () smany « () sntenn)

%0 VIt cos (woé/ﬁt) sin(wot)

wo /1t — sin (on\/ﬁt) cos (wot)

——— N——
langsam  schnell

(11.62)
(11.63)

Dabei wurden folgende Relationen beniitzt:
wi + wy = 2wy, Wi — w2 = woy/ph-

Die erste trigonometrische Funktion (Frequenz wo./f/2) ist langsam verénderlich gegeniiber der
zweiten; sie stellt eine Einhiillende (Amplitudenmodulation) der schnellen Oszillationen (Fre-
quenz wyp) dar. Das eine Pendel kommt zur Ruhe, wenn das andere maximale Amplitude hat. Die
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Energie wandert zwischen den beiden Pendeln hin und her. Die Amplitude des ersten Pendels ist
VHi-fach kleiner als die des zweiten (s. Abb. 11.6).

Aus den Gleichungen (11.62) kann man auch die Poincaré Abbildung finden. Im vierdimensionalen
Phasenraum entsprechen die Ebenen ¢ = 0 (p2 = 0) den Argumenten wot, = mn [r(n+1/2)]
mit n € Z . Zusammen mit der Zeitableitung von (11.62) erhilt man zu diesen Werten wyt;
folgende Punkte in der (1 = 0,2, $2) bzw. (¢2 = 0, @1, $1)-Ebene:

<<P2(w0tn)> (D [ —sin(BmyE)
P2 (wotn) wo /1 /iwg €os (%W\/ﬁ) 7
. n 1
(wlﬁwﬁn)> (=)™ @ [V cos [(5 + ) /i)
$1(wotn) wo /1 wp sin [(% + i) ﬂ\/ﬁ]
Fiir stetiges n gibt jedes der obigen Funktionenpaare die Parameterdarstellung einer Ellipse,

deren Halbachsen das Verhéltnis 1 : wy (/i (oder umgekehrt) haben; fiir diskrete n erhélt man
Punkte auf diesen.

o
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Abbildung 11.7: Schwingungen der beiden Teile eines Doppelpendels bei grossen Amplituden.
Links: Die Winkel @1, 2. Rechts der Poincaréschnitt fiir ¢; = 0. Notebook: K11DoppelPend.nb.

Die obigen Abbildungen geben ein sehr einfaches, iibersichtliches Bild fiir das Verhalten des
Doppelpendels. Diese einfache Form der Schwingung resultiert aus den Vereinfachungen. Im all-
gemeinen Fall kann die Bewegung sehr uniibersichtlich, eben chaotisch sein; dann 148t sich nicht
mehr aus dem Verlauf der Schwingung wéahrend eines gewissen Zeitintervalls der weitere Ver-
lauf voraussagen. Abb. 11.7 zeigt den Verlauf einer Schwingung eines Doppelpendels fiir grosse
Schwingungsamplituden. Die Kurven wurden durch numerische Integration der nichtlinearen Be-
wegungsgleichungen (11.53) und (11.54) bestimmt. Aus dem unregelméfigen Verlauf 148t sich
nicht vorhersehen, wie die Bewegung weitergehen wird. (Deterministisches Chaos. Die Termini:
”Deterministisch” oder "kausal” besagen hier: Die Bewegungsgleichungen bestimmen eindeutig
den weiteren Verlauf des Vorganges). Weitere Beispiele chaotischer Bewegungen finden sich im
Notebook: K11DoppelPend.nb.
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11.5.6 Normalschwingungen

Die Lagrangefunktion fiir ein System von gekoppelten linearenSchwingern lautet:

L = T -U
1 1
= 5 Mz‘j Tilj — 5 ]Dij XTqj (11.64)
1 - 1
i,7 = 1,2,..., f. Es gilt das Summationsiibereinkommen. Die Massenmatrix M = (M;;) und

Potentialmatrix P = (P;;) sind reelle, symmetrische Matrizen. Die Massenmatrix ist zusétzlich
positiv definit, d.h. sie hat nur positive Eigenwerte m;; deswegen gilt:

m; > 0; yiMzy; > 0,

solange nicht alle y; = 0 sind. Die Bewegungsgleichungen sind die Lagrangeschen Gleichungen

2. Art:
d oL oL

Sie sind ein System von gekoppelten Schwingungsgleichungen. Dieses 148t sich entkoppeln durch
Einfiihrung von Normalkoordinaten. Die zugehorigen Normalschwingungen sind die Eigen-
schwingungen des Systems. Das Verfahren ist eine Verallgemeinerung der Methode der Haupt-
achentransformation einer Matrix.

= 0 = M;i; + Pz, 1=1,2,...,f. (11.65)

Durch den iiblichen Losungsansatz mit einer e-Potenz wird das obige System (11.65) in eine rein
algebraische Gleichung transformiert:

zi(t) == w; et (—wQMij + R-j) w; = 0,
) ~ (11.66)

P —-w*M)-@ =0
Das ist ein System von f linearen Gleichungen fiir die f Unbekannten w; . Die Koeffizi-
entenmatrix hat f positive Eigenwerte wZ-Q , ©=1,2,...,f . Diese berechnet man aus der

charakteristischen Gleichung;:
det(P —w® M) = 0. (11.67)

Die Eigenwerte liefern die Eigenfrequenzen w; und die zugehorigen Eigenvektoren ;. Diese
konnen reell gewdhlt werden. Diese sind dann die nichttrivialen Lésugen des obigen linearen
Gleichungssystems (11.66).

(P —w; M) -w; = 0. (11.68)

Diese Eigenvektoren miissen eine verallgemeinerte Orthonormalitéitsrelation erfiillen, in der die
Massenmatrix M die Rolle eines Mafitensors spielt:

@ - M-y = &, W-M-W = E. (11.69)

W = (W, W, Ws, ..., W) ist eine f x f Matrix, deren Spalten aus den f Eigenvektoren
bestehen. W ist die transponierte Matrix. Es gilt dann weiter:

Wi Py = w6y,  W-P-W = diag(wi,ws,...,w}). (11.70)

7

Damit sind die Werkzeuge bereitgestellt, mit deren Hilfe die Langrangefunktion auf Normalform
gebracht werden kann.

Die x; aus Gln. (11.64) und (11.65) werden nun zu einem Vektor zusammengefasst und dieser
wird nach den Eigenvektoren w; entwickelt:

f !
Fo= )y (cf e+ o e ™) = Y &(1). (11.71)
j=1 j=1
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Die Koeffizienten ¢

i € konnen komplex sein. Doch die obige Losung mufl reell sein. Daher muf}
gelten:

c; = (cj)* = ¢y §(t) = ¢ ewit 4 ¢ e it = 2R(c; ™),

Damit kann man den obigen Losungsvektor folgendermafien schreiben:
f
T = Z w; fj(?f) mit fj(?f) = w;- M- Z(t). (11.72)
j=1

Dann kann man die kinetische, die potentielle Energie und die Lagrangefunktion folgendermaflen
schreiben:

f
T = 1iM-7 = % > & (11.73)
7=1
L J
vV = 1@ Pz = 3 > Wi (11.74)
7=1
fo.
L= 3 Zl (& - w7 &) (11.75)
i=

Die Bewegungsgleichungen sind wieder die Lagrangeschen Gleichungen 2. Art. Diese sind jetzt

entkoppelt. )
&+ w & =0 j=1,2,...,f. (11.76)

Die Anfangsbedingungen, die fiir die x; vorgeschrieben waren, miissen ebenfalls umgerechnet
werden:

§(0) = @;-M-#0), &(0) = @ -M-Z(0);  j=1,2,....f. (11.77)

Normalschwingungen des Doppelpendels

Als ein Beispiel werden die Normalschwingungen des Doppelpendels (§11.5.5) berechnet. In Gln.
(11.56) wird ¢; = ¢ = ¢ gesetzt und folgende Abkiirzungen eingefiihrt: w? = g/¢ und p =
ma/(m1 + mg). Die resultierenden Bewegungsgleichungen sind:

1. . W
@1+ Po + 2 = 0,
u 7

P2 + G1 + wh 2 = 0.

Die zugehorige Lagrangefunktion ist durch Gl. (11.64) gegeben mit den folgenden Ausdriicken
fiir die Massen- und Potentialmatrizen:

1/p 1 Wi/ 0
v (VY (e
11 0 W
Damit bekommt man aus Gl. (11.67) folgende Eigenwerte:

1 1
Wi = W —e—— > W}, Wi = wp ——— < Wi (11.78)

-/ 1+ /n

Die Eigenvektoren, die gemé Gl. (11.69) orthonormiert sind, lauten:
= (VA 1) = (VD)
w1 = —V I, =3 w2 = M, e
11—/ V1t /u
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wl, d = /(1-v/u)

1-Vi | ¢,

T
1-u : : : — tw
Ve ] 0
V1= b1

w2, @ =& /(1+/pu)

P

t wo

¢

Abbildung 11.8: Zeitverhalten der beiden Normalschwingungen des mathematischen Pendels.
Als Losung der Lagrangeschen Gleichungen (11.76) kénnen wir hier annehmen:

& = sin(wit), & = sin(wet).

Dann sind die beiden Normalschwingungen gegeben durch:

1 = (prp) = (Vi sinfert), sinrt) ——— —
Oy = (p1,92) = ( Vu sin(wat), Sin(w?t))\/l—lki\/ﬁ.

Diese beiden Eigenschwingungen sind in Abb. 11.8 und Abb. 11.9 gezeichnet. Bei der Normal-
schwingung mit der héheren Frequenz, wi, bewegen sich die beiden Pendel in entgegengesetzter
Richtung; bei der mit der niederen Frequenz, wo, bewegen sie sich gleichsinnig.

Auch die spezielle Losung, die im vorhergehenden Paragraphen zu den Anfangsbedingungen
(11.61) aufgestellt wurde, kann durch die beiden Normalschwingungen ausgedriickt werden. Setzt
man diese Anfangsbedingungen in Gln. (11.77) ein, so ergibt sich:

Ga0) = 0, £12(0) = F ;f/oﬁ ¥ Vi

Fiihrt man diese Anfangsbedingungen in die allgemeine Losung der Lagrangeschen Gleichungen
&(t) = a; cos(wit) + b; sin(w;t) ein, so ergibt sich:

&Gt) = F 2\/(%0% m sin(w;t).
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Abbildung 11.9: Bewegungsrichtung der beiden Pendel bei den jeweiligen Normalschwingungen.

Entwickelt man die Kreisfrequenzen w; und wp, Gl (11.78) nach dem kleinen Paramter /i bis
zur ersten Ordnung, so erhélt man:

w
VI 0. oL = wo - \/ﬁwo_
2 2
Die beiden vorhergehenden Resultate werden in die Gl. (11.72) eingesetzt. Doch werden in den
trigonometrischen Funktionen die urspriinglichen Kreisfrequenzen w; und ws beibehalten. Dann
findet man:

w1 = wg +

1(t) _ 2sin(wit) + 2sin(wat) — /p [sin(wit) — sin(wat)]
o (4 — p)wo ’

p1(t) _ —2sin(wit) + 2sin(wat) + /g [sin(wit) 4 sin(wat)]
o (4 — p)wo it '

Im Nenner wird p gegen 4 vernachléBigt, im Zéhler der Term prorportional zu /. Dieses
Resultat stimmt mit der ersten Zeile von Gl. (11.62) iiberein.

11.6 Das Hamiltonsche Prinzip

Auch dieses Prinzip wird aus der Lagrangeschen Zentrlgleichung (11.23) abgeleitet, nachdem GI.
(11.25) eingesetzt worden ist:

d . d or

Fiir Krifte mit Potential kann gemafl Gln. (11.32) und (11.35) die Variation der Arbeit in der
obigen Gleichung durch die des Potentials ersetzt werden

= > Quég = - 275% = —0U(ar)
k

f
d <~ 0T
0T — U = = ; :78 (11.79)

Im Gegensatz zur Betrachtungsweise im Kleinen, die bisher bei der Ableitung der verschiedenen
Prinzipe angewendet worden ist, soll nun die Bahn als Ganzes wihrend eines endlichen Zeitinter-
valles untersucht werden. In der Zeit von tg bis ¢; &ndern sich die Koordinaten des Systems von
qx(to) zu qi(t1). Wir vergleichen nun diese wahre Bahn (die vom System tatséchlich durchlaufen
wird) mit virtuellen Bahnen in der N#he der wahren Bahn (vgl. Abb. A.1). Dabei sollen auch die
Vergleichsbahnen durch den gleichen Anfangs- und Endpunkt gehen, d.h.

dar(to) = 0qi(t1) = 0. (11.80)
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Da das Intervall, das bisher betrachtet wird, nicht infinitesimal ist, muf} iber Gl. (11.79) von
to bis t; integriert werden. Dabei darf das Variationszeichen vor das Integral gezogen werden.
Danach ist der Integrand die Lagrangefunktion £ =T — U, Gl. (11.37).

t1 t1 1
/(5T—5U)dt:6 (T —U)dt =56 L dt

to to to
g oT <6T)
dt— —36 = o | Oak(t
/to dt ( v Ol Qk> zk: D 40

Die rechte Seite der obigen Gleichung ist eine totale Ableitung, daher kann das Integral sofort aus-
gefithrt werden; wegen Bedingung (11.80) verschwindet es. Daher folgt aus der obigen Gleichung

t1

to

t1
) E(qk,qk,t) dt = 0. (11.81)
to

Dies ist das Hamiltonsche Prinzip. Die Bewegung des Systems zwischen den Zeitpunkten g
und t; ist derart, dafl das folgende Linienintegral
t1 ,
L(q, Gr,t) dt = Extr.
to
fiir die tatséichlich durchlaufene Bahn ein Extremum (oder stationér) ist. Die Eulerschen Dif-

ferentialgleichungen zu dem Variationsprinzip (11.81) (vgl. Gl. (A.14) sind die Lagrangeschen
Gleichungen 2. Art (s. Gl. (11.38))

d oL oL

R )
dt Oqy, Iqy,

Fiir Untersuchungen allgemeiner Art ist aber das Variationsprinzip (11.81) giinstiger als die eben
angegebenen Differentialgleichungen. Wir werden es im néchsten Kapitel beniitzen, um weitere
Formen von Bewegungsgleichungen und Methoden zu deren Integration abzuleiten.

11.7 Die Lagrangefunktion eines Systems von N Massenpunkten

Die Lagrangefunktion fiir ein System von N Massenpunkten lautet:

L = T -U
N m. N N—-1 N
= ZTM FZ + Zvu(ru) + ZVHV(THV); (11.82)
pn=1 pn=1 pu=1v=p
mit
T = |Tul, Ty = [Tl

Die Teilchen und Koordinatenindices werden wieder fortlaufend numeriert, vgl. (11.10). Damit
lauten dann die Lagrangeschen Gleichungen 2. Art:

doc oL

ao% = 0, =1,2,..,3N. 11.83
dt 0z, Oz, H ( )
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11.8 Symmetrien der Lagrangefunktion und Erhaltungsgréfien

Das Hamiltonsche Prinzip ermdglicht es, den Zusammenhang zwischen den Symmetrien eines phy-
sikalischen Problems, die in der Lagrangefunktion ihren Niederschlag finden, und zugeordneten
Erhaltungsgroflen zu zeigen. Jeder Symmetrie entsprechen Transformationen, die die Lagrange-
funktion (oder zumindest das Hamiltonsche Prinzip) unveréindert lassen. Dabei geniigt es bereits
von diesen Symmetrieoperationen die infinitesimalen einzusetzen, z.B. geniigt es, bei Drehungen
solche um ganz kleine Winkel zu verwenden. Dies vereinfacht die Rechnung betréchtlich.

Wir werden zeigen, dafl bei einem nicht zeitabhéingigen Problem im homogenen Raum Invarianz
gegen mindestens 10 Symmetrieoperationen gegeben ist und damit jeweils eine Erhaltungsgrosse
verkniipft ist; ndmlich:

Operation Erhaltungsgrofle Anzahl
Zeitverschiebung Energie 1
Drehungen Drehimpuls 3
Translationen Impuls 3
Boosts Anfangsschwerpunkt 3

11.8.1 Energieerhaltung und Zeittranslationen

Die Lagrangefunktion héngt nicht explizit von der Zeit t ab:

L = Lqk,qx) = % = 0. (11.84)

Damit ist das Hamiltonsche Prinzip

/E(qk,qk) dt = Extr. (11.85)

invariant gegen eine Verschiebung der Zeit ¢ — t+ . Im Anhang zu diesem Kapitel (Gl. (A.9))
wird gezeigt, dafl dann das Jacobiintegral des Variationsproblems erhalten ist:

> L - £ = > prdr — L = const. (11.86)
T Odk %

oL

N =0 = 2T — T+V =T+4+V = E = const. (11.87)

Vergleiche hiezu auch die Gln. (12.16) und (12.17). Jetzt wird gezeigt, dafl die Invarianz gegen
Zeitverschiebungen impliziert, daf3 die partielle Ableitung der Lagrangefunktion nach der Zeit
Null ist. Dazu wird eine Taylorreihenentwicklung nach ¢ herangezogen.

' =t+e: L(qr,qgr,t') = L(qx, gk, t) = inv.
. oL
= L(qk, g, t) + €50 + ... (11.88)

Vergleich der oberen mit der unteren Zeile ergibt dann:

oL
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11.8.2 Infinitesimale Koordinatentransformationen
Infinitesimale Koordinatentransformationen werden in folgender Form geschrieben:

qff = qr + esp(qr, 00, . 0n). (11.89)

Darin geben die Funktionen s; die Transformationen; diese wirken auf die Koordinaten ¢; und
fiihren diese in die g, iiber; die Paramter «; kennzeichnen die Transformation, z.B. bei einer
Drehung im dreidimensionalen Raum sind dies die drei Drehwinkel. ¢ ist so klein, daf} alle seine
hoheren Potenzen vernachldfligt werden koénnen; dies charakterisiert infinitesimale Transforma-
tionen. So haben wir bei Translationen:

=/

ot ed s - a (11.90)

Bei den Drehungen gehen wir von den endlichen Drehungen auf die infinitesimalen iiber. Dazu
werden die ersteren durch den Drehtensor ausgedriickt:

= _  pp o oH

T, = Dry, TP = Dzjxj

Dij = ewe; + (0j — eiej) cosp — gijrer sing
Nooeiej + 0 — €iej — EijkeL P -

Beim Ubergang zur letzten Zeile wurde angenommen, daf8 der Drehwinkel ¢ klein ist, deswegen
cos ¢ ~ 1 und sin ¢ ~ ¢ gesetzt werden konnen. Dieser kleine Drehwinkel wird mit den Kompo-
nenten der Drehachse multipliziert; dies gibt den Drehvektor: ¢ = ¢; = ¢e;. Damit konnen
die Drehungen zu infinitesimalen umgeschrieben werden:

Flo= Rt (B X T
= Tt e(@ X 7). (11.91)

In der ersten Zeile wurde der Teilchenindex p nicht angeschrieben. In der letzten Zeile wurde der
infinitesimale Charakter der Drehung durch das Einfiigen des € hervorgehoben.

Die Geschwindigkeitstransformationen = Boosts tragen dem Relativitéitsprinzip Rechnung,
némlich, dafl die Physik in allen Inertialsystemen gleich ablauft.

Fho= T, +edt, T,= T, + (11.92)

11.8.3 Die Erhaltungsgréflien

Nun wird ein allgemeiner Ausdruck fiir die Erhaltungsgrofien abgeleitet. Die infinitesimale Trans-
formation (11.89) wird in die Lagrangefunktion eingesetzt und der Ausdruck nach e bis zur ersten
Ordnung entwickelt:

f
. . oL oL .
k=1

= inv. (11.94)

Daraus folgt wieder:

UNYe oL .
Z o Skt %) = 0.
— \ O el
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% wird mittels der Lagrangeschen Gl. 2. Art (11.38) durch %g—qi ersetzt. Dann kann man die

Zeitableitung herausziehen und bekommt:

f
oL
7 <Z aqk ) = 0 Za— = const. (11.95)

Dies gibt nun das Theorem von E. Noether: Aus der Invarianz der Lagrangefunktion un-
ter einer r-parametrigen infinitesimalen Transformation, eq. (11.89), folgt die Existenz von r
Konstanten der Bewegung wie sie in der vorstehenden Gleichung angegeben worden sind fiir die

Lagrangefunktion:
N
my,
L = 27“ = > Virw). O (11.96)
p=1 pu<v

11.8.4 Translationsinvarianz und Impulserhaltung
Aus der Invarianz gegen Translationen

Fpo= T, 4+ed §=a 7= T
tw = |Fu—T| = [Futed—7,—cd = |Fi—7) = ru. (11.97)

im Raum folgt die Erhaltung des Gesamtimpulses. Denn die Erhaltungsgrofie, G1. (11.95) wird
dann fiir die Lagrangefunktion (11.96):

N N
oL _ -
a; E praai g myit’ = @-P = const. = P = const. (11.98)

Da @ vollsténdig willkiirlich ist, folgt aus der Konstanz des Skalarprodukts (@ - ]3) die Konstanz
jeder einzelnen Komponents des Gesamtimpulses.

11.8.5 Drehinvarianz und Drehimpulserhaltung

Aus den infinitesimalen Drehungen (11.91)

Fo= T 4 oe (@ x T (11.99)

N
oL : - -
(9 (FxTy) = @- E my (7, X 7) = ¢-L = L = const. (11.100)
T p=1

11.8.6 Invarianz gegen Geschwindigkeitstransformationen und Schwerpunkt-
serhaltung

Aus der Invarianz der Lagrangefunktion (11.96) gegeniiber der Wahl der Geschwindigkeit des
Inertialsystems folgt die Erhaltung des Anfangsschwerpunkts 7, (vgl. Gln. (7.9) und (7.10)).

Zum Beweis dieses Zusammenhangs mufl eine Verallgemeinerung des Noetherschen Theo-
rems abgeleitet werden. Wir wéhlen fiir die Invarianz der Lagrangefunktion gegeniiber den
Symmetrie-Transformationen (11.89) die folgende allgemeinere Bedingung:

. dF .
L(ghr @i t) + — = L(gk, v ?) (11.101)
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mit einer willkiirlichen Funktion F(gj,t). Fiir beide Lagrangefunktionen liefert das Hamiltonsche
Prinzip die gleiche Eulersche Gleichung, also die gleiche Lagrangesche Gleichung 2. Art. Denn
bildet man die Zeitableitung dieser Funktion und leitet diese nach ¢j, ab, so ergibt sich:

f

o | arF OF ,  OF
A | o = roak /R v
aq,. | dt k§=:1 aq;, ot
o _ ok
oq, dt oq,’

und damit
d 6<dF>_8FdF d OF 0 dr

L (= )
dt Og, \ dt Jq,, dt dt Oq Jq;, dt

Fiir e = 0 ist die transformierte Lagrangefunktion gleich der urspriinglichen, daher mufl die
Funktion F' mindestens proportional zu ¢ sein.

e=0 & L' =L = F =¢eGgt).
Die Reihenentwicklung der Lagrangefunktion nach e enthilt dann einen zusétzlichen Term.
(2, 4 2L £ € _
1 8qk b 8qk F dt -

% wird mittels der Lagrangeschen Gl. 2. Art durch %% ersetzt. Dann kann man die Zeitablei-
tung herausziehen und bekommt:

/ f
d oL oL
— s, + G = 0 — s, + G = const. (11.102)
dt Oqi e=0 g e=0
k=1 k=1
Die Geschwindigkeitstransformationen (11.92)
7= T, + et rlzﬁ—i—su_)'.
werden nun in die Lagrangefunktion (11.96) eingesetzt. Dies gibt
. N m . 2
‘C(FﬂﬁF#vt) - Z 7# (Fllt - € u_j) - Z V(T:,LI/)
p=1 pu<v
N m . N .
= > 7“7312 =~ > V(r,) —ed Y my T+ O
p=1 pn<v pn=1

N
= L(Frut) — ed -y mu i+ O().
pn=1

Der 2. Term in der letzten Zeile kann unter Benutzung der Definition des Schwerpunkts umge-
schrieben werden zu: p
Damit ergibt sich aus dem obigen Formelblock:

dG

ﬁ(Fﬂvﬁﬂvt) = E(Fl/b"?/:vt) + € E



Daraus ergibt sich fiir die Invariante:
N or .
Z o7 Wt — WP M = @ (Pt — Mi,) = @7, = s = const. (11.103)
— Or

Wegen der Willkiirlichkeit von @ ergibt sich daraus wieder die Konstanz des Anfangsschwer-
punkts.

11.8.7 Zusammenfassung der Invarianzen und Erhaltungsséitze

In der folgenden Tabelle sind die Invarianzoperationen, die damit zusammenhéingenden Eigen-
schaften des Systems und die Erhaltungsgréfien aufgelistet.

Operation Eigenschaft Erhaltungsgrofie
Translation Homogenitét des Raumes Gesamtimpuls P
Drehung Isotropie des Raumes Gesamtdrehimpuls L
Zeitverschiebung | Homogenitét der Zeit Gesamtenergie E
Boost Gleichwertigkeit der Inertialsysteme | Anfangsschwerpunkt sy
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Anhang A

Anhang iiber Variationsrechnung

In diesem Anhang werden die Problemstellung und die Losungsmethoden der Variationsrechnung
kurz erldutert und mit denen der gewohnlichen Maximum-Minimum-Rechnung verglichen.

A.1 Eine abhingige Variable

Maximum-Minimum-Rechnung

Gegeben ist eine Funktion

f(z) gegeben.

Gesucht ist ein Wert zg, fir den f(x)
einen Extremwert annimmt.

f(zo) = Extr.

Lésungsvorschift: Die Werte xg suchen, fiir
die die erste Ableitung der Funktion Null
ist:

F(zo) = 0.

Variationsrechnung

Gegeben ist ein bestimmtes Integral

/IF(x(t),m'(t),t) dt gegeben,

to

worin F'(z,,t) als Funktion seiner Argumente
x,x,t bekannt ist.

Gesucht ist eine Funktion x = z(t), die in das
obige Integral eingesetzt, diesem einen extremen
Wert verleiht:

/tl F(z(t),i(t),) dt = Bxtr. (A1)

to

Lésungsvorschift: Die erste Variation des Inte-
grals mufl Null sein:

t1

5 | F(z(t),2(t),t) dt = 0. (A.2)

to

Wie unten gezeigt wird, ist das der Fall, wenn die
Funktion x(t) Losung der Eulerschen Diffe-
rentialgleichung des Variationsproblems ist:

d OF OF
—— - — = 0. A.
dt 0% ox 0 (A-3)
Die Problemstellung der Variationsrechnung soll zunichst am Beispiel der Brachystochrone
(Abb. A.2(b)) erldutert werden: Fin Teilchen bewegt sich in einer vertikalen Ebene auf einer
vorgeschriebenen Kurve unter dem Finflufl der Schwerkraft. Welche Kurve mufi man wdhlen,
damit die Laufzeit vom gegebenen Anfangspunkt xg,yo zum gegebenen Endpunkt x1, y1 mdglichst
kurz ist?
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Abbildung A.1: Die Losung x(t) — und zwei Vergleichsfunktionen y(t, ) := x(t)+en(t) (——-).

Dazu wird der Energiesatz fiir ein Teilchen der Masse m im Schwerefeld nach der Geschwindigkeit

aufgelost

m . . m
E=T+U =+ @@ + 99 +mgy = 5 v° + mgy,

d 2F
v = d—j = 1\/— — 29y, ds = /da?+dy? = \/1+y? da.
m

Die Bahnkurve soll so gewéhlt werden, dafl die Laufzeit T ein Extremum ist:

t1 t1 d 1 1 2 1
T = / dt = / @ / midx = F(y,y,r)dx = Extr. (A.4)
to to Y z el 2g vy

Die Methode zur Losung des Variationsproblems (A.1) besteht darin, daf§ das Variationsproblem
auf ein gewdhnliches Maximum-Minimum-Problem zuriickgefiihrt wird. Dazu wird angenommen,
daB die Losung z(t), die dem Integral in Gl. (A.1) einen extremalen Wert verleiht, schon bekannt
ist. Der mit der Losung z(t) berechnete Wert des Integrals (A.1), ndmlich

I = /tl Fa(t), @(t), 1) dt

to

wird verglichen mit den Werten, die man erhilt, wenn man in das Integral (A.1) die folgenden
Vergleichsfunktionen
y(t,e) = z(t) + & n(t), 0<ex1 (A.5)

einsetzt. Diese sollen in der Néhe von z(t) liegen (daher & < 1!) und durch denselben Anfangs-
und Endpunkt gehen wie die Losung (vgl. Abb. A.1), d.h.

n(to) = n(t1) = 0. (A.6)

Einsetzen der Vergleichsfunktionen in das Integral (A.1) gibt:

I(e) = / Ry(t ), it ). 1) dt (A7)

to

Es ist klar, dafl I(e = 0) = Iy ist. Weil x(t) die Losung des Variationsproblems ist, also dem
Integral (A.1) den extremalen Wert verleiht, mufl aber auch gelten:

dl
T = 0.

e=0
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Durch diese Vorgangsweise mit dem Ansatz (A.5) und dessen Einsetzen in (A.1l) ist das Varia-
tionsproblem in ein gewoOhnliches Extremalproblem beziiglich des Parameters & transformiert
worden. Dies wird nun weiter im Integral (A.7) ausgefiihrt:

O LT P ) R
e~ ), loyoe * 0y oe ) Loy T ey
Fiir e — 0 folgt daraus geméif (A.4)

—n+ —7 — ndt + — ndt = 0. (A.8)

/tl OF oF 1 . _ " oF " oF
W Loz T i = ), oz W OF

Im zweiten Integral wird die Zeitableitung durch partielle Integration iiberwilzt:

h /tl dor . _ /tl dOF
w atox T ), Tator

to

OO
gz 1% T 1o

to

Wegen (A.5) ist der integrierte Anteil Null. Durch Einsetzen der gerade berechneten Relation in
das Integral (A.8) wird dieses auf folgende Form gebracht:

b ToF d OF
-/ n[ - } dt =0
=0 to Ox dt 0%
Die Funktion 7 ist in hohem Mafle willkiirlich. Deswegen kann das vorstehende Integral nur dann

Null sein, wenn der Ausdruck in der Klammer Null ist. Dies gibt die Eulersche Differential-
gleichung des Variationsproblems (A.1):

dor _oF

dt 0z  Ox
Deren Losung z(t) ist die gesuchte Funktion, die dem Integral (A.1) seinen extremalen Wert
verleiht.

ﬂ
de

= 0.

In dem wichtigen Spezialfall, dal die Funktion F'(z,,t) nicht explizit von der unabhingigen
Variablen ¢ abhéngt, ist folgende einfachere Bedingung, das Jacobiintegral, der Eulerschen Dif-
ferentialgleichung dquivalent:

Pl
F(z,z) — & 8;2’:6) = const. (A.9)
Aus OF/0t = 0 und aus Gl. (A.3) folgt namlich
sy _ 5 OF@d)] _ OF OF L OF . OF 4 0F
dt ’ o ot Ox Oi ok dt O
<~ —_—
=0 =0
R dor]
- oe T @os] T

Diese Resultate werden nun zur Losung des Beispiels, Gl. (A.4), verwendet. Zur Anfangsbedingung
t=ty: xo=yo=1v9=0

gehort F = 0, sodafl wir schreiben kénnen

r1 1 12 T
29T = / tY dr = / F(y,y, ) dz = Extr.,
x0 -y xo

1 + y/2
7y :

F(yvy/7$) =
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Es ist sehr langwierig, zu diesem Variationsproblem die Eulersche Differentialgleichung (A.3)
aufzustellen und zu 16sen. Da F' nicht explizit von z, der unabhéngigen Variablen, abhéngt, kann
Formel (A.9) verwendet werden, was wesentlich giinstiger ist. Diese lautet hier:

OF (y,9')

F(yvy’)—yTy = const.,

1 + y/2 y/2

1
= = const. := —.
- —y(1+y?)  /=y(1 +y? A

Diese Differentialgleichung kann durch Separation der Variablen geltst werden

Das Integral wird mittels der nachfolgenden Substitution fiir y ausgewertet. Damit folgt dann
aus der obigen Gleichung auch ein Ausdruck fiir x.

AQ
y = —AQCOSQg = -5 (1+ cosu), (A.10)
AQ
z = & (u+sinu) + B. (A.11)

Diese Losung ist eine Parameterdarstellung einer gewthnlichen Zykloide (s. Gl. (6.11)). Die noch
unbestimmten Konstanten ( A, B, ug, u;) werden durch den vorgeschriebenen Anfangspunkt
(x0,%0) = (0,0) und Endpunkt (z1,y1) := (a,—b), (b > 0) festgelegt. ug und wu; legen den
Bereich des Parameters u fest, ug < u < w;.

0 = y = %2(1+cosu0) = uy = T,
0 =z = L(ug+sinug)+B = B = —Ar
] (A.12)
xr1 = = AT(U’L =+ Sin U; — ﬂ-);
2
—y1 = b = %(1+cosui) = A? = Hfifsu,

Division der vorletzten Gleichung durch die letzte gibt nach Umordnen
b sinu; — a cosu; = a + bm — bu;.

Diese Gleichung wird durch Einfithrung von Hilfsvariablen (£ und «) umgeformt.

. b
sina = \/ﬁ, cosa = =, £ = u — « O<a<3),
—&cosa + sina + (7 —a«) cosa = siné.

« wird durch die obige Definition festgelegt. Die letzte Gleichung ist eine transzendente Gleichung
in £, das seinerseits das gesuchte u; gibt. Die Losungen &g, &1, &2, ... sind die Schnittpunkte der
Geraden

n = —fcosa + (m—a)cosa + sina

mit der Sinuskurve n = sin¢, (s. Abb. A.2):
o =m—a, u=m

gibt den Anfangspunkt. Die iibrigen Wurzeln (fiir a < 7/2 endlich viele) geben zum Endpunkt
passende Parametergrenzen uy, ug, . ... Aus u; folgt dann A?/2 geméif der letzten Gl (A.12).
Damit und mit (A.10), (A.11) ist die Brachystrochrone (A.4) vollsténdig bestimmt.

Aus Abb. A.2(a)) ersieht man: Fiir « < 1.3518... gibt es neben &y nur eine Wurzel &, (7 —a <
&1 < 3w — «); fiir 1.3518 ...< o < 1.4421... gibt es &, &2, &3, (3 — a0 < &9, §3 < 5w — «). Die
zu ug, uz gehorigen Zykloiden (s. Abb. A.2(b)) haben ldngere Laufzeiten als die zu u; gehorige.
Sie sind wegen der Reibung praktisch nicht realisierbar.
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n
3
2 a=0
1 =1.45
&1
3
2
-1
-2 X
Abbildung A.2: Links: a) Die Losungen &y, &1, &2, ... fiir einen bestimmten Wert von « sind

die Schnittpunkte der zu diesem « gehorigen Geraden mit sing. Rechts: b) Zu jedem Wert
u; = & + a gehort eine Brachystochrone.

A.2 Mehrere abhingige Variable

Die oben gebrachte Variationsrechnung 148t sich fiir den Fall von n abhéngigen Variablen z;(t)
verallgemeinern: Gesucht sind die Funktionen z;(¢), sodafl das Integral

t1
/ F(z1(t), z2(t), ..., zn(t); 21(t), Z2(t), ..., 2n(t);t) dt = Extr. (A.13)
to
ein Extrem wird, wobei F' eine bekannte Funktion der Argumente ist. Dies bedeutet also
t1
6 [ Fzi(t),z2(l),. ... xn(t);&1(t), L2(), ..., 2n(t);t) dt = 0.
to

Eine Schlufiweise ganz wie die im Falle einer unbekannten abhéingigen Variablen fithrt zu dem
System von Eulerschen Gleichungen
doF  OF
dt 0x;  Ox;

= 0, 1=1,2,...,n. (A.14)
Es wird dazu angenommen, die x;(t) seien die gesuchten Funktionen, die dem Integral seinen
extremen Wert verleihen. Setzt man die Vergleichsfunktionen
zi(t) + € ni(t), £ < 1,
die durch den gleichen Anfangs- und Endpunkt gehen sollen wie die Losungen, d.h.
ni(to) = mi(t1) = 0, (A.15)
in das Integral (A.13) ein, dann ist das Variationsproblem wieder auf ein gew6hnliches Extremal-

problem fiir das folgende Integral zuriickgefiihrt:

t1
I(e) = / Flx1+em,...xn+e ;&1 +€M,...,En +€ nNy; t) di,
to

OF . OF
I'e=0)=0 = / { ; l}dt
(e=0) 5 ; 55, it G

b I (OF dOF
= / dt;{al‘z_dtaxz} Za 771

to

t=t1

=0

Die Ableitung des Integrals ist partiell integriert worden. Der integrierte Term ist wegen Bedin-
gung (A.15) Null. Wegen der Willkiirlichkeit und der Unabhéngigkeit der 7; muf jede geschweifte
Klammer fiir sich Null sein. Das gibt die oben bereits angefiithrten Eulerschen Gleichungen (A.14).
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A.3 Variationsprobleme mit Nebenbedingungen

Als letztes behandeln wir Variationsprobleme mit Nebenbedingungen. In der gew6hnlichen Maximum-
Minimum-Rechnung sollen die Argumente z1, . .., 2, aufgesucht werden, die der Funktion f(x1,...,z,)
einen extremen Wert verleihen. Dabei sind diese Argumente durch Nebenbedingungen einge-
schrinkt.

flxy,29,...,2,) = Extr.

Go(z1,22,...,2y) = 0, a=1,2... K.

Die Lésungsvorschrift ist (ohne Beweis): Mittels Lagrangescher Multiplikatoren A\, bilde man die
Funktion

Ffr=F + ) AaGa

und suche deren Extrema geméf

) 94 =, i=1,2,...,n;
9T - G, = 0, a=1,2,....K.

0o

Der zweite Satz von Bedingungen sind gerade die Nebenbedingungen, die in formaler Weise eben-
falls als Ableitungen ausgedriickt worden sind. Aus den obigen n + k Gleichungen kénnen die
n + k Unbekannten xi,...,x,, A1, ..., A bestimmt werden.

Das analoge Problem der Variationsrechnung ist wieder: die Funktionen x;(¢) zu finden, so da8

ttl Fay(t),22(t), . .. an(t);@1(t), #2(0), . .. @n(t);t)dt = Extr. (A.16)

Go(T1,22,. .. Ty &1, &, ... Tn;t) = 0. (A.17)

Diese Funktionen, z;(t), werden durch die Nebenbedingungen G, =0 eingeschrinkt. Kommen
in den G, keine Ableitungen vor, heiflen die Nebenbedingungen holonom, sonst anholonom.
Die Losungsvorschrift ist in beiden Féllen die gleiche: Man bilde die Funktion

K
F+(x1,a:2, ey Ty AL, A2, ., ARG T, T, ,in,t) =F+ Z)\QGQ. (A18)
a=1

Die gesuchten Funktionen x;(t) und die Lagrangeschen Multiplikatoren A, (¢) sind die Losungen
der Eulerschen Differentialgleichungen

doFt OFt  dOFt 9Ft

dt 9&;  dx; 0 dt 9h, Oha =0

Daher kann man das Variationsproblem (A.16) und (A.17) auch schreiben als

t1
) ) F+(x1(t), N ,(L‘n(t); )\1(15), e ,)\K(t); i‘l(t), e ,S'Cn(t); )\1(15), ey )\K(t);t)dt = 0. (Alg)
0
Die strenge mathematische Behandlung der Variationsrechnung ist ungleich schwieriger als die
der gewOhnlichen Maximum-Minimum-Rechnung. Insbesondere ist die Existenz von stationéren
Werten der Integrale (dieser Begriff ist allgemeiner und zutreffender als der des Extremums)
nicht immer gesichert. Auch der Beweis der Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren ist sehr
kompliziert. Auf diese Schwierigkeiten kann hier nicht eingegangen werden.

Literatur zur Variationsrechnung

O. Bolza: Vorlesung iiber Variationsrechnung, B.G.Teubner, Leipzig,1909
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Kapitel 12

Kanonische Bewegungsgleichungen.
Hamilton-Jacobische
Integrationstheorie

In diesem Kapitel wird noch ein neuer Typ von Bewegungsgleichungen, die kanonischen Be-
wegungsgleichungen, abgeleitet werden. Diese eignen sich besonders zu allgemeinen Untersu-
chungen iiber die allgemeine Struktur der Mechanik. Die wichtigste Methode zur Losung dieser
Bewegungsgleichungen ist die der kanonischen Transformationen die es gestatten, mittels
bekannter Integrale der Bewegung die Ordnung des Differentialgleichungssystems zu erniedrigen.
Die Hamilton-Jacobische Theorie gibt ein allgemeines Verfahren zum Auffinden von solchen ka-
nonischen Transformationen, die es im Prinzip gestatten, die Bewegungsgleichungen vollstdndig
zu losen.

12.1 Kanonischer Impuls. Kanonische Bewegungsgleichungen

Die Newtonschen Bewegungsgleichungen sind am Anfang in kartesischen Koordinaten angege-
ben worden. Die Geometrie des Kraftfeldes oder das Bestehen von Nebenbedingungen, die die
Bewegungsfreiheit der Massenpunkte einschrinken, legen oft die Verwendung von krummlinigen
Koordinaten nahe. Diese Transformationen der abhéngigen Variablen

Ty = $l(qk)7 i = 1,2,...,3N;

die das mechanische System beschreiben, heiflen Punkttransformationen. Die zugehtrigen Be-
wegungsgleichungen sind die Lagrangeschen Gleichungen 2. Art, Gl. (11.38). Fiir die Einfithrung
eines neuen Typs von Bewegungsgleichungen, der kanonischen Bewegungsgleichungen, sprechen
gewisse Griinde mathematischer Symmetrie. Die Newtonschen Bewegungsgleichungen und die
Lagrangeschen Gleichungen 2. Art betreffen immer zweite Ableitungen der Teilchenkoordinaten,
die Beschleunigungen, wihrend der mechanische Zustand der Systems durch die Koordinaten
und Geschwindigkeiten vollsténdig beschrieben wird. Die neuen Gleichungen werden direkt die
zeitliche Anderung der Koordinaten und Impulse beschreiben.

Ein weiterer Grund betrifft die Losungsmoglichkeiten: Will man bekannte Integrale der Bewegung
zur Losung der Bewegungsgleichungen bzw. zur Verringerung deren Grades beniitzen, so reichen
die Transformationen (12.1) nicht aus. Denn diese Integrale der Bewegung, wie z.B. Drehimpuls
oder Gesamtenergie, hingen auch von den Geschwindigkeiten oder Impulsen ab. Transformatio-
nen fiir solche Groflen miissen daher allgemeiner sein als die obigen Koordinatentransformationen
(12.1). Diese allgemeineren Transformationen, die auch die Impulse erfassen, heien kanonische
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oder Kontaktransformationen. Diese werden auf die kanonischen Bewegungsgleichungen an-
gewendet.

Die kanonischen Bewegungsgleichungen werden aus dem Hamiltonschen Prinzip (Gl. (11.81))

t1
6 [ L(qk:Gr,t) dt = 0 (12.2)
to

abgeleitet. Dieses Variationsprinzip wird geméf einem allgemeinen Verfahren auf kanonische Form
gebracht. Dazu werden in Gl. (12.2) die verallgemeinerten Geschwindigkeiten, ¢, durch neue
Variable, ki, ausgedriickt mittels der folgenden Substitution (Legendretransformation):

ki = qi .

Wenn die ki in das Hamiltonschen Prinzip (12.2) eingefiithrt werden, mufl der obige Zusam-
menhang zwischen ki und den verallgemeinerten Geschwindigkeiten durch Nebenbedingungen
beriicksichtigt werden

t1
(5 ﬁ(qk,k‘k,t) dt = 0;

to

g — kx = 0, k=1,2,...,f.

Die Nebenbedingungen werden mittels Lagrangescher Multiplikatoren A, in das Variationsprin-
zip aufgenommen (vgl. in Kapitel 11 im Anhang A Gln. (A.16) bis (A.18)):

5 f [,C(Qk,kk,t) + 5 M (b — ko) dt = 0;

Die Eulerschen Gleichungen fiir dieses Variationsprinzip sind:

o dor _ oL dw _
oq dt 9q, ~  Oqg dt )
oF* doF _ oL _
OF* d OF* __ s _
e — %3}\1@ = qr ]{Zk = 0.

Von diesen wird zunéchst nur der mittlere (unterstrichene) Satz herausgegriffen:

oL
= —. 12.4
Ak e (12.4)

Die Lagrangefunktion fiir ein konservatives mechanisches Problem bzw. fiir eines mit verallge-
meinertem Potential fiir ein geladenes Teilchen in einem elektromagnetischen Feld ist

L = T -1, (12.5)
L = T -U — M. (12.6)
Wegen
Oz .
Z T (12.7)
ist _ o
T = 2 Z my = Zklgkl(%) dk G quadratisch in g;
M = ed — e( A’) linear in gj; (12.8)
U = Ul(q) unabhingig von ¢.
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Geméf Gleichungen (12.4) wird nun als Definition des kanonischen Impulses eingefiihrt:

oL oL
e = pp o= = = 22 12.
k Pk e i (12.9)

pr heift kanonisch konjugiert zu qi. pg, qr bilden ein kanonisch konjugiertes Variablenpaar.
Die Gln. (12.9) bilden ein lineares Gleichungssystem in den ky; dieses hat eine eindeutige Losung,
wenn die Funktionaldeterminante
0’L
det () £ 0.

k; Oky,

Der Fall, wo diese Determinante Null ist, heifit ausgeartet und ist unwichtig. Die Lésungen von
(12.9) werden beniitzt, um die kj im Variationsprinzip (12.3) durch p; und ¢ auszudriicken.
Ebenso werden fiir A; die kanonischen Impulse (12.9) eingesetzt.

5][ (Qs ks T +Z\)‘f/(o‘ - ka)}dt = 0
o (12.10)

f /
=1 =1

Fiihrt man in die letzte Gleichung die folgende Funktion (Hamiltonfunktion) ein

H (pi, gist Zpk kr(pis @irt) — L(ak, ki (D, 45, 1),t) (12.11)

entsteht dabei ein zu Gl. (12.2) fiir die Zwecke der Mechanik dquivalentes Variationsprinzip in
kanonischer Form

t1
5f{2£:1pk Ge — H(pi,qit)] dt = 0,
to

5ftt01 F(pr, i qis t) dt = 0.

(12.12)

Dies ist die einfachste Form, die ein solches Variationsprinzip annehmen kann. Es treten nur die
Ableitungen der einen Reihe von Variablen auf, auch diese nur linear. Die Eulerschen Gleichungen
dieses Variationsprinzips

oF  _ doF _oH e
5‘qk dtaqk _ 8qk dt T ’
oF  _ dOF daw _ OH  _
Opr dt Opy, dt Opr. - ’

sind die Hamiltonschen oder kanonischen Bewegungsgleichungen:

pk _ __ OH

o Aqi.’?

S (12.13)
qr. = ok

Die vorhergehende Ableitung wird nochmals in Form eines Kochrezepts zusammengefafit: Aus
der Lagrangefunktion

L(qk, gk, t) = T — U oder
- T -U-M
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werden die kanonischen Impulse gem. Definition (12.9) gebildet und nach den verallgemeinerten
Geschwindigkeiten aufgelost. Letztere werden in die Definition der Hamiltonfunktion (E.:
Hamiltonian) (12.11) eingesetzt:

0.
q

i1

|
l

dx = ki(pi,qi,t),
/N (12.14)
H(pe,qe.t) = Do Pk dk — L(qk, dr, ).

Pk =

Q|
>

Die Grofe (12.9) wird als kanonischer Impuls bezeichnet, weil in einfachen Fillen, z.B. in

m

L = 5 (ab2 + 9% + 22) — U(z,y,2) :
pi = O = i

der kanonische Impuls gleich dem gewohnlichen linearen mechanischen Impuls (3.17) ist. Dies ist

aber nicht immer so. Z.B. fiir das Zentralkraftproblem in Kugelkoordinaten ergibt sich
m

L = T—UZEUQ—U(T):

= (7’“2 + 29 + % sin¥ @2) — Ul(r);

pr o= % = my = 7 = p/m,
po = g5 = mry = J = py/(mr?),
Py = % = mr2 sin?y p = Y = p@/(mrz sin® 19)

py und p, haben nicht mehr die Dimension von Impulsen. Die Hamiltonfunktion

H = pi+pgd + pop — L =
2
_ pj_’_ pfg i Py _
m mr? mr2 sin? ¢

B % [<Zr)7;>2 + 7 (%)2 + 7 sind (mr2sm 19) ]

1 2 Py Py
_ L Py Ulr) = T +U =
2m (pr + 72 + r2 sin? 9 + Ur) +

ist gleich der Gesamtenergie F. In §12.1.1 wird gezeigt, dal dies ziemlich allgemein gilt. Die

Hamiltonschen Gleichungen sind:

: _ 0H - _  OH.
Pr = = 5 r = &

: _ 0H 9 _ OH.
Py = — ERE v o= Opy?

: _  _ 0OH . _  OH
Py = g Y Opy

Mit ihrer Losung werden wir uns erst spater beschéftigen.

12.1.1 Die physikalische Bedeutung der Hamiltonfunktion

Wir betrachten eine Lagrangefunktion mit gewthnlichem mechanischem Potential:
oU

L =T - Ulg), = -— =0 12.15
(qr) i (12.15)
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Geméf Gl. (12.8) ist die kinetische Energie T eine homogene quadratische Form in den ¢.
Nach dem Eulerschen Satz fiir homogene Formen (s. §12.1.3) gilt daher:

Z el qk = 2T (12.16)
Wegen (12.15) gilt weiter:

L 0L _or

T oG oq

Setzt man obige Resultate in die Definition der Hamiltonfunktion Gl. (12.11) ein, so folgt

H = Zpqu—cz

= Z@Qk_ﬁ_

H(py,qr,t) = E. (12.17)

Wenn die Terme der Hamiltonfunktion die in Gln. (12.8) aufgelisteten Eigenschafen haben, dann
ist Hamiltonfunktion gleich der Gesamtenergie des Systems, ausgedriickt durch die verallgemei-
nerten Koordinaten und kanonisch konjugierten Impulse. Ein Gegenbeispiel: In rotierenden Be-
zugssystemen ist die Hamiltonfunktion von der Gesamtenergie verschieden.

12.1.2 Die Hamiltonfunktion fiir ein geladenes Teilchen in einem elektroma-
gnetischen Feld
Die Lagrangefunktion fiir dieses Problem ist (s. G1. 11.46)
L=T-U-M

Gemaf (12.8) ist die kinetische Energie T' eine homogene quadratische Form in den ¢y ;
M—ed = —e (V- /Y) ist eine lineare homogene Form in den ¢;. Das mechanische Potential
U und das elektrische Potential ® sind von den ¢, unabhingig. Nach dem Eulerschen Satz fiir
homogene Formen (s. §12.1.3) gilt:

Z—q'k = 2T;
8(M—e(1>) _ oM .

Damit geht man in die Definition der Hamiltonfunktion

. oT — U — M) .
R I e
k k K
oT . OM
= ZQka—ZQkﬁ—ﬁ—
k k
= 27 - (M — ed) — (T — U — M) =
= T +U + e®
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Auch hier ist die Hamiltonfunktion gleich der Gesamtenergie. Die potentielle Energie V enthélt
das mechanische Potential U und das skalare elektrische Potential @ multipliziert mit der
Ladung e.

In kartesischen Koordinaten ist die Lagrangefunktion fiir ein Teilchen in einem elektromagneti-

schen Feld gegeben durch:
L = 5 lexl + eZwiAi — ed .
7 7

Damit erhélt man fiir den kanonischen Impuls und die Geschwindigkeit:

oL . : 1

Py = —— = mIr + eAy; = I = —

0% m

Hier unterscheidet sich der kanonische Impuls vom linearen sogar um einen zusétzlichen Term !
Mit den obigen Ausdriicken geht man in die Gl. (12.11) ein und erhélt fiir die Hamiltonfunktion:

(P — eAy).

1
H:T+e<I>:n;gfbk:tk—l-e@:m%(pk—eAk)Q—l—e(I).

Die Hamiltonfunktion fiir ein geladenes Teilchen in einem elektromagnetischen Feld ist also:

H= 3 (p — edp)’ + e@. (12.18)
k

12.1.3 Das Eulersche Theorem fiir homogene Formen

Eine Funktion mehrerer Variabler F(z1,x9,...,z,) heiit eine homogene Form, wenn sie nach-
folgende Bedingung erfiillt:

F(txy,txg, ..., txy) = t¥ F(z1,22,...,25), v € R.

7.B. ist das folgende Polynom

F(xi,x9,...;xy) = E Qi TiTh
ik

eine homogene quadratische Form (oder eine homogene Form vom Grade 2);
1

\/2oik @ik TiTk

eine homogene Form vom Grade —1. Der Ausdruck muf also kein Polynom, nicht einmal eine
rationale Funktion sein.

F(x1,x9,...,xy) =

Der Satz von Euler lautet: Eine homogene Form vom Grade v erfiillt folgende Beziehung:
oF
Zi: Ti g =V F. (12.19)

Der Beweis ist einfach: Man setzt y; := z;t und bildet die totale Ableitung nach der Variablen
t unter Benutzung der Kettenregel der Differentiation:

d aF(y17y27”'7yn)
F P p— . f—
dt (y17 Y2, ) y’n) EZ 8yz Ty
d v v—1
= — t' F(x1,29,....,my) = vit'" " F(x1,29,...,2).

dt

Setzt man abschlieBend in den unterstrichenen Teilen ¢ =1, ergibt sich die obige Formel.
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12.2 Der Phasenraum

Der Phasenraum (E. phase space) ist der reelle 2f-dimensionale Raum der Koordinaten pg, g
In diesem entspricht der Bewegung eines Systems eine Raumkurve dargestellt durch die 2f
Funktionen

pr(t), ax(t), (12.20)

die Losungen der das System bschreibenden Bewegungsgleichungen zu den vorgeschriebenen An-
fangsbedingungen. Diese Raumkurve heifit die Phasenbahn (E. phase trajectory). Durchlaufen
die Anfangsbedingungen alle fiir das System zuléfligen Werte, iiberstreicht die entstehende Kur-
venschar den ganzen Phasenraum. Fiir ein ungebundenes System von N Teilchen im dreidimen-
sionalen Ortsraum ist der Phasenraum 6/N-dimensional.

Schreibt man die kanonischen Gleichungen (12.13) als Differenzengleichungen, so bekommt man:

OH OH

Pk = — §g > Ap, = — 5. Al
w = G, Age = GL A

Die Inkremente Apyg, Agr geben den Zuwachs der Phasenkurve, weisen also auf die nichste Zu-
kunft des Systems. In diesen Gleichungen werden die Inkremente der Variablen, die den Zustand
des Systems beschreiben, durch Funktionen eben dieser Variablen ausgedriickt. Der augenblick-
liche Zustand eines Teilchens oder eines Systems ist durch die Anfangsbedingungen, also durch
die Lage und die Geschwindigkeit (o< Impuls) festgelegt. Die kanonischen Bewegungsgleichungen
geben die Anderungen dieser GroéBen und benétigen keine weiteren. Daher sind die kanonischen
Bewegungsgleichungen symmetrischer als die Newtonschen Bewegungsgleichungen, die die Be-
schleunigung, also noch eine weitere Grofle, bendtigen.

Der Phasenraum gestattet oft einen Uberblick iiber die verschiedenen Typen von Bewegungen
eines Systems. Er ist daher fiir viele dynamische Untersuchungen von Teilchenbewegungen in
Beschleunigern, in der Astronautik und in der statistischen Mechanik sehr zweckméflig. Die Tat-
sache, dal unsere Vorstellung auf den dreidimensionalen Raum beschrénkt ist, ist ein Handikap
(bei 2 Freiheitsgraden ist der Phasenraum bereits vierdimensional!). Doch geniigen fiir viele
Zwecke Projektionen des Phasenraums auf eine zweidimensionale Ebene. Diese Verwendung des
Phsenraums soll an einigen Beispielen vorgefiihrt werden.

12.2.1 Der eindimensionale harmonische Oszillator

Aus der Lagrangefunktion erhélt man den kanonischen Impuls. Damit bildet man die Hamilton-
funktion

L = T -U = 3i* - ™ g2
p = g—g =mx, ¢q= =z, (12.21)
H=pi—-L=£L 4+mp2_F

Aus den Hamiltonschen Gleichungen

p = — G5 = -—mwq — mi = —mwz,
. oH _ p (12.22)
q = B T mo

erhdlt man durch Elimination von p wieder die Schwingungsgleichung mit der allgemeinen
Losung:
x = A cos(wt) + Bsin(wt).

Zur Anfangsbedingung:




gehort folgende Phasenbahn:

qg = x = A cos(wt) = WQLEQ cos(wt) (12.23)
p = mi = —mAw sin(wt) = — V2mE sin(wt).

iel

() - (mq/m) =1

Abbildung 12.1: Die Phasenbahnen des eindimensionalen Harmonischen Oszillators.

Diese ist in der ¢, p-Ebene eine Ellipse, auf der der den augenblicklichen Zustand des Systems
beschreibende Phasenpunkt wihrend einer vollen Periode T = 27/w einmal herumlduft (Abb.
12.1). Jedem Energiewert FE entspricht eine mit den anderen konzentrische Ellipse mit den

Halbachsen 4/ WQLEQ und v2mkFE. Da in vielen Fillen nur die Phasenbahn als ganzes, nicht aber
der zeitliche Ablauf interessiert, ist es nicht notig, die Bewegungsgleichungen zu 16sen; denn die
Phasenkurve selbst folgt bereits aus dem Energiesatz (12.21).

Die Energie ist erhalten. Dies ist der Grund, daf} die Phasenbahn nur einen eindimensionalen Teil-
raum der zweidimensionalen Phasenebene, die eben erwdhnte Ellipse ausfiillt. Wére die Energie
nicht erhalten, sondern ginge sie sténdig verloren, dann wiirden die Halbachsen der Phasenellipse
stdndig schrumpfen. Die Phasenbahn wiirde dann das Innere der zum Anfangswert Fy gehorigen
Ellipse spiralig ausfiillen.

12.2.2 Das mathematische Pendel

Die kinetische Energie, die potentielle Energie (hier ist aber die z-Achse parallel zur Erdbeschleu-
nigung gerichtet, s. Abb. 12.2) und die Lagrangefunktion sind unten angegeben. Daraus folgen
der kanonische Impuls p und die Hamiltonfunktion H. Die Lagekoordinate ist ¢ = ¢ .

T — %€2¢2; U= —mgz = —mg/l cosy;
L = T—U:%ng—l—ngcoscp;

oL 9 .
p o= Zz = mlg;

o0p

2
Hip.a) = pp — L = 55 — mgl cosp = E;

p = +£Voml2\/E + mgl cosep.

Aus der Hamiltonfunktion (= der Gesamtenergie E) kénnen die verschiedenen Phasenbahnen
gefunden werden. In der Tabelle sind diese aufgelistet und in Abb. 12.2 eingezeichnet. F =
—myg ist der kleinstmogliche Energiewert; das Pendel ist in Ruhe. Diesem Zustand entspricht der
Mittelpunkt des Diagramms (¢ = p = 0); er heifit das Librationszentrum. Fiir —mg < E < mg
schwingt das Pendel. Die Phasenbahnen sind geschlossene Kurven, die vom Phasepunkt in der
angegebenen Richtung durchlaufen werden. Dieser Bewegungstyp heifit Libration. Fiir £ = mg
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reicht der mogliche Variationsbereich der Lagekoordinate ¢ von der Vertikalen (¢ = =+m)
bis wieder zur Vertikalen. Die Schwingungsdauer ist aber unendlich. Deswegen durchliuft der
Phasenpunkt in Abb. 12.2 nur einen Teil des oberen oder des unteren Asts der durch 7 und
—m gehenden Phasenbahn. Diese Limitationsbewegung trennt die Schwingungen von den
Rotationen des Pendels, die fiir E > mg eintreten. Letzteren entsprechen die wellenférmigen
Kurven ausserhalb der Separatrix im Phasenraumdiagramm, Abb. 12.2. Dieser Bewegungstyp
heifit Nutation. Vom Standpunkt der Schwingungen kann man die Librationsbewegung als stabil
betrachten, die Nutation als instabil. Die der Limitationsbewegung entsprechende Phasenkurve
trennt das stabile Gebiet vom instabilen und heifit daher die Separatrix.

q=¢

Abbildung 12.2: Die Phasenbahnen des mathematischen Pendels. Notebook: K12WPlot.nb.

Die Typen der Bewegung des mathematischen Pendels

E =—mgl p = 0, p = 0. Ruhe Librations-
-zentrum
E < mgl E+mgl = % + %95902, lp] < o < 1. harmonische Libration
Schwingung
E<mgl | 0<|p| <vV2m2/E +mgl, —arccos ;L—fe < ¢ < arccos ﬂ:—fé. anharmonische Libration
Schwingung
E =mgl 0<|p| < 2mm, —r<p< . Grenzfall Limitations-
Separatrix bewegung
E>mgl | V2me2/E —mgl < |p| < V2ml2\/E + mgl, —oco < ¢ < oc0. Rotation Nutation

12.2.3 Das Zentralkraftproblem

Wir betrachten ein Teilchen im Feld einer anziehenden Zentralkraft. Wir beniitzen Polarkoordina-
ten in der Bahnebene. Die zugehorige Hamiltonfunktion findet man aus der fiir Kugelkoordinaten
(Beispiel am Ende von §12.1) mittels der Spezialisierung ¢ = m/2:

ur) < 0, U(o) = 0;

1 2 P}
H = o (pr 7"2> + Ulr) = E;
1 , L2
o (72 5) + U0) = B
L o4 (r) E
om Pr
Der Drehimpuls ist konstant, p, = L = const., die Bewegung ist eben. Man kann die Be-

trachtung im Ortsraum auf die Bahnebene beschrénken. Der Phasenraum p;, p,,r, ¢ ist vierdi-
mensional. Einen Uberblick iiber die verschiedenen Bewegungstypen erhélt man, wenn man fiir
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html:sk12/K12WPlot.nb

fixen Drehimpuls L das Potential U und das Zentrifugalpotential L?/2mr? | deren Summe

zum Pseudopotential U zusammengefat wird, auftridgt (Abb. 12.3(a)). Fiir E = E;p halten
sich Fliehkraft und anziehende Kraft das Gleichgewicht, die Bahn ist ein Kreis vom Radius rg.
Diesem entspricht im Phasenraum das Librationszentrum.

U(r)
E=0 } t } g

\&1 lkreis ra r
Egebu
EKreis

u(r)
(a) (b)
E=0

Egebu

()

Abbildung 12.3: Phasenraumprojektion und Bahnkurve im Ortsraum fiir das Zentralkraftproblem
(vgl. auch Abb. 5.1).

Fir E1 < Eg = 0 ist die Bewegung auf einen Kreisring beschriankt, dessen Grenzen r; und
ro aus dem obigen Ausdruck fiir die Gesamtenergie fiir p, = 0 folgen. F3 > FEg = 0
entspricht ungebundener Bewegung r; < r < oo. Bei der Projektion des vierdimensionalen
Phasenraumes auf die r,p,-Ebene (Abb. 12.4) erhdlt man geschlossene Kurven (Librationsbe-
wegung) fir E < FEg. Die Separatrix fiir Eg erstreckt sich bis ins Unendliche, ebenso alle
Phasenbahnen mit E > Eg. In der r,p-Ebene (Abb. 12.3(c)) sieht man die wahre Bahn. Doch
kann man diese nur fiir einen festen Energiewert aufzeichnen. Auflerdem erfordert dies die Losung
der Bewegungsgleichungen. Dagegen kann man die Diagramme, Abb. 12.3(a) und 12.3(b), direkt
aus dem Energiesatz ableiten und in ihnen fiir alle Energien die wesentlichen Eigenschaften der
Bahn einzeichnen.
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Wichtige praktische Anwendungen derartiger Betrachtungen im Phasenraum liegen in der Astro-
nautik. Ein Raumschiff, das vom Mond zur Erde zuriickkehrt, darf nicht zu langsam und nicht
zu flach auf den terrestrischen Luftmantel auftreffen, sonst wird es auf Niewiederkehr in den
Weltraum reflektiert. Wenn es zu schnell oder zu steil auftrifft, wird die Luftreibung es mehr
als zuléssig erhitzen. Das sind im Phasenraum Bedingungen fiir minimale und maximale Ge-
schwindigkeit und Auftreffwinkel, die ein ”Fenster” vorschreiben, durch das die Phasenbahn des
riickkehrenden Raumschiffes gefiihrt werden muf.

12.2.4 Darstellung im Phasenraum fiir Vielteilchensysteme

Die kanonischen Koordinaten der NN gleichen Teilchen eines Systems werden geschrieben als:
Dhsdis a=1,....N; k=1,..,f.

f ist der mechanische Freiheitsgrad jedes Teilchens. Der zugehorige Phasenraum hat die Dimensi-
on 2fN und heifit ['-Raum. In ihm wird der momentane Zustand des gesamten Systems von N
Teilchen durch einen Phasenpunkt gegeben, der lings der Phasenkurve lduft. Eine derartige Dar-
stellung ist fast immer derart kompliziert, daB sie praktisch selten angewendet wird. Uben die N
(gleichen) Teilchen eines Systems keine Krifte aufeinander aus oder werden diese vernachléBigt,
dann bewegt sich jedes Teilchen unabhéngig von den anderen in seinem 2f-dimensionalen Teil-
raum des gesamten Phasenraumes. Die Hamiltonfunktion des Gesamtsystems ist eine Summe aus
separierten Termen:

N
HGes = Z Ha(pqul?)a

a=1
in der jeder Summand nur von den Koordinaten eines Teilchens abhingt. Man kann dann alle
diese N 2f-dimensionalen Teilrdume des Phasenraumes in einen einzigen 2f-dimensionalen
Phasenraum ( u-Raum) projizieren, in dem jetzt N Phasenpunkte auf N Phasenbahnen den
momentanen Zustand des Systems darstellen; s. Abb. 12.4. Jeder diese Phasenpunkte bewegt sich
unabhéngig von den anderen.

Vergleich des y-Raums mit dem I'-Raum fiir ein System
von N Teilchen mit je f Freiheitsgraden

Phasenpunkte | Phasenbahnen | Dimension
I'-Raum 1 1 2Nf
p-Raum N N 2f

Z.B. ein System von N eindimensionlen Oszillatoren kann dargestellt werden wie in Abb. 12.4.
In Abb. 12.5(a) haben die Oszillatoren nahezu gleiche Gesamtenergie FE, aber ihre momentanen
Lagen sind iiber alle Moglichkeiten statistisch verteilt. In Abb. 12.5(b) haben die Oszillatoren
nicht nur gleiche Energie, sondern sie schwingen auch nahezu kohérent (Modell fiir Laser).

Die statistische Mechanik beniitzt diese Beschreibung; sie liefert gewissermafien eine ”Hydrome-
chanik der Fliissigkeit der Phasenpunkte” im p-Raum.

Anwendung in der Physik der Teilchenbeschleuniger

Wird nachgetragen !

12.3 Der Energiesatz

Die Hamiltonfunktion eines Systems ist gleich dessen Gesamtenergie (vgl. §12.1.1 und §12.1.2). Ist
das System konservativ, dann ist die Hamiltonfunktion zeitlich konstant. Hingen das mechanische
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T space

U space

Abbildung 12.4: Die Projektion der Teilrdume des ['-Raumes in den p-Raum fiir ein System von
5 eindimensionalen Harmonischen Oszillatoren. Das Bild ist nur insofern nicht stimmig, als die

Teilrdume orthogonal sind.

Abbildung 12.5: p-Raum fiir ein System vieler eindimensionaler Harmonischer Oszillatoren. a)
Links: Diese schwingen unabhéngig voneinander mit fast gleicher Energie, aber mit statistisch
verteilten Phasen. b) Rechts: Diese schwingen mit fast gleicher Energie und nahezu gleicher Phase

(kohérent).
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Potential U (Gl (12.5)) und das Potential des elektromagnetischen Feldes M (Gl. (12.6)) nicht
explizit von der Zeit ab, dann folgt aus der Definition der Hamiltonfunktion, Gl. (12.11),

oL 0H
S =0 = =0 (12.24)

Die totale Zeitableitung der Hamiltonfunktion ist:

d7H — Z 87]—[ ] + 8£ . + 87[—[ —
i~ e \og * apy V¥ a
OH O0H O0H O0H
_ o oH OH OHN g _ 12.25
Z (3% Ok Opx 3%) ( )

k

Die partielle Ableitung ist Null gemé Gl. (12.24); die Summe verschwindet nach Einsetzen der
Hamiltonschen Bewegungsgleichungen (12.13). Integration ergibt den Energiesatz:

H(pg,q) = E. (12.26)

12.4 Zyklische Variable und Integrale der Bewegung

Tritt eine Variable, z.B. ¢,, die das System beschreibt, in der Lagrangefunktion nicht auf, heift

sie zyklisch.
oL

=0 = ¢ = zyklisch. (12.27)
Aqr
Zum Beispiel im Zentralkraftproblem
L = %(7‘2 + 72 gb2) — U(r)

ist die Variable ¢ zyklisch. Wegen des periodischen Charakters von ¢ bei gebundenen Zustéinden
ist der Name zyklisch zutreffend; davon wird er mit der neuen Bedeutung auf den allgemeinen
Fall (12.27) iibertragen, selbst wenn die Bewegung nicht mehr periodisch ist.

Aus der Lagrangeschen Gleichung 2. Art fiir ¢, Gl. (11.38), und aus der Definition des kano-
nischen Impulses, Gl. (12.9), folgt, dafl der zur zyklischen Variablen ¢, konjugierte Impuls p,,
zeitlich konstant, also ein Integral der Bewegung, ist:

d oL oL d

4 9L _ 4, . = const. 12.2
i 94, 90 7P 0 = »p cons (12.28)

Die verallgemeinerte Geschwindigkeit, ¢,., mufl aber in der Lagrangefunktion vorkommen, sonst
ist die Variable ¢, sinnlos. Aus der vorhergehenden Gleichung folgt, dafl ¢, auch in der
Hamiltonfunktion nicht vorkommt:

OH
5, = — 0. 12.2
P 90, 0 (12.29)

Zusammenfassend: Jede zyklische Koordinate ist in der Hamiltonfunktion nicht ent-
halten, wohl aber ihr konjugierter Impuls. Dieser ist zeitlich konstant, ist ein Integral
der Bewegung. Daher ist es nicht mehr notig, die kanonischen Bewegungsgleichungen fiir dieses
Paar zu l6sen, die Ordnung des Problems verringert sich um 2.

Auch der Energiesatz (§12.3) 148t sich unter diesem allgemeinen Fall subsummieren. Die zyklische
Variable ist die Zeit ¢, der hiezu konjugierte Impuls ist die negative Gesamtenergie —F.

Ein Integral der Bewegung ist im allgemeinen eine Funktion [(pg,qx,t), die von der Zeit ¢
unabhéngig wird, wenn man fiir pg(t) und g¢x(¢) die Losungen der kanonischen Bewegungs-
gleichungen einsetzt. Diese Eigenschaft kann auch ohne Kenntnis dieser Losungen festgestellt
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werden. In die totale Zeitableitung des Ausdruckes I werden die kanonischen Bewegungsglei-
chungen eingesetzt:

@ (0L oy or
i~ 2 \og ™ apy Ok at
ol 0H ol 0H ol
- S 0T T 12.30
2 <3Qk Ik Ok 5%) ot ( )

k

Fiir ein Integral der Bewegung eines Problems, das durch die Hamiltonfunktion H (pg,qx,t)

beschrieben wird, muf
dI

dt
herauskommen, wenn in der vorhergehenden Gleichung H und [ eingesetzt werden.

=0 (12.31)

Bei der Losung eines vorgegebenen mechanischen Problems wird man alle Integrale der Bewe-
gung, die man kennt, heranziehen, um die Ordnung des Systems von Bewegungsgleichungen zu
erniedrigen. Dazu mufl man diese in die Bewegungsgleichungen einfiithren. Dies geschieht mit-
tels der kanonischen Transformationen. Besonders erstrebenswert ist es, eine solche kanonische
Transformation aufzufinden, daf§ in der neuen Hamiltonfunktion alle Variablen zyklisch sind.
Dann gilt:

H = H(pkat)v
) 0H
Pr=— " = 07 PE = const. = ay,
Aar,
(12.32)
go= QHeet)
apk Y Y

t
0k =/ v(og,t) dt + By.

Damit ist das Problem vollstéindig gelost. Ein Verfahren zum Auffinden solcher giinstiger kano-
nischer Transformationen bietet die Hamilton-Jacobische Integrationstheorie.

12.5 Kanonische Transformation

Ein mechanisches System ist durch eine Hamiltonfunktion H (pg,qx,t) beschrieben, die Bewe-
gung erfolgt gem#fl den Hamiltonschen Bewegungsgleichungen. Man geht zu neuen kanonisch
konjugierten Variablen P;,Q; iiber, fiir die man auch eine neue Hamiltonfunktion K (P;, Q;,t)
erhilt. Es werden nur solche Transformationen zugelassen, dafl auch in den neuen Variablen die
Bewegungsgleichungen kanonische Form haben.

Die kanonischen Transformationen sind die nichtsinguléiren Transformationen

Pi = Pz(pkaq}<:7t)> P = pk(PvaZat)7

12.33
Qi Qi(Prsarst); @ = qu(Pi, Qs t). ( )

In den alten Variablen pg, qr wird die Bewegung durch das Hamiltonsche Prinzip, z.B. in
kanonischer Form (12.35), festgelegt:

t1 f
5/ {Zpk g — H(pi,qi,t)] dt = 0. (12.34)
k=1

to
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Wenn in den neuen Variablen P;, Q; das Hamiltonsche Prinzip die dquivalente Form hat

5/ ZP Qi — K(P,, Q1) dt = 0, (12.35)
to

dann geben die Eulerschen Gleichungen dieses Variationsproblems die Bewegungsgleichungen in
der Form

. 0K
-Pi - = %7
(12.36)
o 0K
i — a-Pz .

Es ist nicht verlangt, dal die beiden Integrale in den Variationsprinzipien (12.34) und (12.35)
identisch werden, sondern nur, daf} sie gleichzeitig ihr Extremum annehmen: Wenn das Integral
(12.34) fiir die Funktion pg(t), gx(t) sein Extremum annimmt, so soll es das Integral (12.35) fiir
die Funktionen P;(t), Q;(t) tun, die aus den pg(t), qr(t) mittels der Transformationen(12.33)
hervorgehen. Dafiir ist notwendig und hinreichend, daf} sich die beiden Integranden nur um die
totale Zeitableitung einer willkiirlichen Funktion F unterscheiden

dF’
. — H = P, — K — 12.37
zk: Dk Gk zk: e Qi + i ( )

Denn das Integral dieser Funktion ist konstant; dessen Variation ist Null, daher ist (12.35) Null,
wenn (12.34) Null ist.

/tl dt F(pk7Qk7Pk7Qk7t) - F — const
° v ° (12.38)
hoogF ‘
1) dt — = 0.
W dt

Gl. (12.37) und die Funktion F' sind duflerst wichtig fiir die praktische Durchfithrung kanonischer
Transformationen. F heifit die erzeugende Funktion der kanonischen Transformation. In
Gl. (12.38) wurden alle 4f abhéngigen Variablen pg, qx, Pr, Qr als Argumente angegeben.
Wegen der Beziehungen (12.33) sind aber nur 2f dieser Variablen unabhéngig; die iibrigen 2f
Variablen kénnen mittels Gln. (12.33) durch die ersten 2f ausgedriickt werden. Es ist fir die
weiteren Anwendungen notwendig, dafl die erzeugende Funktion F bekannt ist und, daf sie
von f der alten und von f der neuen Variablen abhingt. Z.B. kann angenommen werden,
daBl F' nur von den ¢ und Q) abhingt und dieses F} wird in Gl. (12.37) eingesetzt. Der
resultierende Ausdruck wird anschliefend umgestellt.

F o= Fl(Qkanyt) :

Sepede - H o= S, BeQe — K+ 5, (95 G + 25 Qu) + %

Zk(pk—g%) qf—Zk@k‘ 8F1) Q. = H — K + %% (12.39)

Alle g und @ sind voneinander unabhéngig, ebenso deren Zeitableitungen. Die obige Identitét
kann nur bestehen, indem die Koeffizienten aller ¢ und aller @Qj, damit auch die rechte Seite
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Null sind. Dies fiihrt zu folgender Vorgangsweise:

3

peo= PG ) S ope = w(PaQut) (D)
<l
P = - 9B (o & g = aPQut) @ (1240)
4
L oRweu
K(P,Qit) = H(progrt) + —doznd (e)

ot

Bei der Ausrechnung der kanonischen Transformation werden im ersten Schritt die Gln. (12.40c¢)
nach den ¢ aufgelost; dies gibt die g als Funktionen der neuen Variablen. Im zweiten Schritt
werden die erhaltenen Funktionen der neuen Variablen P; und @); in die Gln. (12.40a) eingesetzt.
Dies gibt die pg als Funktion der neuen Variablen, dritter Schritt; im vierten Schritt werden
die so erhaltenen Ausdriicke fiir pp und ¢ in Gl (12.40e) eingesetzt; damit bekommt man
die neue Hamiltonfunktion K(P;, Q;,t) als Funktion der neuen Variablen. Gln. (12.40) lassen
verstehen, warum F' erzeugende Funktion genannt wird.

Als Beispiel wird am eindimensionalen harmonischen Oszillator die kanonische Transformation
durchgefiihrt, die von der folgenden Funktion Fj(q,Q) erzeugt wird:

H = &+ = p (a)
Fi(g,Q) = ™ ¢* cotQ, (b)
p = 8@% = mwq cotQ, 3, p = V2mw VP cosQ, (c)
, (12.41)
AN
2 1 .
Poo Mot L= JE VP ee @
1 4

2
2 2
K = H + OF, — (\/2mecosQ) y ( 2r sinQ) = wP = E. (e

ot 2m 2 mw
~~
=0
Die Variable @ ist zyklisch, daher ist der neue Impuls P = F/w konstant.

. K

P = - g@ = 0, P = const.,

. 0K

Q = ﬁ = w, Q = wt + o,

2P . 2F

¢ = \/—— sinQ = /—5 sin(wt + o),
mw mw

p = V2mwP cosQ = V2mE cos(wt + ¢g).

Vergleich mit den Losungen in Gl. (12.23) zeigt, daf obige Losungen mit den ersteren fiir ¢g =
/2 iibereinstimmen. Aus Gl. (12.41e) ersieht man, da P proportional der Gesamtenergie E
ist. Diese ist ein Integral der Bewegung, daher muf} die kanonisch konjugierte Variable @ zyklisch
sein. Die durch die Funktion F} erzeugte kanonische Transformation gestattet, die Energie zur
Losung des Problems einzufiihren. Aus Gln. (12.41a) und (12.41b) errechnet man

tan() = mw g.
p
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Q@ ist ein Winkel, der die momentane Lage des Phasenpunktes auf der elliptischen Phasenbahn
angibt.

Ein anderer Typ einer kanonischen Transformation ergibt sich, wenn man annimmt, dafl die
erzeugende Funktion F' nur von den alten Koordinaten und den neuen Impulsen abhingt. Es
ist dann zweckmiflig, Gl. (12.37) durch Hinzufiigen und Abziehen der Summe %Zk PQp
umzuschreiben:

. . dF
Z P g — H = Z P.Qr — K + E (12.42)
k k

= -> B - K+ Z(thZPka). (12.43)
k k

~~

= Fo(qk,Pg,t)

Die Zeitableitung wird ausgefiihrt, der resultierende Ausdruck umgeschrieben. Wegen der Un-
abhingigkeit der ¢; und P, sowie deren Zeitableitungen erhilt man wie in Gln. (12.39) und
(12.40) :

F := Fy(q, Py, t) :

Dok (pk - 3—5;) k. — 2 (Qk - 2—5}3) b, =H - K + %, (12.44)
pe= Gt Q=G K =H + G2 (12.45)

Man kann auch erzeugende Funktionen F3(pg, Qg,t) und Fy(pg, Pk, t) beniitzen und in dhnlicher
Weise wie in den obigen Gleichungen vorgehen, um die Transformation auszurechnen. Diese 4
Typen werden in der nachfolgenden Aufstellung zusammengefafit:

3F1 8Fl

Fi(g, Qi) : = —, b= —-— 12.4
1(qi, Qi t) Dk . 2 90 (12.46)
OF: OF:

Fy(qe, Pe,t): pp = 87(1,3 , Q= 87P;2g; (12.47)

(12.48)
OF: OF:

B(pr, Qrst) - g = —67]‘:’, P, = _aTgi; (12.49)
OF. OF.

Fy(pg, Py, 1) : WU = _ij ;o Q= THA;; (12.50)

Der neue Ausdruck fiir die Hamiltonfunktion ist in allen Féllen der gleiche:
0F;

K = H .
o

Héngt die kanonische Transformation nicht explizit von der Zeit ab (kanonische Transformation

im engeren Sinn), dann gilt
oF

il 0 = K = H. (12.51)
Die obige Aufzidhlung gibt noch nicht den allgemeinsten Typ einer kanonischen Transformation.
Denn es sind noch beliebige ”gemischte” Typen zuléssig, bei denen die erzeugende Funktion von
je f der neuen Variablen Py, Qr und je f der alten Variablen pg, ¢ abhéngt. Dabei ist die
Auswahl beliebig mit der einzigen Einschrinkung, dafl nicht eine Variable zusammen mit ihrer
kanonisch konjugierten in F vorkommen darf.

F = F(Qik7pig7QimaPin7t)
k=12 ..K K+L=f: m=1,2,...M, M+N=f:
0=1,2,. L, ir4ip n=1,2, . N, ip #in.
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Man bildet die neue erzeugende Funktion:

F = F(Qikvpingimvf)inat) - ZQig Di, + Zan f)in;
it in
dF oF oF 0O oF .
— = e R P B, +
dt - 94, @i gapié Zan — OF;, "
oF : : :
to T (Gi, Pi, + @iy D) + Z(an B, + Qi, zn>-

iy in

Gl. (12.37) wird in geeigneter Weise umgestellt und entsprechend ergénzt, es werden die obige
erzeugende Funktion und ihre Zeitableitung eingesetzt:

> piy i + D pigdiy — Y Py Qi — Z . Qi =
i ig im

oF . oF .
T2 @qi’“+ P p“+zaQ Zap
ik

+%Ij+H—K +Z(M+qnm> Z(Q n + Qi ”)
7

in

Die unsterstrichenen Terme kiirzen sich; die verbleibenden werden umgeordnet zu:

OF \ . OF -
Z(pik - %) di, — Z(sz + 8Qz‘m> Qi,, =

i im
F OF \ oF
= i - i —Q; P — H - K.
Z <q 4 + pu> p {4 + Z < Q n + 8P2n> n + at +
iy
Wegen der Unabhéngigkeit der ¢, ,pi,, Qi,,, P, folgt dann:

OF OF OF OF
0q;), Opi,, 0Q;i, oF;,

Der Zusammenhang zwischen der alten und der neuen Hamiltonfunktion ist der gleiche wie oben
nach Gl. (12.48).

Es sind sehr viele verschiedenartige kanonische Transformationen méglich. Diese hdngen nicht von
der Hamiltonfunktion ab, sondern nur vom Freiheitsgrad. Eine gegebene kanonische Transforma-
tion kann auf alle Hamiltonfunktionen mit entsprechendem Freiheitsgrad angewendet werden.
Da man aber mit einer kanonischen Transformation immer einen bestimmten Zweck verfolgt,
nédmlich die Reduktion der Ordnung des Systems von Bewegungsgleichungen durch Einfiihrung
der bekannten Integrale der Bewegung des Systems, mufl man in jedem Fall die entsprechende
kanonische Transformation zu eben diesem Zweck aufsuchen.

12.5.1 Differentialinvarianten kanonischer Transformationen. Bedingungen
fiir kanonische Transformationen. Lagrange- und Poissonklammern.

Vom mathematischen Standpunkt interessieren bei einer Transformation (hier bei einer kanoni-
schen) immer die Groflen, die bei diesen Transformationen unverdndert, d.h. invariant, bleiben.
Aus der Anwendung kommt andererseits der Wunsch, bei vorgegebenen Transformationen (12.33)
feststellen zu konnen, ob diese kanonisch sind. Beide Probleme hingen zusammen und werden
hier behandelt.
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Wir beschrianken uns bei den Untersuchungen dieses Paragraphen auf kanonische Transformatio-
nen im engeren Sinn, in denen also die Zeit ¢ nicht explizit auftritt:

P = Pi(pr, ), e = pi(Ps, Qi),

Qi = Qi(Pr s a = (P, Q).
— Die Bedingungen, die abgeleitet werden, gelten auch fiir kanonische Transformationen im wei-
teren Sinn, Gln. (12.33), in denen auch die Zeit explizit auftritt, doch sind dann die Beweise
ungleich komplizierter. — Die erzeugende Funktion der Transformation héngt nicht explizit von
der Zeit ab. Gemaf (12.51) sind daher alte und neue Hamiltonfunktion gleich

oF

ot

(12.52)

=0 = K(&F,Q) = H(pk qr) (12.53)

Bedingungen aus der erzeugenden Funktion

Wir nehmen nun an, dafi die erzeugende Funktion in Gl. (12.37) so umgeformt worden ist, dafl
sie nur von der neuen Variablen P; und (; abhéngt. Die eben erwihnte Gleichung nimmt
dann folgende Gestalt an:!

oF . oF .
— — P
o0, @ T ap, Tk
In dieser Gleichung wird beriicksichtigt, dafl ¢ (damit auch ¢ ) eine Funktion der P, und
Q; ist. Zuerst wird die Ableitung ¢ ausgerechnet; der resultierende Ausdruck wird in die obige
Gleichung eingesetzt; diese wird dann umgeordnet:

. oqn 1 oqy
G = g5 B+ 58 Qi

) . d
P dr — Pr Qr = pn F(P,,Qr) = (12.54)

, . , .
(e ds — P = 35) 0+ (mdh - 3) Q=0

Wegen der Unabhéingigkeit der P; und @; folgt

oOF  _ O _ p.

oo = Peao — (12.55)
o :

55 = Pk ob

Wir setzen voraus, dafl die erzeugende Funktion stetige zweite Ableitungen besitzt; dann muf
das Resultat von zwei Differentiationen unabhéngig von der Reihenfolge der Operationen sein.
Damit folgt aus Gln. (12.55):

92F _ Jé) g _ 0 dq _ 02F .

50,00, = oa (Pkfd - Pr) = aq (Pka*cfg - P@) = 50, 0
82F _ 0 0q _ fe) 9q _ 9’F .

oP, 0P, oP, (pk 813{:> - oP, (pk aTtiZ) = 8P, P, > (12.56)
9%F _ i) dq _ 0 dq _ 9*F

0Qe 0P 0Q, (pk 6P1i> - 0P, (pk TQIZ - PK) = 9P, 00, *

Aus den zwei dufleren Kolonnen ergeben sich die Terme in den anschlieffenden inneren Kolonnen,
indem fiir die jeweils zweite Ableitung der ensprechende Ausdruck aus den Gln. (12.55) eingesetzt
wird. In den beiden inneren Kolonnen werden die Differentiationen ausgefiihrt. Dann kiirzen sich
Terme. Die verbleibenden kénnen dann in folgender symmetrischer Form angeordnet werden:

Oqi. Opy, Opr, Oqy,

_ = 0;
0Q,0Q;  0Q 0Q
9qx. Opx Opr Oqr
0P, 0P, oP, 0P, 0 (12.57)
9qk Opr. _ Opr Ok _ 5

0Qq¢ OP, 0Qq¢ OP,

'In diesem und dem folgenden Paragraph ist iiber wiederholte lateinische Indices von 1 bis f zu summieren.
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Das Kroneckersymbol folgt aus g—gﬁ = Jp, . Die linke Seite jeder der obigen Gleichungen besteht
aus 2f Termen, weil iiber den Index k von 1 bis f zu summieren ist.

Die obigen Bedingungen, Gln. (12.57), sind notwendig und hinreichend fiir eine
kanonische Transformation. Aus der Existenz einer zweimal differenzierbaren erzeugenden
Funktion folgen diese Gleichungen. Umgekehrt, sind diese erfiillt, kann man den obigen Weg
riickwérts gehen und die Gln. (12.56) sind die Integrabilitdtsbedingungen, die die Existenz einer
zu diesen Gleichungen gehorigen Funktion F gewéhrleisten.

Lagrange-Klammern

Die Ausdriicke in den Gln. (12.57) heilen Lagrange-Klammern und werden durch das folgende
Symbol bezeichnet:

dg1, 0 Opy, O U
{u,v}pg = %% - %(97; = Z & (;ZC ’ (12.58)
k=11 "9v v
Damit lauten die Bedingungen (12.57) :
{Qr.Qelpg = 0
{P,Pi}pg = 0O, (12.59)
1Qr, PE}p,q = O
Da auch die Umkehrfunktion einer kanonischen Transformation kanonisch ist, gilt auch:
{¢r,atpq = 0,
{pr,pe}rpg = 0, (12.60)
{arpetpg = o

Zur Vereinfachung der weiteren Untersuchungen fithren wir eine neue Schreibweise ein und fassen
die kanonischen Variablen unter einem einheitlichen Symbol zusammen:

(CILQZw-ana plapZa-“apf) = (1:175623-'-7562]")’
(Ql,QQ,...,Qf,Pl,PQ,...,Pf) = (Yl,YQ,...,Yéf).
Auflerdem definieren wir die folgende schiefsymmetrische und orthogonale Matrix :

G = (gu) = (_ng ff) (12.62)

(12.61)

mit den Eigenschaften
G=-G, G*=—-E, det(G) =1, G =G (12.63)

0y ist die f x f-Nullmatrix, £y die f x f-Einheitsmatrix. Damit schreibt man die Lagrange-

Klammern (12.58) 2
O0zxq Ox3

e = Gog =228 12.64
(ol = gop 200 (12.64)
und die Bedingungen (12.59) bzw. (12.60) fiir kanonische Transformationen lauten:
0z O
Yo, Yste = Gog 228 — g s 12.65
{ Yo 5} g 1] 8ny 81/6 975 ( )
0Y, 0Yp
e = gap e _ 12.66

Gln. (12.65) lauten in Matrixschreibweise:
( {Qi, @} {Qi Fr} )

2Griechische Indices laufen von 1 bis 2f; auch hiefiir gilt das Summationsiibereinkommen.
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Poisson-Klammern

Ein weiterer Typ solcher Differentialausdriicke sind die Poisson-Klammern :

! 9A 8B

dqx  Oqn 0A 0B
[A,Blog = > | 5% b | 9o 55— (12.67)
1 @ @ 81’a 856,5
Sie hdngen mit den Lagrangeklammern zusammen geméf
{ua,ug} [ug,uy] = — day. (12.68)
Denn es ist
B Ozg Oxy Oug Ouy Oxe Ou,
{ua, ugh [ug,us) = gen gen Oug Oug Ox. Ou, Jennr, Oug Ouy
Y G?=—E=—0¢,
=5ye
Ox¢ Ou, Ouy
— _——_—m— = —_- — = - (sa»y.
Oug Ox¢ Oug

Mittels (12.68) kann man aus (12.59) bzw. (12.60) Bedingungen fiir kanonische Transformationen
in Poisson-Klammern ausdriicken:

[Qia Qk}p,q = [Pia Pk]p,q = 07 [Qu Pk]p,q = 5il€; (12'69)

- aklP@ = [pispklpg = 0, 9, pK]PQ = Gik- (12.70)
Schreibt man ndmlich Gl. (12.68) fiir die neuen Variablen P;,@; an und setzt man (12.65) ein,
gibt dies

{YOHYB}J»‘ [Yﬁ'?YV]ﬂ? = - 5&7 : (_gaa)a
——
=9ap
— 9aB Yao [Y,@vY'y]x = - [Yavy’y]x = — Yov- (12.71)
—_———

=034

Zum Beispiel ist die Transformation (vgl. (12.41))
1 2 2
P:—p——i—qu, Q:zaurctanM
w |2m 2 P
kanonisch, wenn p und ¢ zueinander kanonisch konjugiert sind. Die Poissonklammern (12.70) fiir

P bzw. @ allein sind trivialerweise erfiillt, da f = 1; fiir die letzte gilt

oQ OP oQ oP
@ Pl = 25 - G257 -

1 mwp 1 mwq
= mwg\2 muw o mwq\2 <_ 2 ) = L
1+ (Z9) P 14 (Z9) p

Poisson-Klammern fiir Zeitableitungen dynamischer Gréfien

Auch die totale Zeitableitung einer beliebigen Grofle A(pg,qr,t) 148t sich durch Poissonklam-
mern ausdriicken. Dabei wird zuerst die Kettenregel angewendet; danach werden die kanonischen
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Bewegungsgleichungen eingesetzt.

dA 0A . 0A . 0A
—— Pk + 7 qx +
Opy, 0qx,

dt ot
_ oA 0H oA oH | 0A
Oqr Opr. Opr Ogy ot’
dA 0A
— = |[AH —. 12.72
= = AH -+ (1272
Ist A Erhaltungsgrofie dann mufl deren totale Zeitableitung Null sein.
dA 0A
dt A, H] + ot
Héngt A nicht explizit von der Zeit ab, dann gilt fiir solch eine Erhaltungsgrofie :
[A,H] = 0.
Die Hamiltonschen Gleichungen lauten in dieser Schreibweise:
b = [pw H],  d = g H] (12.73)

12.5.2 Integralinvarianten kanonischer Transformationen.
Der Satz von Liouville

Neben den Lagrange- und Poissonklammern, Gln. (12.58) und (12.67), die Differentialinvarianten
kanonischer Transformationen sind, gibt es auch Integralinvarianten. Unter diesen betrachten
wir nur eine, das Volumen des Phasenraumes. Das Gebiet G des Phasenraumes gehe bei
einer kanonischen Transformation in das Gebiet G’ iiber. Der Satz von Liouville behauptet,
daf die Volumina I(G) bzw I(G’) dieser Gebiete gleich sind. Z.B stellt man sich vor, daf die
Phasenpunkte eines Systems von Teilchen ohne Wechselwirkung das Gebiet G erfiillen. Bei der
zeitlichen Entwicklung sind diese in das Gebiet G’ gewandert (auch der zeitliche Ablauf eines
Systems kann durch eine kanonische Transformation beschrieben werden):

p = p(po, qo,1), q¢ = q(po,qo,t). (12.74)

Nach dem Satz von Liouville kann dabei das von den Darstellungspunkten erfiillte Volumen seine
Gestalt, nicht aber seinen Volumsinhalt &ndern; ”Die Fliissigkeit der Phasenpunkte ist
inkompressibel”. Dieser Satz bildet die Grundlage der Statistischen Mechanik.

Die Inhalte der Gebiete G und G’ sind:

1) = [ Tanan =[] 1T

1) = [ [ario - [ .| H 2y, (1275)
i=1 p=

1(G) = // det (g;z) 12'1 dy,.

Der Satz von Liouville ist bewiesen, wenn gezeigt worden ist, dafl die Jacobische Funktionalde-

terminante:

ox aa 4 gzgi
det(aYp> = ‘ RO ‘ (12.76)
v oQr 0P
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den Wert 1 hat. Jeder Eintrag in der obigen Determinate representiert eine quadratische Unter-
matrix aus f Zeilen und f Spalten, da ¢ und k& unabhéngig voneinander von 1 bis f laufen. Diese
Matrix wird nun durch Kombinationen von Zeilen derart umgeformt, dafl der f x f Block in der
linken unteren Ecke zur Nullmatrix wird. Es wird angenommen, daf} die kanonische Transforma-
tion, die die Variablensétze g¢;,, pi,, Qi,,, i, verbindet, von einer Funktion F5(qg, Pk, t) erzeugt

wird.
o0F, oF,

F P : = — = —. 12.
2(qrs P t) Dk 90 Qr oD, (12.77)

Die Funktionaldeterminante (12.76) wird umgeformt, indem die ersten f Zeilen (¢ = 1,...,k)
jeweils mit — 0°F multipliziert und zur (f + i)-ten Zeile addiert werden (es gilt das Summati-

0qe 0g;
onsiibereinkommen):
Jq; 9gi
0Qk 0Py
9gi 9g;
i (05 _ | 0w PR gy Ou OB | | ag ok
av,) = | % T Qi oq ou B oPogog | T | o o
—_—— N—— 9g;
=55 (1 3+ D
0 > <3Qk>
= det det = 1. qed 12.78
<5Qk 0q ( )
Die oben beniitzten Relationen folgen aus (12.77):
I: 8(]@ 82F2 . 62F2 _ OR o 8F2
C 0Q0q 0q Qi dq QT g
Fiir die Relationen II wird gy als Funktion der P, und @ betrachtet:
qe = qe(Qp-Py)
|
Opi 9 oF(anPut)  _ d*Fy O*Fy Oqq
0Py OF dai 0Py 0g; ~ 0q; Oq¢ Oy,
0’Fy Oae  _ op 02w, _ Opi OQk 0 _ R
0q; 0q, 0P, — 0P OB Pi T op, dq YT OB

12.6 Die Hamilton-Jacobische Differentialgleichung.
Die Wirkungsfunktion

Wir suchen eine kanonische Transformation
P, = Py(pi,ai,t), Qr = Qr(pi,qist) (12.79)

derart, daf3 die neue Hamiltonfunktion

oF
K(Py, Qr,t) = H(pisqirt) + 5 =0 (12.80)

Null ist. Dann ist das mechanische Problem vollsténdig gelost:

0K

P,=—-— =0, = P, = const. 12.81
90, ( )

. oK

Qr = ab, =0, = Qr = const. (12.82)
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Die P, und Q) sind ein vollstéindiger Satz von Integralen der Bewegung. Die zur Transformation
(12.79) gehorige erzeugende Funktion

oS oS
F: qk:aPkat =S Qk,Pk,t PPk = 5 Py = an 12.83
gk, Piot) = Saw. Port) - o (12.8)
heifit die Wirkungsfunktion. Setzt man fiir py aus (12.83) in die Forderung (12.80) ein, ergibt
sich die Hamilton-Jacobische Differentialgleichung

oS 0S(qy, Py, t
H<pk:8qk’qk’t> + (qkat ks ) = 0. (12.84)

zur Bestimmung der Wirkungsfunktion.

Zum Beispiel fiir ein konservatives System mit Potential sind Hamiltonfunktion und Hamilton-
Jacobische Differentialgleichung

2
H(peogest) = > 5% + Vi,
k
a8 1 05\ ?
E + % ;(a(ﬂc) + V(Qk) = 0.

Die Hamilton-Jacobische Differentialgleichung ist eine partielle Differentialgleichung fiir die f+1
Variablen ¢ und ¢. Die Py sind geméf Gl. (12.81) Konstante. Die Differentialgleichung ist nicht
linear und es ist daher aussichtslos, eine allgemeine Losung (die von willkiirlichen Funktionen
abhingt) aufsuchen zu wollen. Doch wird eine solche gar nicht benétigt. Es geniigt ein vollstindi-
ges Integral, dies ist eine Funktion, die von allen g, von ¢t und zusétzlich noch von f willkiirlichen
Integrationskonstanten oy, abhingt, die Differentialgleichung befriedigt und noch der folgenden
Bedingung geniigt:

0%S
S(qk, Py = oy, = const.,t): det <qu 80%) # 0. (12.85)

Aufler den genannten Bedingungen ist das vollstindige Integral beliebig. Nach dem Satz von
Jacobi erhélt man damit die Lésung der urspriinglichen Bewegungsgleichungen

oOH
e = — o 12.86
Pk o0 ( )
OH
i, — - 12.
dk o (12.87)

indem man die willkiirlichen Konstanten oy, mit den konstanten P identifiziert, fiir die konstanten
Q. ebenfalls willkiirliche Integrationskonstanten [ festlegt und geméfl Gl. (12.83) setzt

0S(qk, o, t)
g = 12.88
P 90 ( )
. aS(Qkaalmt)
Bi T a (12.89)

Aus Gl (12.89) berechnet man qx = qx(c, 5;,t). Diese in Gl. (12.88) eingesetzt, ergeben pi =
pr(i, Bi, t). Zum Beweis des Jacobischen Satzes zeigen wir, dafl diese Losungen tatséchlich Gln.
(12.86) und (12.87) erfiillen. Differenzieren wir Gl. (12.89) nach ¢ und Gl. (12.85) nach den «;.

d 0S5 028 028

dt 0a; Ot ooy | Oayogs

%5 n OH %S
ot day; Opr. Oa;0qp

= 0,
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Wegen (12.85) folgt daraus, dafl Gln. (12.87) erfiillt sind. Differenziert man Gl. (12.88) nach ¢
und (12.85) nach den ¢; , bekommt man die nachfolgenden Gleichungen, aus denen Gln. (12.86)
folgen.

dpi 9’8 &S

dt 0t g + qi Oqy 1

s on w5 on
ot 0g; Opr, 0g; Oqi, Opi’

Die physikalische Deutung der Wirkungsfunktion findet man, indem man Gl. (12.88) und (12.85)
in die folgende Zeitableitung einsetzt:

dt N 86]2' a4 ot ’
= pig¢ — L
S = / L dt + const. (12.90)

Die Wirkungsfunktion ist das Zeitintegral iiber die Lagrangefunktion. Daher kann das
Hamiltonsche Prinzip, Gl. (12.2), geschrieben werden als:
t1

58 =6 L(qi, G, t) dt = 0. (12.91)

to

Indem man vom gegebenen Anfangspunkt (gx,,to) zum gegebenen Endpunkt (gx,,?1) ldngs der
eindeutig durch die beiden Punkte bestimmten Extremalen integriert, so gilt fiir diese Wirkungs-
funktion S auch Eikonal oder geodétischer Abstand der beiden Punkte genannt, die Differen-
tialgleichung (12.84), wobei S als Funktion der Koordinaten des Endpunktes (g, t) aufgefasst
wird. Daraus ergibt sich auch, dafl die Flachen S = const. geoditisch dquidistant sind, d.h.,
dafl, wenn man das Integral fttol L(qx, Gr,t) dt 1angs einer zu den Flichen S = const. transver-
salen Extremale von (12.91) integriert (es wird in dieser Theorie gezeigt, dal gerade die Fléchen
S = const. Transversalflichen zu einer Extremalenschar von (12.91) sind), erhilt man fiir das
zwischen zwei Flidchen erstreckte Integral unabhéngig von der einzelnen Extremale denselben
Wert.

S = ¢ beschreibt eine den fiir die Bewegung in Frage kommenden Phasenraum schlicht iiber-
deckende Schar von Transversalflichen fiir die Extremalen von (12.91), also fiir die moglichen
Bahnkurven, vgl. Abbn. 12.7 und 12.8. Allerdings werden durch eine einzige Fléchenschar mit
dem Parameter ¢ nicht alle méglichen Bahnkurven erfafit, denn zu dem vollsténdigen Integral von
(12.85) gehort eine durch (12.89) implizit bestimmte 2 f-parametrige Schar von Bahnkurven. Vor
allem sieht man daraus auch sofort, dafl die Funktion .S nicht eine bestimmte Bewegung festlegen
kann, denn diese wird durch die 2 f Parameter «;,3; bestimmt, wdhrend S nur von f Parametern
«; abhéngt. Es gehort also zu dem vollstédndigen Integral noch eine f-fache Mannigfaltigkeit von
Transversalflichen.

Leider gibt es kein allgemein verwendbares Verfahren zum Auffinden eines vollsténdigen Integrals
einer nichtlinearen partiellen Differentialgleichung; man muf} ein solches durch Probieren zu er-
raten suchen. Wenn die Losung der zugehorigen Newtonschen Bewegungsgleichung bekannt ist,
gibt diese tiber Gl. (12.88) einen Hinweis {iber das Aussehen der Wirkungsfunktion S.

Als Beispiel zur Hamilton-Jacobischen Differentialgleichung wird zunéchst der Harmonische Os-
zillator betrachtet:

-E + £ o+ =2 =y
a8 1 (0s)? 2 9 (12.92)
a T %(Fq) + e =0
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Da der zweite und dritte Term der obigen Gleichungen die Zeit nicht explizit enthalten, schliefit
man durch Vergleich der ersten Terme auf

08
— = —F ud S = —-FEt+ f(q
ot
und setzt
S(q, P,t) = W(q) — Et. (12.93)
Fiir die noch unbestimmte Funktion W(q) ergibt sich eine gewohnliche Differentialgleichung
1 (ow\? mw? AW
— (<X ™ 2 =8 2 = /omE — 2,
2m<8q> + 2 1 ’ dq vam (mwq)®;

2F mwq

W = /\/6dq = % [q\/ZmE — (mwq)? + Uarcsin\/m

Zusammenfassung der beiden vorhergehenden Gleichungen gibt die Losung fiir die Wirkungs-
funktion S. Die eine willkiirliche Konstante ist hier die Gesamtenergie E. Der neue (konstante)
Impuls P mufl von ihr abhingen. Wie sich in §12.7 zeigen wird, ist es zweckméifig, P = 27 E /w
zu setzen. Man verifiziert leicht, dafl die neue Hamiltonfunktion K Null ist:

] . (12.94)

2rE 1 2F . mwq
S(gP=a=—=t) = = 2mE — (mwq)? 4+ —— arcsin ]
(g ) = 5 [qx/ (mwq)* + = Noro
K—%j—i—H——E—l—H——E—i—E—O.
. onE .
P =0 P=a=2"2, Q=0 Q=p=const.
w
Die Bewegung wird geméf Gln. (12.88) und (12.89) beschrieben durch
oS ow
Gl QL5 _ 05 _0S0B _ wos _w (1 omeg |\
N  Oda  OP  OQEOJOP  2m0F 2« mE ’
2F
= — sin(wt 2 12.
q — sin(wt + 27Q), (12.95)
p = V2mE cos(wt + 27Q). (12.96)

Man sieht, @ ist die Phasenkonstante des Oszillators.

Als zweites Beispiel betrachten wir die Bewegung eines Teilchens in einem rdumlich homogenen,
zeitlich linear anwachsenden Feld; die Newtonsche Bewegungsgleichung und ihre Losung sind

v
mai = F:At:—a—, V. = —Axt, A = const.
Oz
At? At? ds
= P = —— rg = —— = —. 12.
P m & 5 + m o 5 + « o (12.97)
Die letzte Gleichung (vgl. (12.88)) legt folgenden Ansatz nahe:
At?
S =22 4 az + ¢t) (12.98)

Dieser wird in die Hamilton-Jacobische Differentialgleichung (12.85) eingesetzt und gibt

2
A ¢) B A

2
Atz + ¥ 4 i(%Jra) — Atz = 0,

2m
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o) = - 1 (A N aAt? N o?t
N m 40 6 2 )’
At?x 1 [ A% aAt3 ot

Die Bewegung berechnet man aus S geméf (12.88), (12.97) und (12.89) :

oS At3 « At3 «

= = — = —7_it = 7t .
b @ Oa o 6m mo 6m+n+ﬁ

Die Konstanten «, # koénnen mit Anfangsimpuls und -lage identifiziert werden.

12.6.1 Gewohnliche und partielle Differentialgleichungen. Unterschiede in der
Losungsmannigfaltigkeit

Gewdhnliche Differentialgleichungen
Bei einer gewohnlichen Differentialgleichung 1. bzw. 2. Ordnung, z.B.

y'(@) + p@) y@) =0,  baw.  y'(2) + pa) y'(x) + q(z) y(z) = 0,

besteht das System der Losungen aus ein (y;(z)) bzw. zwei (y1(z), y2(z)) Fundamentallosungen.
Die Gestalt der Funktionsoperatoren y;() wird durch die Differentialgleichung festgelegt. Die
allgemeine Losung hat dann die Form:

y(r) = ayi(z), baw.  y(x) = c1yi(2),y(x) + c2 ya(w).

Die zunéchst willkiirlichen Konstanten ¢; werden durch die Anfangs-, eventuell Randbedingungen,
festgelegt.

Partielle Differentialgleichungen: Allgemeine Lésung und vollsténdiges Integral

Als Beispiel einer partiellen Differentialgleichung wird zunichst die Wellengleichung betrachtet:

0%u 1 0%u
o2 2o =" )

Die d’Alembertsche Losungsmethode fiithrt auf folgende Gestalt der allgemeinen Losung:

w(z,t) = wigi(z,t) + waga(z,t)) =
= wi(x—ct) + wez+ct); (b)
mit gi(z,t) = x—ct, g2(z,t) = x+ct. (c)

Die Funktionsoperatoren w;() in (b) sind vollsténdig willkiirlich; sie miissen nur zweimal differen-
zierbar sein. Man iiberzeugt sich leicht durch Einsetzen von (b) in (a), dal (b) eine Losung ist,
ganz gleich wie die w;() beschaffen sind. Die partielle Differentiagleichung legt also nur fest, von
welchen Kombinationen der unabhéngigen Variablen die Losungen abhéngen miissen; in obigem
Beispiel sind das die in (c¢) angegebenen Funktionen g;(z,t) und g2(x,t). Eine partielle Diffe-
rentialgleichung 1483t also den Losungen unendlich mehr Freiheit als eine gewohnliche. Erst die
Anfangsbedingungen lings einer Kurve legen die Funktionsoperatoren w;() fest.

Beispiele solcher Funktionen sind in Abb. 12.6 dargestellt.

Die Differentiagleichung (a) besagt nur, daf§ sich eine Stérung mit der Geschwindigkeit ¢ ldangs
der z-Achse, (z.B. lings eines Drahtes oder einer Saite) ausbreitet. Die Gestalt des Signals hingt
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L,
- L

Abbildung 12.6: Beispiele von Losungen der Wellengleichung: a) Ein Puls mit unendlich steilen
Flanken. b) Ein Puls mit glatten Flanken. ¢) Ein Puls einer harmonischen Schwingung.

von der Anregung am Anfang ab. Ein Puls mit unendlich steilen Flanken ist zwar dort nicht
differenzierbar, im {ibrigen ist er ein Losung.

Die charakteristischen Losungen (wie im Beispiel (c)) werden durch die charakteristischen Glei-
chungen der partiellen Differentialgleichung festgelegt; diese sind ein System von gewohnlichen
Differentialgeichungen. Bei der Hamilton-Jacobischen Differentialgleichung sind dies die Hamil-
tonschen Bewegungsgleichungen.

Bei einer nichtlinearen partiellen Differentialgleichung ist es sehr schwierig, oft sogar unmaoglich,
die allgemeine Losung anzugeben. Fiir die Anwendung in der Hamilton-Jacobischen Integrations-
theorie wird aber eine solche gar nicht benétigt. Sondern es geniigt ein vollstindiges Integral.
Ein solches ist eine gegebene Funktion der Variablen g, die auch noch von f Integrationkonstan-
ten oy abhéngt

S = S<q17 g2, .-, qf; 00, A2, oy QU5 t)
und die partielle Differentialgleichung erfiillt.

Meist wird zum Auffinden eines solchen vollstindigen Integrals die Methode der Separation der
Variablen (§12.8) herangezogen, wenn diese anwendbar ist.

12.7 Die Hamilton-Jacobische Differentialgleichung fiir die verkiirz-
te Wirkungsfunktion

Wenn die Lagrangefunktion, damit auch die Hamiltonfunktion, nicht explizit von der Zeit abhéingen,
ist die Hamiltonfunktion zeitlich konstant

oL 0H
5 = 0 = vl 0, H = const. (12.100)

Dann kann man folgenden Ansatz fiir die Wirkungsfunktion machen
S(qk, ok, t) = Wiqg, ap,t) — ait (12.101)

und die Hamilton-Jacobische Differentialgleichung (12.85) wird

ow
H(,qk> = o1 = const. (12.102)
O,

W heif3t die verkiirzte Wirkungsfunktion oder Hamiltonsche charakteristische Funkti-
on. Auch hier geniigt fiir unsere Zwecke ein vollstéindiges Integral,

W = Wigk,o,an,...,af), (12.103)

das aufler von a7 noch von weiteren f — 1 willkiirlichen Integrationskonstanten ag,...,ay in
nichttrivialer Weise abhéngt. Meist ist die Hamiltonfunktion gleich der Gesamtenergie F, so dafl
nach (12.102) gilt;

H=E=o. (12.104)



Dann wird aus der Wirkungsfunktion (12.101) und der Hamilton-Jacobi-Gleichung (12.102):

S(ar, B, 00, ...;ap,t) = W, E,ag,...,ay) — Et;
oW (12.105)
H(a—qk,qk) - E
Die letzte Gleichung 148t sich auch in folgender Form schreiben:
gradW = 2m (E — V/(7)). (12.106)

Der zeitunabhéngige Anteil W der Wirkungsfunktion S kann auch als eine selbstéindige Erzeu-
gende einer kanonischen Transformation im engeren Sinn, Gln. (12.52) und (12.53) betrachtet
werden:

ow ow

Fo(q, Ps) = Wilgn Py) - 2% p = 2. 12.107
2(qx, Pr) (ks Pe) © pr 2’ T a0, ( )
oW
W = 0: H(pk,qk) = K(Pk>, (12.108)
. 0K
P = - — P. = .= 12.1
% 20; % const g, (12.109)
. 0K
Qr = — —= = const. := vg(a;), Qr = vpt + Ok (12.110)
OP,

Wir fordern, dafl die durch W erzeugte kanonische Transformation eine neue Hamiltonfunktion
liefert, die in allen neuen Koordinaten zyklisch ist. Dann sind alle neuen Impulse Pj, zeitlich kon-
stant; deswegen sind auch die neue Hamiltonfunktion und deren partielle Ableitungen vy zeitlich
konstant. ag, B sind willkiirliche Integrationskonstanten, die durch die Anfangsbedingungen fest-
gelegt werden. Aus H (pg,qr) = K(Pg) = const. folgt durch Einsetzen von py = 0W/dq; wieder
die Hamilton-Jacobische Differentialgleichung (12.102) fiir die verkiirzte Wirkungsfunktion; wo-
mit gezeigt ist, dal diese Differentialgleichung die Erzeugende W der gewiinschten kanonischen
Transformation bestimmt.

Wird nun wieder die Gesamtenergie F mit einer der willkiirlichen Integrationskonstanten, z.B.
mit oy = F identifiziert, dann gilt (vgl. G1. (12.105))

ow
Hpr,a) = o1 = E =P = K, H(3 -a) = E,
a
Q1 = t + B,
Qi = Bi, i=2..f (12.111)

Die physikalische Bedeutung der verkiirzten Wirkungsfunktion ersieht man aus der folgenden
Zeitableitung (wobei Gl. (12.102) beniitzt wird):

dw ow . .
at = Z 9a; qi = Zpi(ﬁv

W = /Zpiqidt:/zpidinQ/Tdt.

Die letzte Gleichsetzung gilt aber nur, wenn in der Lagrange- oder Hamiltonfunktion keine ge-
schwindigkeitsabhéingigen Potentiale auftreten und T eine quadratische Form der ¢ ist (vgl.
§12.1.1 und §12.1.2). Dann ist die Wirkungsfunktion proportional dem Integral iiber die kineti-
sche Energie.
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Um die Bedeutung von S und W deutlich zu machen, wird Gl. (12.102) noch genauer untersucht.
Die Fldchen W = const. bilden im R der ¢x eine raumfeste Flachenschar. Zur Zeit ¢t = 0 fallen sie
mit den Flidchen S = const. zusammen; im Laufe der Zeit wandern die Flachen S = const. {iber
die Flachen W = const. hinweg. Wegen (12.88) bzw. (12.102) gilt, da8 der Vektor p; senkrecht
zu den Flichen S = const. steht, in diesem Falle also auch senkrecht auf den Flichen W =
const. steht. Wenn man der Einfachheit halber die Bewegung eines Teilchens in kartesischen
Koordinaten betrachtet, so fillt der kanonische Impuls mit dem gew6hnlichen zusammen und die
Bahnkurven durchsetzen die Flichen W = const. senkrecht. Orthogonalitdt und Transversalitét
fallen zusammen. Die Flidchen konstanter Wirkung wandern durch den Raum; dies bedeutet eine
Ahnlichkeit mit der Optik, wo die Wellenflichen ebenfalls durch den Raum wandern und die
Lichtstrahlen orthogonale Trajektorien sind (s. Abbn. 12.7 und 12.8).

/ \

Abbildung 12.7: Der schrige Wurf im Schwerefeld. Die strichlierten Kurven geben Wurfparablen
zum gleichen Wert der Gesamtenergie 2 und des transversalen Impulses p, = const. Die ausge-
zogenen Kurven entsprechen den Flichen W = const. Die Fliachen, hier Kurven S = const. haben
die gleiche Gestalt; sie streichen aber im Laufe der Zeit iiber die Kurven W = const. hinweg.

W = -3.18 -1.56 -0.609 0.609 1.56 3.18 W =

Abbildung 12.8: Die strichlierten Kurve ist eine Wurfparabel; die Punkte geben die Lagen des
Massenpunktes fiir gleiche Zeitintervalle. Die Kurven durch die Punkte geben die Kurven W =
const. Eine Simulation des Vorganges findet sich im Notebook: K12WPlot.nb.
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12.8 Separable Systeme. Mehrfach periodische Bewegung

12.8.1 Lo6sung der Hamilton-Jacobischen Differentialgleichung durch Sepa-
ration

In §12.7 wurde ein vollstdndiges Integral der Hamilton-Jacobischen Differentialgleichung fiir ge-
wisse eindimensionale Probleme durch Raten gefunden. Diese Vorgangsweise wird umso schwieri-
ger, je grofler die Zahl der Variablen, d.h. je grofler der Freiheitsgrad f ist. Ein in gewissen Fillen
verwendbares Verfahren zum Auffinden eines vollstdndigen Integrales der Hamilton-Jacobischen
Differentialgleichung (12.102

ow
H|—, qk> = const. 12.112
< gy, ( )
ist Separation. Es wird angenommen, dafl das vollsténdige Integral die folgende Form hat:
f
W(qk,ak) :ZWi(qi,al,ag,...,af). (12.113)
i=1

W; darf nur von der einzigen Variablen g; abhingen. Wenn es gelingt, durch einen derartigen
Ansatz die partielle Differentialgleichung (12.112) in f gewohnliche Differentialgleichungen der
Form

aw
Hi <daQi§04170427~-704f> = ai7 Z = 1727 7f (12114)
4ai

aufzuspalten, dann heifit das betreffende System separabel. Die Separierbarkeit der Differenti-
algleichung (12.112) hingt vom physikalischen System (also von der Hamiltonfunktion) und von
der Wahl der (krummlinigen) Kooridnaten ab. Z.B. ist die Hamilton-Jacobi-Gleichung fiir ein
konservatives System mit sphérischem Potential in Kugelkoordinaten separabel, im allgem. aber
nicht in anderen, z.B. in Kartesischen. Ein System heifit separabel, wenn es irgendwelche Koor-
dinaten gibt, in denen die eben beschriebene Separation der Hamilton-Jacobi-Gleichung moglich
ist.

Dann kénnen die Gln. (12.114) nach der einzigen auftretenden Ableitung aufgelost und integriert
werden.

dW;

T = Jilaar ez, ay) (12.115)
q;

W’i = ngfZ(QZaalaazuuaf)

i

Insbesondere ist ein System separabel, wenn alle Variablen bis auf eine, z.B. ¢;, zyklisch sind:

oOH OH
i = - = ———0i1, 12.116
g dq; dg; ( )
H = H(pi,q1) : pi = dll = oW = o;, Wi=a;q; mit i#1
dq; dq;

Die Anteile Wa, ..., W, fiir die Variablen go, ..., ¢y der verkiirzten Wirkungsfunktion sind damit
bekannt; fiir den Summanden Wj der nichtzyklischen Variablen erhilt man eine gewohnliche
Differentialgleichung erster Ordnung, nach deren Integration die gesamte verkiirzte Wirkungs-

funktion gefunden ist:
awy )
H{— q;09,..,«a = o1,
< 0 1; 002 f 1

W = Wl(ql;al,...,af)jLZaiqi. (12.117)
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Ein Beispiel fiir diesen Fall ist das ebene Zentralkraftproblem, in dem die Variable ¢ zyklisch ist.

1 p
H= — 2)1+V 12.118
m(m+ >+<> (12.118)
Die verkiirzte Wirkungsfunktion ist:

W = Wi(r) + agp, as = Q. (12.119)

Der zu q; = r gehorige Anteil Wy geniigt der Differentialgleichung

R VLA e
2m dr r2

Wir werden die Integration nicht ausfithren, sondern schreiben nur

+ V(r) = a1, dg:l = \/Zm [a1 =V (r)] — a—‘%.

a2
W = /dr\/Qm [ — V(r)] — —|— app. (12.120)

Damit findet man gem&f Gl. (12.107) das Endresultat

m dr
Q1 =t+0 = / =,
\/Zm oq ] — i—;”
(12.121)
ow oy, dr
Q2 = P2 = Fos £ + .
(0%) a2
7“2\/2m oq } - %

Die erste Gleichung gibt die Zeit als Funktion des Radius r, nach der Inversion den Radius
als Funktion der Zeit. Die zweite Gleichung gibt ¢ = ¢(r). Beide Losungen héngen von den
Integrationskonstanten ag, ag = ay,, £ und (3 ab.

12.8.2 Periodische und mehrfach periodische Bewegung. Wirkungs- und Win-
kelvariable.

Zuerst betrachten wir die Bewegung eines konservativen Systems mit einem Freiheitsgrad, f
= 1. Der Zustand wird durch das Paar kanonisch konjugierter Variablen p und ¢ beschrieben.
Ein System heif3t periodisch, wenn es nach einer endlichen Zeitdauer T wieder im
gleichen Zustand ist.

q(t+nT) = q(t),

= 0,£1,4£2, ...
p(t+nT) = p(t).

Diese allgemeine Bedingung folgt bereits aus dem Fall mit n = 1:
at+T) = q(t), p(t+T) = pld). (12.122)

Denn jeder andere Wert von n kann durch fortgesetzte Anwendung von (12.122) erreicht werden.
Bei einer periodischen Bewegung ist die Bewegung auf einen endlichen Bereich im Ortsraum
beschrankt. Doch miissen die Variablen, die die Bewegung beschreiben, nicht endlich bleiben.
Aus der Theorie des mathematischen Pendels, §12.2.2, Abb. 12.2, kann man dies ersehen. Bei
E > mgl rotiert das Pendel, die Koordinaten x, y sind zwar endlich, |z| <, |y| < [; jedoch der
Winkel ¢ wichst von —oo bis +00 (oder umgekehrt). Abgesehen von der Limitationsbewegung,
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Abbildung 12.9: a) Libration (Oszillation) b) Nutation (Rotation)

sind zwei Félle moglich: Libration bzw. Nutation. Bei Libration gehorchen beide Variablen p und
g den Bedingungen (12.122); bei Nutation weist g eine Periode gy auf. Zieht man diese heraus,
so erfiillt der Rest von ¢ und p wieder (12.122), s. Abb. 12.9.

Fiir ein konservatives System, das den Periodizitéitsbedingungen (12.122) geniigt, wird nun ein
vollsténdiges Integral der Hamilton-Jacobischen Differentialgleichung (12.102) aufgesucht. Dies
liefert die erzeugende Funktion W, Gl. (12.103), einer kanonischen Transformation

p=pP,Q) q=4q(PQ)
derart, daf fiir die neuen Variablen P und @ gilt:
P = a = const. (12.123)

Q=n7t+p8, B =const. (12.124)

Durch diese Vorgangsweise sind P und ) noch nicht vollig eindeutig bestimmt. Es gibt ein
kanonisch konjugiertes Variablenpaar, das besonders zweckméBig ist, die Wirkungsvariablen
J und die Winkelvariable w. Letztere ist so normiert, dafy die Periodizitatsbedingungen lauten

p(w+1) = p(w), q(w +1) = g(w), (12.125)
die Periode also den Wert 1 hat. Z.B. beim Harmonischen Oszillator, Gl. (12.95) und (12.96),

kann man setzen:
wt VomE

=, — = 2
W=t q o cos(2mw + o)

Fiir P = J und (Q = w lauten die kanonischen Gleichungen (12.107):

d K
H(p,q) = K(J): d‘t]——gw—o, J = const.;
dw 0K
Ty const =: y(J), (12.126)
w =t + (.

Bei Zutreffen der Bedingung (12.125) kann man die Grundfrequenz des Systems sofort aus der
neuen Hamiltonfunktion K (.J) bestimmen

dK

V(J)—W.

(12.127)

In Féllen, wo man sich nur fiir die Grundfrequenz des Systems, nicht so sehr fiir Details der
Bewegung interessiert, ist dieses Verfahren sehr bequem.
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Beweis der Gl. (12.127): Die periodische Form ¢(w) aus (12.125) 1d8t sich in eine Fourierreihe
entwickeln:

gw)= Y Bpe®™™ =q(w+1). (12.128)

Andererseits kann man eine periodische Funktion mit der Grundfrequenz v = 1/7 in folgende
Fourierreihe entwickeln:

qvt) = > Cpe®™™ (12.129)

n=—oo

Vergleich von (12.128) mit (12.129) gibt unter Beachtung von (12.126):

_dK

V:’Y(J)—ﬁ-

Oben ist die Wirkungsvariable J als die zur zyklischen, auf die Periode 1 normierten Winkel-
variable w kanonisch konjugierte Variable definiert worden. Eine fiir die praktische Berechnung
bequemere Definition ist die durch das Phasenintegral:

a=J= %pdq. (12.130)

Darin erstreckt sich das Integral iiber eine vollstindige Periode des Systems. Die Aquivalenz
dieser Definition des Paares J, w mit der vorhergehenden wird bewiesen, indem gezeigt wird, dafl
w um 1 zunimmt, wenn das System eine volle Periode durchlduft. Aus der erzeugenden Funktion

W(q, o = J) folgt:

ow
= — 12.131
P g’ (12.131a)
ow
= —. 12.131b
Y (12.131b)

Betrachtet man w geméf (12.131) als Funktion von ¢ und J, gilt fiir das Differential:

ow ow 0*W

dq.

Da geméf Gl. (12.126) J = const. ist, gilt fiir jede Phasenbahn dJ = 0. Danach wird noch Gl
(12.131b) eingesetzt. Die totale Anderung Aw von w fiir den Umlauf des Systems um eine Periode
ist 1, wenn fiir J das Phasenintegral (12.130) eingesetzt wird:

é ‘ 0*W o [OW 0 é oJ
A = = z —_— —_— = — = — = 1.
v dw 8q8qu oJ | 0q dq arf? dq oJ

Zum Schlufl das Ganze als einfaches Rezept zusammengefafit: Aus der Hamiltonfunktion berech-
net man den Impuls als Funktion von ¢ und «; damit das Phasenintegral als Funktion von c.
Inversion gibt « als Funktion von J, damit die neue Hamiltonfunktion K (.J). Die Grundfrequenz
v ist die Ableitung von K nach J.

H(p,q) =const. =a, — p=p(qa);

J(a) = fpdq _ fagf]/dq e a=al)), (12.132)
Hipq)=a() = K(),  v="7.
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z.B. beim Harmonischen Oszillator ist die Hamiltonfunktion

2 2 2
H:p——i—qu

om 2 @

Das Phasenintegral entspricht der Fléiche, die von der zum Wert E gehorigen elliptischen Pha-
senbahn (Abb. 12.1) eingeschlossen wird.

| 2F 2rE J
mw w 2

_IK _w
V_&]_27T'

Ein System von mehreren Freiheitsgraden, f >1, ist im allgemeinen nicht periodisch, selbst wenn
jedes der kanonisch konjugierten Paare fiir sich periodisch ist:

(12.133)
2m

qr(t +Tk) = qi(t), pr(t +Tk) = pr(t), k=1,2,..,f.

7.B. Fiir einen zweidimensionalen Harmonischen Oszillator, der in der x-Richtung die Frequenz
w1, in der y-Richtung die Frequenz wsy aufweist, lautet eine partikuldre Losung:

x = Ajcos(wit), y = Assin(wat), py=mx, p,=my.

Ist das Verhéltnis w; : wo eine rationale Zahl (“w; und we sind kommensurabel”), dann gibt es
eine Superperiode T', nach der das System wieder seinen Ausgangszustand erreicht. Die Bahn ist
eine LissAjous-Kurve (Abb. 4.12(a)). Sind w; und wy (damit auch 77 und 73) inkommensurabel,
dann nimmt ein System einen einmal durchlaufenen Zustand nie wieder an. Im Ortsraum fiillt
die Bahn das Rechteck —A; <z < A, —Ay <y < Ay allméhlich vollsténdig aus, (Abb. 4.12(b));

ebenso wird im Phasenraum ein Parallelelepiped von der Phasenbahn vollsténdig erfiillt.

Ganz allgemein ist bei mehreren Freiheitsgraden eine Bewegung nur dann periodisch, wenn die
Perioden T4, T5,..., T} der einzelnen Bewegungsrichtungen paarweise kommensurabel sind. Ist
diese Bedingung nicht erfiillt, dann kehrt das System nie zu irgendeinem in der Vergangenheit
angenommenen Zustand zuriick, obwohl es in jedem Variablenpaar pg,qi fiir sich periodisch ist.
Ein solches System heifit mehrfach periodisch oder fastperiodisch. Wieder koénnen die Ko-
ordinaten in eine f-fache Fourierreihe entwickelt werden (v; = w;/2m)

(]j(t) — Ci 627r(n11/1t+n21/2t+...+nf1/ft)‘ (12134)

ning..nyg
n1,n2,...,nyf

Ist das System separabel, dann kann man ein vollstéindiges Integral

f
Wiqi,q2: - qp; a1, a2, .y op) = ZWi(Qi;al>a2> s rf)
i=1
der Hamilton-Jacobischen Differentialgleichung (12.102) finden; dieses ist die Erzeugende einer
kanonischen Transformation, die das System pg,qx (K = 1,2,...., f) in ein zyklisches (Px,Qk)
tiberfithrt. Wir normieren alle Q;, wieder auf Periode 1, so dafl wir einen Satz von Winkelvariablen
wy, und Wirkungsvariablen Jj, erhalten

Dk» Gk — Py = Ji, Q= wy; H(pr, qrx) = K(Jk);

% = —a—K = Jr = const
dt  Owy k= v
d 0K
e _ 22 _, ~v(J;) = const. — wg = Yt + B, Ok = const.;
dt dJi (12.135)
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qr(wi, w2, ..., w; + 1,...,wyp), = Qk(’lUl,UJQ,...,wZ‘,...,U)f)} {k = 1,2,...f;
pk(wl,wg,...,wi+1,...,U)f), = qk‘(wthv"'awiv"'vwf) T = 1727"'7f'

Die letzte Gleichung impliziert wieder:

qr (w1 + ny, wa +na, . wp +ng) = qp(wr, wa, ..., we), n; € N;
Q= D Bl e, (12.136)

n1,M2,...sNf

Wieder folgt aus dem Vergleich von (12.134) mit (12.136) unter Beachtung von (12.135), dafl die
Grundfrequenzen des Systems aus der Hamiltonfunktion berechnet werden kénnen:

0K
i) = () = —. 12.137
(i) = v i) = 5 7 ( )
Die Wirkungsvariablen kénnen auch durch das Phasenintegral
Jk = fpkqu (12.138)

definiert werden. Das Integral ist iiber eine volle Periode der Variablen ¢; zu erstrecken. Wir
zeigen, daf die zugehorige Winkelvariable

oK

Wk:@

einen Zuwachs von 1 erfihrt, wenn ¢; eine Periode durchliuft; wihrend w; sich nicht dndert,
wenn ¢; # g eine volle Periode durchliuft. Einer Anderung von ¢; (bei fixen ¢s, s # i) entspricht
folgendes Inkrement von wy,

8wk Bwk 8wk 62W

diwp = Z%dgi+ 2% g = Dag = C0 g,
o 0q; @t 0J; 0q; 4 0J10q; e

(12.139)
Fiir eine volle Periode T} betriigt die Anderung von wy,

o*W o [OW

07002 = 57 ¢ og M =

0 oJ;
&]kjgpidq@' = 0 = Oik

_8W
B (‘9q2-'

Ajwy, = ]{diwk =

mit

bi

12.9 Das Zentral- und das Keplerproblem

Als Anwendung der in §12.8 entwickelten Theorie wird die Losung des Zentralkraft- und des
Keplerproblems durch Separation der zugehorigen Hamilton-Jacobischen Differentialgleichung
fiir die verkiirzte Wirkungsfunktion vorgefiihrt. In Kugelkoordinaten lautet diese:

(O ) L [(OWNT L (W 1 (oW
3qk’qk - 2m or r2 \ 09 r2sin? 9 \ O

Wir machen den Separationsansatz:

+V(r)=E.  (12.140)

W (r,d,¢) = Wi(r) + Wa(9) + Ws(p)

(12.141)
oW AWy oW AW, oW  dWs
or  dr’ 09 dY Oy  dy
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und schreiben damit Gl. (12.140) um

dW1 2 1 dW2 2 .2 dWS o . 2
{Qm[V(T) E]+< o > + = (dﬁ) }T sin“ g = dgp = const. =: —a,.

(12.142)
Die linke Seite dieser Gleichung hangt nur von r und von 9 ab, die rechte nur von ¢. Die beiden
Seiten konnen nur identisch sein, wenn jede gleich einer (noch unbestimmten) Konstanten ist,
die —04?0 genannt wird. Die Differentialgleichung fiir W3 kann sofort gelost werden

—— = Qy, Ws(p) = /oz(pdcp = Qup. (12.143)

Die linke Seite von Gl. (12.142) wird wieder in zwei Teile gespalten

dWq 2 2 dWo 2 Oéi . .
{Qm[V(r)—E]—}—( o > }T‘ = — [( 70 ) +sin219 = const. = —ay, (12.144)

die linke (rechte) Seite héngt nur von r () ab; jede muf fiir sich gleich einer Konstanten sein

dWs 2 Ay / 2

— = Wo (1) = dy 12.145
40 Wt e’ 2(9) @t ( )
dWi

e \/2m E-V() -3, /dr\/Qm E-V(r (12.146)

Die Separation ist damit vollstdndig durchgefiihrt. Das obige Integral (12.145) kénnte elementar
als unbestimmtes Integral ausgefiihrt werden; ebenso (12.145) fiir das Coulomb- (V(r) = C/r)
oder Oszillatorpotential (V' (r) = mw?r?/2). Dies ist langwierig. Darum beschriinken wir uns hier
auf die Phasenintegrale, die als bestimmte Integrale mit komplexen Methoden berechnet werden
konnen. Hier geben wir nur die Resultate an.

27
Jp = 7{ pode = 7{ d;V3d / apdp = 2ma,. (12.147a)

Jﬁzfpﬁdﬁzj{d%dﬁ jq{\/ T(ay — ay) = 2may — Jp. (12.147b)
d Jy + J.
Jr:%prdrz% Zldr:?{\/2m[E—V dr—f\/QmE V(r <19+ )dr.

(12.147c)

Sobald das letzte Integral ausgefiihrt worden ist, kann der resultierende Ausdruck nach der Ge-
samtenergie E aufgelost werden. Damit erhalten wir diese und damit die Hamiltonfunktion als
Funktion der Wirkungsvariablen:

E = H(py,qr) = K(Jyr, Jy, Jp) = K(Jr, Jy + Jy).
Fiir die Frequenzen des Systems folgt geméfl Formel (12.137)
0K , 0K 0K ,
- YT ody o, *

Die Gleichheit 0K /0Jy = 0K/dJ, ergibt sich, weil der Integrand von (12.147c) nur von der
Summe Jy + J, abhéingt. Das System hat daher hochstens zwei verschiedene Eigenfrequenzen v,

und vy = v, es ist entartet. Diese Entartung hingt zusammen mit der Ebenheit der Bahn im
Zentralfeld.
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Die Auswertung von (12.147c) fiir ein Coulombpotential ergibt:

C —2mmC

Auflésen nach E gibt:
2mm?C?

E = H(pp, q1) = K(Jy, Jg, ) = — .
(Pk> 1) ( o) Ut Jo 1 )

(12.148)

Fiir das Coulomb- oder Newtonpotential héingt die neue Hamiltonfunktion K nur von der Summe
Jr + Jy + J, ab, daher ist v, = vy = v,. Es gibt nur eine einzige Eigenfrequenz des Systems
(zweifache Entartung).

Obige Resultate werden beniitzt fiir die Quantisierung mittels der BOHR-SOMMERFELDSCHEN
Phasenintegralmethode:

Jr = ngh, Jy = ngh, Jp = nyh.
Die Quantenzahlen n,, nyg, n, werden zusammengefaflt zur Hauptquantenzahl
n =: Ny + Ny + Ne.
Damit ergibt sich fiir die Energieeigenwerte des Einelektronenproblems:

2mm2C?

Bn ==

n=123,.

Es ist eine bekannte Schwierigkeit der BOHR-SOMMERFELDSCHEN Theorie, daf nicht aus ersten
Prinzipien angegeben werden kann, welche Wertemengen fiir die Quantenzahlen n,, ny, n, zu-
gelassen werden, sondern daf§ dies aus den experimentellen Daten erschlossen werden muf}. Diese
Schwierigkeit féllt in der Quantenmechanik fort.

Wer néhere Details zur Berechnung der Phasenintegrale (12.147) erfahren mochte, kann sich
direkt an den Vortragenden (B. S.) wenden.
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