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Beispiel 9.1/A & 918"

Zwischen zwei parallelen Drahtkreisen
(Radius R) spannt sich eine Seifenhaut.
Die beiden Kreise stehen im Abstand D
senkrecht auf der Verbindungslinie zwi-
schen den Mittelpunkten. Bestimmen Sie
die Form der Seifenhaut. Wie verhilt sich
die Haut beim langsamen Auseinander-
ziehen der Drahtringe?

Losung: Die Seifenhaut stellt eine Fliche dar, die durch die Rotation einer Kurve y = y(x)
um die x-Achse erzeugt werden kann. Die Lage der Seifenhaut wird also durch die Funktion
y(x) definiert. Wegen der Oberflichenspannung stellt sich die Seifenhaut so ein, dass ihre
Flidche minimal wird (die Schwerkraft wird nicht beriicksichtigt).
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Ein Wegelement der Kurve hat die Linge ds = /1 + y’? dx. Durch Rotation um die x-
Achse entsteht eine zylindrische Teilfliche der GroBg 2w y ds-ie Fliche A der Seifenhaut

soll minimal sein:
\/“/\
X2
JIy]=A= 27:/ dx y /14 y'? = minimal (3.23)
Xy -

Q

Dieses Funktional ist von der Form
X2
Jlyl = 27[/ dx F(y,y) mit F(y,y)=y+1+y?

1
Die Randwerte sind I ﬁ& \

LAGRALGE "
(x1,y1) =(=D/2,R), (x2,y2) = (D/2, R)

Aus F, = 0F/dx = 0 und-derEuler-agrange-Gleichungfolgt )0/2
/ . F. / /_F N — _.
H/V\’/LTO/V - By y = FOBLY) doms:

Dies ergibt sich analog zu (2.15) mit F anstelle von £, und mit x anstelle von ¢. Fiir unser
Fwird Fyy' — F =¢ Ist. zu

\

. C
y - dy y?
—— =@ oder yY(x)=-—-=4% — =1
/14y dx c
Dies konnen wir integrieren:
X p

= = c arcosh (y/c) + cGB%.

dy
x:i/_____
Vy/e)?—1

Wegen i bt 5

_ x Ko '
y(x) = ccosh < cj (7 z

Die Randbedingung y(£D/2) = R verlangt
c=on(5)
— =cosh| —
c 2¢c

Anstelle der Konstanten ¢ konnen wir &€ = D/2c¢
verwenden:

af =cosh(¢) mit @« =2R/D  (3.25)

Diese Gleichung kann graphisch (Abbildung) oder
numerisch gelost werden. Fir « ~ 1.509 gibt es
genau eine Losung, fiir groferes o zwei und fiir
kleineres o keine Losung. Das Auseinanderziehen
der Ringe bedeutet eine Verkleinerung von «, al-
so den Ubergang von zwei zu null Losungen. Wir
bezeichnen die Losungen mit ;.

£=D/2c
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Fiir die Diskussion der Losungen betrachten wir die Kurvenschar

y(x) = R mﬁ}# (3.26)

Diese Schar hiangt von einem Parameter § ab. Fiir 8 = £ = D/2c fallen diese Kurven mit
der Losungskurven (3.24) zusammen.

.

Alle Kurven der Schar (3.26) gehen durch
die Randpunkte (+D/2, R). Die méglichen
Losungskurven (3.24) sind in der Schar enthal-
ten, und zwar fiir 8 = &; mit den &; aus (3.25).
Fiir 8 = 0 ergibt sich y = R und damit eine
ebene Zylinderfliche. In der Reihenfolge 1 bis
5 nimmt g zu. Fiir § — oo schnappt die Fli-

bleiben nur die Ringflichen. Fiir diese Skizze
wurde D = R angenommen.

Die Rotationsflache A(f) fiir die Kurven (3.26)
' Fliche A(B) als Funktion von B. Es gilt A(0) = 2nRD
und A(oo) = 21 R?. Die untere Kurve gilt fiir
D < R, die obere fiir D > R. Sofern (3.25)

\_/D > R zwei Losungen hat, muss A in Abhéngigkeit
e T o — von B ein Minimum und ein Maximum haben.
\ﬁ Wenn man von der Zylinderfliche (8 = 0)

weggeht, nimmt die Fldche zunichst ab. Daher
kommt man mit wachsendem S zunichst zum
Minimum.

Fiir die Abbildung wurde angenommen, dass (3.25) zwei Losungen hat, &; und &,. Dann
ist eine davon ein Minimum; dies ist die gesuchte Losung. Diese Losung ist dann nicht nur
ein Minimum beziiglich der Variation des Parameters 8 wie in der Abbildung, sondern ein
Minimum beziiglich aller moglichen (kleinen) Anderungen der Kurve. Die andere Losung
von (3.25) ist ein Maximum und damit eine instabile Losung.

In der Abbildung nach (3.26) konnte die Kurve 1 das Minimum darstellen, und 3 das
Maximum. Von den beiden Losungen (3.25) entspricht diejenige mit dem groBeren c-Wert
dem gesuchten Minim%\ NG

Solange D < 1.325 R gilt, hat (3.25) zwei Losungen, und die Situation wird qua-
litativ richtig durch die Abbildung wiedergegeben. Wenn D sich aber dem Wert nihert,
an dem (3.25) nur noch eine Losung hat, dann riicken das Minimum und Maximum in
der obigen Abbildung zusammen. Am Grenzwert selbst hat die Kurve dann einen waage-
rechten Wendepunkt, der iiber der gestrichelten Linie liegt. Dann ist eine kontinuierliche
Verformung zum Randminimum A(oco) moglich. Beim langsamen Auseinanderziehen der
Drahtringe nimmt die Seifenhaut zunichst die hier berechneten Minimakonfigurationen an.
Wenn der Abstand den Wert D =~ 1.325 R erreicht, dann wird das System instabil und die
Seifenhaut verformt sich dynamisch. Dieser zeitabhiingige (schnelle) Prozess liegt aufer-
halb der hier gegebenen Beschreibung; er konnte in einer Abfolge der Kurven 3 — 4 — 5
bestehen und im Randminimum A (o0) enden.

che auf der Mittellinie zusam?fmmer-/"g
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