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1 Allgemeines zu Flusskoordinaten

• Quellen:

� D'haeseleer et al. [1991]

� Hazeltine and Meiss [1990]

� http://fusionwiki.ciemat.es/wiki/Flux_coordinates

• Clebsch-Darstellung (Hintergrund in Barbarosie [2011], Gallavotti [2002])

� Idee: Feldlinien als Schnittkurve zweier Flächen, die normal zur Nor-
mal�äche auf die B-Feldlinien (normal zur Flussrichtung) stehen.

B = ∇ρ×∇ν

� Divergenzfreiheit von B folgt durch

∇ ·B = ∇ · (∇ρ×∇ν)

= (∇ · (∇ρ)︸ ︷︷ ︸
=0

)×∇ν +∇ρ× (∇ · (∇ν)︸ ︷︷ ︸
=0

)

= 0

� Durch Flächen mit konstantem ρ und ν verschwindet der magnetische
Fluss,

B · ∇ρ = B · ∇ν = 0.

• Führe Flusskoordinaten (ρ, ϕ, ϑ) ein

� ρ ist eine Koordinate und ν = ν(ρ, ϕ, ϑ) ist eine beliebige Funktion,
sodass das B-Feld dargestellt werden kann.
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� Idee: Verallgemeinerung von pseudotoroidalen Koordinaten mit Ra-
dius ρ, toroidalem Winkel ϕ und poloidalem Winkel ϑ.

� Kontravariante Komponenten von B sind gegeben mit

B =
1
√
g
εijk (∂iρ∂jν) ek

Bρ = 0

Bϕ =
1
√
g
∂ϑν

Bϑ = − 1
√
g
∂ϕν

• Eindeutigkeit bzgl. ϕ und ϑ

� Forderung: B(ρ0, ϕ, ϑ) = B(ρ0, ϕ+ 2π, ϑ) = B(ρ0, ϕ, ϑ+ 2π)

� Bis zu lineare Terme von ν in ϕ und ϑ heben sich weg bei ∇ρ×∇ν

ν(ρ, ϕ, ϑ) = a(ρ) + b(ρ)ϕ+ c(ρ)ϑ

∇ν = (a′(ρ) + b′(ρ)ϕ+ c′(ρ)ϑ)∇ρ+ b(ρ)∇ϕ+ c(ρ)∇ϑ
∇ρ×∇ν = (a′(ρ) + b′(ρ)ϕ+ c′(ρ)ϑ)(∇ρ×∇ρ︸ ︷︷ ︸

=0

) + b(ρ)∇ρ×∇ϕ+ c(ρ)∇ρ×∇ϑ

= b(ρ)∇ρ×∇ϕ+ c(ρ)∇ρ×∇ϑ

� Höhere Terme sind nicht mehr eindeutig bezgl. Winkel, z.B.

∇ρ×∇(d(ρ)ϕ2) = (d′(ρ)ϕ2)(∇ρ×∇ρ) + d(ρ)
ϕ

2
∇ϕ

� Kann noch beliebige periodischer Funktion ν̃(ρ, ϕ, ϑ) addieren

ν(ρ, ϕ, ϑ) = a(ρ)ϕ+ b(ρ)ϑ+ ν̃(ρ, ϕ, ϑ) (1)

• Magnetische Flüsse

� Die Koe�zienten in (1) hängen mit dem magnetischen Fluss zusam-
men. Toroidaler und poloidaler Fluss sind gegeben als

Ψtor =

ˆ
Stor

B · dS

Ψpol =

ˆ
Spol

B · dS

wobei Stor die Querschnitts�äche des Torus normal zu eϕ ist und Spol

die Fläche zwischen r = 0 und r0 normal zu eϑ. (D'haeseleer et al.
[1991], S. 77)
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� Wir leiten zuerst eine Formel her, mit der die Flüsse über ein Vo-
lumsintegral geschrieben werden können (am Beispiel von Ψtor wobei
Ψpol analog funktioniert).

� Schneide Torus an z.B. toroidaler Fläche auf und integriere mit Win-
kel gewichteten Fluss:

ˆ
∂V

ϕB · dS =−
ˆ ρ0

0

dρ

ˆ 2π

0

dϑϕB · ∇ϕ|ϕ=0

+

ˆ
ρ=const.

+

ˆ ρ0

0

dρ

ˆ 2π

0

dϑϕB · ∇ϕ|ϕ=2π

� Nur der letzte Term bleibt übrig:

ˆ
∂V

ϕB · dS = 2π

ˆ ρ0

0

dρ

ˆ 2π

0

dϑB · ∇ϕ

= 2π

ˆ
Stor

B · dS = 2πΨtor

� Mit ∇ ·B = 0 gilt

∇(Bϕ) = ϕ∇ ·B︸ ︷︷ ︸
=0

+B · ∇ϕ,

und mit Gauss ˆ
∂V

ϕB · dS =

ˆ
V

dV∇(Bϕ)·

=

ˆ
V

dVB · ∇ϕ

� ⇒ Toroidaler und poloidaler Fluss durch Volumsintegrale gegeben:

Ψtor =

ˆ
Stor

B · dS =
1

2π

ˆ
V

B · ∇ϕdV

Ψpol =

ˆ
Spol

B · dS =
1

2π

ˆ
V

B · ∇ϑdV

• Zusammenhang der Flüsse mit den Koe�zienten a und b in (1)

� Damit wir seltener 2π schreiben müssen, setze ψ := Ψ/2π

3



� Ableitungen nach dem Radius ergibt

ψ̇tor =
dψtor

dρ
=

d

dρ

ˆ ρ

0

ρ′
ˆ 2π

0

dϕ

ˆ 2π

0

dϑ . . .

=
1

(2π)2

ˆ 2π

0

dϕ

ˆ 2π

0

dϑ
√
gB · ∇ϕ

=
1

(2π)2

ˆ 2π

0

dϕ

ˆ 2π

0

dϑ
√
gBϕ

=
1

(2π)2

ˆ 2π

0

dϕ

ˆ 2π

0

dϑ∂ϑν

=
1

(2π)2

ˆ 2π

0

dϕ

ˆ 2π

0

dϑ (b(ρ) + ∂ϑν̃(ρ, ϕ, ϑ))

ψ̇tor = b(ρ)

� Poloidaler Fluss ergibt analog

ψ̇pol = −a(ρ)

• Eliminieren der oszillierenden Funktion ν̃

� Ziel: Vereinfachte Form von B-Feld in geeigneten Koordinaten, in
denen die Feldlinien zu Geraden werden

� Transformation auf neue Winkelkoordinaten (Flusskoordinaten), um
ν̃ zu eliminieren

ϕf = ϕ+
ν̃

a(ρ)
= ϕ− ν̃

ψ̇pol

ϑf = ϑ+
ν̃

b(ρ)
= ϑ+

ν̃

ψ̇tor

� Ergebnis

B(ρ, ϕ, ϑ) = ∇ρ×∇(ψ̇torϑf − ψ̇polϕf )

� Vektorpotential lässt sich als Produkt darstellen

A = −ν∇ρ
B = −∇× (ν∇ρ)

= ∇ρ×∇ν − ν (∇×∇ρ)︸ ︷︷ ︸
=0

A = (ψ̇polϕ− ψ̇torϑ)eρ

(allerdings nicht physikalisch korrekt, da nicht eindeutig bzgl. Win-
kelvariablen)
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• Kanonische Form

� Führt zu eindeutigem Vektorpotential und Hamiltonscher Form

� Beziehung zwischen kanonischer Form und Clebsch-Form

B = ∇ϕ×∇ψpol(ρ) +∇ψtor(ρ)×∇ϑ
= −ψ̇pol(ρ)∇ρ×∇ϕ+ ψ̇tor(ρ)∇ρ×∇ϑ
= ∇ρ×∇(ψ̇torϑ− ψ̇polϕ).

=
ψ̇pol√
g
eϑ +

ψ̇tor√
g
eϕ

(Letzte Umformung ist möglich, weil ∇ψ̇tor(ρ) = ψ̈tor∇ρ und ∇ρ ×
∇ρ = 0)

� Toroidale und poloidale Komponente hat linearen Zusammenhang

Bϑ = qBϕ

mit Safety-Factor

q(ρ) = ψ̇tor(ρ)/ψ̇pol(ρ)

konstant auf ρ-Fläche.

� Vektorpotential für alternative Form

A = ψtor∇ϑ− ψpol∇ϕ
B = ∇ψtor ×∇ϑ+ ψtor (∇×∇ϑ)︸ ︷︷ ︸

=0

+∇ϕ×∇ψpol − ψpol (∇×∇ϕ)︸ ︷︷ ︸
=0

A = ψtore
ϑ − ψpole

ϕ

(das ist auch physikalisch OK und eindeutig)

• Hamilton-Formalismus für festes ρ

� Verwende ψtor als Hamiltonfunktion und ϑ als Zeitparameter, dann
sind ψpol und ϕ dazugehörige Wirkungs-Winkel-Variablen

ψpol

ϑ
= −∂ψtor

∂ϕ
= 0

ϕ

ϑ
=
∂ψtor

∂ψpol
= q = const.

� Kleine Störung: Aϑ = ψtor + Ãϑ, dann ergibt sich

ψpol

ϑ
= −∂Ãϑ

∂ϕ

ϕ

ϑ
= q +

∂Ãϑ
∂ψpol
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� Störung mit Fourier-Darstellung in ϕ mit Modenzahlen m,n:

im

2π
ψpol;m,n =

−in
2π

Ãϑ;m,n

ψpol;m,n = − n
m
Ãϑ;m,n

2 Anwendung auf ein Modellfeld

• Quelle: M. Heyn - Skriptum zum Modellfeld im idealisierten Tokamak

• Pseudo-Toroidale Koordinaten

� Koordinaten r, ϑ, ϕ (mit R = R0 + r cosϕ)

x = (R0 + r cosϑ) cosϕ

y = (R0 + r cosϑ) sinϕ

z = r sinϑ

� Basisvektoren

er =

 cosϑ cosϕ
cosϑ sinϕ

sinϑ


eϕ = R

 − sinϕ
cosϕ

0


eϑ = r

 − sinϑ cosϕ
− cosϑ sinϕ

cosϑ


� Metrik mit

√
g = rR(r, ϑ)

gij =

 1 0 0
0 R2 0
0 0 r2


• Annahmen:

� Radialen Feldkomponente verschwindet (Fluss�ächen mit kreisförmi-
gem Querschnitt)

� Keine Abhängigkeiten vom toroidalen Winkel ϕ

• Gleichungen für das Magnetfeld
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� Divergenzfreiheit

0 = divB =
1
√
g
∂i
(√
gBi

)
=

1

rR

∂r(rR Br︸︷︷︸
=0

) + ∂ϕ︸︷︷︸
=0

(rRBϕ) + ∂ϑ(rRBϑ)


� Integration

∂

∂ϑ
(RBϑ) = 0

RBϑ =
R0

r
B∗(ϑ)(r)

⇒ B(ϑ) = |eϑ|Bϑ = B∗(ϑ)(r)
R0

R(r, ϑ)

� Radiale und poloidale Ströme vernachlässigbar

4πJ = rotB = ei

(
1
√
g
εijk∂jBk

)
0 = (rotB)

r
=

1

rR
(∂ϕBϑ − ∂ϑBϕ)⇒ Bϕ = Bϕ(r)

0 = (rotB)
ϑ

=
1

rR
(∂rBϕ − ∂ϕBr)⇒ Bϕ = B0R0

⇒ B(ϕ) = |eϕ|Bϕ = B0
R0

R(r, ϑ)

� Feldlinien

ṙ = Br = 0⇒ r = const.

ϕ̇ = Bϕ = B0
R0

R2

ϑ̇ = Bϑ = B∗(ϑ)(r)
R0

rR

⇒ dϕ

dϑ
=
Bϕ

Bϑ
=

rB0

RB∗(ϑ)(r)
≈ rB0

R0B∗(ϑ)(r)
= q(r)

• Clebsch-Form

� Finde ν(r, ϕ, ϑ) für ρ = r

� Hier: R = R(r, ϑ) = R0 + r cosϑ ergibt Abhängigkeit von
√
gBϕ von

ϑ, die in ν̃(r, ϕ, ϑ) steckt.

∂ϑν = rB0 ·
R0

R
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� Die Ableitungen der Flüsse ergeben sich sich aus den Integralen

ψ̇tor =
1

(2π)2

ˆ 2π

0

dϕ

ˆ 2π

0

dϑ
√
gBϕ

=
1

(2π)2

ˆ 2π

0

dϕ

ˆ 2π

0

dϑrB0
R0

R

=
rB0√

1− (r/R0)2

ψtor = −B0R0

√
R 2

0 − r2

ψ̇pol =
1

(2π)2

ˆ 2π

0

dϕ

ˆ 2π

0

dϑ
√
gBϑ

=
1

(2π)2

ˆ 2π

0

dϕ

ˆ 2π

0

dϑR0B
∗
(ϑ)(r)

= R0B
∗
(ϑ)(r)

ψpol = R0

ˆ r

0

r′B∗(ϑ)(r
′)

� Parameter in der Clebsch-Darstellung folgen

a(r) = −R0B
∗
(ϑ)(r)

b(r) =
rB0√

1− (r/R0)
2

� Clebsch-Darstellung

ν(r, ϕ, ϑ) =
rB0√

1− (r/R0)2
ϑ−R0B

∗
(ϑ)(r)ϕ+ ν̃(r, ϑ)

≈ R0B
∗
(ϑ)(r) (qϑ− ϕ)

• Transformation auf Fluss-Koordinaten

� Toroidale Magnetfeldkomponente

∂ϑν = rB0 ·
R0

R
=

rB0√
1− (r/R0)2

+ ∂ϑν̃

⇒ ∂ϑν̃ = rB0R0

(
1

1 + r/R0 cosϑ
− 1√

1− (r/R0)2

)

ν̃ = −rB0R0

2 tan−1
(

(r/R0−1) tan(ϑ/2)√
1−(r/R0)2

)
+ ϑ√

1− (r/R0)2
+ f(r)
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� Transformation der Flussvariablen

ϑf := ϑ+ ν̃/ψ̇tor

= ϑ− ν̃/B0R
2
0

√
1− (r/R0)2

= ϑ+ 2
r

R0

tan−1
(

(r/R0−1) tan(ϑ/2)√
1−(r/R0)2

)
1− (r/R0)2
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