
3 Modelle und Darstellungen

3.1 Ising-Modell

Das Isingmodell ist eines der einfachsten Modelle. Es erlaubt, die Physik komplizierter realer
figsteme zu verstehen §Universa.lität_Q. Das Modell beruht auf dislzreten Variablen, welche die'
Spins auf einem Gitter repräsentieren und zwei Werte einnehmen können (si ± 1). Als Gitter
können folgende dienen:

0 1D: Kette

0 2D: Quadratgitter, Dreiecksgitter, etc...

= -J Z 8133' - hzåi'

-<ij>~ i

{si}

o J > 0: Ferromagnetische Kopplung => Tendenz zu FM ausgerichteten Spins (aber Ein- _
fluss durch Temperatur) s

o J < 0: Antiferrornagnetische Kopplung =› Tendenz zu antiparallelen Spins.

Für J < 0 wichtige Unterscheidung

ı Bigartites Gitter: Nächste Nachbarn gehören zu 2 verschiedenen Untergittern =› AF
Spirıkonfiguration möglich (Neel-Konfiguration)
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ıı Nicht-Bipartites Gitter: Zum Beispiel Dreiecksgitter
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Wichtig: Bi artit“ ist eine Ei enschaft der Ko lun smatrix J,-, nicht der geometrischen I
Position der Atome. Ein guadratisches Gitter mit übernächster-Nachbar-Kopplung ist nicht '
bipartit!

Relevante Observablen sind die Maäetisierung,

M =i ' e 'L *A Ø»-»Z ab
NM/?Z/fy 9 Ä, joy; fi-og-0%

M=Zi:s, A _,___-_ıı-

1 a
I > '_ <Ä>2) =

sowie die Korrelationsfunktion

íôf

3.2 Realisierungen des lsing Modells

Gif- = as» - <8.-> <s~>
J__ß] C J I/X'rZ@1 011

3.2.1 Magnetische Sxsteme

§chrittwe§e Vereinfachung von realen Materialien: f
Reale Materialien -› Hubbard-Modell -› lbei_Habfüllı*n›g)_Ee` enberg-Modell

Spin à Heisenbergfllodellz 4' 2- ( J9, 5 J J ß
/ ' \ /_; J)

._ ~ «_
H=t2=Ãau Síisı'

<ı'j>2.

Das Verhalten beı oßen Abstanden kann
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durch einfachere Modelle beschrieben werden

(Universalität). VVeitere Approximationen sind stark abhängig von Jxy und JZ:

0 J > J ' Ising-Modell (- Heisenberg bei J - 0) U gμgf"M am i *EL-i _ xi' _ "7 _ __ _. . _  “Jr ,Lu , ,__ JZ < Jiny. XY Modell (_ Heısenberg beı JZ _ 0) C" ılıl AL!!/.Q4 j_;, 1 (f

ı = J ' Bleibt isotro es Heisenbe -Modell qıtl' uıhffl Mr'Jz xy- P rg _

Es ist bei nicht notwendig, dass ein Term deutlich größer ist als der andere. Sobald eine

volls ' dig vernachlässigt werden.
Koppl ng (auch nur minimal) schwächer ist als die andere, kann sie für große Abstände
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3.2.2 Binäre Systeme W/6'111!/,I 4'

Ein Beispiel hierfür ist [3-Messing (ß-brass). Q-Messing hat ein BCC-_Gitter mit Cu und Zn
Atomen auf den Gitterplätzen. Es zeigt einen Phasenübergang von Ordnung zu Unordıfiffg
bei TC = 733K. Zur Beschreibung des Systems kann pro Platz folgende Ising Variable ver-
wendet werden:

8_ ___ {+1 Zn
-1 Cu

Im Gegensatz zu kontinuierlichen Spins handelt es sich hierbei um keine Näherung, da auch
das reale System ein Zwei-Zustands-System pro Platz ist.

Einfaches Modell für die Energie: Berücksichtige nur unterschiedliche_Energien verschie-
den men (a.: Cu-Cu, b: Zn-Zn, c: Cu-Zn).e Nachbar-Paare von Ato

E,~j = a(1 + s,)(l + sj) + b(l - s,;)(1 - sj) + c(1 + s,)(1- sj) + c(1 - s,)(1 + sj)

= Jsfsj - h + const. :;- g_,|_ 3),? _

J=a+b-2c
h=2b-2a.

Qigses einfache Modell beschreibt das kritische Verhalten von Messing gut. Verbesserung ist
möglich wenn thermische Ausdehnung des Messings berücksichtigt wird (å> Kopplungskon-
stanten sind Temperaturabhängig, J(ß), h(ß)). Es ergeben sich mit guter Genauigkeit die
gleichen kritischen Exponenten wie inı Experiment.

3.2.3 Gitter-Gas-Modell

Sehr Qobes Modell eines Gases, mit diskretem Gitter:

1 Platz ist besetzt
s- =

1 0 Platz ist leer

Es gibt in diesem Modell lfiin ie und keine Impulse.

Anderer h sikalischer Fall Adsorbiert Wasserstoff auf einer Oberfläche (z B' Eisen) so bildet
sich ein Gitter der Gröfie der Substratatome. :leder Platz ist entweder mıt H Eesetzt oder
frei.
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Der Hamilton kann geschrieben werden als

H = XJ@J'Tt,'77.3' -μzftı'
:.1 1.

wobei μ das chemische Potential ist.

Jzi = @(|”i -1|)

wobei <I> z.B. das Lennard-Jones-Potential sein kann. Als Näherung reicht attraktive Wech-
n (wegen Unıversalıtat ıst die genaue Form der Wech-nur mit nächsten Nachbar ' ' " `¬ `

` ht'g). Q __ Z ..se wı ung unwlâ luJM“ dp; I“

l ' @(l^~i,'1;`l) T

selwirkung
¬ l 'rk

' \

1 1-l-flff

H /ss»
Die Dichte wird definiert als:

„,..f1'.{
2.

ß = X; (Z nt) = '-"T" (3-1)

mit N der Anzahl der Gitterplätze und AI der Magnetisierung in Spin-Sprache. Der Druck
wird definiert als:

ß
lfflZustan® V) ähnelt stark einem realen Flüssigkeits-Gas System.
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3.3 Potts-Modell

Verallgemeinerung des Ising-Modells: 0,- = 1, 2, 3, ...q mir Anzahl an möglichen Zustän-
den pro Platz.

5,„_ „
<ı3>

H=-J Z ., „J +nZ5„„,

Potts-Modell ist bei q = 2 äquivalent zum Ising Modell (sisz- = 253, 3. - 1). Daraus folgt
ßPotts = 2ßIsing-

Realisierung z.B bei Adsorption von Krypton auf Graphit (hat 3 Untergitter, nur eines der 3
lokalen Untergitter ist jeweis besetzt).

0 Die Lösun ist in d=2 . uadratgitter) exakt bekannt. Für q í 4 kontinuierlicher Pha-
sgnübergang und är g > ä Phasenuhergang l. Ürflnflgg. Ile großer q desto ausgeprafier
ist der Phasenübergang. Für q ß 1U variiert die Wahrscheinlichkeit für eine gegebene
Energie um ca. 10 Größgnordnungen => Monte-Carlo Simulationen sind schwierig auf
Grund ausgeprägter „Täler“ ın der Energielandschaft. "'

„ flßßfi 'HJÄ e ,a.. ra Nm '*“""'^'{°'22/5) °° è 1; ~ .2 ve ;

4/(57 “ K3"ø3"“6 \\ /`\ 40 caóssfuosuwuucm

Ä“ Ä 7 L/ 1

Ü

 E

o Andere Realisierung: Vereinfachung der QCD (Quanten-Chromo-Dynamik). Interne
 F;UQL(„Farb““-Freiheitsgrade). „Zentrum“ Z(3) (Gruppe mit 3 ementen,
analog zu ±1 für SU(2) der Spins.)

3.4 Klassisches Heisenberg- und XY,-Modell

QM: .Ü = wie Spin à Teilchen

)
ı Hundsche Regel bevorzugt Spin in gleiche Richtung

0 Oft Spin n - à
M.

ı Hamilton Operator 2 Quantenmechanischem Operator wie oben ( als eff. Modell)

` (S±=|j.»m.)-› j,m.±1))
o Physik eines solchen Modells wird immer ähnlicher klassischer Physi

o Beifiierhält man Verhalten eines klassischen Spins I= 1 (Umnormierung
I10tW(-šlldig 2 \/S(S + l)J -> J/„ga_.,_,.;sc;,)

Joh M ,M 0 Bei Materialien mit Hundscher Regel (Materialien mit hohen Orbitalen =› viele Elek-
.. '_ „- tronen im Orbital.ı›. 1 2 >
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Wie groß ist unendlich?

o S = E2 ist schon nahe am klassfchen Ergebnis -› Manganate 5

o S = funktioniert „zur Not“

3.4.1 Spezialfall J, = 0 : klassisches XY-Modell

A H = -J:s3=s§~'+s;f's§
<='1›

/((3-LL. :Varianten: a) 3- komponentiger Spin b) 2- komponentiger Spin ( E Winkelvariable)
~f\ıø\ ' I'\f\

! !SBrachverwirrung! !:

Heisenbergmodell” 2

o Quantenmechanisch oder klassisch ııií'

"XY- Modell” å

o Klassisch mit 2Komponenten

o Klassisch mit 3 Komponenten

o Qgan_tenmech§nisch¬rnıifi-d-=~'2 _ W

Beispiel Flüssigkeitskristalle ( d = 2 dim ) kleine Zylinder Ausrichtung -› Winkelvariable

"Das""xY-Moaeıın 2 aim, 2 komponenıig 2 Kosıerım-Thouıess (KT- Phasenüber-
ang) I L I "' &

L.. ° Km 0' . mıı. MM!
fu. o ,unendliche*Ordn n “ : Jede Ableitun von Z ist stet`;__ g lg

o PÜ ist `tOpologisch` Dichte( 

- <S°hi°“tS'=f“k'=“f r “uf 2 Dimeflsifr
nen -› Vortices schwer zu stören

ı siehe letztes Kapitel

3.5 Perkolation
 Cıi

(Begriff "PerkOlatOr": Kaffeemaschine)

` v i~“:T†<. ».,Qf_A†O;e;
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3.5.1 Einfache Modelle

ı Gitter, z.B. 2-dim, quadratisch /lítık w"c'Mk

0 Site Percolation: Variable: ni = 0,1 auf Gitter lätze fn.,- mit Wahrscheinlichkeit p; keine
zusätzlic 2- ~ ^ - - ~ lwirkungd.h. Ising bei J=l%e mit Magnetısıerung M = p - l 1 - p)

o Definie als Gruggen mit benachbarten besetzten Plätzen, ohne Diagonale „lv /Ä
f - L ı

Ö-Nıf'o Fragestellungen:

- Wie goß sind die Cluster? (Größenverteilung)

- Bei welchem p 'bt es (im Mittel) zumindest einen Cluster. der durch das ganze
Gitter geht ' ii 'F *'I__"-' Ä'

L -«- oo

ıı-.
'N

ı

L fs
"l

L

- Wie viele Plätze sind in diesem Cluster

- Geometrische Struktur '? (Man findet Fraktale)ılıÄ4 fg

0 Bond-Percolation: analog, Variable n„ n, = 0,1 auf Gitterkanten

3.5.2 Anwendungen,Beispiele

o Kaffeefilter: Perkolation von Wasser

0 lsuche:

- Perkolation von Ol durch Gestein

- Untersuche Bohrkern Fragen:

›ı= Gibt es perkhlierte Cluster -› dann kann Öl in Bohrstelle flíeßen

›ı= Wie groß ist der Anteil des perktlierten Clusters am Volumen -› welcher
Anteil des Öls kann gefördert werden

ı Random Resistor Network: welche Leitfähigkeit besteht zwischen oben und unten (Hier
zählt nicht die Gesamtgröße sondern die Größe des sogenannten „Backbones“ ohne
Dangling Bonds)

Das alles führt zur Graghentheorig.

L 24/ve L
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KAPITEL 3.MODELLE UND DAESTELLUNGEN

3.5.3 Beisiel für eine exakte Lösung

Kritische Wahrscheinlichkeit pc fü Qwrkolation auf de Quadratg ter gesucht:

o Gitterkanten besetzt mit Wahrscheinlichkeit p S

,E> tg ¦ o Unten und Oben verbunden (L -› oo) "/„éááh "

Lösung

Man führt ein duales Gitter ein.

. T T 1.fr (-ef.~ L~-<2'

1: 4L ”`\D~AfSi . ßırrrs

J 'J |
_ l

o dualefGitter: Punkte in der Mitte der Quadrate des ursprünglichen Gitters

0 - - - ı nBond-Ko ı 1 ration auf ursrünglichen Gitter, lege Bonds auf dualem Gitter
` ı ralldort w (§3 on¬ esursprünglichen ittersgekreuzt werden.

ı wenn Q > pc, dann Perkülation auf ursprünglichem Gitter Obereren Rand und unteren
Rand W rechts und links) Daraus folgt:

- auf dualem Gitter keine Perkllation möglich

q < qc

o Bonds auf ursprunglıchem Gıtter entsprechen auf dem dualen Gitter¬ ¬ " ' ' ¬ 1 zu 1 Bonds

ı Ko ı ggration der Bonds auf dem dualem Gitter und zufällig mit Wahrscheinlichkeit
.-.ausop<p„=›q>qC=>pc=-àundqC=%

3.5.4 Anwendungen der Perkolation _

„Waldbrände“ (Site Perkolation)

Die Plätze eines quadratischen Gitters sind mit Wahrscheinlichkeit p mit „Bäumen“ besetzt.
Bei einem „Brand“ startet das Feuer bei einem Punkt und breitet sich pro Zeitschritt je einen
Platz horizontal und vertikal aus (siehe Abb. 3.1). In diesem Modell brennt jeder Platz nur
einen Zeitschritt.

Typische Zeitskalen für die Dauer des Brandes sind:

p klein: Die Zeit t ist kurz (der Brand erlischt schnell). da nur ein kleiner Bereich rund um
den Startpunkt zusammenhängt.

Q groß: Hier wird t proportional zur linearen Ausdehnung L des Systems.

25/re L
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L,L ` lI §5 , Aso i. (1

¬- 1 1- i `ı

Abbildung 3.1: Verlauf der Site Perkolation. Die Zahlen geben jeweils einen Zeitschritt an

p x pc: Bei einer kritischen Besetzungsdichte pc braucht das Feuer lange, auf kurvi en We-
gen, um das System zu durchqueren.

g

Bei sehr großen L findet man: E tr ( kftıflo 2 /

± „U (32)
pc

 ¬

Zwird als d namischikritischer Exponent bezeichnet, er beschreibt das Verhalten von Zeits-
kalen. p*ft `vergiert, was al; „Critical Slowing Down“ bezeichnet wird.

Nebenbemerkungfiflıeses Slowing Down tritt auch bei Markov-Ketten-Monte-Carlo auf.
Die Autokorrelationszeit verhält sich:

o nahe der kritischen Temperatur ( 5 >> 1) wie 'r ~ §3. was „Critical Slowing Down“
entspricht.

-glß
ließ

E

O bei tiefen Temperaturen wie 'r ~ e°°"3t`r“3'V°f. Hier tritt „exponentielles Slowing Down“
auf. l

f~~ 'Af
3.6 Isin Modell: Fortuin-Kasteleyn-Darstellung

Diese Darstellung des Ising Modells ist sowohl für analytische Zugänge und exakte Beweise
als auch für numerische Verfahren wichtig. Die Hamiltonfunktion des Isingmodells lautet:

H = J Z 8,8, A28, (3.3)
<ij> L wi.

wobei in der weiteren Betrachtung h=0 gesetzt wird. Damit ergibt sich die Zustandssume wie
MX

folgt.

Z = 26'” = Z@”:<~>i“`” = Z (3-4)
{S} {S} H{S} <w>

In der weiteren Betrachtung wird auch die Kopplungskonstante J weggelassen, da sie für
die mathematisch ı usammenhänge nicht relevant ist. Der Faktor e:33(*~3i hat nur die zwei
möglichen Wertmformulierung dieses Faktors zweimal angewendet ergibt:

26/rs
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e*:i*8:3S:~*f == (1 - 8) + 86..., mit p = 1 - 8"2:i (3.5)
(1 _ p)5g.0 s.,;,s~ôg.l

-:-~ l«lf-"(.s,;,sJ,_g)

e~3'9':3f = e -CL

*Q ..-M,._.
+ '13lo-,

Hier wurde eine künstliche neue Variable g eingeführt. um in weiterer Folge zu einer neuen
 fi.

Darstellung zu kommen. Glg. 3.6 eingesetzt in Glg. 3.4 ergibt die sogenannte ESFK Dar-
stellung. ESFK steht hier für Edwards. Sokal. Fortuin, Kasteleyn (auch interessant „Sokal
Hoax“).

. . K Drstellun 1 fil im! ld

Z=2 Z H ef; l/V(.s,..s_,~.g,;;") (3.7)
8 8-=o1 <8'j>

Man betrachte eine feste Konfiguration der {g,-J-}

Wi-'-in Spy-ij) = (1- P)5_ „.0 + P Ö8,...8,«52,l-.1

Wenn also Q“ = 1 ist muss si- = si- sein. sonst liefert der zweite Summand keinen Beitrag
zu Z. Die Bereiche mit ig,-1 = lt definieren also „Cluster“ in welchen die Spins jeweils den

Y ıı Woselben Wert haben mussen.

“.9

A l/ıı.ıJ\#`=1m
3 , CM

(lu - .
(UIQ ff ge? = Jkılj için.,

Leichte Umformung und Vertauschen der Summen (was bei endlicher Anzahl von Summanden
erlaubt ist) ergibt die Zustandssumme

fı›<'ı<= 2 = Z zgyı - + å, <=››.8›
{Qij} {si} 1-tiıı

Die Konfigurationen {g,-J-} definieren jeweils die Cluster. Die liefern jeweils nur Beiträge
von gleichen Spins pro Cluster. es gibt also jgwgflg zwei Beiträge gro Cluster (alle Sgins up
_ Daraus ergibt sich die _'

_ Fortuin-Kasteleyáëarstelluš 4` IW N M

Z = !e3(1 _ p) Z (__)#gU:l . 2#Cl'“-WF (3_g)
_i-, {g,¦-=O,1}'-Ä;

ff

In dieser Darstellung exis eren nun Variable g,-j, e auf den Gitterkanten existieren.

I

._ “'15 1,3
h -L 1: 1-F;-~ * C "'„P C ,ıı

ep(I1) *__§___
L L L 27/ 76 LILTLW
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*A 7 _. ' "rr fm* *"77* ' ; _†„ __ _ __ _. _ ___* __ I im 'r~~ 7 -rf rr ___ ıı___ _μ_ ff -

I
Cluster sind ghxsikalisch rglgvgntz Qgbigtg kgrrgligggr §g¦'g§ g

Wir betrachten nun die Korrelationsfunktion ni. 2

G - -.1 -(n, m) -< s„sm >- Z snsme HH (3.10
-M -íıı Z in

Die selben Tranformationen wie zuvor führen auf

Z 3n5m3-ßH = 2: 3n5m I-I eß(1 _ P) (ôgrjß + %69f._f,16S8.S_,~) (3'11
{A} š{s.}"""<w> P

Bei Betrachtungšrıë Konfiguration der 2,1-, also Definition der Cluster ergeben sich 2 Fälle:

Il
ıı

)

)

n und m lıe en ın verschiedenen Cluster .
Es gibt jeweils 4 Beiträge wie die Cluster in denen n und rn liegen orientiert sein können:
snsm =††, †l„ U, .Li welche mit snsm = 1, -1, -1, 1 zur Korrelationsfunktion beitragen.
Da das Gewicht W(s„ sj, gu) immer gleich ist, verschwinden die Beiträge zu G(i,j

2. n und m liegen im selben Cluster
N " b 'd S in l ` h ` _ => =un mussen eı e p s geıc seın sn - sm snsm 1 V Ä .6
Diese Terme liefern den selben Beitrag wie bei der Zustandssumme "Im h

Damit kann < snsm > auch über die Z{g_J} alleine ausgedrückt w en. l ' ' 5
/-_

F #41' ' # ı'-'=-
Z Öln, m selber Cluster) ifiß-Ü -'Fri unten g J 1 2#Cz“St"< S S {gig}

ul/(lgıjll

_., 9
' äxayıtén L L L L #9rj=l LWLLTWLLWLLL W L (312-) ,

We7„¦tä› Z{g___} 1 2#Cluster

Vl/erte§;;2
*Hs W

= (6('n., m selber Cluster))W({g_j}) Q (3.13)

Man erhält also die relationsfunktion aus edrückt in den neuen „Bond Variablen“ g,-.
Diese wird auch Im roved Estımator“ genannt, da die Varianz der Observab en au g
kleiner ist als jene von sis]-.

Energie-Erwartungswert in FK-Darstellung

Energie in der Bonddarstellung:

Z = e"ß-Nk Z 1823 _ 1 2Ncluster
MM

(3.14
_5:›P_' “v4ı-"¬ LQμ. 'H-.'ı.M1

<~=<{±/J>

)

mit N), Anzahl Gitterkanten@ Anzahl der Bonds. Beachte das Ngmster nicht von (3 ab-
hängt. jedoch (Nçıuster) schon.

lš

Lıwlfg,-f 2 I

__aı„(z›_N_ 2<88> ,_ 8'” (3,5
` aß"“1-8~2ß4»'¬'i"¬ °'

e"°¬1

23/73

)
dt.

evertz
Rectangle

evertz
Typewriter
n_g   (...)^(n_g-1)  = n_g / (...)  * (...)^n_g  

evertz
Rectangle

evertz
Rectangle

evertz
Rectangle

evertz
Rectangle

evertz
Pencil

evertz
Pencil

evertz
Pencil

evertz
Pencil

evertz
Pencil



KAPITEL 3. Monıslıısı UND DARSELLUNGEN __ _

Alternativ: Q „ f i

f"`¬
(E) = 8:81) = Z (S181)

<U> <U> =V(s0s,-) da translationsinvariant (3_16)

= V nneig (3031) : V nneig
= V n-„eig (6(0 und 1 im selben Clu.ste'r)) = Vnnf . álrıfj

mit dem Systemvolumen V = Ld und der Anzahl der nächsten Nachbarn nneig = 2d.

3.7 Swendsen-Wang Algorithmus

Benutzt die ESFK-Darstellung. Idee: Monte Carlo im erweiterten Raum der 12“-t und is;-I; , Iıf V6;-,I;ı,Q.)

Schritt 1: Gegeben eine Sgin-Konfiguration js; ti wähle eine lneuel Bond-Konfiguration ;¦ gi-z~}
gemäß der durch W! sn sh gl gegebenen bgfljggtggıwahrscheinlichkeit:

siçésj =*›g„-3-=0 &"H Mg

åiâj => Wahrscheinlichkeit für ist 1-;(1í"__p§ =l 1, I'

Schritt 2: Ge eben eine Bond-Konfi ration -~ wähle eine neue S in-Konfi ration s~ ¦

ı In jedem Cluster müssen Spins gleich sein, unterschiedliche Cl er beliebig

o Wähle für jeden Cluster Sgin T oder „L mit Wahrscheinlíchkei! 2 )

fiøwfff* 'I >04.,/ø z Mm 4 .
ew ?-aß es-μ. .

Abbildung 3.2: Beisgiel für die Iterationsschritte des Swendsen-\Vang Algorithmus

Nebenbemerkung: In Schritt 2 ändern korrelierte Gebiete von Spins !Cluster) gemeinsam i
ihre Richtung. => viel schneller als einfaches „Single-Spin-Flip“ Monte ar o, ort rauc t
man typischerweise O Updates. v ' 6 Ä

f :m ll ıf
/"-4 / \ `~._ 'I

\›\j_/" ff' ı._l K H-_,/I

Abbildung 3.3: Zusammenhang zwischen Clustern und Korrelationslänge

C K' 29/ve K C
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Bsp: i und j nicht direktverbunden, aber im selben Cluster
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unabhängig für jeden Cluster
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Größe der Cluster <---> Korrelationslänge xi
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Detailed Balance des Swendsen-Wang Verfahrens: (Allgemeiner siehe auch: H.G. Evertz, "The loop algorithm", chapter 2.3 "Kandel-Domany-framework")Wir zeigen Detailed Balance für den Übergang zwischen Spin-Konfigurationen. (Für Bond-Übergänge ist der Beweis analog). Zu zeigen:  p(S --> S')  /  p(S' --> S)   =   W(S')  /  W(S)Wir haben in (3.6)(3.7) "Graphen G"  (Konfigurationen von Bondvariablen) eingeführt mit         W(S)  =  sum_G  W(S,G) Die Verwendung der bedingten Wahrscheinlichkeiten in Schritt 2 bedeutet         p( (S      --> (S ,G) )  =  W(S ,G) / ( sum_G W(S,G)     )     =  W(S,G) / W(S)Die Verwendung der bedingten Wahrscheinlichkeiten in Schritt 1 bedeutet         p( (S,G) --> (S',G) ) =   W(S',G) / ( W(S,G) + W(S',G) )Einsetzen:  p(S --> S')  =  sum_G    p(S  --> (S,G))      p( (S,G)  --> (S',G) )                                     =  sum_G  ( W(S ,G) / W(S ) )    W(S',G) /  (W(S,G) + W(S',G)) analog:      p(S' --> S)  =  sum_G  ( W(S',G) / W(S') )    W(S ,G) /  (W(S,G) + W(S',G))Die Faktoren 1/W(S) bzw. 1/W(S') kann man vor die Summe ziehen. Die restliche Summe ist dann in beiden Fällen gleich und fällt bei dividieren der beiden Zeilen heraus.
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3.7.1 Swendsen-Wan :Pro rammierung 1,7 ip' 7;, X /'°'$L¬°,n.-1',
J 7' 'Y fz- /*1›1~2_

ı Separate Routine für Gittergeometrie: j = neighbour(i,μ), wobei μ die Richtungen
nummeriert, z.B. μ = -2, -1, (0), 1, 2 (allgemein von -Dimension bis +Dimension)

ı Initialisierung: wähle (zufällig) eine Spin-Konfiguration

ı Sweep:

fl. Schritt 1: Gegeben ' - , wähle Bonds {giz} wie obení 5 Spins {sz} -3 .

í Ä - Brauche Feld {gi}-]›, initialisiere auf “-1” (unzulässiger VVert)ıf' '_'' - Für alle i: alle μ: wähle 21%“ wenn noch nicht gesetzt

Schritt 2: Gegeben {g.;3»}:

- ter z B mit “Breadth First Search” (Vorteil: vektorisierbar,
W

Bestimme Clus , _ .
Alternativen: “Hoshen-KopeImann”, “Depth First Search' u.v.a.m.)

- Cluster fertig => Flip mit Wahrscheinlichkeit å

Breadth First Search

Brauche 2 Listen: “I 4' '61'_/

J„([„_,I|1 (gl 1. Für jeden Gitterplatz: Information, ob Gitterplatz schon einem Cluster zugšrdnet ist @

' 2. Liste der Plätze in Cluster mit Pointern auf den aktuell bearbeiteten ' latz (cur- 'I'
Ll}í'( ) rent) und auf das Ende der Liste (end) ' '16' yıfiıâıııbfiı

Schleife über alle Gitterplätze i:

ı Wenn i schon in Cluster =-> nächstes i (Gulf (Il H

ı sonst: ıållüsáhıáaåcıj g;|,(.-3 em,

- Trage i an das Ende der Liste §25 setze eıııııoıl auf Listenplatz von i

- Gehe zu allen Nachbarn 1' von i, wenn giz = 1 füge j zur Liste hinzu und markiere

 t@f f-› ,.1 ...ag M
- Neue Listenelemente so abarbeiten bis die Liste ni ht mehr wächst

.((„μ-f(.;« 1.0. vd»-ul .åf Jah f » Fh„„„' mr „if „_ Là-ñ Q1;
3.8 „Single-Cluster“-Variante von Swendsen Wang

E1-meer; U. woıff bzw. M. Hasenbusch (zur selben zeiı;)_/ 0
nJ{|'(g6§1 I {Betrachte eine Konfiguration von Swendsen-\«Vang Cluster ]

0 Monte-Carlo-Update (Modifizierter „Schritt 2“ von Swendsen Wang m

- \«Vähle einen zufälligen Gitterplatz ). 

- Fli des zu ehörigen Clusters mit 100% Wahrscheinlichkeit _
Detailed Balance: p .SF -› lsl j = pl Platz zn enlsp. Cluster zu wählen) p(Spins drehen) =

=ıoo%
p({S'} -> {S})

effrjføfsffj R le/(U17

C K 30/vs f°{ <_C J  W45/
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Detailed balance: s.S. 31 unten.
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Siehe auch Paper "Vectorized Search" auf der Webseite der Vorlesung
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While current<end: setze current=current+1 und wiederhole vorigen Schritt, jetzt mit den Nachbarn des bei "current" eingetragenen Platzes.  
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Ä_. Äıı

i - * r I
/if zu/fa/(Ö -.å

enden Wi“

Abb' e . ; .4: Swendsn Wang Cluster mit zufällig ausgewähltem Gitterpunkt

Ö/ '° ~ `-
1. 1 ufälligen Platz auswählen

2. Cluster um diesen Platz herum konstruieren (und Bonds setzen)

3. F112 mms clıøfvh
ıı Vorteil: Die Wahrscheinlichkeit, dass der Zufällig gewählte Platz in einem Cluster liegt

ist proportional zum Volumen des Clusters -› im Mittel werden größere Cluster be-
stimmt -› im Mittel größere Anderung der Spin Konfigıiration.

ereAutokorrelatıonen (kleinerer Wert von z
enauer~ mm(L f )

_ . . . 7, _.)
1 0 : - 9 )z t . W

Jo 'a`Autokorrelationszeit 5 f K. :fly W . V“ Zfof
O-~ Observable (L ,I

§71 .3 C
rmt wird benötigt, um die wahre Varianz einer Observablen zu bestimmen:

` 21'-vnr(0) = -Ä“ vaT(0i) (""~> á¶lßf$!'§4IL/ZÜÜÜM /
Var. llffittelwert naiııel/ariarız . 1

Vergleich von dä* verschiedenen Algorithmen am Ising Modell:
„UM Dimension g L e ropo ıs S' le S i li Swendsen Wan Single Cluster (\Volff Cluster)

'J fa) ›-~›« (.5.)

= ß ,Ü ä Q3 f ß 0.25 5 _

<1 = 2 s 2.ír ;„ a« 0.23* ( a 0.23* /
F 3917 " d = 3 a 2.02 9„ 1_ s 0.54 fs 0.33 apf

. <1 4 2 2. *
íhi' ' \«Verte mi .Ü önhten auch einen logarithmischen Zusammenhang haben.“ kl; Q gg Q

Einheit von 1',-M hier: „Sweep“im Mittel und jeder Gitterplatz einmal behandelt. u~l~,&.ıl|

ew-4
\C

'LSÜÖQ 2 Ü-uf /Ü)/U' (Ü, /Q1. (C01/4-ıfiuo Qııf__ , 7
3.9 Simulation unendlich großer Systeme mit Cluster-Verfahren )

3.9.1 Endlich roße S steme

ist
mıt großtem §2 Mit

r ~e"`/5 e`(L

. S Y

Periodic boundary condition (p.b.c.): Spin-Korrelationsfunktion G(r) = (sj s]-+1) = Zi eier/5'-` X
eine Summe von Exponentialfunktionen. Für roße r dominiert die Exponentialfunktion8

t das System symmetrisch um 1' = 5'- und somit ist:
-0 UL/5 r- L

` " . -. ` p.b.c. is 2
_ ) ___ ..' 0.5 .Ge + «al .› 3.. .-»f

Extrapolation zu L -› oo ist schwierig (siehe Abb. 3.§)(-› „Finite Size Scaling“gibt Informa-
tion über kritischen Exponenten).

(..3k,°_(.f

31/rs
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Detailed balance des Single-Cluster-Verfahrens:  Übergang von Spin-Konfiguration S zu S' und umgekehrt:Zu diesem Übergang korrespondiert der Flip eines spezifischen Clusters.p(S -> S') = p(Anfangspunkt innerhalb des Cluster) * p(Konstruktion des Clusters)p(S' -> S) = p(Anfangspunkt innerhalb des Cluster) * p(Konstruktion desselben Clusters)1) p(Anfangspunkt) ist gleich.2) p(Konstruktion des Clusters) = p (Bonds im Inneren) (ist gleich, weil Nachbarspins gleich bleiben                                               mal  p(Konstruktion des Rands)  (siehe z.B. Clusterbild Seite 27)3) Konstruktion des Rands bedeutet, an Randbonds KEINEN Bond zu setzen.        Vor Clusterflip sind z.B. die beiden Spins eines Randbonds gleich. Dann p(kein Bond) = exp(-2 Beta)        Nach Clusterflip sind die Spins verschieden. Dann p(kein Bond) = 1.        Verhältnis der Wahrscheinlichkeiten = exp(-2beta) = Verhältnis der Boltzmanngewichte auf dem Randbond !!4) Gesamt: Produkt der Boltzmanngewichte bzw. der Wahrscheinlichkeiten auf den Randbonds ==> Detailed Balance erfüllt.
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Abbildung 3.5: Spin-Korrelationsfunktion semilogarithmisch über dem Abstand zweier Spins

'låu'-l«L

\ F: /am L,' r pf„.°„7'
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\
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\ \ >Y
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Abbildung 3.6: S in-Korrelationsfunktion semilo arithmisch über dem Abstand zweier Spins.
Das System ist jeweils um r = -š symmetrisch. Der anfängliche exponentielle
Abfall nähert sich von oben der Korrelationsfunktion für L -› oo

3.9.2 Unengligh grgßg S1§Lg|;[|,§_  
/ffildlıgfåâ f-Fühl» ,O .

. __ a

Basiert auf dem Single-Cluster-Verfahren (endliche Größe): 4 ß W.

1. Stang immer mit ggg sglben Startpunkt „0“(in der Mitte des Systems). Dies ist möglich
da ein unendlich großes System translationsinvariant ist.

2. Anfangskonfiguration der Spins: NeêlKonfiguration (Nachbarspins sind immer anti-
parallel). Die Anfangskonfiguration sollte keine ferromagnetische Konfiguration sein,
denn sonst könnte der Cluster unendlich groß werden, obwohl die Temperatur höher als
die kritische Temperatur ist.

Ü
3. _Berechne den Cluster und updatetflånd wiederhole diesen Schritt immer wieder (vgl.

Abbildung 3.7).

Nach n Schritten konnte maximal eine Distanz von n vom Anfangszustand erreicht werden
(Bei Neel Konfiguration als Startkonfiguration; Distanz wird exakt erreicht wenn p = 1 -›

Tzo) (/1`›>0, 14 fta aua
Von Interesse ist meist dann wächst die maximale Giftfirgröße langsam (siehe unten).

Die Umgebung des Startpunktes guilibriert relativ schnell: jedoch brauchen weiter entfernte
Punkte län er zum e uilibrieren da der Cluster nicht jedes mal bist dorthin wächst (Korre-
lationsfunktion für Spins im Abstand r: (sgs,-) = šölü und r im selben šälusteriê ~ e"'lE bei
großen Abständen) _.-_'

S D S 32 / 13
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und dann der Cluster gedreht. Dieses Vorgehen wird wiederholt.
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Abbildung 3.8: Sgin-Korrelationsfunktion semilogaritmisch zu verschiedenen ` an DieLaufzeıt _. _
Messpunkte nähegı sich von unten an die Spin-_I_(_orrelationsfunktion des un-

l`4l(!å'cÄ{,

;›«¬y~zá~4

236%
W70/1/, 1.6

Abbildung 3.7: Beispiel des Algorithmus. Zuerst wird beim System der mittlere Spin ausge- ílvàfp
wählt, der zugehörige Cluster bestimmt (wie beim Single-Cluster-Verfahren)

_ 

endlich großen Systems an.

lm eguilibrierten Bereich ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Cluster den Abstand r erreicht
(= irgendein Spin mit Abstand r), gleich (sgsr) ~ re"'"lE. Somit eguilibriert mit fortschrei-
td\ICZ't" "ß R kWden er in ›- eı eine immer gie ere egion um en n angspun t. ir der Rand des end-
lichen Systems erreicht (was einen Ausschnitt des unendlich großen System darstellt) so

“ ` System mitwachsen. ' ¬ ' ` " * . -muss das43-10 s 0.04%.
Die logaritmische Spin-Korrelationsfunktion nähert sich bei diesem Verfahren von unten an
die des unendlich großen Systems an (vgl. Abbildung 3.8)(im Gegensatz zum System mit
p.b.c.)

Jedoch wird das System nicht großer als ca L ~ 2 105, da

Einschränkunen:

onstClustergröße divergiert

o Es muss eine Swendsen-Wan -arti e Cluster-Darstellung geben (Ising-Modell, Potts-
 t1agnetfe1d)

o Funktioniert nicht bei frustrierten Modellen

Um die Autokorrelationsfunktion zu berechnen wird über jeden einzelnen Punkt Statistik
geführt. Es werden erst Messpunkte für einen Punkt erhoben, wenn das System an diesem
Punkt anfängt zu equilibrieren. z.B. wenn der Spin schon z.B. 10 mal gedreht wurde (anstatt
der Thermalisierung).

†;.„„~_ wird folgendermaßen bestimmt (vgl. Abbildung 3.9) Tm« = à + p(t) (1 -

33/16
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Die ersten Datenpunkte (p(t < t1)) können so verwendet werden. Nach tl werden die Daten
a

mit einer Exponentialfunktion genähert (Z:§';§f c e"':/T = cxšggf (e"1/T) ß cr) und die
Datenpunkte, die nur noch aus Rauschen bestehen, werden verworfen.

( (J)
/4? gt /gi, v,I.

.wp l If? I
›

'Q

,_`\\ t

Abbildung 3.9: Um rm, zu bestimmen, wird die logaritmische Autokorrelation in 3 Teile un-
terteilt. Irn ersten Teil werden die Daten einfach addiert, im zweiten werden
sie mit einer Exponentialfunktion genähert und die Daten im dritten Bereich
werden verworfen.

3.10 Systeme mit Magnetfeld (iz > 0)

2 Möglichkeiten: g L ln) 1 .

1) Ghost-Spin

Erweitere den Hamilton mit einem Ghost-Spin so = 1
.t #4

H = - Z 3,-sj -- hzsisg (3.17)
<±j> 1

Jeder Spin koppelt mit dem Ghost-Spin sg mit Stärke h. Formalismus wie zuvor (Cluster-
Methoden) kann beinahe unverändert beibehalten werden. Da der Ghost-Spin immer Wert
+1 hat, kann ein Cluster, der den Ghost-Spin beinhaltet, nicht gedreht werden. Deshalb
kann man die Clustererstellung abbrechen, sobald man auf sg trifft. Der Ghost-Spin kann
auch mehrere eigentlich getrennte Cluster mit Spin +1 miteinander verbinden.

Bei großen ßh sind die meisten Gitterplätze mit sg verbunden was gleichbedeutend mit einem
magnetisierten System ist((M) w 1). Außefdem ist die Effizienz (empirisch) bei Swendsen-
Wang und Single-Spin-Flip etwa gleich (mit niedrigen Autokorrelationszeiten).

S 34 /76 S S D D S _

/§` ff:
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==> kleine Autokorrelationszeiten



_ KAPITEL3- MODELLEUND DARSTELLUNGEN
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Abbildung 3.10: Ghost Spins sind mit allen Punkten im Gitter verbunden (Kopplungsstär-
ke h.). Es können daher eigentlich getrennte Cluster über den Ghost Spin
verbunden sein.

2) Ngrmale Cluster, geänderte Fligahrscheinlichkeit

ESFK:

Z : 8-ßes,-_.sJ~ 6-hzis,
íviz

(l"p)6g,J- .0+P6g.,-J- .16.s,;.sJ~

= e_ßNk Z (1íp)#9u'=l H (ehm +e_M/L) (3.18)

{ g,-_] } Cl›u..ste'r

›-l'~\ffM'-1-V_ r-MnMH... "W-*
/\ Fi.'em\/

'-1?U3

=2#C"lıı.ste-r

Mit dem Clustervolumen VC. 3

Für Cluster-Algorithmus: Wechsel für
spin †-

. _ 8- ' C

SPU1 eh. -„+6-h „_

ı een

-
Weıtere Altematıv

1. Geometrische Cluster Allgemein: behandle 2 Systeme gleichzeitig (eines mit h und eines
mit -h) r

2. „`Wurm Algorithmus“ (später)

3.11 Berechnun von Korrelatıonsfunktıon und Susze tıbilitát ın
Cluster-Darstellung

3. 11.1 Swendsen-Wang

Die K berechnet sich wie ın der Fortuin-Kasteleyn Darstellung` _ orrelationsfunktion . " ` `
(sis:-Z = scl!Platz i undj im selben Cluster))FK.

Für die Suszeptibilität Lgilt:

33/-fs P T S D S

evertz
Typewriter
== 1

evertz
Rectangle

h h
+

h h


h h




__ _ ___ KAPITEL 3. MODELLE UND DARSTELLL_I_lfl_GEN __ _ _

= (M2) - (MV) "š° ß(M2)lx

TI)tbä

N*-' ./&/'X/"'\

4/'_$
M*M

oi ..._
/"-W ~_..l\q

«..°.°
ší/ gg

.ig
í

_ ___ (3.19)2 g
Cluster z' in `

Cluster

2.- ß- _ _- -'

 piCšer §3???
Cluster

o 3' und 2' in unterschiedlichen Clustern
S1'Sj = {1, I, -l.,-l.} _) 2{3} = Ü

K = v›L.~.. 1.. 41.31... -4.1.0 mn 3. an
.7 J .7 rh.:

/ r
}_=ß< Z V«)=ß(2 R (3.20)

Cluster 2 m Cluster
Clflåtßf 11 mi 0

3.ll.2 Single Cluster

Korrelationsfunktion und Suszeetibilität:

G(i,j) = G(i -- j) = (s,s]-) = - (Platz i undj im Single-Cluster)) (3.21)
Single-Cluster

l_ıp(1\/12) =ßZ(3,s,›)=§(_\/L) (3.22)
I~"<í.I~

 -ài 13

DJ fš (JH Energie: Für Systeme ohne Magnetfeld (h=0) auf einem Quadratgitter lässt sich die Energie
L..--¬ E = (H) über die Korrelationsfunktion im Abstand r=1 ausdrücken. Die Summe über alle

Nachbarpaare (ij) in der Hamiltonfunktion kann wie folgt umgeformt werden:

[Ja *_ (3_ H = S153' = (Si3«g_).ez + 8iSi+ey) da L (3.23)

wobei 3 + ea, und i + ey den Nachbarplätzen von i in +x bzw. +y Richtung entsprechen. Für
die Energie ergibt sich, unter Ausnutzung der Translationsinvarianz des Systems:

E = -J; ((s,3„„) + (3,3,-,.„„)) = -J; (G(1) + G(1)) = -2JvG(1) 31„ 2_

E
V = -2JG(1) für Ferromagnet (3.24)

________lE__Korrelationsfunktion G(1) lässt sich sowohl in Spin-Darstellung (G(r) = (3,-s,~+,) = (03))

ít/* als au_c_h in _Bon¶Darstellung (siehe (3.21), G'(r') = (Ob)) berechnen. Zweitere Methode ist
Ld kleineren Varıanz der Observablen von Vorteil, wie man mit der Annahme
- /6

H _ . _

Gi cx e " große Abstände sieht:

sE1n-Bíıd= o,e{±ı}. W-(0,)=(o2)-(o,)2.-.=(1)-G(†)
Bonatsiıa o„e{o.ı}. va-(ob)-(o>~(o,)2 - c(†)-S_. g __

Oå=Ü±,

r groß X)
G(r) << 1,Qlzz.1.:-^ zzEf?

("l-'*~' *J* ff"~ı-* '°^"'f'“*'*" )
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Im ıO(N)-Nlodell ahnelt der Hamilton-Operator formal dem
des Ising-Modells, jedoch mit N-komponentigen (Spin-)Vektoren s, anstelle der binären Spin-
variablen s, Die Dimension N der Sginvektoren ist dabei unabhangig von Dimension und
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3.12 Cluster fiir O§N)-Modelle

St - g'ruktur des Raum itters.

H = - JZ §23; (3.23)
E. .;

.§2 - s] =|.š§||s`j|cos(l9±j) (3.26)

er 49
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Spin-Komponenten Beschreibung
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O(1)-Modell E Z(2) E Ising-Modell f

Cluster-Algorithmus

Basiert auf der stochastischen Einbettung eines Ising-Modells. Für jedes Update: R
 _

ı Wähle zufälli eine Richtung G O(N). lñl = 1. ' Mi

ı 1
o Projiziere alle Sgins auf J

3'. = sl' + 3;* mit si" = (si ~ R) R' . sl = si - 3" “'11-1.

ariable(bzw. Update) Flip der projizierten Spinkomponen šll auf -sl' u
vice versa (siehe Abb. 3.11). Auswirkung auf die Hamiltonfunktion:

H = _JZ(§;“ -§5“ + sl - §31- ) (3.27)
bleibt bei Update konstant

H == - Z JijTiTj + COTLSÜ (3.28)

(ij)

mit †,.†j E {-1.1} und _J,j = J“ -s]-l|_), was einem Ising-Modell mit Kopplungen JÜ-
entspricht. \--»E-Z'

0 Cluster-Darstellung und Cluster-Ugdate wie zuvor, jedoch mit Kopplungen J,-J-, daher
auch Elëp-Wahrscheinlichkeit abhängig von i,j:l 3...«-_ i› -›_g_.,_- = 1- e-2%. 6 (3.29)

Ähnlich: Höhen-Modelle ”SOS - Solid on Solid”

ke? H=-.J§(h,--njıj ---~(3=3o)- --..._

Hier: \Vähle eine Referenzhöhe R (bzw. Referenzebene in 2D).
Update: Sgiegelung an der Referenzebene R 'Ü DI?? Clvm.
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Abbildung 3.11: Ising-Ugdate beim O(N)-Modell: Flig der Komgonente S" Earallel zur Re-
ferenzrichtung R ergibt den neuen Spinvektor S'
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Abbildung 3.12: Veranschaulichung des Höhenmodells. Die rote Linie kennzeichnet die für
ein Update gewählte Referenzhöhe R.
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