3 Modelle und Darstellungen

3.1 Ising-Modell

Das Isingmodell ist eines der einfachsten Modelle. Es erlaubt, die Physik komplizierter realer
Systeme zu verstehen (Universalitéitg. Das Modell beruht auf diskreten Variablen, welche die"
Spins auf einem Gitter reprasentieren und zwei Werte einnehmen konnen (s; +1). Als Gitter
konnen folgende dienen:

e 1D: Kette

¢ 2D: Quadratgitter, Dreiecksgitter, etc...

H({S,}) =—J Z 8i8; — th,—
<ij> i
2= Z e—BH =
{3:}

¢ J > 0: Ferromagnetische Kopplun
fluss durch Temperatur)

g = Tendenz zu FM ausgerichteten Spins (aber Ein-
AN NI N

e J < 0: Antiferromagnetische Kopplung = Tendenz zu antiparallelen Spins.

Fiir J < 0 wichtige Unterscheidung i
(Genauer: gekoppelte Platze)

e Bipartites Gitter: Nichste Nachbarn gehéren zu 2 verschiedenen Untergittern = AF
Spinkonfiguration méglich (Neel-Konfiguration)

&*762_,% 3 K{les;. 3117 AFr
»—0—%—0 ‘7’( é/ﬂ {f%
1 ? ulv. b Sy

e Nicht-Bipartites Gitter: Zum Beispiel Dreiecksgitter

1 T

’<1rau514;5r€hr1f‘ c
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KAPITEL 3. MODELLE UND DARSTELLUNGEN

Wichtig: ‘iBipartit“ ist eine Eigenschaft _@r Kopplungsmatrix .J;;, nicht der geometrischen ’
Position der Atome. Ein quadratisches Gitter mit ﬁbeméicﬁ Ster-N achbar-Kopplung ist nicht -

bipartit!
Relevante Observablen sind die Magnetisierung,

w=tigg,,  Guhoss sl Ll 50

i Zsz- A i"” N~>oP

) s.S.12

Suszegtibilitéit,_ .

2 o

= S B(< M > - <l>?) = N oinZ
sowie die Korrelationsfunktion
Gi; = (si85) — (8:) (85) .(/
8 ¢
2787 =L3e 3
ij
3.2 Realisierungen des Ising Modells f”’%
an
3.2.1 Magnetische Systeme ; a ?‘- - 3
o 74

Schrittweise Vereinfachung von realen Materialien: /
Reale Materialien — Hubbard-Modeli — (bei‘Hzﬂbfﬁlh*r;g) Ee' enberg-Modell
NSNS LY )

Spin % Heisenbergmodell: SRR A \7
5 g "_+ ‘T A.- ‘,+ )’7 /
A=Y Iy(s's; +5.5}) Qm !

<ij> &

Das Verhalten bei grofilen Abstéinden kann durch einfachere Modelle beschrieben werden
(Universalitit). Weitere Approximationen sind stark abhéngig von J;y und J:

o J, > Jgy: Ising-Modell (= Heisenberg bei J;, = 0) Y
__# J. < Jry: XY-Modell (= Heisenberg bei J; = 0) AN odue Alosgref oV o -
Spin-L dlich
e J, = J,,: Bleibt isotropes Heisenberg-Modell Qw Mﬂf*‘. R— M"

Es ist dabei nicht notwendig, dass ein Term deutlich groéfler ist als der andere. Sobald eine
Kopplang (auch nur minimal) schwécher ist als die andere, kann sie fiir grofe Abstinde ‘7

vollstandig vernachlissigt werden. ==>wenn Jz etwas groRer als Jxy ist, dann reicht fiir groRe Abstande 1
das Ising Modell aus !

g EXA 5
~ ' el -J
H ;(f ;(j/; /-t@\)'

W

l"WJV'Ht‘o Jw’ﬂ/‘M

7’ A At‘i

e Y
44 Fz,r/-> g 7 A g @'/
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KAPITEL 3. MODELLE UND DARSTELLUNGEN

3.2.2 Binidre Systeme “ﬂﬂjﬂuf ¢

Ein Beispiel hierfiir ist 3-Messing (3-brass). S-Messing hat ein BCC-Gitter mit Cu und Zn
Atomen auf den Gitterplitzen. Es zeigt einen Phaseniibergang von Ordnung zu Unordnung
bei T, = 733K. Zur Beschreibung des Systems kann pro Platz folgende Ising Variable ver-
wendet werden:

- {+1 Zn

-1 Cu

Im Gegensatz zu kontinuierlichen Spins handelt es sich hierbei um keine Néherung, da auch
das reale System ein Zwei-Zustands-System pro Platz ist.

Einfaches Modell fiir die Energie: Beriicksichtige nur unterschiedliche Energien fiir verschie-

dene Nachbar-Paare von Atomen (a: Cu-Cu, b: Zn-Zn, ¢: Cu-Zn).
b a

Eij = a1+ 8)(1+ 8;) + b(1 = 5:)(1 = 5;) + (L +8)(1 = ;) + (1 = ) (1 +3;)

8+ 3; ./
:JSiSj—h(TJ)-}'COﬂSt. =~ a.n. J;,,V .

J=a+b—-2c
h=2b-—2a

Dieses einfache Modell beschreibt das kritische Verhalten von Messing gut. Verbesserung ist

moglich wenn thermische Ausdehnung des Messings berticksichtigt wird (é> Kopplungskon-
stanten sind Temperaturabhangig, J(3), h(3)). Es ergeben sich mit guter Genauigkeit die
gleichen kritischen Exponenten wie im Experiment.

3.2.3 Gitter-Gas-Modell

Sehr Eobes Modell eines Ggﬁes. mit diskretem Gitter:

{1 Platz ist besetzt

= 0 Platz ist leer

Es gibt in diesem Modell keine kinetische Energie und keine Impulse,
i O N N
Anderer physikalischer Fall: Adsorbiert Wasserstoff auf einer Oberflache (z.B: Eisen), so bildet

sich ein Gitter der GroBe der Substratatome. Jeder Platz ist entweder mit H besetzt oder
frei.

\ GITTER DES
EISENGITTERS
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KAPITEL 3. MODELLE UND DARSTELLUNGEN

Der Hamilton kann geschrieben werden als

H= Z Jijnm.j e ,LLZTL,‘

ij
wobei 1 das chemische Potential ist.
Jij = ®(|i — j)

wobei ® z.B. das Lennard-Jones-Potential sein kann. Als Naherung reicht attraktive Wech-
selwirkung nur mit nachsten Nachbarn (wegen Universalitét ist die genaue Form der Wech-

selwirkung unchhtlg) MA A ;Z Ao “
M& /
i = ®(lni-4l) 3 @

<=
—— = ‘\\ sm— -
Die Dichte wird definiert als: ] M

mit N der Anzahl der Gitterplitze und M der Magnetisierung in Spin-Sprache. Der Druck
wird definiert als:

p= N—ﬁl nZ wie exp(-beta p V) , V=N

A
WZustandsgleimEV) ahnelt stark einem realen Fliissigkeits-Gas System.

,pn\
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KAPITEL 3. MODELLE UND DARSTELLUNGEN

3.3 Potts-Modell

Verallgemeinerung des Ising-Modells: 0; = 1,2,3,...q mir Anzahl an méglichen Zustan-

den pro Platz.
H=-J} b0, -.hzfsm

T T

Potts-Modell ist bei g = 2 dquivalent zum Ising Modell (s;s; = 24, ;. — 1). Daraus folgt

A Bpotts = 2BIsing-
Realisierung z.B bei Adsorption von Krypton auf Graphit (hat 3 Untergitter, nur eines der 3
lokalen Untergitter ist jeweis besetzt).

e Die Losung ist in d=2 (Quadratgitter) exakt bekannt. Fiir ¢ < 4 kontinuierlicher Pha-
seniibergang und fir g > asenubergang . Je groBer g desto ausgepragter
ist der Phaseniibergang. Fiir ¢ &~ 10 variiert d1e Wahrscheinlichkeit fiir eine gegebene
Energie um ca. 10 Grofenordnungen = Monte-Carlo Simulationen sind schwierig auf
Grund ausgeprégter ,, Taler” in der Energielandschaft.

- ")
\ A T(E) NIE) ”!d"t""'l !,,""5"

\ \ 10 GROSSENORDNUNCEN

N
(..
D

»

”»

>

=

E

: Vereinfachung der QCD (Quanten-Chromo-Dynamik). Interne
Symmetrie SU(3) (,Farb“-Freiheitsgrade). .Zentrum* Z(3) (Gruppe mit 3 Elementen,
analog zu +1 fiir SU(2) der Spins.)

3.4 Klassisches Heisenberg- und XY-Modell

QM: H = wie Spin % Teilchen

d O‘: M M e Bei Materialien mit Hundscher Regel (Materialien mit hohen Orbitalen = viele Elek-
0. o . ~) tronen im Orbital)

e Hundsche Regel bevorzugt Spin in gleiche Richtung

e Oft Spin n %
—

e Hamilton Operator = Quantenmechanischem Operator wie oben ( als eff. Modell)

(5%:ljm) - lim£1)) ]'é

e Physik eines solchen Modells wird immer &hnlicher klassischer Physik \\\

e Bei §_— oo erhilt man Verhalten eines klassischen Splna S. |S | = 1 (Umnormierung
notwendig : \/S(S + 1)J — Jiassisch)
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KAPITEL 3. MODELLE UND DARSTELLUNGEN

Wie grof} ist unendlich?

e S = 3 ist schon nahe am klassfthen Ergebnis — Manganate !

e S = % funktioniert ,zur Not*

3.4.1 Speazialfall J. = 0 : klassisches XY-Modell

H=-J) SiSj+S!S}

(i5)
/((itl. :Varianten: a) 3- komponentiger Spin b) 2- komponentiger Spin ( = Winkelvariable)
A : A
A !!Sprachverwirrung!!:
"Heisenbergmodell"=
e Quantenmechanisch oder klassisch nattmshmmpis
"XY- Modell" =

¢ Klassisch mit 2 Komponenten
e Klassisch mit 3 Komponenten

e Quantenmechanisch Ik lﬂ"

Beispiel Fliissigkeitskristalle ( d = 2 dim ) kleine Zylinder Ausrichtung — Winkelvariable
i
“Das "XY-Modell": 2 dim, 2 komponentig = Kosterlitz-Thouless (KT- Phaseniiber- oM

ﬂg) i Kﬂl J’lw [  Keine endliche "Magnetisierung" A ”‘o”%u!

P o _unendliche-Ordndng” : Jede A.bleitung von Z ist stetig

e PU ist 'topologisch’ Dichte ("Kondensation") von Vortizes

e Relevant fiir PU der Hochtemperatur-Supraleiter (Schichtstruktur — nur 2 Dimensio-
nen — Vortices schwer zu stéren

e siehe letztes Kapitel

3.5 Perkolation

(Begriff "Perkolator": Kaffeemaschine)
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KAPITEL 3. MODELLE UND DARSTELLUNGEN

3.5.1 Einfache Modelle

e Gitter, z.B. 2-dim, quadratisch ~ X k p "t’“ L

e Site Percolation: Variable: n; = 0.1 auf Gitterﬁé@ n; mit Wahrscheinlichkeit p; keine
zusatzlicheMeekse

lwirkung d.h. Ising bei J=0"Wie mit Magnetisierung M= D— - p)
e Definie m

als Gruppen mit benachbarten besetzten Plitzen, ohne Diagonale

i Hres! 4
e Fragestellungen: o

— Wie grof} sind die Cluster? (Grofenverteilung)

— Bei welchem p gibt es (im Mittel) zumindest einen Cluster, der durch das ganze
Gitter geht

Porkks bt

— Wie viele Platze sind in diesem Cluster

— Geometrische Struktur ? (Man findet Fraktale)cu‘c ,0‘

e Bond-Percolation: analog, Variable n;, n, = 0,1 auf Gitterkanten

3.5.2_Anwendungen,Beispiele

o Kaffeefilter: Perkolation von Wasser
2 szlsuche:
— Perkolation von Ol durch Gestein

— Untersuche Bohrkern Fragen:

* Gibt es perkailierte Cluster — dann kann Ol in Bohrstelle flieBen

* Wie grof§ ist der Anteil des perk#lierten Clusters am Volumen — welcher
Anteil des Ols kann geférdert werden

¢ Random Resistor Network: welche Leitfahigkeit besteht zwischen oben und unten (Hier

zahlt nicht die GesamtgroBe sondern die GroBe des sogenannten ..Backbones® ohne
Dangling Bonds)

Das alles fiithrt zur Gra hentheoxjie.
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KAPITEL 3. MODELLE UND DARSTELLUNGEN

3.5.3 Beispiel fiir eine exakte Losung

Kritische Wahrscheinlichkeit p. fﬁg Bon;erkolation auf dend Quadratgikter gesucht:

e Gitterkanten besetzt mit Wahrscheinlichkeit p
£> f. ¢ * Unten und oben verbunden (L — o) “orkeolo m .

Losung

Man fiihrt ein duales Gitter ein.

T ]
1‘ | ‘UlJl—s
v
41° "1™~ DUALES
™ GITTER
| !
L—H “ blau: original
rot: dual

o dualegGitter: Punkte in der Mitte der Quadrate des urspriinglichen Gitters : ergibt wieder ein Quadratgitter

eceben Bond-Kogfieuration auf urspriinglichen Gitter, lege Bonds auf dualem Gitter

s des urspriinglichen Gitters gﬂeqeuzt werden. -> wieder eine Bond-Konfig. auf

- i s einem Quadratgitter
e wenn p > p., dann Perk®lation auf urspriinglichem Gitter obereren Rand und unteren S

Rand (w rechts und links) Daraus folgt:

blau

— auf dualem Gitter keine Perkatlation moglich

= q<qe

e Bonds auf urspriinglichem Gitter entsprechen 1 zu 1 Bonds auf dem dualen Gitter
e Konfiguration der Bonds auf dem dualem Gitter und zufdllig mit Wahrscheinlichkeit
g=1—pgyausop<p.=q>ge=p.=3und g =3

354 Anwendungen der Perkolation

L

«Waldbrénde" (Site Perkolation)

Die Plitze eines quadratischen Gitters sind mit Wahrscheinlichkeit p mit ,Bdumen® besetzt.
Bei einem ,,Brand* startet das Feuer bei einem Punkt und breitet sich pro Zeitschritt je einen
Platz horizontal und vertikal aus (sieche Abb. 3.1). In diesem Modell brennt jeder Platz nur
einen Zeitschritt.

Typische Zeitskalen fiir die Dauer des Brandes sind:

p klein: Die Zeit t ist kurz (der Brand erlischt schnell), da nur ein kleiner Bereich rund um
den Startpunkt zusammenhéngt.

p_groB: Hier wird t proportional zur linearen Ausdehnung L des Systems.
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TR

£
7
D
\\\.—U"] —m/) '\""/1
| f««-}\i
7

Abbildung 3.1: Verlauf der Site Perkolation. Die Zahlen geben jeweils einen Zeitschritt an

P =~ pc: Bei einer kritischen Besetzungsdichte p. braucht das Feuer lange, auf kurvigen We-
gen, um das System zu durchqueren.

Bei sehr grofien L findet man: 2 £ ( kleiney 2 /

p—p
Zet t~( - C) (limitiert durch Zahl L2 der Gitterplatze) (3-2)

7 wird als dynamisch#kritischer Exponent bezeichnet, er beschreibt das Verhalten von Zeits-

kalen. DWE was als ,Critical Slowing Down“ bezeichnet wird.

Nebenbemerkung: Dieses Slowing Down tritt auch bei Markov-Ketten-Monte-Carlo auf.
e

Die Autokorrelationszeit verhélt sich:

e nahe der kritischen Temperatur ( £ >> 1) wie 7 ~ %, was ,Critical Slowing Down*
entspricht.

e bei tiefen Temperaturen wie 7 ~ e“"*'5-Vol Hier tritt  exponentielles Slowing Down*

auf.

--> Anwendung: Speicherung von Bits (Festplatten)

3.6 _Ising Modell: Fortuin-Kasteleyn-Darstellung

Diese Darstellung des Ising Modells ist sowohl fiir analytische Zugéinge und exakte Beweise
als auch fiir numerische Verfahren wichtig. Die Hamiltonfunktion des Isingmodells lautet:

H=<J Z 8§85 hZS,‘ (33)
%

<ij>

wobei in der weiteren Betrachtung h=0 gesetzt wird. Damit ergibt sich die Zustandssume wie
- e

folgt.
Z= Z—3H 26“2<,,>w 5 @ (3.4)
{s} <iz>

In der weiteren Betrachtung wird auch die Kopplungskonstante J weggelassen, da sie fiir
die mathematissammenhénge nicht relevant ist. Der Faktor ¢?*% hat nur die zwei

moglichen Werte /mformulierung dieses Faktors zweimal angewendet ergibt:
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(eigentlich beta J )

e—BePsisi —, (1 - p) + pds,s, mit p=1— e—:zj (3.5)
,33,3, . Z j= gU +P65, éﬂ..l. (3.6)
= W (si.3;.9)

Hier wurde eine kun::thche neue Variable g eingefiihrt, um in weiterer Folge zu einer neuen
Darstellung zu kommen. Glg 3.6 eingesetzt in Glg. 3.4 ergibt die sogenannte ESFK Dar-
stellung. ESFK steht hier fiir Edwards, Sokal, Fortuin, Kasteleyn (auch interessant ..Sokal

Hoax*).
I ?"'5 '# I"é

Z b H e’ W(si,s;,9i;) (3.7)
g;;=0.1} <ij>
Man betrachte eine feste Konfiguration der {g;;}
W(Sl Sjy gl])_(l )f)q,_,O"'pos, og_ll
Wenn also g;; = 1 ist muss s; = s; sein, sonst liefert der zweite Summand keinen Beitrag

zu Z. Die Bereiche mit {gi; = 1} definieren also , Cluster in welchen die Spins jeweils den
selben Wert haben miissen.

Ure Vl'.‘

ke 1

Leichte Umformung und Vertauschen der Summen (was bei endlicher Anzahl von Summanden
erlaubt ist) ergibt die Zustandssumme

fjfk' Z=73 Z% (1 5(:;” ot7 pp ds,, s,5g,,1) (3.8)

{9ii} {s:}

Die Konfigurationen {g;;} definieren jeweils die Cluster. Die {s;} liefern jeweils nur Beitrige

von gleichen Spins pro Cluster, es gibt also jg@ih zZwei Beitrﬁge pro Cluster ‘alle Sgins up
ader down) Daraus ergibt sich die -

Fortuin—Kasteleyﬂ\Darstellu@ [ L M
Gitterkanten<ij> - 2ozl hate
g 1—p )b— —_— (_1 2 - . g#Cluster (3.9)

-

— {gu-—(] }‘-lll—

7

In dieser Darstellung exisfieren nun @V&riable 9ij. die auf den Gitterkanten existieren.

14

1-¢ < o

Vw{-;" ;ﬁ" e-a.p il 1
ePlpl=e
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Cluster sind physikalisch relevant: iete korreli ®
Wir betrachten nun die Korrelationsfunktion n,m H K,IQMA
G(n,m) =< sp8 >= = E B P (3.10)
{31}

Die selben Tranformationen wie zuvor fithren auf

Z SnSme ﬁH E Z SnSm H € 1 “aa ( glJ7O + 1p%p5gij|153“31) (3.11)

{s:} {sz <l]>

Bei Betrachtungéi:a Konfiguration der gij; also Definition der Cluster ergeben sich 2 Falle:

1. n und m liegen in verschiedenen Clusterr_l_
Es gibt jeweils 4 Beitrige wie die Cluster in denen n und m liegen orientiert sein konnen:
Snsm =11, T4, 11, 1l welche mit SnSm = 1 -1, 1 1 zur Korrelationsfunktion beitragen.
Da das Gewicht W (s;, s, ;;) immer glelch ist, “verschwinden die Beitriage zu G(i Jl

2. nund m liegen im selben Cluster
Nun miissen beide Spins gleich sein s, = s = Spsm =1 V ‘ ﬁ( .‘
Diese Terme liefern den selben Beitrag wie bei der Zustandssumme "M st

Damit kann < sps,, > auch iiber die }_ {95} alleine ausgedriickt \y&ﬁg
KL

Byates )
,@ P #ﬂ'anten #9ij= #CTuster

ki b z{g J9(n, m selber C‘luster#KL;.tl pﬂ - ( _p) 2 uste . ‘r’

% _ ik p . #Cluster ﬁi‘
Wert, Z{gij [ Q/pﬂ (_1 —P) 2 ‘ 9

W ({gi;}) 4
Wer‘tf@
= (:)(n m selber Clustery)w({g”}) =N dldé ,()-/,M‘l./ (3.13)

Man erhélt also die Korrelationsfunktion ausgedriickt in den neuen ,Bond-Variablen“ g;;.

Diese wird auch jImproved Estimator* genannt, da die Varianz der Observablen o(. .. ) hauhg < 418 BN
V.li kleiner ist als jene von s;s;.

L[>
3.6.1 Energie-Erwartungswert in FK-Darstellung
Energie (E) in der Bonddarstellung:
Z= e_—;iv: 22 9Netuster (3.14)
{9;=0.1}

mit Ny Anzahl Gitterkanten@ Anzahl der Bonds. Beachte das N¢yyster nicht von 3 ab-
héngt, jedoch (Ncyuster) schon.

(""{3‘! =f

ng (g =ngl(.) *()ng

dIn(Z) 2(ny) S
By=-222 S . - L (1)
s as8 kT 1-—e2 < ¢ wﬁ,
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Bsp: i und j nicht direkt
[ Alternativ: = ” verbunden, aber im selben
. Ve Cluster
i j
(3 w)= ¥ i)
<ii> el N

i S =V (s0s;) da translationsinvariant (316)
=V Nineig <3031) =V Nneig G(l)

=V npeig (3(0 und 1 im selben Cluster)) = V"l'y‘ & &(?tf)

mit dem Systemvolumen V = L% und der Anzahl der nichsten Nachbarn Nneig = 2d.

3.7 Swendsen-Wang @gorithmus

Benutzt die ESFK- Darstellung Idee: Monte Carlo im erweiterten Raum der {g;;} und {s;} , n't V{S. ok ,q)

Schritt 1: Gegeben eine Spin-Konfiguration {s;}, wihle eine (neue) Bond-Konfiguration {g;;}
gemdB der durch W(s;. s;. g) gegebenen bedingten Wahrscheinlichkeit: |

Si-‘,éSj = gij=0
\C " ek bl *

pri-p L2 "Gl g
Schritt 2: Gegeben eine Bond—Konﬁrrui ration j dij ti wéhle eine Sneue! SEin-KonﬁgEratlon j si}
gemél Wis;. s;. g) mit der bedingten Wahrscheinlichkeit:

e In jedem Cluster miissen Spins gleich sein, unterschiedliche Clugter beliebig
e Wibhle fiir jeden Cluster Spin 1 oder | mit VVahrscheinlichkeifé )

3i =38j = Wahrscheinlichkeit fiir g;; = 1 ist or =

unabhangig fiir jeden Cluster

b
T Skt 1 Schth 2 skt 4 T

_—_—

Abbildung 3.2: Beispiel fiir die Iterationsschritte des Swendsen-Wang Algorithmus

Nebenbemerkung: In Schritt 2 dndern korrelierte Gebiete von Spins (Cluster) gemeinsam ﬂ
jhre Richtung. = viel schneller als einfaches Smgle—Spm-F Ilp‘ Monte Carlo, dort braucht

man typischerweise O g Updates. o 1
Grole der Cluster <---> Korrelationslénge xi

;\TH ¢ i

—~ : ,[\ =t &

Abbildung 3.3: Zusammenhang zwischen Clustern und Korrelationslinge
Detailed Balance des Swendsen-Wang Verfahrens: (Allgemeiner siehe auch: H.G. Evertz, "The loop algorithm", chapter 2.3 "Kandel-Domany-framework")
Wir zeigen Detailed Balance fiir den Ubergang zwischen Spin-Konfigurationen. (Fiir Bond-Ubergange ist der Beweis analog).
Zu zeigen: p(S-->S') [ p(S'-->8) = W(S') / W(S)

Wir haben in (3.6)(3.7) "Graphen G" (Konfigurationen von Bondvariablen) eingefihrt mit W(S) = sum_G W(S,G)
Die Verwendung der bedingten Wahrscheinlichkeiten in Schritt 2 bedeutet p((S ->(S5,G)) = WS ,G)/(sum_GW(S,G) ) = W(S,G)/W(S)
Die Verwendung der bedingten Wahrscheinlichkeiten in Schritt 1 bedeutet p( (S,G) >(S',G))= W(S',G)/(W(S,G) +W(S',G))

Einsetzen: p(S-->8') = sum_G p(S -->(S,G)) p((S,6) ->(S',G))
= sum_G (W(S.G)/W(S)) W(S'G)/ (W(S,G)+W(S'G))
analog:  p(S'-->S) = sum_G (W(S'G)/W(S')) W(S.G)/ (W(S,G)+W(S'G))
Die Faktoren 1/W(S) bzw. 1/W(S') kann man vor die Summe ziehen. Die restliche Summe ist dann in beiden Fallen gleich und fallt bei dividieren der beiden Zeilen heraus.
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Detailed Balance des Swendsen-Wang Verfahrens: (Allgemeiner siehe auch: H.G. Evertz, "The loop algorithm", chapter 2.3 "Kandel-Domany-framework")
Wir zeigen Detailed Balance für den Übergang zwischen Spin-Konfigurationen. (Für Bond-Übergänge ist der Beweis analog). 
Zu zeigen:  p(S --> S')  /  p(S' --> S)   =   W(S')  /  W(S)

Wir haben in (3.6)(3.7) "Graphen G"  (Konfigurationen von Bondvariablen) eingeführt mit         W(S)  =  sum_G  W(S,G) 
Die Verwendung der bedingten Wahrscheinlichkeiten in Schritt 2 bedeutet         p( (S      --> (S ,G) )  =  W(S ,G) / ( sum_G W(S,G)     )     =  W(S,G) / W(S)
Die Verwendung der bedingten Wahrscheinlichkeiten in Schritt 1 bedeutet         p( (S,G) --> (S',G) ) =   W(S',G) / ( W(S,G) + W(S',G) )

Einsetzen:  p(S --> S')  =  sum_G    p(S  --> (S,G))      p( (S,G)  --> (S',G) )
                                     =  sum_G  ( W(S ,G) / W(S ) )    W(S',G) /  (W(S,G) + W(S',G))
 analog:      p(S' --> S)  =  sum_G  ( W(S',G) / W(S') )    W(S ,G) /  (W(S,G) + W(S',G))
Die Faktoren 1/W(S) bzw. 1/W(S') kann man vor die Summe ziehen. Die restliche Summe ist dann in beiden Fällen gleich und fällt bei dividieren der beiden Zeilen heraus.
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Aln €
- ”
3.7.1 Swendsen-Wang: Programmierung " 7 ; g 'SL*’,& S,
J v 77 72 tal
e Separate Routine fiir Gittergeometrie: j = neighbour(i,u), wobei p die Richtungen
nummeriert, z.B. p = —2, —1,(0), 1, 2 (allgemein von -Dimension bis +Dimension)

e Initialisierung: wihle (zufillig) eine Spin-Konfiguration

e Sweep:
i "-5 Schritt 1: Gegeben Spins {s;}, wiahle Bonds {g,,z} wie oben.
— Brauche Feld {g;;}, initialisiere auf “-1” (unzuldssiger Wert) jeweils zu Beginn von Schritt 1
’ "’j — Fiir alle i: alle p: wihle g; i+, wenn noch nicht gesetzt

Schritt 2: Gegeben {gi;}:

— Bestimme Cluster, z.B. mit “Breadth First Search” (Vorteil: vektorisierbar,
Alternativen: “Hoshen-Kope]mann” “Depth First Search” u.v.a.m.)

— Cluster fertig = Flip mit Wahrscheinlichkeit %

Breadth First Search Siehe auch Paper "Vectorized Search" auf der Webseite der Vorlesung

(a }CF,,

Brauche 2 Listen:

J.,([“lu (.v} 1. Fiir jeden Gitterplatz: Information, ob Gitterplatz schon einem Cluster zugﬁédnet ist @
i 2. Liste der Plitze in Cluster mit Pointern auf den aktuell bearbeiteten Ganlatz (cur- v
Llf{-( ) rent) und auf das Ende der Liste (end)

(e0d) | o Ll [ [ [ ~ 11 NRNAVA

Schleife iiber alle Gitterplatze i:

e Wenn i schon in Cluster = nachstes i ((ullf th

e sonst: /‘. #%émd ! en('aeql”

— Beginne (neue) Liste mit dem einzigen Eintrag i. Setze Pointer "current" und "end" auf Listenposition von 1.

— QGehe zu allen Nachbarn j von i, wenn g;; = 1 fiige j zur Liste hinzu und marklere

4 als in einem Clus@a P N M HCI( 1

— While current<end: setze current=c;rrent+1 und wiederhole vorigen Schritt, jetzt mit den Nachbarn des bei "current" eingetragenen Platzes.
. .
e Llishe Flpe AL, kvl s Sea ! L wewy nock nbl i LT @g

3.8 ,,Single-Cluster“-Variante von Swendsen Wang

Erfinder: U. Wolff bzw. M. Hasenbusch (zur selben Zeit) ! [
'!z{ ,'v“.h r / {Betrachte eine Konfigiiration von Swendsen-Wang Cluster [ht%h:‘ﬁ& ]
e Monte-Carlo-Update (Modifizierter ,,Schritt 2 von Swendsen Wang ——)

— Wihle einen zufélligen Gitterplatz M

— Flip des zugehérigen Clusters mit 100% Wahrscheinlichkeit :
Detailed Balance: p ({s} — {s'}) = p(Platz in entsp. Cluster zu wéhlen) p(Spins drehen)

=100%

Detailed balance: s.S. 31 unten. ( Lif-» s C‘) . ‘/(U’j/

Rénder ---> : ?
30/ 76 (Z’j/

p({s'} = {s})
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ufallicen Platz auswéhlen

2. Cluster um diesen Platz herum konstruieren (und Bonds setzen)
3. Flip horts < lbesfe,

e Vorteil: Die Wahrscheinlichkeit, dass der Zuféllig gewihlte Platz in einem Cluster liegt
ist proportional zum Volumen des Clusters — im Mittel werden groBere Cluster be-
stimmt — im Mittel gréBere Anderung der Spin Konfiguration.
W bom ut‘

kieigere Autokorrelationen (kleinerer Wert von ,,z*)
(yenauer: ~ min(L,§)?)
e Autokorrelationszeit

Q-- Observable

Tint Wird benétigt, um die wahre Varianz einer Observablen zu bestimmen:

— 27

er(0) =% var(0;) (~ Skwﬂ’éy- bosiwglolsionsn /
T o bt (5 4
Vergleich voné\;-f;t(Energie) der verschiedenen Algorithmen am Ising Modell: lﬂj ED (3;.
ﬂw Dimension | MetTopolis Single Spin Flip | Swendsen Wang | Single Cluster (Wolff Cluster)
d=2 = 2.17 ;,./ ~ 0.25 (/gb ~ 0.25" /

Fﬁ J’I’ d=13 ~ 2.02 ) ~ (.54 f ~ 0.33 f

Sl d=1 ~ 2 238 |~ ~ 0.25%

Werte mi€_konnten auch einen logarithmischen Zusammenhang haben. — 52" P w Aq.
Einheit von 7,; hier: ,Sweep“im Mittel und jeder Gitterplatz einmal behandelt. (M\ll'l y)

becpB LN ., 2ot (8) [Cup (A) o (EM)nar0 >

3.9 Simulation unendlich groBer Systeme mit Cluster-Verfahren (

.’}

[

Var. Mittelwert naiveVarianz

3.9.1 Endlich groBe Systeme

Periodic boundary condition (p.b.c.): Spin-Korrelationsfunktion G(r) = (s;s;41) = ¥, c;e'/&

ist eine Summe von Exponentialfunktionen. Fiir grofe r dominiert die Exponentialfunktion

mit groBtem &;. Mit p.b.c. ist das System symmetrisch um r = % und somit ist:

G(r) ~ e /& 4 e~ L=/ = ¢=05L/E cogh (—-———"“0'5[‘) #‘.' ra>D j —

Extrapolation zu L — oo ist schwierig (siehe Abb. i 6)(— ,Finite Size Scaling“gibt Informa-
tion iiber kritischen Exponenten).

Detailed balance des Single-Cluster-Verfahrens: Ubergang von Spin-Konfiguration S zu S' und umgekehrt: __) ‘f
Zu diesem Ubergang korrespondiert der Flip eines spezifischen Clusters. ‘ @
p(S -> S') = p(Anfangspunkt innerhalb des Cluster) * p(Konstruktion des Clusters)
p(S'-> S) = p(Anfangspunkt innerhalb des Cluster) * p(Konstruktion desselben Clusters)
1) p(Anfangspunkt) ist gleich.
2) p(Konstruktion des Clusters) = p (Bonds im Inneren) (ist gleich, weil Nachbarspins gleich bleiben
mal p(Konstruktion des Rands) (siehe z.B. Clusterbild Seite 27)
3) Konstruktion des Rands bedeutet, an Randbonds KEINEN Bond zu setzen.
Vor Clusterflip sind z.B. die beiden Spins eines Randbonds gleich. Dann p(kein Bond) = exp(-2 Beta)
Nach Clusterflip sind die Spins verschieden. Dann p(kein Bond) = 1
Verhéltnis der Wahrscheinlichkeiten = exp(-2beta) = Verhéltnis der Boltzmanngewichte auf dem Randbond !!
4) Gesamt: Produkt der Boltzmanngewichte bzw. der Wahrscheinlichkeiten auf den Randbonds
==> Detailed Balance erfilllt.
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Detailed balance des Single-Cluster-Verfahrens:  Übergang von Spin-Konfiguration S zu S' und umgekehrt:
Zu diesem Übergang korrespondiert der Flip eines spezifischen Clusters.
p(S -> S') = p(Anfangspunkt innerhalb des Cluster) * p(Konstruktion des Clusters)
p(S' -> S) = p(Anfangspunkt innerhalb des Cluster) * p(Konstruktion desselben Clusters)
1) p(Anfangspunkt) ist gleich.
2) p(Konstruktion des Clusters) = p (Bonds im Inneren) (ist gleich, weil Nachbarspins gleich bleiben
                                               mal  p(Konstruktion des Rands)  (siehe z.B. Clusterbild Seite 27)
3) Konstruktion des Rands bedeutet, an Randbonds KEINEN Bond zu setzen.
        Vor Clusterflip sind z.B. die beiden Spins eines Randbonds gleich. Dann p(kein Bond) = exp(-2 Beta)
        Nach Clusterflip sind die Spins verschieden. Dann p(kein Bond) = 1.
        Verhältnis der Wahrscheinlichkeiten = exp(-2beta) = Verhältnis der Boltzmanngewichte auf dem Randbond !!
4) Gesamt: Produkt der Boltzmanngewichte bzw. der Wahrscheinlichkeiten auf den Randbonds 
==> Detailed Balance erfüllt.
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Abbildung 3.5: Spin-Korrelationsfunktion semilogarithmisch iiber dem Abstand zweier Spins

Ez Aq’u& ?(lh ‘u ' ,(t'}Av. r E‘W:‘cy‘

\ L —_— O
Abbildung 3.6: Spin-Korrelationsfunktion semilogarithmisch iiber dem Abstand zweier Spins.

Das System ist jeweils um r = % symmetrisch. Der anfingliche exponentielle
Abfall nahert sich von oben der Korrelationsfunktion fiir L — oo

-
J

Basiert auf dem Single-Cluster-Verfahren (endliche Grofe):

3.9.2 Unendlich groBe Systeme e caclu Spre -
/lu.dc. 5)‘ A u.o.‘( ‘KL
1. Starte jmmer mit dem selben Startpunkt ,,0%(in der Mitte des Systerns) Dles ist moghch b /&

da ein unendlich grofles System translationsinvariant ist.

2. Anfangskonfiguration der Spins: l7 4 Neel Konfiguration (Nachbarspins sind immer anti-
parallel). Die Anfangskonfiguration sollte keine ferromagnetische Konfiguration sein,
denn sonst kénnte der Cluster unendlich grofl werden, obwohl die Temperatur hoher als
die kritische Temperatur ist.

|
3. Berechne den Cluster und updateﬂ)gnd wiederhole diesen Schritt immer wieder (vgl.
Abbildung 3.7).

Nach n Schritten konnte maximal eine Distanz von n vom Anfangszustand erreicht werden
(Bei Neel Konfiguration als Startkonfiguration; Distanz wird exakt erreicht wenn p = 1 —

T=0)
o T>>°/ Q'A rt,:- ((Ua

Von Interesse ist meist P=Fm dann wichst die maximale @tergrofie langsam (siehe unten).

Die Umgebung des Startpunktes equilibriert relativ schnell, jedoch brauchen weiter entfernte
Punkte linger zum equilibrieren, da der Cluster nicht jedes mal bist dorthin wéchst (Korre-
lationsfunktion fiir Spins im Abstand r: (s9s,) = (0(0 und r im selben Cluster)) ~ e~ "/S bei
groBen Abstidnden)
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Abbildung 3.7: Beispiel des Algorithmus. Zuerst wird beim System der mittlere Spin aubge— w Yy
wahlt, der zugehorige Cluster bestimmt (wie beim Single-Cluster-Verfahren)
und dann der Cluster gedreht. Dieses Vorgehen wird wiederholt.

i

-—— - —
—_— — — -—
—_— — — -
-— — — —
W — W —
—_— — | — | —
-— . - —
—_— e —- e
-.——.‘¢—-—o
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Abbildung 3.8: Spin-Korrelationsfunktion semilogaritmisch zu verschiedenen Laufzeiten. Die

Messpunkte nahern sich von unten an die Spin-Korrelationsfunktion des un-

endlich grofien Systems an.

Lm equilibrierten Bereich ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Cluster den Abstand r erreicht
(=_irgendein Spin mit Abstand r), gleich (sps,) ~ re”"/5. Somit equilibriert mit fortschrei-
tender MC-Zeit eine immer groffere Region um den Antangspunkt. Wird der Rand des end-
lichen Systems erreicht (was einen Ausschnitt des unendlich grofilen System darstellt) so
muss das System mitwachsen. Jedoch wird das System nicht grofer als ca. L ~ 2 - 10, da

&= - ~
e~ ~0.04%. »s s
Die logaritmische Spin-Korrelationsfunktion nahert sich bei diesem Verfahren von unten an

die des unendlich groflen Systems an (vgl. Abbildung 3.8)(im Gegensatz zum System mit
p-b.c.).

Einschrinkungen:
onst Clustergrofie divergiert

e Es muss eine Swendsen-Wang-artige Cluster-Darstellung geben (Ising-Modell, Potts- A
Modell, Spin % Heisenberg-Modell, Loop-Algorithmus; alle ohne Magnetfeld)

e Funktioniert nicht bei frustrierten Modellen

Um die Autokorrelationsfunktion zu berechnen wird iiber jeden einzelnen Punkt Statistik

gefiihrt. Es werden erst Messpunkte fir einen Punkt erhoben, wenn das System an diesem
Punkt anfingt zu equilibrieren, z.B. wenn der Spin schon z.B. 10 mal gedreht wurde (anstatt
der Thermalisierung).

Tint Wird folgendermafBien bestimmt (vgl. Abbildung 3.9) 7jn: = 2 + 20T o) (1 - %)
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Die ersten Datenpunkte (p(t < t;)) kénnen so verwendet werden. Nach ¢; werden die Daten
t
mit einer Exponentialfunktion genahert (Ef’;gf ce T = czzgt"f (e"” T) ~ c7) und die

Datenpunkte, die nur noch aus Rauschen bestehen, werden verworfen.

Aog, (5(2))

pEE

Abbildung 3.9: Um 7,5t zu bestimmen, wird die logaritmische Autokorrelation in 3 Teile un-
terteilt. Im ersten Teil werden die Daten einfach addiert, im zweiten werden
sie mit einer Exponentialfunktion genéhert und die Daten im dritten Bereich
werden verworfen.

3.10_Systeme mit Magnetfeld (5 > 0)

i 5 ’ v .
2 Moglichkeiten: L - ) 3’ ’Mb ﬁ. ==> kleine Autokorrelationszeiten

1) Ghost-Spin

Erweitere den Hamilton mit einem Ghost-Spin sg = 1

5 57

H=- Z 8,‘8]‘ s hZSiSQ (317)
<ij> i

Jeder Spin koppelt mit dem Ghost-Spin sy mit Stdrke h. Formalismus wie zuvor (Cluster-
Methoden) kann beinahe unverandert beibehalten werden. Da der Ghost-Spin immer Wert
+1 hat, kann ein Cluster, der den Ghost-Spin beinhaltet, nicht gedreht werden. Deshalb
kann man die Clustererstellung abbrechen, sobald man auf sg trifft. Der Ghost-Spin kann
auch mehrere eigentlich getrennte Cluster mit Spin +1 miteinander verbinden.

Bei groBen 3h sind die meisten Gitterplitze mit so verbunden was gleichbedeutend mit einem
magnetisierten System ist((M) = 1). AuBefdem ist die Effizienz (empirisch) bei Swendsen-
Wang und Single-Spin-Flip etwa gleich (mit niedrigen Autokorrelationszeiten).
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Abbildung 3.10: Ghost Spins sind mit allen Punkten im Gitter verbunden (Kopplungsstar-
ke h). Es konnen daher eigentlich getrennte Cluster iiber den Ghost Spin
verbunden sein.

2) Normale Cluster, gednderte Flimahrscheinlichk_ei;

ESFK:
= Z Z Z e.’3 e—Bes,sj e+h2z‘s'

{s‘} {g‘j} <ij> (I‘P)6gij.0+P§g,-j.15s,sj

— PN ¥ ( 'P‘ )#g*":l 11 (eh.v; +e-hv;)

{95} i p Sluster

(3.18)

=2#Clusf; fiir h=0

Mit dem Clustervolumen V..

Fiir Cluster—./;\lgorithmus: Wechsel fiir

... ehVi
Spin T: Vo=V » ; ;, P
Spin |: gvi=mv Hew

Weitere Alternativen
e — =

1. Geometrische Cluster Allgemein: behandle 2 Systeme gleichzeitig (eines mit h und eines
mit -h) ‘

2. Wurm Algorithmus*(spéter)

3.11 Berechnung von Korrelationsfunktion und Suszeptibilitit in
Cluster-Darstellung

3.11.1 Swendsen-Wang
Die Korrelationsfunktion berechnet sich wie in der Fortuin-Kasteleyn Darstellung d:n‘—'

(sisj) = (0 (Platz i und j im selben Cluster)) p.

Fiir die Suszeptibilitit y gilt:
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(a?) - (m)?) "=° () BEITPTO
(e

(3.19
(Wechsel auf =8 < Z Z Z 318]> nur die Platze j im Cluster )
Cluster in J ie fil i

X =0

I
=™

Bond-Darstellung) (demselben wie fiir Platz i) tragen bei !
Cluster

] (diese Zeile ist unnétig)

Cluster z in
Cluster

e i und j in unterschiedlichen Clustern
8i8; = {1,1,——1,—1} == E{s} e ==

e i und j im selben Cluster - = V‘["‘M A’ ‘ICJLJ » A“a m% oy M

sis;=1 = Y88 = Vo

ez 54 < #)
Cl%er Cgl Cluster a (320)

uster

Improved(!) estimator: Summe (iber positive Zahlen,

3.11.2 Single Cluster statt Summe Ubers_is |

Korrelationsfunktion und Suszeptibilité’t:

G(i,j) = G(i — j) = (s:8;) &/ d (Platz i und j im Single-Cluster)) (3.21)

L= Single-Cluster

X =) :pZ(sisj)a}(Lc) (3.22)
ij

Energie: Fiir Systeme ohne Magnetfeld (h=0) auf einem Quadratgitter lisst sich die Energie
E = (H) iiber die Korrelationsfunktion im Abstand r=1 ausdriicken. Die Summe iiber alle
Nachbarpaare (ij) in der Hamiltonfunktion kann wie folgt umgeformt werden:

(. (%gy) H= —JZ 885 = _Jg (8iSi+e, + SiSite,) PA 1 (3.23)

(i7)

H

wobei i + e; und i + e, den Nachbarplitzen von i in +x bzw. +y Richtung entsprechen. Fiir
die Energie ergibt sich, unter Ausnutzung der Translationsinvarianz des Systems:

E=-JY ((sisive.) + (i8ite,)) —JZ (G =-2/VG(1) &3 4.
1 L.___‘a.b
E )
- -2JG(1) fiir Ferromagnet (3.24)

Die Korrelationsfunktion G(1) lasst sich sowohl in Spin-Darstellung (G(r) = (8;8i4r) = (O;))
((,. } . als auch in BondgDarstellung (siehe (3.21), G(r) = (Op)) berechnen. Zweitere Methode ist
nd dex_kleineren Varianz der Observablen von Vorteil, wie man mit der Annahme

r)xe ~7/¢ fity grofe Abstande sieht:

Spin-Bild: O, € {1}, var(0;) = 0,)? = (1) — G(r)? & 1, fiir T groB x)
Bondg Bild: O € {0,1}. wvar(Oy) = (Ob)2 e G(r)-G(r)3?=Gr)«1
Oy =0s TG

(9ot e s » ke SRl /
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3.12 Cluster fiir O(N)-Modelle

Im =S O R Erickmeemien OV )-Modell dhnelt der Hamilton-Operator formal dem [
des Ising-Modells, jedoch mit N-komponentigen (Spin-)Vektoren §; anstelle der bindren Spin-  pomierte
variablen s;. Die Dimension N der Spinvektoren ist dabei unabhiingig von Dimension und  Vektoren
Struktur des Raumgitters.

H=-7) &5 (3.25)
[aa\

§; - 85 =|8i||sj|cos(6;;) (3.26)

4 {?
N Spin-Komponenten Beschreibung p
aaiime. " - (x,¥,2) O(3)-Modell

PR (x,¥) O(2)-Modell (XYL Modell »
1 (x) O(1)-Modell = Z(2) = Ising-Modell ’

Cluster-ggorithmus

Basiert auf der stochastischen Einbettung eines Ising-Modells. Fiir jedes Update: /

-—p -y . '
o Wihle zufillig eine Richtung R € O(N). |R| = 1. w
e Projiziere alle Spins auf R“:. { o

st mit &l=(5-R)E , st=s-4 “\y,

ariable (bzw. Update) = Flip der projizierten Spinkomponent§ 5 auf —3 u

vice versa (siehe Abb. 3.11). Auswirkung auf die Hamiltonfunktion:

H=-7Y (sl g+ sit.gt ) (3.27)
) bleibt bei Update konstaat

- Z JijTiTj + const (3.28)
(i7)

mit 7,7 € {—1,1} und Jy3 = J |5I sJ“|, was einem Ising-Modell mit Kopplungen J;;
entspricht. ‘-—w-5
=

e Cluster-Darstellung und Cluster-Update wie zuvor, jedoch mit Kopplungen .J;;, daher
auch 8Bji‘p-Wahrschein1ichkeit abhéngig von i,j:
nel =
1—e 28y 3 (3.29)
Ahnlich: Hohen-Modelle ”SOS - Solid on Solid”
‘.é? H=—J¥hi—hju ~TA-- f380) - - - —
. (i f(Batrag(hLii=hCj)) ‘77 3 Punkte im Cluster

P—Ppij =
—
Hier: Wihle eine Referenzhohe R (bzw. Referenzebene in 2D).
Update: Spiegelung an der Referenzebene R - Dy " CII’AW
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KAPITEL 3. MODELLE UND DARSTELLUNGEN

Jn Y

Abbildung 3.11: Ising-Update bging(N )-Modell: Flip der Komponente S parallel zur Re-
ferenzrichtung R ergibt den neuen Spinvektor 5

autokorr.fkt
rho(t)

J i
L . E

1

Abbildung 3.12: Veranschaulichung des Hohenmodells. Die rote Linie kennzeichnet die fiir
ein Update gewihlte Referenzhéhe R.
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