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5.1 Mean Field Für das Isin -ModellS

H=-J 2 sis]--hzsi
<ij> i

s.,;s_7- = [(31 - Ill) + M] [(sj - M) + 1\«f]=

M(s± +s,-) - M2 + (3,- - M)(.s,- - M)

Wenn ll/I =< si > dann ist ls.-M .§1--M eine Korrelation der Fluktuation. Diese wird Wmachlässiä! Y
Somıt gılt s.,sJ m M(.9, + 33) - M M ıst nıcht von der Spınkonfi ı angıg Jedoch
von der Temperatur und der Systemgröße. Sie wird im folenden

N H=~.H„„.¬=-J  M(s.+Ã,-)-n§j8.=-28. (qMJ+h2 U
eff. Maüetfeld ßMolekularfeld

Mit der Koordinationszahl . ¦1_fl, l c 'f ßug Q.,;(~ß/fßr,

In HMF sind die Spins formal unabhängig. Jedoch gilt zusätzlich die Konsftenzbedingung; K

5.1.1 Magnetisierung imlsing-Modell mit Mean Field |

___ {s} .5j=±1 igéj s.;=±1
<sí>MF _ Z 8-"Z-3Hm3 H 2 eßsfi[q1»ıJ+h1 i

{.9} _.i S-±=±1

2sinh(ß(q.MJ+h])

E sj e8jB[qMJ+h]

-=±1
- SJ Z esJ_ß[qMJ+h]~ ._ tanhß(qMJ+ h) = M

3J'_±l.

2 cosh(ß(qJ\fI.I+h))

Somit erhalten wir die ` i :

_ Il/I = tanh ll/IJ h (5.1)

Es gibt 3 Lösungen (êei hQ

1. JW = 0
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KAPITEL 5. MEAN FIELD

wenn fc] = 1 dann gilt:

...lm _ ± ı _ _ __

\ i /

_ _ _{

___,_-v
.«--'

_.
_/ . -~

_/ _

M
'i† ___

Abbildung 5.1: Lösungen bei h. = 0

2. AI = ±1lIH Enur wenn > 1)

Zustandssumme: Z = 2N cosh(ßqJZl~I)N = c¬3F
Z(M = AIU) > Z(M' = 0) (weil Z(Ill = MU) kleinere freie Energie).

in Mean Field Näherung.

In Mean Field hängt 5131“- nur von q ab, jedoch nicht von der Gitterstruktur (z B Dımensıon
Beispiel: kubisches Gitter (d = 3) und Dreiecksgitter (d = 2) haben beide q = 6

422 -Jfz
ld 'ette
2d uadr. Gitter
3 kubisehes Gitter

(DO7››$-*-10 P-'*l~_*l_*i_^

`0
0.567...
A: 0.752...

1-1 I4 hyperkubisch

0 Näherun immer be “I1 “'. ı - mender Koordinationszahl

0 Exakt oberhalb de “(-4für Ising <==> RG)

0 Mean Field vernachlässigt GC(r) = ((31 - (si-))(s.,+,. - (sH.„))) fx en?
Z5? In

o Tatsächlich: Mean Field wird besser bei kleinem 5, d.h. weg von TC

)` ı Die Mean Field Näherung erhält man auch bei unendlicher Dimension oder auch bei à-1.111811 IC ET BIC W818 G1' GC Se W11' ung.
 

h = O: n

1. Große Koordinationszahl
Hq = -J S .s„,;sJ- = S si Z sj ß -qJll›IZ3,- m --QJIU2

<i-7'> 5 j n.n. zu i 'i
 

-'zqfl-I

2. Unendliche Reichweite-„_Üıı`(* '/""ßıı4u\ J 7
mir- _ n
Hinf= -J'Z7é'8gSj_¶-q=-åqíıäf 28]' =-¶k(]/Jflfzäi

-5;] 2. 1 »r 'L

V

=(N-im
_ Der Faktorq ist Konvention und der Faktor wurde eingefügt damit H nicht divergiert

(Energie pro Platz) K /16.0'

Bsp aus Q__uantenmechanik: Vielteilchentheorie: DMFT (Dynamical Mean Field Theory)

/š` /(;°....,l„4 ›. /1...... ~fi'«@/ ('/44 v«~ıı«4/;°;,¬;„//
J fcıfılfåriμl !lı.ııııl. »D /¶(w)

†„_4„,~„„e ,„;„„.„,» 4 ,; MM, „;;„„ ,gi 4;...;..s "J›(›~/'
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5.2 Bethe-Näherung

ı Sxstematische Verbesserung von Mean-Field durch Hinzunahme weiterer Nachbarn

ı Einfachste Variante (Bethe: Beriicksichtige nächste Nachbarn)

M. 5-.M
. s. 5. `*"

.__ ¶fl_._
M

M

Abbildung 5.2: Schema Bethe-Näherung

Rfıßııı:

H = _ K.)s°
K-.ı. ...M-==Ls

Q

- hsg - h' 2 sj
i=1

h' - - - eff. Magnetfeld durch Spins außerhalb des „C-1usters“: h' = h + (q - 1)M

Selbstkonsistenz: (sg) S32) = M Nach Umformen erhält man:
_ _ «.7

(cosh [ß(J + h'))) __ 625„
_ cosh[ß(J- h')

Bedingung für h' und damit auch für M.

h = 0:
_Lösung: M*0 wenn ß > ße mit coth„(ßcJ) = q - 1

Bsp. d = 2 Quadratgitter

Mean Field Bethe Exakt ___ 7.
fihjíß 4 2.2385... 2269...|__I

o d.h. TC viel besser als mit ursprünglichen MF q

0 Noch besser mit größerem Cluster

ı Aber: die Wechselwirkun bei roßen Abständen wird immer noch vernachlässigt:
| dieselben krit. Exšonenten wie im ursšriinglichen Mean Field | (Ã 'IJ

Mean Field als Variationsansatz5.3
i mvåı

Nun wol-len. wir durch Variation der freien Energie Konsistenzgleichungen der Mean Field
Theorie beıeeh-ıa-en. @|›Ä4/fg.
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KAPITEL 5. MEAN FIELD
ff 'W771' H77' *fμ.ı.ı_μıı.-1 " i 

5.3.1 Bogoliubov-Ungleichung
' 

Bei beliebiger Aufspaltung der Hamiltonfunktion H = H0 + H1 folgt

Z -ß(H +H )

Z = =:<@-ß”1>„ (5.2)3
e_ß 0

Deınåt-isßâer Erwartungswert einer Observablen in der Verteilung 0 gegeben- af

1 - 3<0>„ = 70 0<s›e W >
Mathematisch gilt für eine reelle Funktion f(zr) allgemein

( (:c))w(x) 2 e(.f(=v))w(=:› fiıåf K (5.3)

bezüglich einer positiven Verteilung W(a:) 2 0. Damit ist Kmvu, 6; an 4

Fb “¬›

Ã 2 8-ß<Hl›0

Z0
und mit der Definition der freien Enerše F = -k3Tln Z folgt die

|F§Q+@m| (M)

Wenn man  ann, dass §11; 29 § 0 gilt, dann ergibt diesein "r
die Freie Energie. Dies ist natürlich nur dann nützlich, wenn F0 berechenbar ist.

5.3.2 Anwendung für Mean Field

Wir wählen H0 nun so, dass die Variablen {si} in H0 nicht miteinander, sondern nur mit
Jeinem „effektiven Potential“ Vl 1/\( mit den wechselwirken.

Beispie1= H0 = 21-f(s„{/\})
Mean Field erhält man, wenn man die Parameter {Ä} §9 variiert, dass gig freie Energie

-› oßørt flm/4 F ii

. 

Wir wählen H0 = si (Paramagnet) mit der Zustandssumme

Z0 = Z e_ßH° = H ( 2 e`ß^3) = (2cosh(@ÄN
{3.ı=±1]› i 8=±1

wobei N die Gesamtanzahl der Spins darstellt. H1 ergibt sich dann entsprechend der Auf-
spaltung von H zu

H1 E H - H0 = -JZ S533' + ) E: 85 (5.5)

(ii) 1'
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_ KAPITEL 5. M_E_AE_FIELD _

mit den Erwartungswerten:

(SJ-)0 = -- - = tanh(ßÄ)

<~5`i3J'>0 1.:). (Silo fsjlo = Üa'fih(ßÄ)2

wird daraus

(H00 = -J Nfš (1;anh(ß›~))2 + (A - n)N1;anh(ß,\) (5.6)
#P::ı:':(íj)

<F„„.,.()ı) % N [-%l'n.(2 cosh(ß)\) - Jg tanh(ß)\)2 + (/\ - h) tanh(ßA)] (5.7)

Nun wird die freie Energie minimiert -
 

í "_à

__äA__.
=› ~A-aß <f›~ß›

N _ Ä . _ 2---3-ln[2cosh(ß)\m„m)] + 2qJ()\.„„„ h)

Die Magnetisierung (pro Platz) ergibt sich aus der freien Energie

_ 1.±F,„„.
M" N an

1 ôF,„„„ ÖFMT 8/\
N an + a,\ ä±V_/

=Ü bBiÄ,-mn

min _šl 5.,qJ ( )

Gleichung 5.9 eingesetzt in 5.8 führt zu der

Mean Field Gleichung I

~ ~"`< *~*'~ <5-1°)
5.3.3 Korrelationsfunktion im Mean-Field Variations-Ansatz

Eine Skizze der Herleitung: _
M

o Führe ortsabhänäge Magnetfelder hi ein

. . 1 ô2F .GC(z - 3) ß ôhíôhj (sıehe Kap 2)

= _l_ Ö(s±)
ß ôhj
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ı Varia ionsansatz mit ortsabhän i en hi und Am
Minimiere FW.: 1 xi”

-„xl“ - èı 1;.«.mh(ß›.@ ) (5 P/

Dies ist ein fifitem von gekopälten Gleichungen

o Lösun bei kleinen hi und nahe bei TC
Dort sind die Magnetisieämfieñl (3,) klein und es folgt mit der Näherung tanh(a:) m :I:
ein System von linearen Gleichungen

ı Lösung dieses Gleichungssystems durch Transformation in den Impıılsraum
Für T > TC:

_; . . . _) -1: ld

1 - 2ßJZ:cos(p;)
l=1
 

wie ek

Mit der Näherung für kleine pl lalso kleine |fi|2 d.h. große Abstände im Ortsraum)

2
cos(y) sr: 1 - gé-

2~ 6 1 . 2 ßJG ~._ 1_ =____“. ßı 1+|p12g2 'mi 1-qßı
__FFT von e""75

Für T < TC: ähnlich, hier aber nicht ausgefiihrt.

5.3.4 Kritische Ex onenten ill Mean Field

gm (Isieg) Folgen aus: M = tanh |ß !qJI\/I mi

Bei h = 0 ,I

0,1, Kritisches Verhalten von M H

T -› 0 : ll/I -› ±1

T-›fr;'= |M| <<1,ßJqß1
=> tanh(:ı:) m :r - - +

WT. 1 :ı¬„)3 3M...TM 3(T M

3(1-1%) T T-TM=± M 3 ±\/§7 L-
/“"""\ *ik*\-..._../

47/76 Z
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Magnetisierung im Mean Field nahe TC: ,_ '
I

M ..±\/š(1+±)( ~'(§/3 (5.11)

HF ı Kritischer Exponent „ß“= 1 (unabhängig vom Gitter!

L›_r~1=__.._ek±››
q exgılı 2 0 ld: kein Potenzverhalten A

. za. ß = _ (ouadratgiıtef, exaıa bekannt) A
-- (Kubisches Gitter)

ı 2«-id: ß m à !

I C10F!- E Z2 5-1°,oo.-

2. „Kritisches Verhalten von Ä av /ar ,_
Folgt aus = aM = =  3

0 T > 0 X _ ' = =

X -ä 0 L ıı'

T,.=M-› = . ~- _'
t7 >7 1, Cl

ı T§TC:M"›~=\/:13T=>)('A1f"* =>'y'=1
f._ ^

I Fe“ 1 F r ±..~ rer.. «_ fıı. 1 1/..-.W .f I
Korrekt Jå

o ld: kein Potenzverhalten 6

0 2d: 'y = '7' = â å

O 3d:'y='y'ß1.24 ı

3. itisches Verhalten der s ezifische Wärme c
Folgt aus c` % z |t|"°”

N 2=<H>=- Z <.s,~><s,->=--qJME J
<ı3> MF im

=> Innere Energie pro Platz u = å <„H >= -9§M2 C /1

-i* 'C y

ıT<T'lAVí~ 0 å "asia LkG- ~ âıfif 4 ff „_
0 'S V §3

In Mean Field: Sprung in der Wärmekapazität (d.h. Phasenübergang erster Ordnung?!)

| 1; Mgânı-¬ie1d 5.. = 0 | Z 4&4 I,

Korrekt: c ist stetig und hat Phasenübergang 2.0rdnung in d 2 2 /I. E L

F 45% K
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_mmıü 
aus Kapıtel 5 3 3

1 - 2ßJ §2 cos(p))

› )

T>Tc Gc(5)-

= p1,p2 ..

f |151 klein Ö (gä) m 1+ P2?

`?(|:_ıl,-)" => T= T (Mila: :QM
C

_.. _- J 1 _ är

Krıtıscher Exponent 1) Kå
ıst so gewählt, dass er ın MF = 0 }_ 1 1 ) I

I In Mean Fıeld 1/ = -Q )

/ GC(T') CX  > .F =`> (X '51-

<- (M -› 2'. fi; = 5- «ff
Krıtıscher Exponent v

1 1..E<><fI"" :Ä-4."'*> R1 4/"

Zusammenfassung der Krıtıschen Exponenten des Isıng Modells:

Tlb ~2

62 1

l`F›)~\
im*

oz 1/ ` 17

šs-›s«s:°=-

|›-\Mean Fıeld
§_dKub Gıtterq=6 m4510 es 4
äl_Quad Gıtter q = 4 2 269 - =

2r"iıı±ııı

Man findet
ın MF)

2ß + 7 = 2 Scalıng Relation

0 (Sprung) -I 0
'ß 2: 0 04stetig

stetig
stetig

exakt ın d = 2, numerısch ın d = 3 und auch

o MF wird besser mit zunehmender Dımensıon (zunehmender Koordınatıonszahl)

r ıtıschen Dımensıon = 4 bei Isın keın BeweısVermutlıch exakt ab „obere kr g,

MF zeıgt oft zu starke Ordnung, zu starke Phasenubergänge (1 Ordnung statt 2 Ord-
nung, 2 Ordnung statt Crossover) TC zu hoch weıl Fluktuatıonen vernachlassıä wer-
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FW ..._ (J"J)...

o Annahme Die Freie Ener ie kann in einer Potenzreihe entwickelt werden

l'-siál) ~› .°.4. „if ß.4f/
O

0 Berücksichtige Sgmmetrien des Modelle'I

Beisgiel Isin¦Q=> Sxmmetrie M <-› -MA)
Ansatz:

ı~¬= F0+5,2zif2+541if4+ o(M6) (5.12)
 

hier nicht wichtig für krit. Verhalten

(Mit Magnetfeld entwickle mit ungeraden Potenzen von AIJ vernachlässige ab O (A15

Stabilität: a4 > 0 (sonst Minimum von F bei M -› oo)

F-5 ,F-fi
I I

Nav l .(32 = O

M M

k/

` |
(a)h=0 (b)h=Ü

,F4-; F-I:

li 'al < O / \ )

\_ )'

\ X/ )”
...^/1, M, ”vır 11/ M M

(C)h=0 _ (d)h#0

Abbildung 5.3: Freie Energie der Landau-Theorie für verschiedene Vorzeichen der Vorfakto-
ren.

Minimum von F bei ±M0:

O (L2>Ü-iflfg-Ü
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OG2<Ü-)M07éÜ

=> Phasenübergang bei ag = 0. Definiere ag = cígt I

5.4 Landau-Ginzburg Theorie

o Erweiterung von MF um räumliche Abhängigkeit d.h. Theorie m_i_t_ Fluktuationen.

0 Variable: „<I;(5:')“liann eine „fundamentale Variable“sein (Higgs-Mechanismus)
_ . '¬-'*. _. . 5 . . „be kl .oder Ergebnis einer Mıttelung der urseueghchen Variable (z.B. Spins) u r eine

Raumvolumina (kleiner als „Auflösungsvermögen“) (=> Eoße Abstände ie Lendee-
Ginzburg relevant)

Ansatz: Hamilton Dichte: HLG = %a2|V<I5|2 + -åμ2|<I>|2 + liÄ|<I>|4 - I-§6

QM *Juhu __
zr-,G = f 1><i'› @*.L_d3°= ß”~'-G('*”)

%ø-' H3
ähnlich wie Pfadintegral *ring /M, X .

a - -- charakteristische Länge 5-. ` g

Ä > 0- ~- für Stabilität ` `

Landau-Theorie bekommt man bis räumlich konst. Ö => |VfI5|2 = 0. ` _ n
-> zL(4›„) = 5" ff =›' @”w<°°> mit <1›ä= |<i'›|2

Beispiel für LG: 5

o Supraleitung

o Higgs-Mechanismus

51/75

_μ2 - ~- bestimmt Phase analog 0.2 bei Landau-Theorie (darf auch negativ sein? /ı f I
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