5 Mean Field (8 Mibkuluftdnihony ]

5.1 Mean Field fiir das Ising-Modell

=-J Z 5i8; —th,

<ij>
si8; = [(si — M) + M][(s; - M) + M] =

.M(s,—+aj)—M2+(.s,~ —M)(Sj - M

Wenn M =< s; > dann ist (s;—M)(s;— M) eine Korrelation der Fluktuatlon Diese wird Wernachléssigt! ’
Somit gilt: s;s; ~ M(s; +s;) — M~. 2. M? ist nicht von der Spinkonfig ’ anglg, jedoch

von der Temperatur und der SystemgroSe. Sie wird im fol enden

HxHyp=-J ¥ _M(si+s;)—h¥si=-3s MJ + h I
MF & (i +85) 21251. > si (g )
eff._Magnetfeld ggMolekularfeld

Mit der Koordmamonszahl\) 10 & : 4 ‘.,;‘ duadrnd 'z Yo .

‘ In H)ysr sind die Spins formal unabhéngig. Jedoch gilt zusitzlich die Konmtenzbedmgung_
(damit der vernachlassigte Term (Covarianz)

klein ist)
5.1.1 Magnetisierung imlsing-Modell mit Mean Field ,
3 Sje—BHMF 35 8; eBsilaM J+h] I s eBsilaM J+h)
; _ {s} _ 8j=%1 i#j si==%1
(SJ)MF = Z e—BHuMF — H E eBsilaM J+h]
{s} i si==%l1
2sinh(B(EI\«IJ+h))
,Z s esjﬁ[qMJ+h]‘
- 2 — tanh B(gMJ +h) = M
Ty oM Bl p=
sj==x1
2 cosh(B(gM J+h))

Somit erhalten wir die W
' M = tanh(B(gM.J +h)) [ (5.1)

Es gibt 3 Losungen (gei h =ﬁ )

1. M=0
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KAPITEL 5. MEAN FIELD

Abbildung 5.1: Lésungen bei h = 0

2. M= i:JUﬂ (nur wenn g EJ > 1)  (=Steigung des tanh bei M=0)

Zustandssumme: Z = 2V cosh(BqJM)N = ¢=3F
Z(M = My) > Z(M = 0) (weil Z(M = Mj) kleinere freie Energie). -->M=M_0 dominiert (exponentiell)

Te: wenn S.¢J = 1 dann gilt:
M i Mean Field Néherun%.
In Mean Field héingt ﬁJTu nur von g ab, jedoch nicht von der Gitterstruktur (z.B. Dimension).
Beispiel: kubisches Gitter (d = 3) und Dreiecksgitter (d = 2) haben beide g = 6.

—"% lrﬂ\I] xaE 2

| a|7y
1d Kette 211 0
2djquadr. Gitter 41 0.567...
3dlkubisches Gitter | 6 | 1 ~ 0.752...
4d hyperkubisch 8|1 1

e Niherung immer besser-beizunghmender Koordinationszahl

L3 ‘ e
(vermutiich) e Exakt oberhalb det%rifi?c‘her Dim@‘(zél fiir Ising <==> RG)

o
£

=M =M

e Tatsichlich: Mean Field wird besser bei kleinem &, d.h. weg von T,

" e Die Mean Field Ndherung erhélt man auch bei unendlicher Dimension oder auch bei
unendlicher Reichweite der Wechselwirkung.

h=0:
1. Grofie Koordinationszahl siehe Kasten H_MF
Hy==J ) 88;=-J) 8 Z sj~—qJMY s; =~ —qJM?  wiezuvor
<ij> i am wed i

~gM  =Naherung
2. Unendliche Reichweite - [m'€ »= mu“ ("”l“' J 7
Hint = —JZssj\,q———‘lZa, Zs] :—Tfl‘q{]]tfzsi

i;j#1 i ki
L
~(N-1)M

Der Faktor ¢ ist Konvention und der Faktor v wurde eingefiigt damit H nicht divergiert
Energie pro Platz)
(Energie p ‘diew

Mean Field Bsp aus Quantenmechanik: Vielteilchentheorie: DMFT (Dynamical Mcan Ficld Theory) enthalt Zeitabhangigkeiten !
(Mean Fie -> reale Materialien

--> Hartree Fock) & Kq.."hq /, ;‘ N W ﬁ‘b{ ( /‘..,/. VM /‘-” I/f( /
e e '{4“.'7.,‘-# ‘ogh. wad . S A(w)

Techwish schwiani « SsBbollms: 57 o0 ’4— Ale) > ' Solves *
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KAPITEL 5. MEAN FIELD

5.2 Bethe-Naherung

e Systematische Verbesserung von Mean-Field durch Hinzunahme weiterer Nachbarn

e Einfachste Variante (Bethe: Beriicksichtige nachste Nachbarn)

M, 6 M

g 18 &8
{L

Abbildung 5.2: Schema Bethe-Nédherung

K deoen (Aﬂ‘f:
q q
—J.‘S.QZEZ - hso—h'Zaj
j=1 =1

h'--. eff. Magnetfeld durch Spins auflerhalb des ,Clusters“: i’ = h+ (¢ — 1)M

Selbstkonsistenz: (sq) = (s (s l> M Nach Umformen erhilt man:

g7
_(cosh [B(J + ¥ )n 26K
_ cosh [B(J — y#

Bedingung fiir A’ und damit auch fiir M.
h=0:

Losung: MtO wenn (3 > 3, mit coth(B.J) =q¢—1

Bsp. d = 2 Quadratgitter

| Mean Field | Bethe | Exakt
Ble | 4 | 2.885... | 2.269...

0

e d.h. T, viel besser als mit urspriinglichen MF .

e Noch besser mit groflerem Cluster
Korrelationen

e Aber: die ¥rechserwirkme bei groflen Abstinden wird immer noch vernachlassigt:

dieselben krit. ExBonenten wie im urspmnghchen Mean Field ( I 4. /

5. 3 Mean Field als Variationsansatz

WN‘UI ,er

Nun welen wir durch Variation der freien Energie K0n51stenzgle1chungen der Mean Field
Theorie berechuen. cr‘.‘[{u
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KAPITEL 5. MEAN FIELD

5.3.1 Bogoliubov-Ungleichung

Bei beliebiger Aufspaltung der Hamiltonfunktion H = Hy + H, folgt

Z ¥, eBlHo+H)
5 Y, e PHo

Dama':-ist.ﬁer Erwartungswert einer Observablen in der Verteilung 0 gegeben. ,3f

S
Z &

sgle=), (5.2)

(O)O O(S)e—BHo(s)

Mathematisch gilt fiir eine reelle Funktion f(z) allgemein

= Konvey QL am e”

s. "Jensen's inequality"

beziiglich einer positiven Verteilung W (z) > 0. Damit ist

‘ZZ— 2 e—ﬁ(H1>o
¥ Hier: Nutze: exp(y) >= 1+y
und mit der Definition der freien Energie F' = —kgT In Z folgt die Nehme y = f(x) - < f(x) >

Bogoliubov-Ungleichung

F<F+ (H) (5.4)

Wenn man Hy so wililepkann, dass (F,)o <0 gilt, dann ergibt dies einebere Schrankdiir

die Freie Energie. Dies ist natiirlich nur dann niitzlich, wenn F;; berechenbar ist.

5.3.2 Anwendung fiir Mean Field

Wir wiahlen Hy nun so, dass die Variablen {s;} in Hy nicht miteinander, sondern nur mit

einem ,effektiven Potential® V({AVY/}) mit den Parametern {A\V/} wechselwirken.
Beispiel: Hy = 3, f(si,{A}) analogzum Paramagneten

Mean_Field erhélt man, wenn man die Parameter {\} so variiert, dass die freie Energie

Foar({A}) = Fo({A}) + (H1({A})), minimiert wird.

- obove SArenlt /.. F

Beispiel: Ising

Wir withlen Hy = '&i s; (Paramagnet) mit der Zustandssumme

Zy= Z e PAHo — H ( Z e_ms) = (200sh(@)N

{s;=%1} i s=%1

wobei N die Gesamtanzahl der Spins darstellt. H; ergibt sich dann entsprechend der Auf-

spaltung von H zu
2= g 1 s 4N T o5
(i7) i
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KAPITEL 5. MEAN FIELD

mit den Erwartungswerten:

(8j)g = - = tanh(BA)
(si8i)g = (si) (87)o = tanh(BA)*

i#]
wird daraus

(Hi)o=—J N% (tanh(BA))2 + (A — h)N tanh(B)) (5.6)

N’
#Paare(ij)

B

Foar(A) # N [—lln& cosh(B\) — J% tanh(8A)2 + (A — h) tanh(8)) (5.7)

Nun wird die freie Energie minimiert

" OF, var

0 =% .. N
Amin — h = q.J tanh(BAmin) | = _ AARDE (5.8)

N ; PN
B—ln[?cosh(ﬂ/\mm)] - 2qJ()\mm h)

Die Magnetisierung (pro Platz) ergibt sich aus der freien Energie

_l OFyar % oF, var Q
N oh oA oh
Ny e’

=0 bei Amin
min
S (5.9)
Gleichung 5.9 eingesetzt in 5.8 fiithrt zu der
Mean Field Gleichung ( /

|M = tanh [B(¢JM + h)] . Wit dawr . (5.10)

Selbes Ergebnis wie zuvor wegen der Wahl
von H_0 : Paramagnet

5.3.3 Korrelationsfunktion im Mean-Field Variations-Ansatz

Eine Skizze der Herleitung:

VARSI
e Fiihre ortsabhédngige Magnetfelder h; ein
o 1 6*F )
Ge(i—j) = —EM (siehe Kap 2)
_ 19(s3)
B 0Oh;

46 / 76


evertz
Typewriter
Selbes Ergebnis wie zuvor wegen der Wahl
von H_0 : Paramagnet


KAPITEL 5. MEAN FIELD

e Variationsansatz mit ortsabhingigen h; und \(?)
Minimiere Fqp )

- - il L 17 Y tanh(3d),) auly (5'-1’}

— e o=
NN von 1

< Magu'jﬁh%%% —>---—>(s;) ét_anh[ﬁ(hi+.f Z (8] 4.‘[1 ()‘J/

jin () =

Dies ist ein_System von gekoppelten Gleichungen

e Losung bei kleinen h; und nahe bei T
Dort sind die Magnetisierungen (s;) klein und es folgt mit der Niherung tanh(z) ~ z
ein System von linearen Gleichungen

o Losung dieses Gleichungssystems durch Transformation in den Impulsraum
Fiir T > Te:

1

d
1- QﬁJZcos(pg)
=
]‘W
wie €

— = Gep) =

Mit der Niherung fiir kleine p; (also kleine |p]2 d.h. groBe Abstinde im Ortsraum)

.
cos(y) = 1 5
5 & 1 i 8J
I P .. J—— t 2=
S BJ 1+ pPe? =1 q8J
| S a5
FFT von e~ ¢ =0 bei ¢ von MF ﬁ;-'ﬂ
Fiir T < T,: ahnlich, hier aber nicht ausgefiihrt.
5.3.4 Kritische Exponenten iffi Mean Field
gﬂ% (Ising) Folgen aus: M = tanh (B (¢gJM + h)] rni
Bei h=0 ”
sla Kritisches Verhalten von M “«

T—-0:M-—=+1

T T,: M| <1,8Jg=1

~Y)
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Magnetisierung im Mean Field nahe T.:

.y
’
1 .
M=t\/§(1+t)(—t§2! —v'(-ff (5.11)
" F' Kritischer Exponent ,,3“= —é (unabhéingig vom Gitter)

Korrekts
J' thk‘: e 1d: kein Potenzverhalten A
e 2d: 8 = } (Quadratgitter, exakt bekannt) A
e 3d: B~ & (Kubisches Gitter)
e >4d: B~ % !

-

2. Kritisches Verhalten von e (t‘/ ¥ %
1-M?2

FO]gt&%XzQ#::mr) a

e T>T.: M —0: xt'7—>fy—1 }d

o IS T.: M~ /-3t >x~ Y =>4 =1

rn Mean Fleldu_J x bes i“r G fq(‘v 2 A{Qw .
Korrekt J’ L‘ mr‘

e 1d: kein Potenzverhalten A

e2:y=v=14
e3d:y=7~124 }

2. itisches Verhalten der spezifische Wirme c
Folgt aus ¢ g% 8 1

E= <H>——JZ<st><s,>_—£qJM2

<ig> MF
= i = 1 L — —aJ pr2
> Innere Energie pro Platz u Nh_r*no0 v <H> =M c AN
« T>T: M~ 00=0 5 ¥ 7
o T<T.: M~ V=3t(0= 3 st ™ ,SF g

In Mean Field: Sprung in der Warmekapazitit (d.h. Phaseniibergang erster Ordnung?!) 1

[Ip2Mean Field a =0 I {A o, -
Korrekt: c ist stetig und hat Phaseniibergang 2. Ordnung in d > 2 f’  : ‘Qzl 2 ‘L




KAPITEL 5. MEAN FIELD

4.
aus Kapitel 5.3.3.:
> Tc : éc (ﬁ') = 'E)
jo 25J[Z cos(py)
=1
p=(p,p2,...)
t= !.:-'3' £ TI-,
\{/ 7] klein : G, (p) ~ % W | ¢ (3
| =)Te T tff) =9
#(<%) . ( e ]M
£2 = BJ  BJ
-~ 1-q¢8J 1-%

Kritischer Exponent 7: g = = : ] .-%-
» ) 4
A £

@ist so gewéhlt, dass er in MF = 0.

Jor L+ Clr) x mgye> F => el o i)

[IoMeanField n=0] &&= (§we0 g)c:(ﬁ')z;—li'l")
) ¢

Kritischer Exponent v L—

G,
»
L
‘\
?
<SS
b
N

£ o It >/ wnr

In Mean Field v = L

Zusammenfassung der Kritischen Exponenten des Ising Modells:

| *ae| B8] 4| ol v| n

Mean Field 9 3= % 1 | O (Sprung) 5 0
3d Kub. Gitter g =6 | ~4.510 ~ 2| ~1.24 stetig | = 0.63 | = 0.04
2d Quad. Gitter ¢ =4 | 2.269... % = % % stetig 1 %
. stetig o =

1d q= 2 770“ 570“ ”1
=

Man findet: a + 28 + v = 2 ,Scaling Relation®(exakt in d = 2, numerisch in d = 3 und auch
in MF) -

e MF wird besser mit zunehmender Dimension (zunehmender Koordinationszahl)

e Vermutlich exakt ab ,oberer kritischen Dimension®“(= 4 bei Ising, kein Beweis)

® MF zeigt oft zu starke Ordnung, zu starke Phaseniiberginge (1. Ordnung statt 2. Ord-
nung, 2. Ordnung statt Crossover), T, zu hoch weil Fluktuationen vernachlé',ssi}t wer-
den. .
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Lesdan - Ansel} ﬂ/ o
AF Veriohinesausolt

5.3.5 Landau-Theorie

3 ¥ |(Ersetzen von
K, = (33Y

lambda_min mittels M)

F &

e Annahme: Die Freie Energie kann in einer Potenzreihe entwickelt werden (mishisinnmes

kagekt).

e Beriicksichtige Symmetrien des Modells,

Beispiel Ising@=> Symmetrie M < —M

Ansatz:

F = Fy+axM? +a;M* +
—_— e ANy »

=) " A. .“{ M!

(5.12)

— e’
hier nicht wichtig fiir krit. Verhalten

(Mit Magnetfeld entwickle mit ungeraden Potenzen von MS vernachlissige ab O (M?)).

Stabilitdt: ag > 0 (sonst Minimum von F bei M — o0)

yF-F  F-Fo
az>0 ’az e O
M M
(@) h=0 (b) h=0
y F-F y F-F
a,< () /
/ /
/Mo /) / /
Nk M NS

(c) =10

(d) h #0

: "
Abbildung 5.3: Freie Energie der Landau-Theorie fiir verschiedene Vorzeichen der Vorfakto-

rem.

Minimum von F bei £Mj:

e ay>0—My=0
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® a; <0— My#0

=> Phaseniibergang bei as = 0. Definiere as = dst , (folgt auch aus (5.8) )

5.4 Landau-Ginzburg Theorie

e Erweiterung von MF um rdumliche Abhéngigkeit d.h. Theorie mit Fluktuationen.

-

* Variable: ,®(Z)“kann eine ,fundamentale Variable“sein (Higgs-Mechanismus)
oder Ergebnis einer Mittelung der urspiinglichen Variable (z.B. Spins) iiber kleine
Raumvolumina (kleiner als ,Auflésungsvermogen®) (=> grofe Absténde in Landau-

Ginzburg relevant)

Ansatz: Hamilton Dichte: H ¢ = 3a® V2 + 112182 + INB|* - hd
L
4‘9}("4 ~ Soomg N
Zo=  [pE e Lfzomed
ahnlich wie Pfadintegral «w» owg / MI I‘a Nq -

« - - - charakteristische Lange -~

*
442+ bestimmt Phase analog ap bei Landau-Theorie (darf auch negativ sein) /l‘ A

A > 0--- fiir Stabilitat

Landau-Theorie bekommt man bée riumlich konst.  => |V$|2 = 0.
-> Zy (@) = e~ J T FHLc(®0) it 92 = |2

Beispiel fiir LG:
e Supraleitung

e Higgs-Mechanismus
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