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1.1 Umfeld

Die fundamentalen Kräfte der Natur werden erfolgreich durch Theorien mit
lokaler Eichinvarianz beschrieben. Die erste Eichtheorie war die Maxwellsche
Elektrodynamik. Sie ist als Grenzfall in der quantenfeldtheoretischen QED
enthalten, die wiederum ein Teil des auf der Eichgruppe SU(2)®U(1)
beruhenden Glashow-Salem»-Weinberg-I*/Iodells der elektroschwachen Wechsel-
wirkung ("Standardmodell") ist [1]. Die starke Wechselwirkung wird durch
die unter lokalen SU(3)-Eichtransformationen invariante QCD beschrieben [2].
Auch die allgemeine Relativitätstheorie kann als eine gegenüber lokalen
Koordinatentransformationen invariante Eichtheorie aufgefaßt werden.

Die bisherigen Erfolge dieser Theorien beruhen meist auf perturbativen
Rechnungen mit Störungsentwicklungen in der Eichkopplung. In der QED
kann man etwa das anomale magnetische Moment des Müons mit bemerkens-~
werter Genauigkeit ausrechnen. Die perturbative QCD beschreibt korrekt z.B.
das Auftreten von Jets in e1`e“"-Annihilationen bei hohen Energien. Das
Standardmodell der elektroschwachen Wechselwirkungen sagte richtig die
Existenz und Stärke des neutralen schwachen Stromes und der Paritäts-
Verletzung in der tiefinelastischen Elektron--Deuteron-Streuung, die Größe der
Asymmetrie in der Reaktion e+e"" -~> μ+μ"', sowie vor allem die Existenz der
Eichbosonen W und Z mit den experimentell bestätigten Werten der Massen
voraus [3]. Zur Erzeugung dieser Massen dient im Standardmodell der
zunächst quasiklassisch und perturbativ formulierte Higgs-«Mechanismus [4].
bei dem mit Hilfe skalarer Materiefelder die Eichbosonen massiv werden.

Eine Reihe von Phänomenen ist perturbativen Rechnungen jedoch nicht
zugänglich. Hierunter sind das bei großen Abständen (~ 1 Fermi) in der QCD
auftretende Confinement, Bindungszustände (z.B. von Quarks in der QOD) bei
starken Wechselwirkungen und eine sehr wünschenswerte vollständige, nicht
nur quasiklassische Analyse des 1-liggs-Mechanismus. Die Grundlage für nicht-~
perturbative (und eichinvariante) Untersuchungen ist die sehr elegante von
Feynman formulierte Pfadintegraldarstellung [5] der Quantenfeldtheorie. Sie
ist zu der kanonischen Formulierung äquivalent. Bei formaler Entwicklung des
Pfadintegrals nach Potenzen von h ergibt sich die Schleifen-Entwicklung der
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Störungstheorie. Auch das Pfadintegral bedarf, wie andere Formulierungen
der Quantenfeldtheorie, für eine korrekte Definition der Regularisierung.
Hierzu wird es, nach Übergang zu euklidischer Raum--Zeit, auf einem
4-dimensionalen Raum-Zeit-Gitter definiert. Dies führt auf die von Wilson 1974

[6] eingeführten Gittereichtheorien [7 1. Sie benötigen keine Eichfixierung
und sind deshalb manifest eichinvariant. Allerdings wird dabei die
kontinuierliche Symmetrie der euklidischen Raum-»Zeit durch diskrete
Symmetrien des Gitters angenähert. Gittereichtheorien haben formal große
Ähnlichkeit mit Systemen der statistischen Physik, so daß deren Unter«
suchungsverfahren vorteilhaft herangezogen werden können.

Zur Erkundung der Eigenschaften von Gittereichtheorien dienen sowohl
strenge Beweismethoden wie auch approximative Verfahren. Neben Hoch« und
Tieftemperaturentwicklungen erweisen sich dabei vor allem Approximationen
des Pfadintegrals mittels einer Marko¬v-»Kette von Feldkcnfigurationen als sehr
erfolgreich. Zur Generierung solcher I{onfigurations-Ensembles dienen Monte-~
Carlo (MC) Simulationen [8]. z.B. mit Hilfe des auch in dieser Arbeit
verwendeten Metropolis»-Algorithmus [9]. Ziel von Rechnungen auf Gittern
bleibt es, Aussagen über die Physik des Kontinuums zu machen, also den
Gitterabstand a letztendlich in einem Kontinuumslimes gegen Null gehen zu
lassen.

L Große Erfolge feierten die Gittereichtheorien zunächst vor allem bei

perturbativ nicht zugänglichen Problemen in der QOD [10] : Numerische Evi-
denz für das Confinement der Quarks konnte gefunden werden; berechnete
Hadronmassen zeigen grobe Übereinstimmung mit den experimentellen
Beobachtungen; die Berechnung eines von Null verschiedenen Quark»
kondensats bestätigte die bisherigen Hypothesen über spontane chirale
Symmetriebrechung, und bei hohen Temperaturen wurde die Existenz eines
Deconfinement-Übergangs gezeigt [11]. Die meisten dieser Rechnungen hat
man allerdings in der Approximation statischer Quarks durchgeführt, da die
Berücksichtigung dynamischer Fermionen wegen der Pauli-»Statistik numerisch
äußerst aufwendig ist.

Gittereichtheorien mit gekoppelten Eich«- und skalaren Materiefeldern, die
Gitgtgrgfiigggsflßiodelle,, haben in den letzten Jahren immer mehr an Bedeutung
gewonnen. Solche Modelle gestatten es unter anderem, den für das Standard»
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modell der elektrcschwachen Wechselwirkung unabdingbaren Higgs-Mechanis--
mus ohne die Einschränkungen perturbativer Rechnungen zu studieren. Im
Gegensatz zu Theorien mit Fermionen konnten I¬Iiggs--Modelle stets als
vollständige Systeme aus Eichfeldern und dynamischen skalaren Materiefel-
dern behandelt werden. Ihre Formulierung auf dem Gitter [12,13] und die
Methoden der numerischen Behandlung [7 J bereiten keine Probleme. Die
ersten grundlegenden Untersuchungen waren analytischer Art [12--17]. Eine
solche Untersuchung gibt es auch für die Eichgruppe SU(2)®U(1) [18].

Später wurden die Phasendiagramme (im Raum der Kopplungskonstanten)
einer ganzen Reihe von Higgs-»Modellen mit numerischen Methoden bestimmt,
unter anderem für Grenzfälle der vierdimensionalen U(1)~› und SU(2)-Higgs-
Modelle [19,20l. Die Ergebnisse dieser Rechnungen waren die Grundlage für
weitergehende Untersuchungen, vor allem solcher Higgs-Modelle, die für das
Standardmodell wichtig sind. (Einen ausführlichen Überblick findet man in

[21].) Die Phasenstrukturen und Higgs-Phasenübergänge wurden in Monte-
Carlo-~Rechnungen genauer erforscht [Z2--33], die Natur der auftretenden
Phasen analytisch [3-fl»-43] und numerisch [32,4i.-48] untersucht und die
Spektren in einigen Gebieten dieser Phasen mit MC-»Rechnungen bestimmt

[32,49-54]. Auch Higgs-«Modelle bei endlicher Temperatur (T > 0) wurden
analysiert [16,55,23,28,56-58]. Dabei leisteten die in der vorliegenden Arbeit
beschriebenen Untersuchungen [30,45,46,52-54,58] wichtige Beiträge. Es gibt
auch analytische Überlegungen [59-~63] zum Kontinuumslimes der I-Iiggs-~
Modelle, sowie erste noch sehr explorative numerische Ansätze zur
Renormierungsgruppenstruktur [64 ] .

Es bestehen berechtigte Hoffnungen, daß die Untersuchungen der Higgs-
Modelle auf dem Gitter zur weiteren Vertiefung des Verständnisses der
Quantenfeldtheorie und in der Zukunft auch zu Ergebnissen von phänomeno-
logischer Relevanz führen werden.
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L2 Motiratiea

Beweggründe für die in dieser Arbeit beschriebenen Untersuchungen von
Higgs-Modellen auf dem Gitter entstammen drei verschiedenen Problem-›~
kreisen: dem Standardmodell der elektroschwachen Wechselwirkung, der
konstruktiven Feldtheorie, sowie der Kosmologie.

Das Standardmodell der elektroschwachen Wechselwirkung [1] beruht auf
lokaler Eichinvarianz unter der Gruppe SU(2)®U(1). Unverzichtbarer Teil

6116868 MOCIG1-18 3181"» dsl“ der Erzeugung von Vektorboson-~
Massen [3] Er ermöglicht es, unter anfänglicher Wahrung der lokalen
Eichinvarianz massive Eichbosonen W und Z zu beschreiben. Gleichzeitig
bleibt die Theorie renormierbar [65].

W Das zu diesem Zweck postulierte skalare Feld erhält im l-Iiggs-Mechanismus
«in semiklassischer Approximation und bei fixierter Eichung« einen
nichtverschwindenden Erwartungswert, der dann zur Grundlage von
störungstheoretischen Betrachtungen gemacht wird. Wegen des Auftretens
dieses Vakuumerwartungswertes ist der Higgs-»Mechanismus inhärent nicht-~
perturbativ. Der skalare Sektor ist derjenige Teil des Standardmodells, über
den experimentell und theoretisch am wenigsten bekannt ist. Die Masse mH
des I-Iiggs-Teilchens ist im Standardmodell eine unbestimmte Größe, zu der
perturbativ nur grobe Schranken existieren. Falls mH größer als etwa 1 TeV
sein sollte, bricht die störungstheoretische Behandlung zusammen

[60-63,66-69]. Zum Studium des Higgs-Mechanismus eignet sich deswegen
hervorragend die nichtperturbative und eichinvariante Gitterformulierung der
Theorie.

Die einfachste Lagrangedichte des vollen SU(Z)®U(l)-Modells enthält schon
vier Kopplungskonstanten. In dieser Arbeit wird daher als Baustein des vol»
len Modells das SU(2)--I-liggs-~Modell untersucht, das dem Higgs~›-Sektor des
Standardmodells entspricht, und als formal analoges Modell, mit U(1)--
Symmetrie, das U(1)-~Higgs-~Modell. In beiden Modellen tritt ein Higgs-
Phaseniibergang auf. Im U(1)-I¬Iiggs--Modell begrenzt er eine Coulomb--Phase.
Dort besteht deshalb die Möglichkeit, am Higgs--Phaseniibergang die Erzeu-~
gung von Vektorboson~›-«Massen auf nichtperturbative Weise zu untersuchen.
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Da Fermionen am Higgs--Mechanismus nicht beteiligt sind, können sie
unberücksichtigt bleiben. Erst dadurch werden die untersuchten Modelle mit
numerischen Methoden der Gittereichtheorien effektiv behandelbar.

Eines der interessantesten Probleme bei der Analyse des Higgs--Mechanis--
mus entsteht durch die Trivialität der cp*-Theorie, in die das Standardmodell
im Grenzfall verschwindender Eichkopplung übergeht. Durch zahlreiche analy-~
tische [70,71] und numerische [72] Untersuchungen ist es inzwischen fast
sicher, daß die renormierte Kopplung )\,.„„ in dieser asymptotisch nicht freien
Theorie bei unendlich großem Abschneideparameter (bzw. verschwindender
Gitterkonstante) in 4 Dimensionen Null ist.

Eine wichtige und noch ungeklärte Frage ist nun, ob die Trivialität der
q:›"'“--Theorie auch durch Ankopplung von Eichfeldern nicht verhindert werden
kann, und ob sie sich auf das Standardmodell übertragen würde. In der
renormierten Theorie würde dann die Kopplung zwischen Eichfelclern und
skalaren Feldern verschwinden. Am einzigen bisher bekannten Renormie-
rungsgruppen-Fixpunkt des SU(2)-I~Iiggs--Modells, dem Gaußschen Fixpunkt
der freien Theorie, bestehen Anzeichen für ein solches Verhalten [59]. Dies
würde eine gründliche Umarbeitung der heutigen Vorstellungen über den
I~Iiggs--Mechanismus erfordern.

Wenn sich die Trivialität nicht übertragen sollte, erweckt aber anderer-
seits die Möglichkeit, daß die renormierte epi*-Theorie einen freien Parameter

weniger besitzt als die nackte Theorie, auch die Hoffnung, daß im Standard-
modell der renormierte Wert der I-Iiggsmasse festliegen und durch nichtper-
turbative Rechnungen bestimmbar sein könnte.

Zur Klärung dieser sehr interessanten und im Rahmen perturbativer
Überlegungen nicht lösbaren Probleme im Standardmodell ist eine nicht-~
perturbative Charakterisierung des I-Iiggs--Mechanismus unentbehrlich. Dazu
dient auch die Untersuchung der Massen des Higgsbosons und von
Eichbosonen, in der Nähe des für einen Kontinuumslimes nötigen Higgs-~
Phasenübergangs.
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In der konstruktiven Feldtheorie sind Systeme mit gekoppelten Eich» und
Materiefeldern von großem Interesse. Die Charakterisierung der Phasen dieser
Systeme ist z.T. analytisch noch nicht gelungen [43]. Zur konstruktiven
Formulierung von Quantenfeldtheorien (QFT) muß die Gitterregularisierung
herangezogen werden. Daher ist es natürlich, solche Systeme nicht nur
analytisch, sondern auch numerisch zu studieren. Beide Methoden ergänzen
sich in der Regel, so daß ihre gemeinsame Anwendung zu einem wesentlich
besseren Verständnis der QFT führen kann.

Ein wichtiges Problem in der QFT (mit Auswirkungen z.B. auf die QOD) ist
es, Confinement dann zu beschreiben, wenn dynamische Materiefreiheitsgrade
anwesend sind. Im Falle einer reinen Eichtheorie kann die Energie zwischen
zwei voneinander separierten äußeren Ladungen, die mit wachsendem Abstand

ins Unendliche ansteigt, als Oonfinement-«Kriterium benutzt werden [6]. Sind
hingegen dynamische Materiefelder anwesend, so wird nach Erreichen einer
genügend großen Energie immer Paarerzeugung und damit Hadronisierung
stattfinden, so daß die Energie des Gesamtsystems bei weiterer Separierung
nicht mehr unbeschränkt wächst [12,13,73]. Deshalb kann man das einfache
Confinement-«Kriterium des mit zunehmendem Abstand unbeschränkten Wachs»
tums der Energie zweier Ladungen hier nicht mehr verwenden. Diese wie
auch andere Auswirkungen dynamischer Materiefelder hängen nicht mit ihrem
Spin zusammen. Sie können daher schon an den einfachsten Systemen,
denjenigen mit skalaren, bosonischen Feldern studiert werden, also im
Rahmen von I-liggs--Modellen.

Zu den bemerkenswertesten Eigenschaften der beiden untersuchten Modelle
gehört das Auftreten von Confinement und Higgs-Mechanismus innerhalb der»-›
selben Phase [12--14l. Diese beiden in früheren Betrachtungen im Kontinuum
völlig getrennten Phänomene können daher zueinander in Beziehung gesetzt
[12,16,40,74-~76l und gemeinsam analysiert werden. Es gibt keinen lokalen
Ordnungsparameter, der zwischen Higgs-«Mechanismus und Confinement unter-
scheiden könnte. (Der in der (pi--»Theorie ohne Eichfelder zur Definition der
Symmetriebrechung verwendete Erwartungswert <<p> ist in der eichinvarianten
Formulierung identisch Null [17,40,43].) Wegen der Verbindung von
Confinement und Higgs--Mechanismus kann man auch im Higgs-Gebiet der
Oonfinement--Higgs-~Phase ein reiches Teilchenspektrum vermuten.
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lm U(1)-~Higgs--Modell gibt es zusätzlich zur Confinement-Higgs--Phase noch
eine Coulomb-~Phase mit freien Ladungen. Dies ermöglicht es, die Unterschiede
zwischen Phasen mit freien Ladungen und solchen mit Confinement exempla-~
risch zu studieren und Ordnungsparameter zu suchen, die (auch bei Anwe-~
senheit dynamischer Materiefelder) zwischen diesen Phasen unterscheiden

[35--39,41,4~3-~47 l .

Die Gitterregularisierung ist natürlich auch für die konstruktive
Feldtheorie nur ein Zwischenschritt auf dem Wege zur Beschreibung einer
Kontinuumstheorie. Geht die Gitterkonstante gegen Null, so werden physika-~
lisch endliche (Korrelations--)längen in Gittereinheiten unendlich, d.h. Massen
in Gittereinheiten werden Null. Ein Kontinuumslimes kann deswegen nur an
einem Phasenübergang (PÜ) von mindestens 2. Ordnung durchgeführt werden.
Damit besteht auch aus diesem Blickwinkel großes Interesse an den Phasen-~
Übergängen der Theorie und deren Ordnung, ebenso wie an dem Verhalten
von Massen in ihrer Nähe.

Für die Kosmologie sind physikalische Phänomene bei sehr hohen Tempera-
turen, wie sie bei der Expansion und Abkühlung des Universums nach dem
Urknall aufgetreten sind, sehr wichtig. Man nimmt an [77-80], daß bei Tem-
peraturen weit oberhalb der Skala der elektroschwachen Wechselwirkung noch
kein Higgs-Mechanismus stattfand und daher die Eichbosonen W, Z und 'y alle
masselos waren. Damit hatte das frühe Universum andere thermodynamische
Eigenschaften als bei tieferen Temperaturen. Ein perturbativ vorhergesagter
nachfolgender Phasenübergang zu einer Phase mit aktivem Higgs--Mechanismus

[77-~80] ist die Grundlage der sehr erfolgreichen Theorien eines inflationären
Universums [81]. Für die Berechnung der Entwicklung des Universums und
den Vergleich der Konsequenzen mit experimentellen Beobachtungen ist es
deshalb sehr wichtig, möglichst exakt zu wissen, bei welcher Temperatur der
Higgs-»Mechanismus einsetzt und von welcher Art der entsprechende Über-
gang ist. Solche Fragen verlangen Untersuchungen mit nichtperturbativen
Methoden.
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In dieser Arbeit berichte ich über Untersuchungen der Eigenschaften von
zwei Modellen mit gekoppelten Eichfeld- und skalaren Materiefeld-Freiheits-
graden, dem U(1)-I~Iiggs-- und dem SU(2)-Higgs--Modell. Das 2. Kapitel beinhal--
tet die Grundlagen der weiteren Untersuchungen. Nach Rekapitulation des
Higgs--Mechanismus im Standardmodell im Kontinuum und der dort auftreten-
den Probleme beschreibe ich die Modifikationen, die sich durch eine eichinva-
riante Formulierung der I¬Iiggs--Modelle auf dem Gitter ergeben. Die Vorstel--
lung der untersuchten Gittersysteme, ihrer Grenzfälle sowie bisher bekannter
Eigenschaften im Lichte lokaler Observabler schließen sich an. Kapitel 2.6
enthält neue Ergebnisse zur Ordnung der Higgs-Phasenübergänge l30,52].

Eine genauere Charakterisierung der Phasen der I-Iiggs--Modelle ist mit
Hilfe von eichinvarianten Zweipunktfunktionen möglich, die auf den I¬Iiggs-
Phasenübergang sehr empfindlich reagieren und deren physikalische Inter-›~
pretation das Geschehen am Übergang physikalisch anschaulich werden läßt.
Die Zweipunktfunktionen erlauben auch die Formulierung neuer Oonfinement-›
Kriterien. Aus dem Blickwinkel der Feldtheorie behandele ich im 3. Kapitel
hierzu analytische Ergebnisse, darüber deutlich hinausgehende numerische
Evidenzen sowie deren physikalische Interpretationen [45,46].

Im Zusammenhang mit dem Standardmodell sind vor allem Massen von Teil-
chen und ihre Abhängigkeit von den Kopplungskonstanten wichtig. Entspre--
chende Rechnungen in beiden Modellen [52--54] in der Nähe der Higgs-~
Phasenübergänge (bei Kopplungen, für die Übergänge zweiter Ordnung
erwartet wurden), beschreibe ich im 4. Kapitel. Auch einige Bemerkungen zum
Kontinuumslimes des SU(2)~«-Higgs-Mode1ls finden sich dort.

Rechnungen, die das Verhalten eines Modells bei endlicher Temperatur
bestimmen sollen, müssen auf asymmetrischen Gittern und damit getrennt von
den übrigen Untersuchungen durchgeführt werden. Im 5. Kapitel berichte ich
über solche Rechnungen für das SU(2)--Higgs~›-Modell [58], besonders über die
dabei gefundene sehr interessante Veränderung des I~liggs-~Phasenübergangs
bei endlicher Temperatur.

Das 6. Kapitel enthält Schlußbemerkungen.
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Das U(1)-Higgs-Modell und das SU(2)-Higgs-Modell, mit skalaren Feldern in
der fundamentalen Darstellung der Eichgruppe, werden in dieser Arbeit
mittels Monte-~Carlo-«Rechnungen auf Gittern der Größen 83'16 bis 16"
untersucht. Diese Untersuchungen dienen der nichtperturbativen Analyse des
Higgs--Mechanismus. Dabei betrachte ich drei Themenkreise ausführlich :

Erstes Untersuchungsgebiet sind die Eigenschaften von eichinvarianten
Zweipunktfunktionen. Ihr exponentieller Zerfall führt auf eine neue Größe, die
Abschirmenergie μ. Zusammen mit Wegner-Wilson--Schleifen gestatten die Zwei-~
punktfunktionen, zwei Ordnungsparameter zu definieren, die als Oonfinement-
Kriterien dienen. Sie unterscheiden auch bei Anwesenheit von dynamischen
Materiefeldern zwischen der Coulomb-*Phase mit freien Ladungen und der
Oonfinement-Higgs-»Phase mit Abschirmung von Ladungen. Einer dieser
Ordnungsparameter entspricht einem Vorschlag von Fredenhagen und Marcu,
der zweite wird durch die Analyse von μ, neu gewonnen.

Im U(1)-I-Iiggs»-Modell stehen die numerischen Ergebnisse für die Ord-
nungsparameter voll im Einklang mit den theoretischen Ergebnissen und Er-
wartungen. Sie zeigen die Existenz geladener Zustände in der Ooulomb-Phase
und das Einsetzen von Abschirmung im I~Iiggs~Gebiet. Das Verhalten der Ord-~

nungsparameter kann mit Hilfe heuristischer physikalischer Bilder interpre--
tiert werden, die zu Wasserstoffatomen bzw. Positronium-Teilchen analog sind.

Bei der Analyse des SU(2)-~Higgs-Modells zeigt sich im I~Iiggs-»Gebiet das
erwartete Verhalten der Ordnungsparameter. Dagegen ist im
Confinement-Gebiet auch auf dem größten verwendeten Gitter noch kein
asymptotisches Verhalten erreichbar.

Zweites größeres Untersuchungsgebiet sind die Spektren neutraler
Zustände in den beiden Higgs--Modellen. Im U(1)--I~Iiggs-Modell sind in der
Coulomb-Phase drei verschiedene Zustände erkennbar. Das Photon ist
masselos, in Übereinstimmung mit bisher unbestätigten Erwartungen. Daneben
existieren in der Coulomb--Phase massive skalare und Vektorboson-Zustände.
Dies sind neutrale gebundene Zustände von geladenen bosonischen Teilchen,
analog zum Positronium in der QED. Im I¬Iiggs~›-Gebiet der Confinement-I~Iiggs-
Phase gibt es das massiv gewordene Photon und das I-Iiggs-Boson. Ein
weiterer Vektorzustand mit einer vom Photon deutlich verschiedenen Masse
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ist hier nicht unterscheidbar. Diese Ergebnisse bestätigen qualitativ die
durch perturbative Rechnungen gewonnenen Vorstellungen über das
Spektrum der skalaren QED.

Im SU(2)--Higgs-Modell werden die Higgsmasse mH und die Vektorboson-~
masse ml., in der Nähe von 3 auf der Higgs-Phasenübergangsfläche liegenden
Punkten bestimmt. Die Massen zeigen nur eine schwache Abhängigkeit von
der quartischen Selbstkopplung )\ und von der Eichkopplung ß, variieren
aber stark mit dem dritten Kopplungsparameter, dem Ilopping-Parameter ıc. Am
Phasenübergang hat mH ein scharfes Minimum, während mw stark abfällt, aber
oberhalb von einer halben inversen Gitterkonstanten bleibt. Das Massen-
verhältnis mH/mw wächst schon kurz oberhalb des Übergangs über 1 hinaus.
Diese Erkenntnisse werden in der Zukunft zur Bestimmung der Werte der
Kopplungsparameter dienen, bei denen das SU(2)--Higgs--Modell auf dem Gitter
am besten die Kontinuumstheorie approximiert.

Die I-Iiggs-Phasenübergänge zeigen auf großen symmetrischen Gittern an
allen untersuchten Stellen Anzeichen für Übergänge 1. Ordnung, was einen
Kontinuumslimes an diesen Stellen verhindern würde. Eine eindeutige Schluß»
folgerung hierüber ist jedoch zur Zeit noch nicht möglich.

Drittes Untersuchungsgebiet ist das Verhalten des Higgs--Phasenübergangs
im SU(2)-Higgs-~Modell bei endlicher Temperatur. Die dazu durchgeführten
Monte--Carlo»--Rechnungen ergeben, daß der I-Iiggs-Übergang bei genügend
hoher Temperatur sehr schwach ist und vermutlich in ein "Crossover" über-
geht. Dabei verschiebt sich seine Position etwas zu höheren Werten des
Hopping-Parameters hin. Diese Verschiebung bedeutet, daß das Modell in der
Higgs--Phase mit festen Kopplungskonstanten bei Erhöhung der Temperatur
dieses "Crossover" durchläuft. Dies entspricht dem von Kirzhnits, Linde und
Weinberg aufgrund von perturbativen Rechnungen vorhergesagten Phasen»
übergang, bei dem nach dem Urknall die Massen der Vektorbosonen entstan-
den sind. Zur Klärung der physikalischen Bedeutung der Abschwächung des
I~Iiggs-Phasenübergangs, die bei perturbativen Rechnungen nicht festgestellt
wurde, sind noch weitere Untersuchungen nötig.

Detailiertere Zusammenfassungen gebe ich in den Kapiteln 2.6, 3.7 und 5.3
sowie am Ende der Abschnitte 4.2 und 4.3.
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2. of

In diesem Kapitel werden die untersuchten Modelle eingeführt. Als Bezugs-
punkt für die in nichtperturbativen Gitterrechnungen erzielten Ergebnisse
rekapituliere ich in Kap. 2.1 den l¬Iiggs-Mechanismus für das Standardmodell
im Kontinuum und seine Probleme. Zur Vorbereitung der Gitterformulierungen
gebe ich dann in Kap. 2.2 eine eichinvariante Darstellung des Higgs-
Mechanismus, wodurch schon die Modifikation einiger üblicher Vorstellungen
nötig wird. Die Definition der im folgenden untersuchten Gittermodelle
schließt sich an. Mit Hilfe von Grenzbetrachtungen ergeben sich in Kap. 2.4
die qualitativen Phasendiagramme der Modelle. In Kap. 2.5 fasse ich von
früheren Arbeiten her bekannte Eigenschaften lokaler Observabler zusammen.
Neue Rechnungen auf Gittern bis zur Größe 164 [30,52], die unerwartete
Diskontinuitäten am Higgs-PÜ zeigen, sind in Kap. 2.6 behandelt.

Als Grundlage, und zum Vergleich mit den späteren, darüber hinaus-
gehenden Ergebnissen der eichinvarianten und nichtperturbativen Gitter-~
rechnungen, rekapituliere ich hier zunächst die perturbative Formulierung
des Higgs-Mechanismus. Dabei wird begründet, wieso die Higgs-»Masse m„ zur
Zeit nicht theoretisch voraussagbar ist. Es folgt eine kurze Beschreibung des
vielzitierten Coleman-Weinbarg-Mechanismus. Die experimentell fehlende
Ingredienz im Standardmodell ist das I-Iiggs-Teilchen, dessen wenige vorher«
gesagte Eigenschaften dann zusammengefaßt werden. Gitterrechnungen bieten
die Chance, zu einer weitergehenden Beschreibung des Higgs-~Teilchens zu
gelangen. Schließlich werden die schon in Kap. 1 als Motivation für Gitter-
rechnungen angesprochenen internen Probleme des Standardmodells erläutert.

BerturbgativgesgggSzegnario. Auf der Basis der Eichgruppe SU(2)eU(1) stellt das
Glashow-Salam-»Weinbarg-»Modell [1] , für jede Generation von Quarks und
Leptonen einzeln, eine vereinheitlichte Theorie von schwacher und elektro-~
magnetischer Wechselwirkung dar. Die geringe Stärke der schwachen Wechsel-
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wirkung wird durch die hohe Masse der Eichteilchen W und Z erklärt. Die
Erzeugung dieser Massen unter Erhaltung von Eichinvarianz und Renormier-»
barkeit [65] der Theorie leistet der Higgs-Mechanismus, durch "spontane
Symmetriebrechung" im eigens dazu eingeführten skalaren Higgs--Sektor der
Theorie. Um auf den Higgs-«Mechanismus näher eingehen zu können, sei hier
kurz die wohlbekannte Lagrangedichte des Standardmodells in der
"ungebrochenen", manifest eichinvarianten Form wiedergegeben. (Eine
vollständigere Darstellung findet man zum Beispiel in [82]).

Lsrı -B Leim» 't LW "' Lmggs 4' Lvek › (2-»U

1 ' V 1Lfich s ~ Ã FL, Fi” ~ E B„„ s”" , (2.2)

Fl. = a„A§ ~ a„A; + g,8*j“ Ai A3 ,

Bμy r* "°“ 1

LW 3 117"' (Dμ„'lPj) › (2~3)
J

LVM; B “ij (VL,i (P) '\('R,_j + h'Ü~ › (2~4)
IJ

Lfliggg Z '_' 3

_ 3 . . _ g
(DMT) ”(3.w"1`2`g†1Aı1”1ä`Bμ)<P ›

V(<p+<p) ~.: m2 <p*<p + )\k(<p+<p)2 . (2.6)

A,_, 2 ALT* (Ti: Paulimatrizen) und Bμ, sind die Eichfelder von SU(2) bzw.
U(1)y, D„ sind die (jeweiligen) kovarianten Ableitungen, wp sind Fermion-
Felder WL linkshändige SU(2)-~Dubletts, 1;/R rechthändige Singletts), und cp ist
das Higgs-Dublett

q›<x› = [<P«<X>] . <.f›. .« w . <2.v›w,(X) '

Die Lagrangedichte 133,., ist unter lokalen Eichtransformationen invariant.
Für Lüch + Lmggg sind dies die Transformationen
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G1(X)fi U(1)@<x› -+ G.<x› G.<X› @<X› . { G2(X, 6 SU.2, .

121 A„<x› ~» G.<x› §1 A„<X› G:*<x› ~ G. <a.G;1› . <2.e›
_s _g _1-2-1B,_„(X) ---› 1-51- B„(x› -- G, (aμefl) ,

woraus die Kovarianz der Größen

Dμ(X) 3

F,..«(x) =

B„,..(><) 2

aß

åi
g2

.åi
gi

,g _š .„.

[D,.›,›D.fl gım 1 --› G. F,„,(›<) GZ* , (2.9)

[D,..D„] 1 *I* B ( )
223° μv X

folgt. (Fiir Fermionen siehe [82].) Außerdem ist Lmggs zusätzlich unter der
globalen Transformation (Vgl. Gl.(2.38))

invariant.

s + a

ml 2 " azfš
Q1 wme al 1 zwš , Im1I2+la2I2 : 1 (2.10)
Q2 W

Zur Diskussion des Higgsmechanismus verwendet man nun eine tgguasgiklratsgsgi;

echteoooooo Ish möchte die Diskussion hier für'
durchführen. (Eine sonst auftretende Schwierigkeit wird in Kap. 2.2 näher
erläutert.) Das skalare Feld sei zunächst in der Form

<p(›<) = e“i?(X)?/V lo 1 (2.11)
%(-X)

parametrísiert. (§`ó2(x) 2 0, reell). Dies ist eine allgemeine Darstellung. Durch
Übergang in die unitäre Eichung mittels einer lokalen Eiohtransformation wird
daraus

WX) n Lpi)(X)] . (2.12)
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Das Higgspotential V(<p+q›), Gl.(2.6), hat im Falle mg > O ein Minimum bei
l<pI 2 0 und für m2 < 0 ein Minimum bei lei 2 v/~/2 > O. Die quasiklassische

Näherung besteht nun darin, für den Erwartungswert <2)52> dieses Minimum
anzusetzen :

0 ,m2>0
<ö„> 2 2 (2.13)vu ___ ›~m`/2>O ,m*<0 ,v2„--xk

Um diesen Wert herum wird %(x) entwickelt :

w.<x› w <w.> + šåël . (2.14)

so daß das skalare Feld in der unitären Eichung nun die folgende Gestalt
hatl) :

0 _

C›(x) 2 {V+gšX2] . (2.15)

In der unitären Eichung ist der Teilchengehalt der Theorie unmittelbar
sichtbar. Durch Einsetzen von '<„`ó(x) entstehen in Lmgga Massenterme. Das
Potential wird zu

V(Q3) x -m2°'›72 + )\kv~'r;3 + 22-'4~fıq“ (2.16)

und im kinetischen Teil von Lmggs erscheint

LW = Iíii-*†iÄi+1-šlfiμilša lillz
2 ~ ~ ~ ~2 š (g§[<Ai›“ + <A§›”] + <g.Az ~ g.B„›“ ) <2.1v›

=: mfi wj; w-1* + -21 mä z„z'* ,

1) In der sonst üblichen Diskussion wird schon dem ungeeichten Feld <p ein
Vakuumerwartungswert wie in Gl.(2.15) zugeschrieben, in Analogie zu
Systemen ohne Eichsymmetrie (wie dem «pi-Modell). Dies führte zur Ver-
wendung des Begriffs der "spontanen Symmetriebrechung" auch in der
Eichtheorie. Siehe hierzu aber Kap. 2.2.
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w* := (Ã}, i :i_Äfi„) / ./2 ,
Z„ :m cosßμ Äf, - sínfiμ Eμ, , (2.18)

Aμ, :2 sinßμ Äfj, + oos6„ š„_ , tanßw := gı/gg .

Damit ist auf dem quasiklassischen Niveau die Higgsmasse

mfi == 2lm2l m 2v2)\k (2.19)

proportional der zweiten Ableitung von V(<„o) im Minimum, und die W-«Masse
1 E E I2

mg 2 --2--- rr. ----- 2.20
( )

proportional zur Position des Minimums. Es gilt also hier

% 2 /..._...k
8

Durch Rotation im Raum von §2 und fiμ um den Winkel 6“, Gl.(2.18), ergibt

»Lag

OO>'

sich aus Gl.(2.17) auch die Z-«Masse und das Photon A„ bleibt masselos. Im
Falle einer Higgs-Dublett-»Struktur (und auch in einigen komplizierteren Fäl-
len) folgt aus der Symmetrie von Lmggä die Beziehung mu I m2°cosB„ [82].

Nach Einsetzen von G1.(2.14) in Lo, erhält man die geladenen Ströme, deren
Niederenergielimes aus dem experimentell bestimmten Wert der Fermikopplung
GF dann die Größe von V festlegt :

1
z '_'-"'*""”'"" M 0 2ı22

V J \/2 GF ( )

Die neutralen Ströme enthalten die elektromagnetische Wechselwirkung,
wenn gg 2 e/sin9„ gilt. Nach experimenteller Bestimmung von sin6„, [3] liegen
mit diesen Beziehungen die Massen von W und Z fest. Die Entdeckung dieser
Teilchen bei den vorhergesagten Massen war ein großer Triumpf des
Standardmodells [3]. Der Wert der skalaren Selbstkopplung Ak im Potential
(2.6) und damit auch der Wert der Híggsmasse (2.19) bleiben dagegen durch
solche Konsístenzüberlegungen völlig unbesrtímmt. _H1'ggsma,sse,
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Durch den Higgs--Mechanismus erhalten nicht nur die Eichboeonen W und
Z, eondern auch die Fermionen Maeeen. Die Maeeenterme entstehen aus den
†WL§°fpR~Kopplungen in L.,„k, G1.(2.4). Sie sind nur von den à priori völlig

unbeetimmten Yukawa-Kopplungen mij abhängig. Wie man sieht, haben die
Fermionen auf diesem Niveau im Sa1am-~We.ín berg' Model] keinen Einfluß auf
den H1'g'gs--Mechanismus. Fermionen können daher (vermutlich) ohne Nach teil
bei den Gitteruntereuchungen weggelassen werden.

In einer vielzitierten Veröffentlichung [80]
zeigten S. Coleman und E. Weinberg, daß auch im Spezialfall m2 2 0 der
Higgs-Mechanismus auftritt, wenn die Quantenfluktuationen dee Eichfeldee
zumindest perturbativ berücksichtigt werden. Sie berechneten das effektive
Potential des ekalaren Feldes in l-Schleifen-Näherung der Eichfelder für
kleine Eichkopplungen g und für kleines kk.

Ich möchte hier gleich den Fall mit beliebigem mg behandeln. Das effektive
Potential (in unitäreı' Eichung) iet dann [83] im U(1)--Higge-Fall :

3 4 1 2 2 2*v§..(e) = ike4 + meefl + íåší e* [~š + in ~š;š~ ] , (2.23)

wobei Ak die am Renormierungepunkt μ bestimmte laufende Kopplungskon-
stante iet. Differenzieren und Nulleetzen ergibt ein von Null verschiedenes
Minimum von Ve“, wenn <ö> die Beziehung

«i 1-<ö>mi„ 1 + lôflzxk n 2 ~ kk ( . )

erfüllt. Dee Minimum Ve„(<Ø>,„.;„) liegt niedriger als Ve„(0) 2 0, wenn

4
m2 < ååšg <ø>§i„ (2.25)

gilt. Durch Einsetzen in Gl.(2.24) sieht man, daß dae absolute Minimum dee
effektiven Potentiale bei

3 4 age 1 16 2 i 'mäf * 'i%<i>ä† = ~”"§,"§§"f efpl-ä-"'§l"§i] > 0 <2-2*”
von Ve„(<$>„,i„ > 0) zu V„„(0) egringt. Die Berücksichtigung der Eich»
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kopplung g* f 1 in 1--Schleifen--Näherung ergibt also einen Phasenübergang
1. Ordnung. Der Sprung in <ö> verschwindet mit gt' --~> 0 allerdings
ejxpgpnegntiell_,í§gh,ne_l1. Der Übergangspunkt ist hier gegenüber måf 2 0 bei
gi' 2 O leicht zu positiven rn“ hin verschoben, so daß, wie erwähnt, für
gg > 0 auch bei mg 2 0 noch der I-Iiggs--Mechanismus auftritt. (Bei ma 2 0
kann Gl.(2.24) auch dazu benutzt werden, den (beliebigen) Renormierungs-
punkt μg durch einen ebenso frei wählbaren Wert von <C›>2 zu ersetzen [83].
Gleichzeitig entfällt dann durch die Beziehung (2.24) die Kopplung kk aus dem
effektiven Potential. (Sogenannte "dimensionale Transmutation" [80l) )

Eine Übertragung der hier im Kontinuumsformalismus wiedergegebenen
Resultate auf das Gitter wurde von Espriu und Wheater durchgeführt [23].
Dabei wurde vor allem deutlich, daß eine in MC--Resultaten sichtbare erte
Ordnung des Higgs-PÜs durch das effektive Potential
richtig vorausgesagt werden konnte.

E_eh_1_ensis Über den ßkalaren
Sektor des Standardmodells ist experimentell fast nichts bekannt. Eine allge-
meine Information kommt von dem Wert mw/(m2*cos6„) s 1 [3], der eine Higgs-~
Dublett--Struktur nahelegt (s.o.). Das I-Iiggs-Teilchen selbst ist unentdeckt,
seine Masse ein noch unbestimmter Parameter der Theorie.

Aus kernphysikalischen Daten folgt [3], aufgrund des Fehlens relativ
langreichweitiger Kräfte, eine nur sehr niedrige untere Schranke von

111„ > 15 Mev (2.27)
und mit etwas größerer theoretischer Unsicherheit folgt [3] aus dem Fehlen
von Zerfällen K* --> rr* + <p° ---> 11'* + μ"'μ“' (oder e+e'"`) die Schranke

mH > 325 MeV . (2.28)

In Abhängigkeit von der Masse des Higgs-Teilchens, als unbestimmtem
Parameter, können über seine Eigenschaften aber doch einige theoretische
Aussagen gemacht werden [82]. Die Yukawa-«Kopplung (2.4) des <p--Feldes
bewirkt, daß das Higgs-Teilchen cp0(x) 2 v + fr;(x) an Fermionen proportional
zu deren Masse koppelt. Auch einige der Kopplungen an die Eichfelder sind
proportional zu deren Massen.
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Die erfolgversprechendsten Kanäle zur Produktion von I~Iiggs--Teilchen
beinhalten daher schwere Fermionen oder Eichbosonen. Mit einigen Prozent
Verzweigungsverhältnis könnte z.B. der Zerfall einer schweren Quarkonium-
resonanz VQ-5 --> cpü + 'y auftreten, die analogen Prozesse Z --~§ cpo + 'y oder
Z --> cpß +e+ + e“ dagegen auch für ein leichtes Higgs-«Teilchen nur mit etwa
10"“ Prozent. Im Prozess e+e”"' -~> Z° + q:›° könnten auch schwere Higgs-
Teilchen produziert werden, aber wieder mit recht geringem Wirkungs-›
querschnitt.

Angesichts der sehr niedrigen Wirkungsquerschnitte für I-Iiggs--Produktion
(und schwieriger Signaturen für ihre Identifizierung), überrascht es kaum
-«auch wenn ein relativ leích tes Híggs-Teilchen existieren sollte--, daß bis jetzt
keine experimentelle Evidenz für ein solches Teilchen gefunden werden
konnte.

Störungstlgeoretische Einschränkungen für die Masse des Higgsg- eilchenst T .
Der Parameter Ak im Potential V(<,0"'cp) und dadurch auch die Higgsmasse
Gl.(2.19) sind unbestimmt. Perturbativ bleiben nur Konsistenzüberlegungen,
um Grenzen für mH zu finden. Eine von Linde und Weinberg [66] gefundene
untere Schranke für mH ergibt sich aus der Forderung, daß auch mit
1--Schleifen-Korrekturen das Minimum des I-Iiggs-Potentials bei |<pl 2 v/~/2
tiefer liegt als bei V(O), daß also "spontane Symmetriebrechung" erhalten
bleibt. Im Standardmodell erhält man (durch Berechnen der zweiten Ableitung
des effektiven Potentials an einer der Gl.(2.26) entsprechenden Stelle) die
Grenze

(Bei Auftreten sehr schwerer Fermionen (O(m,.,)) wird diese Grenze
modifiziert.)

Eine obere (nur perturbativ relevante) Grenze für mH kommt aus der
Forderung, daß 2--Schleifen»-Beiträge kleiner sein sollen als 1--Schleifen-
Beiträge [62,67] :

mH :E 1 ıı

Auch wird die Partialwellen-Unitarität der S-»Matrix in 2-~Teilchen-
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Streuprozessen von Eichbosonen auf dem Baumgraphenniveau bei mH s 1 TeV
verletzt [68]. Diese Schwierigkeiten rühren daher, daß nach Gl.(2.19) die
Higgsmasse und «/kk perturbativ einander proportional sind, so daß im Higgs-~
Sektor bei großem mH starke Wechselwirkung herrscht (Für Überblicke hierzu

siehe [69 1 -) ofserie. Dies
bedeutet natürlich nicht, daß die Theorie selbst inkonsistent würde.

Weitere Grenzen für mH ergeben sich aus der im Anschluß behandelten
möglichen Trivialität der <p“-Theorie.

Im Limes kk --> ee geht der SU(2)-»Sektor des Standardmodells in ein geeich-
tes SU(2)®SU(2) (e O(4)) nichtlineares Sigmamodell über. Perturbative Über«
legungen ergeben dann [84], daß experimentell überprüfbare Größen, wie vor
allem die Massen von W und Z, kaum von mH abhängen, also nur wenig Auf»
schluß über die Higgsmasse geben können. Ähnliche Resultate folgen aus
einer 1/N-Entwicklung in SU(N)®U(1) [85]. Eine andere Möglichkeit der
Untersuchung bei Ä 2 ee ist eine 1/N Entwicklung in der Näherung O(N) für
O(4) [85]. Dies führt nicht mehr auf beliebig schwere Higgs--Teilchen, sondern
zu einer (einzelnen) sehr breiten Resonanz im Gebiet mehrerer hundert Ge`V.

Die doch recht unterschiedlichen Ergebnisse der angesprochenen
Rechnungen und vor allem ihre Beschränkung auf Energieskalen unterhalb

von etwa 1 Tev zeigen deutlieh die
Untersupclfıwupngfegfı des Standardmodells und vor allem des Higgs-Mechanismus,
wie sie durch Gitterrechnungen möglich sind.

„cdcerc Ohne Aflkßpplufls ven
Eichfeldern bildet der SU(Z)-~Teil der Lagrangedichte Lmggs, Gl.(2.5), ein
4--komponentiges 5,43**-«=~lVlodell, das nicht asymptotisch frei ist. In der störungs-
theoretischen Beziehung für die effektive Kopplung tritt bei hohen Energien
eine Singularität, der Landau-Pol, auf. Das einkomponentigeli <p“-Modell ist
analytisch wie numerisch intensiv untersucht worden. In d > 4 Dimensionen
konnte analytisch gezeigt werden, daß im Kontinuum nur die Theorie mit
kk e 0 konsistent ist, d.h. die j;rjygiaılgeg„g_†I_`l3e_Qr„i_g.g [70]. In dn-4 Dimensionen gibt

1) Man nimmt an, daß die Frage der Trivialität nicht von der Anzahl der
Komponenten des <9-»Feldes abhängt.

19



es sehr starke analytische [70,71] und numerische [72] Hinweise für die
Trivialität. Im Fall d < 4 bleibt die cp“--Theorie auch im Kontinuum
nicht-~trivial. Die <p4-~Gittertheorie ist immer nicht«-trivial, weil der
Abschneideparameter dort endlich ist.

Einerseits muß man also befürchten, daß auch nach Einführung von
Eichwechselwirkungen zumindest der skalare Sektor des Standardmodells
trivial bleibt und kein Higgs-Mechanismus in der Kontinuumstheorie statt-
findet [59-~63], und daß dies auch durch Hinzunahme von Fermionen und
Vergrößerung der Eichgruppe nicht behoben wird. Andererseits kann man
hoffen, daß auch die renormierte volle Theorie, wenn sie nicht-~trivial sein
sollte, genau §in_e_ freie Kopplungskonstante weniger enthält als die nackte
Theorie [49], wodurch z.B. die I-Iiggsmasse festgelegt und vorhersagbar sein
könnte.

Es ist aber auch denkbar und physikalisch durchaus sinnvoll, daß das
Standardmodell (nur) eine mit endlichem Abschneide-
parameter ist, die bei unendlichem Abschneideparameter trivial würde. Bei
Energien oberhalb des Abschneideparameters müßten dann neue physikalische
Phänomene auftreten (die auch aus anderen Gründen bei sehr großen
Energien zu erwarten sind).

Man kann nun versuchen, wie es unter anderem von Dashen und
Neuberger [60] vorgeschlagen worden ist, unter Annahme der Existenz eines
solchen endlichen Abscheideparameters A eine obere Grenze für die Higgs--
masse herzuleiten [59-63]. Eine systematische störungstheoretische Behand--
lung hierzu gibt vor allem Lindner [61,62l. Je größer die Higgsmasse, und
damit kk in Gl.(2.19), ist, desto niedriger liegt die Energie, bei der der
Landau»-Pol auftritt. Aus der Forderung, daß dieser Pol oberhalb der
Abschneideskala A liegen soll (und ähnlichen Forderungen in den in [63] auf»
geführten Arbeiten) folgen also obere Schranken für die Higgsmasse. Bei
sinkende-rn X wachsen sie an. In 1«-Schleifen-~Näherung ergeben sich z.B. die
Schranken [61]

111„ 3 o(1so Geiz) bei .4 = 1019 Gsv, (2.31)
bis hin zu

111„ 3 o(1 Taz) bei fı = 1 Tev . (2.32)
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Eine Higgsmasse oberhalb von 1 TeV kann im Rahmen dieser Überlegungen
nicht mehr sinnvoll behandelt werden.

Wenn ein I¬Iiggs--»Teilchen im Experiment gefunden wird, kann man aus
solchen Schranken umgekehrt auch auf eine Energieskala A schließen, bis zu

der neue physikalische Phänomene spätestens zu erwarten sind [59-~61]. Ich
werde auf solche Überlegungen noch einmal am Ende von Kapitel 4 im
Zusammenhang mit dem Kontinuumslimes des SU(2)-Higgs--Modells zu sprechen
kommen. Auch für die Lösung dieser mit der möglichen Trivialität zusammen-
hängenden Fragen ist die Notwendigkeit nichtperturbativer Untersuchungen
evident.

Zusätzlich zu der
möglichen Trivialität und fehlender experimenteller Evidenz weist der skalare
Sektor des Standardmodells weitere unbefriedigende Züge auf. Eine dieser
Schwierigkeiten, das Hierarchieproblem, tritt bei dem Versuch auf, die
elektroschwache und die starke Wechselwirkung zu vereinheitlichen. Die
natürliche Skala für eine solche Theorie liegt bei etwa 1015 GeV, so daß zwei
"Symmetriebrechungen" bei stark verschiedenen Skalen, nämlich 102 und 1015
GeV nötig sind. Wenn die Symmetriebrechungen durch den Higgs-Mechanismus
erzeugt werden, so erhält man bei Renormierung für die untere Skala eine
Korrektur in der Größenordnung der oberen Skala. Man müßte also
--unbefriedigenderweise- bei jedem Renormierungsgruppenschritt durch
Feineinstellung der nackten Parameter die gewünschten Skalen fixieren.

Unbefriedigend ist auch die Tatsache, daß die Yukawa-~Kopplungen der
Higgs-Teilchen völlig willkürlich sind und die Fermionmassen in keiner Weise
erklären.

Wegen der genannten Probleme gibt es Bedenken, die völlig ad hoc nur
zum Zwecke des I-fliggs-lvlechanismus eingeführten kalaren Felder des Stan-
dardmodells als elementar anzusehen. Daher sind Versuche unternommen
worden, die Higgsfelder als zusammengesetzte Operatoren von elementaren
Fermionen zu beschreiben [86]. Dieser Ansatz wäre nichts völlig Neues: schon
die Landau-~Ginzburg-Theorie der Supraleitung, die Modell für den I-Iiggs-
Mechanismus war und eine zum bosonischen Teil der Lagrangedichte des
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Standardmodells sehr ähnliche Energiedichte besitzt [87], wird mikroskopisch
durch die BOS»-«Theorie erklärt, in welcher spontane Symmetriebrechung durch
ein Kondensat von skalaren Cooperpaaren auftritt, also durch Bindungs--
zustände fermionischer Elektronen.

in-2

In der üblichen Formulierung des Higgs-Mechanismus im Salam--Weinberg-
Modell wird für das (nicht eichinvariante) Higgsfeld der Erwartungswert
<<p,_.> 2 v/«/2 > 0 postuliert und um diesen Wert herum entwickelt. Führt man

dagegen die Theorie über den Pfadintegralformalismus (ohne Eichfixierung)
ein (Vgl. Kap. 2.3), so sind nur eichinvariante Erwartungswerte von Null
verschieden ("Elitzur-~Theorem"), und es gilt <<p> 2 0 [17]. Zur Überwindung
dieses scheinbaren Gegensatzes trugen eine Reihe von Arbeiten [40,16,'74-76]
bei, deren zeitlich erste von G. Mack stammt [74]. Die folgende Darstellung
stützt sich (zum Teil) auf die Arbeiten von Fröhlich, Morchio und Strocchi

[40l sowie Dimopoulos, Raby und Susskind [75]. In den zitierten Arbeiten
wird aufgezeigt, daß alle physikalischen Größen im Standardmodell als
SU(2)-~Singletts, also geschrieben werden können. Die eich-~
.in variante Darstellung geht bei unitârer Eichung dann in die übliche
Formulierung übern. (Dies ist analog dazu, daß die Masse eines Teilchens in
einem bestimmten Bezugssystem gleich seiner Energie ist [74].)

Im eichinvarianten Pfadintegralformalismus beinhaltet das Elitzur-~Theorem

[I7] die Aussage, daß auf dem Gitter der Erwartungswert aller _l_c_›_l;_a_l nicht
eichinvarianten Größen verschwindet; d.h. lokale Eichsymmetrien werden nicht
"spontan" gebrochen.

In einer Kontinuumstheorie ist auch zur Berechnung eichinvarianter
Funktionen stets die Fixierung einer Eichung nötig. Formal näher an der
Störungstheorie bleibend, fixieren Fröhlich, Morchio und Strocchi daher im

1) Gl.(2.15) bleibt also gültig: in der unitären Eichung gilt *(2252) > 0 bei
ma < 0).
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Pfadintegral auf dem Gitter die Eichung. Sie zeigen in Eichtheorien mit
skalaren Materiefeldern, daß mit der von ihnen fixierten Eichung, die u.a. die
temporäre Eichung umfaßt, globale Eichsymmetrien ungebrochen bleiben.
Hieraus folgt <(o> K 0. Der Grenzwert von <cp> für verschwindende Eich--
kopplung, nämlich Null, ist daher nicht gleich dem Erwartungswert im Modell
bei g e 0, dem spontan gebrochenen (pi-Modell, vielmehr führt der Grenz-
übergang auf eine gemischte Phase des <p”*~l\/Iodells (mit Anteilen von
Symmetriebrechungen in beiden Richtungen). Die übliche Störungstheorie um
<(a> 2 V/¬/2 herum ist deswegen eigentlich nicht gerechtfertigt [4-Ol. Ihr
dennoch gegebener großer Erfolg wird durch die Möglichkeit der erwähnten
eichinvarianten Darstellung verstehbar. Fröhlich, Morchio und Strocchi
zeigen, daß eine eichinvariante Darstellung aller physikalischen Größen in
den Higgs--Modellen immer möglich ist. (Zur Frage des Verschwindens von <<p>
siehe auch den Übersichtsartikel von Berge und Nill [42l.)

Zur Anwendung dieser Ergebnisse auf das Standardmodell sei im folgenden
betrachtet, der U(1)-Anteil also "abgeschaltet". (Im

U(1)-Higgs-«Fall erhält man analoge Ausdrücke). Für skalare Teilchen in der
fundamentalen Darstellung der SU(2) kann man das Dublett cp(x) auch über
eine SU(2)-»Matrix ax und einen radialen Teil px darstellen :

@(X) e [il] == @(X) [3] == ßxflx lg] .

X I * (2.33)
„ Q W „ ß 0 `@(x› [ wg Q: ] . U. [ 0% G: ] E sU(2› .

1 2 +p. 2 I@(x›f = (@.= + w.2› / « m ,

und für zwei beliebige SU(2)-~Dubletts (ph) und <,0(2) gilt :

+ ..._ .l '*'Re @(1)@(2) _ 2 tr @(1)a(2) . (2.34)

Der eichinvariante Ersatz für die Eichfelder D„,(x) ist nun :

D;(x› := 0; D„(x) ax (2.35)

Die entsprechende Beziehung in Gitterschreibweise (s. Kap. 2.3) lautet

U; ıx 6: U„„ ax (2.36)
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Die Wirkung (2.1) enthält mit diesen Transformationen im skalaren Sektor
Lginh + Lmggs nur noch eichinvariante Felder, nämlich px und D};(x). In der
unitären Eichung, Gl.(2.12), gehen die üblichen eichvaríanten Felder in die
eichinvarianten Felder über :

r.(X› = P. . 6. ä 1 . ñ„<X› = n;(x› . (2.37)

Die globalen Transformationen (2.10) erhalten ,jetzt eine ganz einfache Form I

MX) --> @(x)*G , G G SU(2) ,
I I (2.38)

Dμ(x) --'2 Dμ(x) bzw.

Uxμ In-5 ı

Nunmehr könne für die in der unitären Eichung sichtbaren physikalischen
Teilchen des Standardmodells eichinvariante Darstellungen angegeben
werden :

Hisgs @2(X) ile-+ -6 Tb X

Elektron §2 (x) -l-fg-F 11/ -~

Neutrino 'If/1 (ix)

w° Ã; â

L.. "'ı__„-"' „:__„1„_W' `/2(Aμ 1Af,) gm

..._ im ”1 ."' """iW Jg (Aμ+ıAf,) --5

E-J. es-----4
äh. firB

är
T ße

gl-Q--›-4- *EN CW7:2 ile-w

G

1
šš tr{Oi

-~1ššjš tr[ofi

--l'mrš tr {o"f§

T21' "'^

Uxμ Üx+ß ıwšmlı

T'1""'l'Tg
Uxμ Gx+# 2

†1+i†2
Uxfl Gx'*”I¬'» 2

Teilchen und zugehörige Felder im SU(2)-Teil des Standard-
modelle, in unitärer Eichung und in eichinvarianter Darstellung.
In der rechten Spalte werden Gittergrößen verwendet (s. Kap.
2.3).
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Der Vollständigkeit halber sind in Tabelle 2.1 auch schon die unter
Verwendung von Gl.(2.33) (und von A*=1'2A†„, A@SU(2)) bestimmten Gitter»
ausdrücke angegeben. Sie werden in Kapitel 4 näher untersucht. Auf die
Behandlung fer-mionischer Ausdrücke auf dem Gitter wird hier verzichtet, da
sie im folgenden nicht gebraucht werden. Darstellungsansätze für die volle
S_U„(,2,)„,_§__lJf,(;L)~›Gruppe und für Yukawakopplungen werden in [40] ange-
sprochen.

Die übliche Formulierung der Theorie erhält man jetzt durch Entwickeln
um <$„> 12 V/V2. Die Störungsentwicklung eichinvarianter Greensfunktionen
stimmt der Form nach mit der üblichen Störungsrechnung überein [40],
zwischen den Greensfunktionen in den beiden Darstellungen bestehen
Beziehungen. Weil aber der Grenzübergang g -2 0 auf eine gemischte Phase
des <p4--Modells führt (s.o.), kann die übliche Störungsentwicklung nicht
asymptotisch sein [40]. Allgemein gilt [40], daß das Auftreten des
Higgs-Mechanismus nicht mit dem Sprung eines lokalen Ordnungsparameters
verbunden istll, sondern mit der Existenz eines nichttrivialen Eichorbits
(Eichbahn), der das Higgspotential minimiert.

Die eichinvariante Darstellung in Tabelle 2.1 entspricht einer
Confinement-Schreibweise, wie etwa bei I-Iadronen in der QCD. Dimopoulos,
Baby und Susskind [75] sprechen hier, im Zusammenhang mit der analy-
tischen Verbindung von Confinement- und Higgs-Gebiet (s.u.), von der
"Komplementarität" des Higgs-~ und des Confinement-Bildes.

Die physikalisch beobachtbaren Teilchen im Standardmodell in seiner
eichinvarianten Formulierung werden also durch zusammengesetzte Felder
dargestellt, anders als in der üblichen unitären Schreibweise. Diese
Beschreibung ist analog zu derjenigen der Mesonen in der QCD. Ein W-~Boson
erscheint dabei formal nicht elementarer als ein p»-Mescn. Das (p-Feld hat die
Rolle eines skalaren Quarks. In Analogie zur QCD kann man daher, zumindest
im Oonfinement--Gebiet des Modells, auf die Existenz angeregter Zustände mit
nicht allzu hohen Energien schließen. Da Oonfinement- und Higgs-»-Gebiet
analytisch verbunden sind, kann man auch in letzterem die Existenz angereg-~
ter Zustände annehmen. Allerdings könnten sie zu sehr hohen Energien hin

1) Zum Beispiel gilt in der unitären Eichung (bei Berücksichtigung von
Quantenfluktuationen) <'å)52> > 0 auch bei mg > 0.
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verschoben sein. Angeregte `W`--Bosonen sind also nicht unbedingt eine
Spezialität von z.B. Technicolor--Theorien oder "Composite Models" und auch
kein zwingender Hinweis auf eine solche Theorie.

Fa;ghi;Mg§_ell. Die Möglichkeit der eichinvarianten Darstellung und die
"Komplementarität" von Confinement-~ und Higgs--Bildern nutzen Abbott und
Farhi [76] für eine andere Interpretation des Standardmodells. Sie nehmen in
der Lagrangedichte (2.1) des Standardmodells keine Symmetriebrechung, aber
starke Kopplungen an. Um auch dann Übereinstimmung mit den experimen-›-
tellen Beobachtungen zu erreichen (in teilweise perturbativer Betrachtungs-
weise), werden allerdings eine Reihe von Annahmen gemacht. Sind diese
Annahmen erfüllt, so kann ,jedoch auch die stark wechselwirkende Version
des Standardmodells, mit nichtperturbativ erzeugten effektiven Kopplungen,
die bisherigen experimentellen Befunde erfolgreich beschreiben. Darüber
hinaus sagt sie natürlich eine Fülle von angeregten Zuständen und
modifizierten Kopplungen im 1 TeV--Bereich voraus. Um Genaueres über diese
Version des Standardmodells zu erfahren, wäre eine nichtperturbative
Behandlung erforderlich.

Das Standardmodell der elektroschwachen Wechselwirkung fußt auf der
Eichgruppe SU(2) ® U(1) und enthält Eichfelder, skalare und fermionische
Felder. Die Simulation des vollständigen Modells auf dem Gitter ist
(insbesondere wegen der Fermionen) derzeit technisch nicht möglich. Da

Fermionen aber nicht zum Higgs--Mechanismus beizutragen scheinen (s. Kap.
2.1), können sie bei seiner Untersuchung vernachlässigt werden. Der
Higgs-Mechanismus spielt sich im wesentlichen im SU(2)-Sektor des Standard-
modells ab. Um die Untersuchungen in einem behandelbaren Rahmen zu
halten, werden in dieser Arbeit als Baustein des Standardmodells das
SU(2)-~Higgs--lvlodell und als analoges System mit U(1)-»Symmetrie das
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U(1)--I-liggs»-I\fIodell1) untersucht. Sie sind sich formal recht ähnlich;
insbesondere tritt in beiden ein Higgs--PÜ auf. Im U(1)-Higgs-~I\/Iodell trennt
der Higgs-PÜ die Goulomb-»Phase und das Higgs-Gebiet der Confinement-
Higgs-«Phase voneinander (s.u.). Dort besteht deshalb die Möglichkeit, die
Erzeugung von Vektorboson--Massen auf nichtperturbative Weise zu
untersuchen. Die beiden Modelle werden hier zusammen eingeführt.

Die Gitterformulierung von Eichtheorien wird in dieser Arbeit als bekannt
vorausgesetzt. Einführende Beschreibungen findet man z.B. in [7]. Die
Modelle werden auf einem euklidischen Raum-«Zeit Gitter mit Hilfe der Pfad-
integraldarstellung [5] definiert. Die zur Zustandsumme

z = I Ls Lu' e"S
(2.39)

Di:=1`Id@„ , flJ:=]"[ dU„„
fl figμ*

gehörende Wirkung S ist

s = » ß 2 1 Re tr ug
Pefl 1`

ı==åM “Ä Ä»-sze
~ e ss tr(si'U„„ @„.„› (2.40)

.la +„_2 l ++ i nšA r tr(i„i„ 1) + nšfl r tr(@„@„) .

Dabei sind är, die auf den Gitterpunkten n lebenden skalaren Felder,
inklusive radialem Teil p„ (siehe Gleichung (2.33)), in der igıgidfamegngtalegn
Darstellung der Eichgruppe, U„„, die Eichfelder auf den Gitterkanten (n,μ)
und Up die hieraus gebildeten Plaketten, sowie

§0 :z Pn°Ün Ä Pn ä m+ s (2 41)

U1 . 1 U1 .af, , U„„, G G: { Sšuà) ; r :w dımG: { 2: Sáuà) .

Die Konstante r ist die Dimension der Higgs-~Darstellung der Eichgruppe. (Die
Spurbildung in der Wirkung S ist im 1-dimensionalen U(1)--Fall natiirlich

1) Der Grenzfall ga me 0 des SU(2)®U(1)--Modells hat zusätzlich zur lokalen
U(l)-«Symmetrie noch eine globale SU(2)--Symmetrie [18].
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trivial. Im SU(2)--Fall sind die Spuren immer reell.) Das Integrationsmaß
enthält das Haarsche Maß dμ(U) der Eichgruppe I

d»-Un!/' zz d~/J'(.UflV) 3

„_ P.. do-„ . U<1›ai„ .- { pâ_d6n , SU(2) , (2.42)

dafl 23 dμ(o„) .

Es wurde hier die schon in Gl.(2.33) eingeführte Schreibweise der SU(2)~»~
I-liggsfelder als 2›<2--Matrizen gewählt, die eine bequeme Darstellung aller
physikalischen Größen erlaubt.

Trennt man den radialen Teil pn von @„ ab, so enthält die Wirkung nur
noch die unabhängigen eichinvarianten Terme p„ und U,;„ 2 01'; Um; 0,-,+„
(e U; 1:. UP) <8. G-1.(2.sß›› ;

S 2 --ß Z -1-Retrüp
pf-H1 I'

2-~ ıc pn p,.,+„ 'E Re tr(a}',' UM., o*„+„) (2.43)
3 .4“imHis

+X Z (flnßf-112 + Z fl..ı›.¬
nfiå nfifl

Die Wirkung besitzt die drei freien Kopplungskonstanten ß, ıc und Ä. Den
ersten Summanden bildet die Wilson--Wirkung der reinen Eichtheorie, der
zweite ist der "Hopping"--Term, welcher Eichfelder und skalare Felder
koppelt. Die beiden letzten Summanden schließlich bewirken Selbstwechsel-~
wirkung der skalaren Felder. Die Wirkung ist invariant unter lokalen
Eichtransformationen

@„ --› c„@„ , Um., --› G3; Um. G„ , c„ E { (2.44)

sowie zusätzlich unter den globalen Transformationen

§11 "mni ¶›rı°V 1 Unll« ma Uns s V E { O (2›4'5)

Die Wirkung ist auch unter der Transformation K: ~> -ıc, sowie für ıc 2 0
unter ß -> --ß invariant {26l.
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Die im Standardmodell verwendete Kontinuumsform der Wirkung ergibt sich
aus Gl.(2.43) im sogenannten naiven Kontinuumslimes, dem formalen Übergang
a ~> O, nach Umparametrisierung in die im folgenden bei Verwechslungsgefahr
mit "k" gekennzeichneten Kontinuumsgrößen

... *'iäC1flA(X) „, 1 ›U(1)Un“ " 8 μ ' q " {1/2 , sU(2) '
š›k(x) 2-* -`/-ıš <l>„ , (2.46)

1~2k~8r x 1› >~«=';.“== › “sw -

in der Form

s. 2 fd-~›.= ~}F,..F,.., + <D,.«›*<<›:››"`~<I›...»'<<›<››
+ m2ı|(P|(|2 + Äkı|(P|(|4 ,

(2.47)

. . Omıt Dμ := 9„ -- ıgqaA„(:x:) , <9* 2 ik [1] bzw. cp* 2 ik (U(1)).

Diese Wirkung entspricht dem SU(2)- bzw. U(1)--Anteil der euklidischen Form
von LE.“ + Lmggs , Gl.(2.2) und (2.5), in Kapitel 2.1 (mit g 2 gg, bzw.

g 3 gl/2: (P G wi'

Der Higgs-PÜ tritt quasiklassisch bei ma 2 0 auf. Mit Gl.(2..46) entspricht
dies ıc 2 (1--2%)/8, also ıc 2 1/8 bei 1. 2 0. (Die Monte--Carlo-Ergebnisse bei
großem Ä weichen hiervon erheblich ab.) Variation von ıc zwischen O und w
deckt, bei konstantem kk, in m” den Bereich von <›<› bis -Q0 ab.

Um den Vergleich mit später vorgestellten MC-~Resultaten zu erleichtern,
möchte ich hier noch die quasiklassischen Ergebnisse Gl.(2.13) und
(2.19)-(2.21) auf Gittergrößen umgerechnet aufführen :

<@±@„> s <p§> = êfiiššil , (2.48)

2

azmf, 2 -4% <<p1'q›„> , a2mfi 2 2-2- <<p',','cp„> , % 2 2%; . (2.49)
H
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2.4

Schon durch Grenzbetrachtungen und Entwicklungen können die Phasen-~
diagramme der Gittermodelle (bei großen lx) qualitativ zum Teil erschlossen
werden. Im folgenden gebe ich eine kurze Beschreibung der wichtigsten
Merkmale. Näheres findet man z.B. in [26,88l.

ıs *I 1. Bei 2 2 0 entkoppelt das I-Iiggsfeld und es bleibt nur die reine
Eichwechselwirkung. Die reine ,LT„(1_)±;§l`,h„¬_e¬__:c;g_;;;,i_<±:; besitzt eine Coulombphase und
eine Confinementphase, welche bei ß 2 1 durch einen Phasenübergang von
wahrscheinlich 1. Ordnung [89] getrennt sind. Bei „ıçmfiml bleibt der PÜ
erhalten [l2,90l, wie man durch eine Entwicklung in ıc zeigen kann. Die reine
SU(2)-Eichtheorie besitzt keinen PÜ.

_rm_?m_L,; Hier frieren die Eichfelder näherungsweise ein. In quasiklassischer
Näherung bestimmt das Minimum des Potentials den Erwartungswert von pa.
Er ist mit dem auf Gittervariablen umgerechneten quasiklassischen
Kontinuumswert in Gl.(2.48) identisch. In diesem bei großen ıc linear mit ıc
ansteigenden Wert von <p2I> zeigt sich also (in von der Supraleitung
herriihrender Sprechweise) das "Kondensat" der skalaren Felder.

Bei 1 2 w friert der radiale Teil des skalaren Feldes ein; es gilt pn 1 1. Die
Higgs-«Modelle sind im Fall A 2 00 analytisch leichter behandelbar (s.u.).

Bei _)_),.____§____„1 hingegen verursacht der radiale Teil abrupte Phasenübergänge
erster Ordnung.

Bei  frieren die Plaketten r"'1 Re tr Up auf ihren maximalen Wert von 1
ein; alle Eichfelder UM, können dann zu 1 gesicht werden. Es verbleibt die
Wirkung der 2- bzw. 4--komponentigen 534«-Theorie mit dem Higgs--Potential. Sie
besitzt einen PÜ von einer symmetrischen Phase mit <<p> 2 0 bei kleinen ic zu
einer Higgs--Phase mit gebrochener Symmetrie bei großen ic. Bei 3. 2 0° ergibt
sich ein 4-dimensionales I-Ieisenberg--Spin--Modell. Im U(1)-Fall hat es einen
Phasenübergang 2. Ordnung bei ıc =-*~›' 0.15 [91]. Auch im SU(2)-Fall ist die
Existenz eines Pils exakt gezeigt worden [92].
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Bei §___§„1„ (gg « 1) kann man Störungstheorie in gg betreiben [23,93,59l.
Espriu und Wheater [23] diskutieren auf dem Gitter das analog zu Coleman
und Weinberg resultierende effektive Potential, das zum Vergleich mit
MC--Resultaten in (nackten) Gitter-Kopplungskonstanten ausgedrückt werden
muß und vom Integrationsmaß (2.42) zusätzlich einen bei p 2 0 divergieren-~
den Term enthält. Das effektive Potential sagt, verglichen mit MC-Daten [23].
nur bei sehr kleinen lx richtig einen PÜ 1. Ordnung und bei größerem X (zu
früh) einen PÜ 2. Ordnung voraus.

In dem Streifen des Phasendiagramms bei haben
Fradkin und Shenker (121. aufbauend auf einer Arbeit von Osterwalder und
Seiler [14]. für I-Iiggs-»Modelle mit Materiefeldern in der fundamentalen
Darstellung gezeigt, daß dort alle thermodynamischen Funktionen (mit
kompaktem Träger) analytisch sind. Dort gibt es daher keinen
Phasenübergang.

Bei Ä 2 0° ist nun die Phasenstruktur an den Rändern der Phasendia-~
gramme klar. Mit Hilfe von MC-Analysen kann man auch ihr Inneres vervoll-
ständigen. Abb. 2.1 zeigt typische Phasendiagramme für beide Modelle bei
konstantem großen A. Die Gebiete der Phasendiagramme sind analog zu den
Phasen der anschließenden reinen Eichtheorien bzw. <p"“-«Theorien benannt.

Über die Eigenschaften der Modelle im Inneren dieser Gebiete, etwa über
die Existenz freier Ladungen in der Coulomb-Phase, geben die bisher bespro-~
chenen Betrachtungen keine Auskunft. Das (schon von Fradkin und Shenker
erwartete) Zusammentreffen der beiden PÜ--Linien im U(1)--Higgs-Modell und
die Fortsetzung des Higgs--PÜs zu kleinen ß hin sind ein Ergebnis von
MC--Rechnungen [19]. Aus dem Resultat von Fradkin und Shenker folgt, daß
in beiden Modellen das Oonfinement--Gebiet und das I-Iiggs-Gebiet jeweils zu
einer einzigen Phase gehören. Alle thermodynamischen Funktionen mit kom-»-
paktem Träger können analytisch aus dem Confinement- in das Higgs- Gebiet
fortgesetzt werden. Man kann daher annehmen, daß das in Analogie zur QOD
vermutlich reichhaltige Spektrum von "zusammengesetzten" Teilchen im

Confinement-Gebiet auch im l¬Iiggs--Gebiet vorhanden ist. Die Massen
angeregter Zustände könnten dort allerdings zu sehr hohen Werten hin
verschoben sein.
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Abb. 2.1: Phasendiagramme des U(1)-Higgs-Modells (a) und des SU(2)-

Higgs-Modells (b), bei konstantem großen X. Die Positionen der
Phasenübergänge wurden in MC--Rechnungen bestimmt.
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Das SU(2)--Higgs-Modell besitzt nur eine einzige Phase, mit zwei durch den
Higgs-~PÜ (Fortsetzung des Übergangs bei ß 2 G0) nur teilweise getrennten
Gebieten. Das Phasendiagramm des U(1)--Higgs-Modells, mit zwei völlig
getrennten Phasen, ähnelt demjenigen des Eis-Wasser---Dampf--Systems.

Montes-Carlo-Rechnungen zeigen, daß bei großen lx < 0° die Phasendia--
gramme qualitativ erhalten bleiben [22--24,26-~30]. Bei sehr kleinen Werten von
Ä dagegen setzt sich der Higgs-PÜ bis ß 2 0 (und dariiber hinaus) fort
[2-4,291; Confinement-»Gebiet und Higgs--»Gebiet sind dann, bei festem 3.,
getrennte Phasen. Im Raum der drei Kopplungskonstanten ß, J\, ıc bleiben sie
aber analytisch verbunden.

Die beiden in dieser Arbeit untersuchten Higgs-»Modells wurden in den
ersten MC--Rechnungen zunächst bei X 1' so analysiert [19,20l. Spätere Studien
der Phasendiagramme [22-24,26-30] haben auch X < 0° berücksichtigt. Lokale
Observable sind dabei in beiden Higgs-Modellen auch von Aachener Gruppen
schon ausführlich analysiert werden [24,29,30]. Hier sollen knapp einige
allgemeine Charakteristika zusammengefaßt werden. Fiir weitere Ergebnisse
und Details, auch beziiglich der Algorithmen, möchte ich besonders auf die
Arbeiten von Karl Jansen [88] und Thomas Neuhaus [94] verweisen.

wurde zur Berechnung von Erwartungswerten
das Pfadintegral

<o>mf1snJ o s""S (2.50)

mittels des Metropolis-~Algorithmus [9] (meist mit je 1 Versuch ("Hit") pro
Kante und Gitterpunkt) in Monte-Carlo-»Rechnungen simuliert. Die Gruppe
SU(2) wurde durch ihre Ikosaeder-Untergruppe, die U(1) durch Z(60)
approximiert. Die Rechnungen für diese Arbeit wurden auf den Computern
Cyber 205 der Rechenzentren der Universitäten in Bochum, Karlsruhe, Athens
(Georgia) und Tallahassee (Florida) durchgeführt. Die geringe Größe des
I-Iauptspeichers der Bochumer Maschine beschränkte die dortigen Rechnungen
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auf Gitter bis zur Größe 83*16. In Karlsruhe und Athens wurden auch
16“-»Gitter verwendet, für welche die benötigte Rechenzeit die wesentliche
Einschränkung darstellte. (Die vorliegende Arbeit stützt sich auf Daten aus
insgesamt etwa 1000 CP-Stunden Rechenzeit).

Die wichtigsten lokalen Observablen sind die in der Wirkung auftretenden
Größen tr(@"'U@), tr(@`*`š>), tr(l@|“) und die Plakette tr(U„) (bzw. im
U(l)-Higgs--Modell die Realteile von <l>>tU°i>, Me, Nil“ und Up). Im folgenden
werde ich oft die entsprechenden Erwartungswerte in beiden Modellen
generisch mit <§.5"`U§>, <@+ë>, <I@I4> und <Up> bezeichnen.

Am empfindlichsten reagieren auf den Higgs-«Phasenübergang die in der
Wirkung mit lc gekoppelte Kantenobservable <ë""Uë> und Funktionen hiervon.
<@+Uë> hat (generell) unterhalb des Übergangs einen relativ kleinen
positiven, schwach mit ıc ansteigenden Wert. lm I-liggs-«Gebiet wächst es schon
kurz oberhalb des Übergangs mit r annähernd linear stark an, wie in Abb.
2.2 an einem Beispiel dargestellt ist. Für das Higgs-~Gebiet sind große
Fluktuationen von <<I>+U@> charakteristisch. Die anderen lokalen Observablen
(<@""@>, <lël“'> sowie im SU(2)-Higgs-»Modell auch <Up>) zeigen ebenfalls das in
Abb. 2.2 dargestellte Verhalten, ändern sich am PÜ aber weniger. <§"'@> folgt
bei großen lc der asymptotischen Form Gl.(2.4.-8).

Bei sehr kleinen skalaren Selbstkopplungen )\, also sehr aktivem radialen
Teil p des skalaren Feldes, ist der Higgs--PÜ von starker 1. Ordnung, mit
einem sehr großen Sprung in <®"'U<l>>. Dieser schwächt sich mit größer
werdendem lx und größer werdendem ß ab [24,29l. Bei K 2 O(0.1) ist auf nicht
geniigend großen Gittern (bis ca. 83'16) kein Sprung mehr erkennbar. Es
treten allerdings noch anscheinend metastabile Zustände auf. (Vgl. auch die
7\-»Abhängigkeit in der Landau-~Ginzburg--Theorie [21,87].)

Wahlg der Kopplugggspara r Fiir die hier beschriebenen Unter-~mete .
suchungen wurde im SU(2)-~l-Iiggs-~Modell die Kopplung X 2 0.5 und bei
U(1)-Higgs der Wert X 2 3 gewählt, da mit solchen Werten -»bei noch aktivem
radialen Teil p- die für einen Kontinuumslimes nötige zweite Ordnung des PÜs
gewährleistet schien. Neuere Erkenntnisse hierzu behandelt der nächste
Abschnitt. Für die Eichkopplung ß wurden Werte zwischen 2.1 und 2.5
gewählt (in Kap. 5 auch ß 2 4). Das Bestreben nach möglichst großen ß
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Abb. 2.2: Charakteristísches Verhalten lokaler Obeervabler wie <<P+U<í>>,
<<I>"`š>>, <l<I>**l> und (im SU(2)-Fal1) <Up>, am Higge-Phasen-
übergang. Abgebíldet ist <<I=+U<í>> bei A 2 0.5, ß 2 2.25, im
SU(2)--Hígge-Modell auf einem 83°16--Gitter.
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(um dort vermutlich der Kontinuumsphysik näher zu kommen) konkurierte bei
dieser Wahl mit der Erfordernis eines noch "aktiven" Eichfeldes Uμ, um die
MO--Rechnungen praktikabel zu halten. Die Eichfeld-Eliggs-«Kopplung fc wurde,
jeweils bei festen )\ und ß, in der Umgebung des Higgs--PÜs variiert.

Die Linie der I-Iiggs-~PÜe bei konstantem großem Ä (Abb. 2.1) wird bei
ß .2 00 durch den Übergang der <9“-»Theorie und bei kleinem ß durch einen
Endpunkt beschränkt. Vom <9*-»Übergang wird vermutet, daß er von 2.
Ordnung ist [77]. Auch für den Endpunkt ist dies zu erwarten. Der einen
Übergang 1. Ordnung kennzeichnende Sprung eines Erwartungswertes
(<®"'U@>) muß an diesen Punkten also verschwinden. Wie weiter unten
beschrieben wird, gibt es andererseits ß--Werte mit endlichem Sprung in
<@+U@>. Es sind nun mehrere Szenarien möglich.

Wenn der Sprung in <@"`U@> in einem endlichen ß-Interva11 von Null

verschieden ist, aber schon bei ß 2 ßtc < 0° zu Null wird, so liegt bei ßtc ein
trikritischer Punkt vor (Vgl. [89]). Oberhalb von ßtc würde es dann
divergierende Korrelationslängen geben und ein Kontinuumslimes wäre
möglich. Die in Kap. 2.1 beschriebenen perturbativen Ergebnisse im Kontinuum
(bei kleinem kk) nach Ocleman und Weinberg [80] weisen andererseits auf die
Möglichkeit hin, daß ein Übergang 1. Ordnung bei allen ß < 00 existieren
könnte. Der zugehörige Sprung wäre aber nach solchen Rechnungen
exponentiell verschwindend in ß (siehe Gl.(2.26); dieser Sprung überträgt
sich mit μzf-1/a auch auf die Gitterobservable <®+®>). Er würde daher einen
Kontinuumslimes vermutlich erst bei gigantischen Impulsskalen behindern,
wäre also wahrscheinlich irrelevant.

glg_:§p§l:(p2)†;}Iig_g's†-l\fIcde],lf zeigten sich nun in den MO«--Rechungen, auch bei dem
gewählten "großen" Wert von Ä '11 0.5, auf einem 16*--Gitter deutliche Indizien
für Übergänge 1. Ordnung [30]. Abb. 2.3 stellt den Verlauf von jeweils über
ca. 14000 Iterationen gemittelten Werten von <@'¦'U<l>> gegenüber ıc bei 3 ver-
schiedenen Eichkopplungen ß dar. (Eine "Iteration" umfaßt 1 Aufclatieren
aller Variablen auf dem Gitter mittels des 1*/Ietropolis-Algorithmus.)
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2 2.25 sind am Übergang deutlich zwei sehr langlebige Zustände zu
erkennen, die durch einen Sprung in <@+U®> von etwa 0.06 voneinander
getrennt sindl). Das entsprechende Histogramm der Verteilung der Werte von
tr(®"`U®) ist in Abb. 2.4b dargestellt. Hier kann man bei ß 2 2.25 deutlich
zwei getrennte Maxima sehen. Der Sprung in <@""U@> ist erst auf dem
16*-»Gitter klar sichtbar. Die unterschiedlichen Zustände sind hier wesentlich
langlebiger als auf einem 83~16--Gitter; dort waren sie nicht einzeln zu
isolieren (vgl. Abb. 2.2). Der Übergang bei ß 2'- 2.25 ist, aufgrund der Daten
in Abb. 2.3 und 2.4, höchstwahrscheinlich von 1. Ordnung. Eine endgültige
Aussage über die Ordnung des PÜs kann allerdings nur durch ein Studium
der Abhängigkeit des Sprungs von der Gittergröße bei sehr großen Gittern
gewonnen werdeng).

Ähnliches gilt (Abb. 2.30, 2.40). Auch dort gibt es zwei sehr
langlebige metastabile Zustände, die auf dem 83°16-~Gitter noch nicht deutlich
erkennbar waren. Auch dort ist der Übergang vermutlich von 1. Ordnung,
mit einem allerdings deutlich kleineren Sprung in <š+U@> von nur noch etwa
0.025.

Aufgrund der Langlebigkeit der Zustände ist die erreichte Anzahl von
Iterationen sowohl bei ß 2 2.25 als auch bei ß 2 2.4 vermutlich nicht
ausreichend, um Gleichgewichtsgrößen wie etwa die spezifische Wärme genau
zu bestimmen. Sie genügt aber zur Identifikation der beiden Zustände am
Übergang.

Weniger klar ist die Situation Obwohl dort die Kurve in Abb.
2.3a am Übergangspunkt ebenfalls sehr steil verläuft, können (bei der
gegebenen nicht allzu großen Statistik) keine zwei Zustände klar voneinander
unterschieden werden, wie aus Abb. 2.4a hervorgeht. Dies entspricht auch
dem Verhalten der (hier nicht gezeigten) Entwicklung von tr(@"”U@) mit den
MC~Iterationen: während darin bei ß 3 2.25 deutlich zwei langlebige Zustände
erkennbar sind, und Zwischenwerte von tr(@"'U@) nur kurzzeitig angenommen
werden, "wandert" tr(š+U®) bei ß 2 2.1 über seinen ganzen Wertebereich, mit

_::ır1ff~f."fil1imıøıııı::'_†:Jınıımıu†__¬..„_..__:f:.*mıııını19ımııııaır'::"7

1) Auch in den Massen der W-«-«Bosonen könnte es einen Sprung geben; vgl.
Kap. 4..

2) Frühere Erfahrungen zeigen [52,89l, daß eine solche Untersuchung sehr
schwierig sein kann.
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Fluktuationen auf vielen "Zeit"--Skalen. Dieses Verhalten, und die sich daraus
ergebende Form von Abb. 2.-fla sprechen dafür, daß der Übergang bei ß 2 2.1
von 2. Ordnung ist, oder einer 2. Ordnung nahekommt. Dies würde bedeuten,
daß ß 2 2.1 in der Nähe des Endpunktes der Higgs--PÜ--Linie liegt. Es bleiben
aber Zweifel bestehen. (Es wäre z.B. vorstellbar, daß ein sehr scharfer
Übergang 1. Ordnung etwas unterhalb von ıc 2 0.2868 vorliegt.) In das Bild
eines Überganges 2. Ordnung paßt auch nicht ohne weiteres die Beobachtung,
daß auf einem 124-Gitter bei ıc 2 0.28677 zwei deutliche Maxima im Histogramm
von tr(®`*'U@) auftreten (bei Werten von etwa 0.51 und 0.59).

Die aus den gezeigten Daten ist, daß bei Dt = 0.5 im
SU(2)-Higgs-~Modell Phasenübergånge 1. Ordnung auftreten, die erst auf
großen Gittern erkennbar werden. Bei ß 2 2.25 gibt es am Übergang einen
recht großen Sprung in <@+U®>, der sich bei ß 2 2.4 schon mehr als halbiert
hat. Der Übergang bei ß 2 2.1 dagegen könnte in der Nähe des Endpunktes
der Higgs-~PÜ--Linie liegen.

Es ist wünschenswert, die Entwicklung des Sprungs in <@"`Uê> noch weiter
zu größeren ß hin zu verfolgen, um abschätzen zu können, ob er entweder
(i) nur noch langsam kleiner oder (ii) sehr schnell mit Null verträglich wird.
Rechnungen hierzu werden zur Zeit (Frühjahr 1987) durchgeführt [30].

Im ersten Fall müßten Untersuchungen zum Kontinuumslimes der Theorie
unbedingt bei sehr großen Werten von ß durchgeführt werden, wo der
Sprung dann (evtl.) klein genug wäre (s.o.). Solche Rechnungen wären wegen
des dann nahezu eingefrorenen Eichfeldes technisch sehr aufwendig. Im
zweiten Fall könnte schon bei moderaten Werten von ß ein trikritischer Punkt
vorliegen. Zumindest wäre dann schon bei nicht allzu großem ß der Übergang
so schwach 1. Ordnung, daß Anhaltspunkte zu einem "Kontinuums"-Limes
gewonnen werden könnten.

ist das Verhalten lokaler Observabler wie Re(@*U@)
am PÜ deutlich anders als im SU(2)-~Higgs-Fall. Zwar konnten hier schon auf
dem 83'16-Gitter sehr langlebige Zustände beobachtet werden (Abb. 2.5),
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aber es gibt keinen zugehörigen Sprung in Re(@*U@) oder irgendeiner
anderen untersuchten lokalen Observablen. Die beiden Phasen (Ooulomb-»Phase
und Higgs-~Gebiet) unterscheiden sich in Abb. 2.5 durch den Grad der
Fluktuationen, kaum aber durch die Werte von Re(<i>*U§). Die beobachtete
Langlebigkeit muß von einem anderen Parameter mit entsprechendem Sprung
verursacht sein. Ein solcher Parameter wurde mit Hilfe von nichtlokalen
Observablen gefunden, die erst in Kap. 3 diskutiert werden. Als ein Ergebnis
von Kap. 3.5 sei hier vorweggenommen, daß dieser Parameter, die
Abschirmenergie μ, aus dem exponentiellen Abfall von eichinvarianten
Zweipunktfunktionen bestimmt werden konnte“ (vgl. Abb. 3.8). Ich werde die
Diskontinuität von μ ausführlich am Ende von Kap. 3.5 behandeln.

aus dem in μ beobachteten Sprung ist der Übergang
im U(1)-~Higgs--Modell bei ß 2 2.5 wahrscheinlich von 1. Ordnung. Es könnte
allerdings sein (s. Kap. 3.5), daß der Sprung in μ, auf größerem Gitter wieder
kleiner wird. Eine definitive Aussage über die Ordnung des I¬Iiggs--PÜs im
U(1)-›Higgs-Modell bei X 2 3 kann daher zur Zeit noch nicht gemacht werden.

1) Im SU(2)-Higgs~Modell scheinen μ und <@+U@> auf den Übergang etwa
gleich empfindlich zu sein.
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Wie in Kapitel 2.2 erläutert wurde, sind nur eichinvariante Observablen
von Null verschieden. Neben lokalen Erwartungswerten (Kap. 2.5, 2.6) gehören
dazu Korrelationsfunktionen zwischen eichinvarianten Operatoren, mit deren
Hilfe in Kapitel 4 die Spektren der Higgs-»Modelle analysiert werden. Dieses 3.
Kapitel ist, vor allem aus dem Blickwinkel der Feldtheorie, der Untersuchung
von Observablen gewidmet, deren physikalische Interpretation sich auf
punktförmige äußere Quellen stützt, und die eine besonders gute Oharak-~
terisierung der Phasen der Higgs--I\'Iodelle gestatten. Die äußeren Quellen
können auch als zusätzliche schwere Ladungen betrachtet werden, was ihre
physikalische Interpretation besonders einsichtig macht. Ein Beispiel hierzu
ist das Wegner-Wi1son-Schleifen-Kriterium für Confinement in reinen Eich-~
theorien. Es wird nur mittels Eichfeldern formuliert; seine Interpretation
beinhaltet aber äußere Quellen oder schwere Quarks.

Bei Anwesenheit dynamischer Materiefelder versagt dieses Kriterium
[12,13,73], da dann Paarerzeugung und Abschirmung der äußeren Ladungen
stattfinden können (Kap. 3.2). Die Wegner»-Wilson-Schleifen zerfallen dann
nach einem Umfangsgesetz (Kap. 3.3). In diesem Fall kann man aber durch
Verwendung eichinvarianter Zweipunktfunktionen andere Confinement-
Kriterien finden. Die hier untersuchten Zweipunktfunktionen sind

G('1¬,R) _-,= < ist 11 ug sy > , ıx-yı =-. T, (3.1)
tel“

y K

I' 2 'T
X*R

wobei Ug Kantenvariablen auf einem Weg sind, der die Punkte ix und y
verbindet. Die physikalische Interpretation der Zweipunktfunktionen macht
wieder von äußeren Quellen Gebrauch. Analog zur Interpretation der
Wegner-Wilson-~Schleifen ist der Paralleltransporter in Richtung T (die als
euklidische Zeitrichtung interpretiert wird), mit der Anwesenheit von äußeren
Ladungen q an den Raumpunkten ii + li 2 § + K assoziiert [13,95]. Näheres
zur physikalischen Interpretation der Zweipunktfunktionen in den
verschiedenen Phasen enthält Kapitel 3.5.
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Die Untersuchung der Zweipunktfunktionen G(T,R) liefert Informationen
über die Abschirmung der äußeren Quelle q durch die Materiefelder. Diese
Abschirmung kann entweder durch die Bindung eines einzelnen (mit dem
Materiefeld ä assoziierten) geladenen Teilchens c zustande kommen, oder sie
kann analog zu Debye--Abschirmung in einem Plasma solcher Teilchen
ablaufen. Die Anwesenheit einer abgeschirmten äußeren Quelle verursacht eine
Erhöhung der Energie des Systems dynamischer Materiefelder um die
_'fA_l)_sçhi;rmepe,rgjeff„ig, μ. .2 0. Diese Energie wird im exponentiellen Zerfall von
G(T,R) bei großen Abständen T 2 lx-yl sichtbar :

c(T,s› --s-› f„(R› <~=_-.vv-LT . (3.2)
T groß
R fest

Der exponentielle Zerfall von G~(T,R) wird in Kapitel 3.4 untersucht.

Von Fredenhagen und Marcu wurde gezeigt, daß man G(T,R) benutzen
kann, um ein Kriterium für die Existenz freier geladener Zustände in
Eichtheorien mit dynamischen Materiefeldern zu konstruieren [36]. In diesem
Zusammenhang müssen sowohl T als auch R groß sein. Ein weiterer Vorschlag
für ein Confinement-»Kriterium H61, bei dem R in G(T,R) Null sein kann, wird
durch die Betrachtungen zur Abschirmenergie μ. motiviert. Confinement-
Kriterien und zugehörige Observable bespreche ich ausführlich in Kap. 3.6.

Die benutzten Modelle, das U(1)-~Higgs-- und das SU(2)-Higgs-Modell, eignen
sich sehr gut für die angesprochenen Untersuchungen: Innerhalb des
U(l)-~Higgs-l\'Iodells gibt es sowohl die Coulomb--Phase, als auch die
Oonfinement--Higgs--Phase mit einem Confinement-~ und einem Higgs-Gebiet, die
jeweils deutlich verschiedene Eigenschaften aufweisen: In der Coulomb-»Phase
erwartet man freie Ladungen, sowie ein masseloses Photon (s. Kap. 4). Hierzu
gibt es, soweit mir bekannt ist, keine exakten Beweise. Im Higgs-Gebiet kann
man aufgrund des Ansteigens von <ê+@> ein Verhalten erwarten, das analog
zu demjenigen eines Kondensats in Form eines Plasmas von leichten Teilchen
ist (entsprechend der Landau--Ginzburg-~Theorie). Im Confinement-Gebiet kann
man statt eines "Plasmas" eher schwere (aber dynamische) Konstituenten
erwarten. Diese Vorstellungen werden von den Ergebnissen dieses Kapitels
stark unterstützt. Gleichzeitig kann man hoffen, im U(1)--Higgs«-»Modell etwas
über die nichtperturbativen Auswirkungen des Higgs-Mechanismus zu lernen.
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Im SU(2)-Higgs-Modell gibt es nur 1 Phase. Am Higgs--PÜ stoßen das
Higgs-»Gebiet und das Confinement»-Gebiet aufeinander. Auch hier wird das
Bild eines leichten Plasmas bzw. schwerer Konstituenten durch die
Monte--(`3arlo--Untersuchungen der Zweipunktfunktionen gestützt (s. Kap. 3.5).

Exakte analytische Ergebnisse zum Kriterium von Fredenhagen und Marcu
gibt es im U(1)~Higgs--Modell nur in Form von Entwicklungen in bestimmten
Gebieten des Phasendiagramms [36,37], nicht aber für das ganze Phasen-
diagramm. Zum SU(2)-l-liggs-lVIodell liegen meines Wissens hierzu keine
analytischen Ergebnisse vor. ungdgggfloptiygapptjonfür die Untersuchung der
Confinement--Kriterien mit Monte-Carlo--Methoden sind daher die Fragen nach

ihrer Richtigkeit auch für nichtabelsche Modelle, nach dem Gültigkeitsbereich
innerhalb der Phasendiagramme, speziell in der Nähe des Higgs'-»PÜs, nach der
praktischen Verwertbarkeit auf endlichen Gittern, sowie nach einer möglichst
detaillierten (heuristischen) physikalischen Interpretation der Situation am
Higgs--PÜ.

Tecrhniseheb 3 .MC~Re0hnun.sea~ In den in diesem
Kapitel behandelten MC--Untersuchungen [45,46] wurde aufgrund der
beschriebenen Motivationen vor allem der Higgs--PÜ untersucht. Bei festen
Kopplungen (ß,>.) (ß 2 2.5, X 2 3 im U(1)--Fall und ß 2 2.4, >. -'I 0.5 für SU(2))
wurde ıc variiert. Die Wahl dieser Werte von (13,1.) habe ich in Kap. 2.5
erläutert.

Für das U(l)-~Higgs~Modell wurden 83°l6-, 124~ und 16'*-»Gitter benutzt. Der
PÜ auf dem meist verwendeten 83*16--Gitter liegt bei

r = sp, = 0.179 ± 0.001 . (3.3)

Typischerweise wurden pro ıc~Wert ca. 150000 Iterationen auf dem 83'16 Gitter
durchgeführt und etwa 40000 Iterationen auf den anderen Gittern.

Für die Analyse des SU(2)-~Higgs--Modells finden die gleichen MC«
Rechnungen Verwendung, die ich schon in Kapitel 2.6 vorgestellt habe. Der
PÜ liegt bei

r ± ip, = 0.259 ± 0.001 . (3.4)
Auf dem 16°-~Gitter wurden pro 14;«-Wert zwischen 15000 und 28000 Iterationen
durchgeführt.
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03.3 Das-. .(P.Qtertia1.e.l

Das exponentielle Abfallen der Wegner«-Wilson-»Schleifen [6,90]

< W(T,R) > e < T > ~ e"V(R).T (R,T groß; T >> R) (3.5)

ist durch das Potential V(R) zwischen zwei äußeren statischen Quellen im
Abstand R bestimmt.

verhalten sich die Wegner--Wilson--Schleifen in
starker«-Kopplungs-Entwicklung nach einem Flächengesetz [(5,90]

_.. R.T
< W(T,R) > ~ e C1 (R,T groß) . (3.6)

Korrespondierend dazu enthält das Potential

V(R) e - â + an + Const. (3.7)

einen linear ansteigenden Term. (Der Coulomb-›-Term entsteht erst durch
Korrekturen zu Gl.(3.6).) Die Energie der beiden statischen Quellen wächst mit
ihrem Abstand unbeschränkt an; es herrscht Oonfinement. Das
Confinement-Kriterium entspricht hier also der Frage, ob die Saitenspannung
verschwindet 1

c > 0 : Confínement, (3 8)
0 2 0 : freie Ladungen.

Bei nwesgnhpit dynamischer Materiefelder dagegen setzt bei genügendA
großer Energie des Systems äußerer Ladungen Paarerzeugung ein [12,13,73l.
Dies führt zur Abschirmung der äußeren Quellen; die Kraft zwischen den
beiden resultierenden neutralen Systemen verschwindet; das Potential wird

konstant. (In der Coulombphase findet keine Erzeugung re-eller Paare statt;
das Potential ist monoton steigend, aber nach oben beschränkt). Für die
Wegner-»Wilson-Schleifen äußert sich das in einem

w(T,R) ~ e * Eq 2<'1`+R> (T,s groß) , (3.0)

das man etwa in der "I-Ioppingparameter"--Entwicklung (kleine fc) sieht
(s.a. [37l). Wie im nächsten Kapitel näher erläutert wird, kann das
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Umfangsverhalten der Wegner-Wilson-*Schleifen für abelsche und nichtabelsche
Theorien allgemein bewiesen werden [96].

Die Entwicklung nach kleinen ıc legt es nahe, den Term log 1/ıc mit der
(nackten) Masse der dynamischen Teilchen zu verbinden. lm Oonfinement--
Gebiet sind diese also schwer. Es findet dann bei der Trennung der äußeren
Quellen Paarerzeugung einzelner Teilchen-~Antitei1chen-Paare statt, gefolgt von
der Bildung neutraler Meson-«ähnlicher Zustände ("Hadronisierung"). Im
Higgs--Gebiet kann man das Ansteigen von <®'*`@> (Gl.(2.48)) als Analogon zur
Kondensation eines Plasmas leichter dynamischer Teilchen verstehen. Daher
ist das bessere physikalische Bild hier dasjenige von Debye~Hückel-
Abschirmung [97] der äußeren Quellen. In der Coulomb--Phase dagegen sind
(zunächst nur als Analogie zur reinen Eichtheorie bei fc 2 Oi) freie Ladungen
zu erwarten. Hier tritt bei der Trennung der Quellen nur die
(Selbst-»)Energie in deren Feldern auf, die bei Gitterregularisierung endlich
ist. Die in Abb. 3.1 gezeigte Skizze soll der Veranschaulichung des eben
Gesagten dienen.

Man kann also erwarten, daß das Potential im Higgs-Gebiet wegen der dort
leichten dynamischen Teilchen eher konstant wird als im Oonfinement-Gebiet.

Der Wert V(w) des Potentials im Unendlichen entspricht der Energie eines
solchen Systems aus zwei äußeren Ladungen. Es folgt:

Eq 2 V(w)/2 ist die niedrigste Energie in den Feldern um eine äußere
Quelle herum. (3 10)

(Die unendliche nackte Masse der äußeren Quelle ist in V(<><›) natürlich nicht
enthalten.) In der C'ouIomb--«Phase .ist Eq einfach die CouIomb-SeIbstenerg1'e
der äußeren Ladung; in der Confinement/Híggs~Phase ist es die Summe der
Energien der abschírmenden Felder und dynamischen Ladungen.

Aus dem Umfangsverhalten der Wegner-Wilson«-Schleifen folgt das
identische Verschwinden der (bei großen T und R bestimmten)
Saitenspannung 2

o* s 0 ; (3.11)

die Wegner«-«Wilson-Schleifen liefern nun kein Confinement-~Kriterium mehr.
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(a) Confinement-Gebiet: Hadronisierung

(b) Higgs--Gebiet: "Plasma"--Abschirmung

“Muß

(c) Coulomb«--Phase: Freie Ladungen

Abb. 3.1: Skizze des mit den Wegner»-Wilson--Schleifen untersuchten Systems
zweier außerer Ladungen in den verschiedenen Gebieten der
Phasendiagramme, bei unendlichem Abstand der äußeren Ladungen.
Im Grundzustand des Systems sind diese dann im Confinement- und
im I-Iiggs--Gebiet abgeschirmt; in der Coulomb--Phase bleiben sie frei.
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Die Erwartungen an das Verhalten der
Wegner-~Wilson--Schleifen bestätigen sich hier. Diese wurden in den
MC-~Rechnungen bei Tr-'.1,...,NT/2 und R21,...,NR/2 berechnet und für T 2» 4
wurden Fits durchgeführt. In der I-Iiggs--Region ist wegen der Debye-artigen
Abschirmung ein Yukawa-»Potential

we) = - »ê e“m1'R + ve.) (3.12)

zu erwarten. Die Yukawa-Masse sollte mit der Photon--Masse übereinstimmen.
In der Ooulomb--Phase ist das Photon masselos (s. Kap. 4.) und es ist ein
Coulomb--»Potential zu erwarten. In Abb. 3.2 sind die Potentiale V(R) sowie Fite
mit dem Yukawa--Potential dargestellt.

Bei Ac 2"- 0.64, tief in der Higgs-Phase, ist das Potential bei großen R schon
sehr flach. (Fits mit zusätzlichem Summanden a-*R ergeben überall eine mit
Null verträgliche Saitenspannung.)

In der Coulomb-Phase sind die Werte von my in den Fits nach Gl.(3.12)
konsistent mit Null; sie steigen langsam an, wenn ic über :cm wächst. Die
Feinstrukturkonstante fx ist in der Ooulomb--Phase nahezu unabhängig von ıc
und ihr Wert von

oe 2 0.0385(l5) (3.13)

liegt nahe bei dem Wert von cx ß 0.036 in der reinen U(1)--Eichtheorie (bei
ß 2 2.5) [98,99l. Man sieht also, daß die Materiefelder im U(1)-Higgs--Modell
die renormierte Ladung in der ganzen Coulomb-~Phase nicht merklich
beeinflussen. Solange oa konstant ist, ist auch der asymptotische Wert Eq des
Potentials ıc-unabhängig. (Auch ist überall in der Ooulombphase die

Photonmasse konstant Null, s Kap 4) Die Eigenschaft der Couloınbphase- . . _- ..........................................................
„ sind „also „

Der Effekt des Higgs--Phasenüberganges auf Eq entspricht physikalisch
dem Einbringen einer Ladung in ein dünnes Plasma. Die Energien des
Coulomb- bzw. Yukawa-Feldes einer äußeren Ladung sind nahezu gleich, wenn
die Yukawa--Masse klein ist.
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Abb. 3.2: Potentiale im U(l)-Higgs-~Modell auf einem 164«--Gitter bei
ße 2 0.175 kurz unterhalb und lc 2 0.178 kurz oberhalb des
Higgs-PÜs (die beiden Kurven fallen nahezu zusammen), sowie
bei ıc 2 0.64 tief im Higgs-Gebiet. Die durchgezogenen Linien
entsprechen Fits gemäß G1.(3.12).
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Da die Photonmasse in den NIC«-Ergebnissen des 4. Kapitels auch kurz
oberhalb des Übergangs noch mit Null verträglich ist, istlkeine große
Änderung von Eq am PÜ zu erwarten. Abb. 3.2 zeigt, daß sogar das ganze
Potential `V(R) (R 221 -~ 8) auf den Higgs-PÜ völlig unempfindlich ist.

Tief im l~Iiggs-Gebiet ist oe etwas kleiner als bei fc <1 mp]-. Das dort stark
kondensierte @-Feld beeinflußt also das Potential auch schon bei kleinen
Abständen.

_Egtenti§1:e3_,_,_„im,„„_„SIj,(,2)-Higgps«-Modell. Abb. 3.3 zeigt die Potentiale, mit Fits
gemäß Gl.(3.7). Bei ıc 2 .280, tief in der I-liggs--~Region, flacht das Potential (wie
in einem Plasma-~artigen Gebiet erwartet) sehr schnell ab: die Abschirmung
der äußeren Ladungen ist also schon bei kurzen Abständen sichtbar.

Dagegen ist bei 1:: 2 .261, knapp oberhalb des Püs, und bei r 2 .255 im
Oonfinement--Gebiet kein deutliches Abflachen zu sehen. Dementsprechend ist
die in Abb. 3.4 wiedergegebene Saitenspannung dort recht groß, sie reicht
schon nahe an die Saitenspannung der reinen Eichtheorie bei ıc 2 0 heran.
(Bei der Interpretation von Abb. 3.3 muß man beachten, daß periodische
Randbedingungen benutzt wurden, wodurch die Daten bei großen R von der
linearen Form o~°R abweichen müssen.)

Weil das Umfangsverhalten der Wegner-~Wilson-Schleifen (und somit o' s 0)
für alle ıc bewiesen ist (siehe Kap. 3.3 und [96l), folgt aus Abb. 3.3 und 3.4,
daß das mit dem skalaren Feld assoziierte Teilchen in der Oonfinement-Phase
(bei ıc 2 .255) wie vermutet sehr schwer ist. Der maximal mögliche Abstand
von R 2 8 reicht dann nicht aus, um Paarerzeugung zu verursachen: im

Cørnfinement Gebiet. „bei.3 dem Arbstandliißlrrrír keine Hadr0.HiS.ísru.ns
statt. Das ähnliche Verhalten kurz oberhalb des Übergangs könnte darauf
beruhen, daß das skalare Feld auch hier noch recht schwer ist, die
Wegner~«-Wilson-«Schleifen also noch nicht ihr asymptotisches Verhalten zeigen.

Das Potential erreicht also auf dem 164-~Gitter noch nicht seinen
asymptotischen Wert (außer tief im Higgs-»G-ebiet). Deshalb muß der höchste
noch gut meßbare Wert, nämlich V(R27)/2, als Ersatz für Eq 2 Ww)/2 dienen.
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Abb. 3.4: Saitenspannungen a aus Fits an die Potentiale gemaß G1.(3.7)
Der Pfeil gibt den Wert von cr bei ß 2 2.4 und ıc 2 0 an [100]
Leicht negative Werte von cr zeigen an, daß bei großeren ıc die

Ü. EE li 0.28 0.285
K.

Parametrisierung Gl.(3.7) unzweckmäßig wird.
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(Dieser Wert ist in Abb. 3.9 in Kap. 3.5 eingetragen. Aufgrund dieser
Abbildung kann man auch spekulieren, welcher Gitterabstand nötig wäre, um
I-Iadronisierung zu sehen: wie in Kap. 3.5 erläutert, sollte μ 2 V(<><>)/2 gelten.
Lineare Extrapolation von V(R)/2 führt für lc 2 .255 erst bei etwa R 2 16 auf
den Wert von μ. Um Hadronisierung zu sehen, müßten also wohl »völlig
irrealistische» Gitter deutlich größer als 32“ verwendet werden.)

33.3 der. Wesner+;WilsQn:$sh,1siien

Für den Spezialfall abelscher Eichsymmetrie und quadratischer
Wegner«-Wilson«-«Schleifen wird nun gezeigt, daß diese bei Anwesenheit
dynamischer skalarer Materiefelder nach unten durch ein Umfangsverhalten

< 1-ı(R,'1¬› > 2« 0, s"°2`(R"T) (3.14)

beschränkt sind [46,96]. Bei Annahme beschränkter Norm lei des skalaren

Feldes folgt aus einer Arbeit von Simon und Yaffe [101] auch eine
gleichartige Beschränkung nach oben (siehe [96] ), so daß die
Wegner-»Wilson-»Schleifen insgesamt Umfangsverhalten zeigen. Die Erweiterung
des Beweises l96l auf nichtabelsche Eichgruppen wird am Ende dieses
Abschnittes kurz angesprochen.

Das wesentlich Hilfsmittel des zu führenden Beweises ist
Reflektionspositivität bezüglich der 3»-dimensionalen diagonalen Hyperebenen
HE 2 ix G Z“, (›<“'~y“ 2 2 (xl-91)? durch den Punkt y.

Normalerweise wird Reflektionspositivität *die die Existenz eines
Hilbertraumes sichert-- für Gittereichtheorien beziiglich der Hyperebene

X“ 2 1/2 bewiesen [13], welche die Gitterkanten zwischen den Punkten in den
Ebenen xi 2 0 und 1 schneidet. Die Ebenen II; schneiden keine Kanten,
sondern verlaufen durch Gitterpunkte. Reflektionspositivität des U(1)-Higgs-
Modells bezüglich dieser Ebenen folgt als Verallgemeinerung der entspre-
chenden Untersuchungen von Systemen in der statistischen Mechanik [102l,
wie im folgenden gezeigt wird.
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Jede der Ebenen 113, s 2 ± 1, teilt das hyperkubische Gitter A, das hier
aus Punkten p„ı3__d_ Kanten bestehen soll, in drei disjunkte Mengen A0, A+, /1....,
wobei A0 aus den Punkten und Kanten besteht, die innerhalb der Hyperebene
liegen, A+ die Punkte und Kanten "oberhalb" und A... diejenigen "unterhalb"
der I-Iyperebene enthält. Die Reflektionen rs bezüglich der Ebenen H3 bilden
A+ auf A... ab (und umgekehrt) und lassen die Elemente von A0 invariant. Die
Aufteilung A 2 A„ 11 A+ U A.. des Gitters zerlegt die Feldalgebra A in drei
entsprechende Subalgebren A0, A+ und A., mit Trägern in A0, A+ bzw. A... Die
Reflektionen rg sind mit den folgenden Abbildungen der von den
Feldvariablen äx und U„,„_ erzeugten Algebren A0, A+, A... verbunden 2

68 Ex 2 @§.8(x) , 83 Ux,μ 2 Uf.8(x,μ) . (3.15)

95 bildet A+ auf A_ ab (und umgekehrt) und A0 auf sich selbst. Die Wirkung
S in Gl.(2.43) ist unter den Reflektionen 6,3 invariant. Diese Wirkung kann in
die folgenden Teile aufgespalten werden :

S0: alle Terme mit Variablen, deren Träger nur in A0 liegt,
S+: Terme mit Träger in A+ U A0, außer denjenigen in S,-„
S..: Terme mit Träger in A... U A0, außer denjenigen in S0,
Sc: Summe über die von 113 geschnittenen Plaketten,

0

Der Anteil SC hat die Form -Z G+6,;G+, wobei G+ Produkte von Kantenvariablen
auf der A+-Seite der geschnittenen Plaketten sind. Somit ist auch die
Reihenentwicklung von exp(-So) von der gleichen Form:

e"`S° = Z Hi e, Hi . (3.17)
J

Als nächstes wird nun die Positivität des Erwartungswertes <F 65F>
gezeigt, wobei F G A,-, U A+. Das Integrationsmaß ist in Gl.(2.39,2.42)

angegeben. Die Idee ist hier, die Integration über A0 abzutrennen, und
auszunutzen, daß die Integrationen über A+ und A... für jedes j in Gl.(3.17)
faktorisieren :
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<F eEF> = f U de du e”S F esfi
A

= I H de du e“S° H de du e"S+ H de du e"S* -
AQ /1 ıımı

- F e3F Hi esnl
een

(3.18)

= f gode du e"S° E I I §+d@ du e"S+ Hi F |2 .

De der Integrancl in dem Integral über A0 offensichtlich positiv ist, ergibt
sich die Reflektionepoeitivítät

<F es F> > o . (3.19)

Hieraus folgt die Existenz eines Skalerproduktee, und für Funktionen
F1,F„ G Ac,-UA+ gilt eomit die Schwerzeche Ungleichung

ı<F1 eEF„>ı < <F1 eEF,>1/2 <F„ e8F„>1/2 . (3.20)

Dieses letzte Ergebnis sei nun auf die Zweipunktfunktion

G(T,0) 2 <pzaš H U3 p9ag> , T 2 Z4 - y“, 2 2 §' (3.21)
T22-:

angewandt. Die Ebenen II* verlaufen hier durch die Punkte y bzw. z. Mittels
dreimeliger Anwendung der Ungleichung (3.20) ergibt sich

G(T,0) <

4

dn
í

Q

<pš>1/2

<pš>1/2

1/2
(på)

1/2
(på)

<pš>1/2

<puoH g U 8„(pgog Q U) >1/2

<pgeg 6„(p9oH) E U 6_(g U) >1/2

<(p„e„p„)2>1/4 < H U' H e„U e+(U U H e„ U) >1/4
T I*....(T) T I'.„.(T')

<p§ e„p§>1/4 w(T,T)1/4
(3.22)

1 1/<p§> /“ w(T,T) 4 .
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In bildlicher Form sind dabei die ersten beiden Reflektionen 2

å 4. 0 . ı

„sei ı _. .;§±. llılll

Der letzte Schritt in Gl.(3.22) benutzt wieder die Reflektion r.|.. Da <p§>
und <p§> von z bzw. y unabhängig sind, ergibt sich schließlich das Resultat

e(T,o) 4 e w(T,T)1/“ , 0 = <p2›*/2« <p4>*/“ > o . (3.23)

Es fehlt nun noch eine untere Schranke e"'CT für G(T,0), um den Beweis
zu beenden. Zu ihrer Gewinnung muß man Reflektionspositivität [13]
bezüglich Ebenen senkrecht zu G(T,0) (durch Gitterpunkte und in der Mitte
zwischen Gitterebenen) ausnutzen. Eine Möglichkeit ist dann, beginnend mit

G(1,o) < <p„2>1/2 c(2,o)1/2
< <p„2>1/2 c<1,o›1/4 e<3,o›1/e (3.24)
Q Olli

iterativ vorzugehen. Ein wesentlich eleganteres Verfahren [96] geht von der
Darstellung

mnm=<Mwmı*Mwm . tem <&%›
aus, wobei __f_l__" die Transfermatrix ist, deren Existenz (in der temporären
Eichung) durch die Reflexionspositivität gesichert ist. Da die Eigenwerte von
I zwischen 0 und 1 liegen, gibt es eine Spektraldarstellung

sem.f@wm›=)no›fl . mem

wobei g hier ein positives beschränktes Maß mit Träger in [0,1] ist. Aus der
Hölderschen Ungleichung folgt dann

1 2:1
fnu›i< ıfnc›fiıf ıfdsnıt wen

und daher

RG O1-« OO *anf

te(t,o) > e(o,o› [ ~i~±~l ] _ (3.28)

es



Aus Gl.(3.26) folgt G(1,0) á G(0,0). Für Ja $ 0 gilt G(1,0) =* 0. Damit ist das
Verhalten

c.(T,o) r. Geist. e"μT (3.29)

sezeist. Zusammen mit G1›(3.23) folgt das .Weder
(In diesem Beweis wurde stillschweigend

Translationsinvarianz vorausgesetzt. Strikt ist dies vermutlich nur in
geeigneten thermodynamischen Limites gültig [96].)

Der obige Beweis kann auch auf nichtabelsche Gruppen (also speziell auch
auf das SU(2)-~I~Iiggs-Modell) ausgedehnt werden, indem die nichtabelschen
Matrizen einfach elementweise behandelt werden [96]. Die Form (3.17) der

auftretenden Terme bleibt dabei unverändert. In Ref. [96] wird der Beweis
auch auf rechteckige Wegner--Wilson-«Schleifen verallgemeinert.

P

Die in Gl.(3.1) definierten Zweipunktfunktionen G(T,R) kann man als
eichinvariante Verallgemeinerung von Spin-»Spin Korrelationsfunktionen
auffassen. Letztere dienen dazu, langreichweitige Ordnung in statistisch
mechanischen Systemen mit globalen Symmetrien zu charakterisieren. G(T,R)
ist aber als Funktion von T nach oben durch exponentiell fallende Funktionen
beschränkt [40]. Daher kann G(T,R) keine langreichweitige Ordnung zeigen,
in Übereinstimmung mit der Erwartung, daß Fluktuationen der Eichfreiheits--
grade jede langreichweitige Korrelation zerstören [40]. Dies ist auch die
Grundlage für den in Kap. 2.2 erwähnten Beweis ([40],s.a.[43]) des
Verschwindens nicht-eichinvarianter Erwartungswerte. Der exponentielle

Zerfall von G(T,R) liegt also an seiner Eichinvarienz und nicht an einer
ungünstigen Wahl der Korrelationsfunktion.

Gemäß Ungl.(3.29) ist G(T,R) auch nach unten beschränkt. Es gilt also

C., e""”1T r c.('1¬,R) < 0, e"'”=T , (3.30)

was das exponentielle Verhalten Gl.(3.2) nahelegt (s.a. Kendo [37l).
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Die Untersuchung von G(T,R) kann also Einsicht in die Dynamik von
wechselwirkenden Eich« und Materiefeldern geben. Besonders interessant ist
die genaue Form seiner funktionalen Abhängigkeit von T und R sowie die
physikalische Interpretation des Energie«-Parameters μ, aus Gl.(3.2), der das
Verhalten von G(T,R) bei großen Abständen bestimmt. Der Rest dieses Kapitels
ist solchen Fragen gewidmet.

In diesem Abschnitt soll nun zunächst das exponentielle Verhalten Gl.(3.2)
anhand der MG--Daten überprüft werden. In Übereinstimmung mit der
Interpretation von G(T,R) als Korrelationsfunktion (Vgl. Kap. 3.5) wird der
Abstand T als "Zeit" aufgefaßt. Der Abstand R charakterisiert die
Abhängigkeit von G bezüglich unterschiedlicher Wahl des Pfades I' zwischen
den Punkten X und y in Gl.(3.1).

§,(1_);fiiggs,†Modell. Bei allen untersuchten fc«-Werten zerfällt hier G(T,R)
exponentiell:

e(T,s) ~ fG(R) e'"'*"T , 4 < T < 3 , R fest . (3.31)

Bei kleineren Abständen, T < 4, gibt es Abweichungen von diesem
asymptotischen Verhalten. Wie Abb. 3.5 zeigt, ist g ( 2 Steigung der Geraden

in Abb. 3.5) .Maße

Das asymptotische Verhalten von G(T,R) sollte in der Coulomb- bzw. der
Confineınent-Higgs-~Phase unterschiedlich sein (Vgl. Kap. 3.5). Aufgrund von
analytischen Resultaten von Fredenhagen und Marcu [36] erwartet man

G(T,R) ~ e _ (m°_E'°)T H Eq(T+2R) (Coulomb-Phase) (3.32)
und

G(T,R) ~ e H μ'(T4-ZR) (Confinement--Higgs-«Phase). (3.33)

In der Arbeit [46] ist auch eine Analyse von G(T,R) mit Hilfe der
"I-Iopping--Parameter"--Entwicklung wiedergegeben. Das Resultat reproduziert
die obigen Gleichungen.
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Abb. 3.6: Zweipunktfunktionen G(T,R) im U(1)--Higgs-Modell, auf einem
16"'-Gitter, als Funktion des "Umfangs" P I T + ZR, für festes R
zwischen 0 und 8. Verschiedene Symbole stehen für verschiedenes
R. Für jedes R liegt der Abstand T zwischen 0 (oben in den
Abbildungen) und 8 (unten). Die Daten sind bei )\ 2 3, 13 2 2.5 und
(a) ıc I 0.175 in der Coulomb-Phase, (b) ic 2 0.178 knapp oberhalb
des Higgs-PÜs, und (c) bei ıc 2 0.64 tief im Higgs-Gebiet gewonnen.
Bei den gleichen ıc-~Werten zeigt Abb. 3.2 die Potentiale.
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Die Unterscheidung eines Verhaltens nach Gl.(3.32) bzw. (3.33) ist leicht in
der Abb. 3.6 möglich, wo G(T,R) als Funktion des "Umfangs" P 2 T + ZR
dargestellt ist. Das Umfangsverhalten Gl.(3.33) impliziert, daß alle Punkte
einer derartigen Abbildung (asymptotisch) auf einer einzigen Geraden liegen.
Abb. 3.6c zeigt solches Verhalten tief in der I~Iiggs-~Phase. Knapp oberhalb des
Püs, in Abb. 3.6b, erscheint das Umfangsverhalten erst bei sehr großen R
und T. Ganz verschieden hiervon ist das Verhalten in der Coulomb-~Pha.se,
Abb. 3.6a: in R- bzw. T«-Richtung gibt es zwei verschiedene exponentielle
Zerfallsraten, in Übereinstimmung mit Gl.(3.32).

Die asymptotische Steigung von log G(T,R) bei festem R (d.h. feste
Symbole in Abb. 3.7) gibt μ. Die Steigung bei festem T 2 4 fiihrt auf die
Funktion fG(R) aus Gl.(3.31). Diese Steigung hat einen Wert von etwa O s 0.1,
nahezu unabhängig von ıc. Wenn Gl.(3.32) und (3.33) exakt gültig sind, so ist
C 2 ZEQ; seine Konstanz entspricht der im vorigen Abschnitt erwähnten
Konstanz von Eq.

SU(2)--Higgs--Mod ll Hier gibt nur die Oonfinement-Higgs--Phase.e . es
Asymptotisch sollte also immer das Umfangsverhalten Gl.(3.33) gelten. Bei der
Untersuchung der Wegner-Wilson-«Schleifen in Kap. 3.2 wurde aber schon
klar, daß auf dem 164»-Gitter in der Confinement-«Phase keine Hadronisierung
stattfindet, also auch kein asymptotisches Verhalten erwartet werden kann. In
Abb. 3.7 sind die Zweipunktfunktionen G(T,R) gegen den "Umfang" P 1: T + ZR

aufgetragen, für die gleichen Kopplungen wie beim Potential in Abb. 3.3.

Tief im I~Iiggs-Gebiet, in Abb. 3.70, und auch kurz oberhalb des
Übergangs, in Abb. 3.7b, ist das Verhalten sehr ähnlich zum
U(1)--Higgs--Modell : Bei T 2« 2 und R 2'» 0 ist μ unabhängig von R, und G('I`,R)
zeigt Umfangsverhalten. Dagegen wird in Abb. 3.7a, im Confinement-Gebiet,
das nicht-~asymptotische Verhalten des Modells offensichtlich.
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.3 _Interpreta§i9.n... .cder.. .,...nersie.-...ıi±e

In diesem Abschnitt gebe ich zunächst eine physikalische Interpretation
des Parameters μ. Anschließend werden daraus für die verschiedenen Phasen
der Modelle Schlußfolgerungen gezogen und anhand der Monte--Carlo--Daten
überprüft. Einige Bemerkungen zu einer heuristischen Interpretation des
Higgs--Mechanismus schließen diesen Abschnitt ab.

Die physikalische Bedeutung von μ kann man in der temporären Eichung
[13,95] sehen. Der Paralleltransporter in Zeitrichtung auf dem Pfad T ist
dann 1 und G(R,T) reduziert sich, wie in Kap. 3.1 schon angedeutet, auf eine
Korrelationsfunktion in Zeitriohtung zwischen zwei Feldprodukten der Form

D(`§,'š+fi) 2 H Ug §~;,t , Ø E Linie (t,'i'i -ë t,"'1få+B) (3.34)
Ü

für t 2 0 und t 2 T. Diese Produkte sind nicht eichinvariant. Analog zu
Wegner«-Wilson-»Schleifen werden die zur Korrelationsfunktion beitragenden
Zustände üblicherweise so interpretiert, daß es am Raumpunkt §2 + §2 eine
äußere Quelle gibt, die zusammen mit den durch D erzeugten Zuständen ein
ladungsneutrales System bildet. Das Verhalten von G(T,R) für große T
projiziert aus diesem System die Zustände niedrigster Energie heraus.
Hieraus folgt:

μ ist die niwrigste Energie in den Feldern, die eine äußere
flkfömige Ladm q (3.35)

I-leuristisch ist μ also in der Coulomb›-Phase die Energie eines dem
Grundzustand von Wasserstoff vergleichbaren Systems (Feldenergie +
"Elektron"-Masse). Das Analogon in der Confinement-»Region ist z.B. ein
B--Meson. In der Higgs Region ist μ die Energie in den Feldern um eine, nun
wie durch ein Plasma abgeschirmte, äußere Ladung herum.

Die äußeren Quellen in der obigen, nicht eichinvarianten, Beschreibung
kann man zum Zwecke einer völlig eichinvarianten Argumentation auch durch
ein zusätzlich in die Theorie eingeführtes schweres Feld ersetzen [46l, was
zur gleichen physikalischen Interpretation führt.
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Die R-«Unabhängigkeit von μ wird nun klar: Fiir alle R trägt derselbe
Zustand niedrigster Energie bei. Sein Beitrag ist lediglich mit fG(R) gewichtet.
Gäbe es in Gl.(3.1) keinen Paralleltransporter zwischen den beiden Ladungen,
so wiirde fl-,(R) in der Coulomb-›-Phase die Dichte der dynamischen geladenen
Teilchen messen. Die Anwesenheit eines Paralleltransporters macht eine solche
Interpretation schwierig. Ignoriert man dieses Problem, so gibt das exponen-
tielle Abfallen f,_¬,(R) ~ e"CR, C e 0.1 ein grobes Maß für die Größe des
"Wasserstoffatoms“ in der Coulomb-Phase. Der sehr niedrige Wert von C
impliziert einen sehr ausgedehnten Zustand, wie für schwache Coulomb-Kräfte
(Gl.(3.13)) zu erwarten. Aus C e 0.1 folgt ein Bohr~«-Radius von etwa 20a.

Qqgggjingmqgqnqtffiiggs-Phase. Hier sind äußere Ladungen immer abgeschirmt.
Daher stimmen die Interpretation (3.10) von Eq und diejenige (Gl.(3.35)) von μ
überein, und man kann

,. = Eq (3.36)
erwarten. Da μ und Eq aus konzeptionell unterschiedlichen Größen, nämlich
den Zweipunktfunktionen G(T,R) bzw. den Wegner»-Wilson-Schleifen bestimmt
werden, ist Gl.(3.36) ein Test für die Gültigkeit der physikalischen
Interpretation beider Größen. Aus den G1.((3.36) und (3.32), (3.33) sieht man
auch, daß die Zweipunktfunktionen G(T,R) in R»-Richtung immer, wie die
Wegner~Wilson-Schleifen, mit Eq abfallen. Die Monte-~Oarlo-«Ergebnisse zu μ
und Eq sind in den Abbildungen 3.8 und 3.9 dargestellt.

Im stehen die Daten in beiden Modellen in guter
Übereinstimmung mit Gl.(3.36). Im SU(2)--Fall sind μ und Eq dort nahezu
identisch.

Im U(1)--Fall (Abb. 3.8) nähert sich μ für ße > mp, schnell an Eq an und
Gleichung (3.36) ist bei ıc fl 0.188 gut erfüllt. Der (vermutliche) Grund für die
Abweichungen bei ic 2 0.179 und 0.180 ist aus Abb. 3.6b ersichtlich: Die
asymptotische Steigung der Zweipunktfunktionen wird erst bei sehr großen T
(und anscheinend auch erst bei großen R) erreicht. Zur Bestimmung von μ
wurden aber Fits ab T 2 4 (bei festem R 2 1) durchgeführt. Der resu1›-
tierende Wert für μ ist also kurz oberhalb des PÜs nicht”-asymptotisch und
zu hoch. Die Steigung der Zweipunktfunktionen in R-«Richtung ist in allen
drei Bildern der Abb. 3.6 nahezu konstant, nämlich gleich Eq (wie aus μ 2 Eq
in Abb. 3.6c folgt). Aufgrund von Abb. 3.6b kann man also vermuten,
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daß auch dort die asymptotische Steigung in T--Richtung gleich derjenigen in
R-Richtung ist, daß also μ, ä Eq gilt. Ein weiterer möglicher Grund für die
Abweichung wären (bei einem Übergang 1. Ordnung) die auf endlichem Gitter
noch möglichen kurzzeitigen "Ausflüge" in die Coulomb--Phase.

Im des SU ( 2)«-I-Iiggs--Modells hat noch keine
I-ladronisierung eingesetzt. Die äußeren Ladungen sind nicht abgeschirmt; Eq
mißt nur Feldenergie. Dagegen ist in μ. zusätzlich die Masse eines schweren
geladenen "Konstituenten"-~Teilchens enthalten. Deshalb ist es plausibel, daß
das aus den (nicht--asymptotischeni) Fits bestimmte μ in Abb. 3.9 größer ist
als Eq. I

C lpmb--Phase. In dieser Phase sind eichinvariante Zustände endlicherou
Energie zu erwarten, die mit dem dynamischen Feld ê assoziiert sind und im
Sinne des Gaußschen Gesetzes geladen sind. Der Zustand mit der niedrigsten
Energie wird im folgenden als geladenes Teilchen c, mit Masse mq, bezeichnet.
Es ist wichtig zu beachten, daß geladene Zustände nicht durch die Wirkung
des lokalen Feldes ix auf das Vakuum erzeugt werden. Ein solcher Zustand
wäre nicht eichinvariant. Geladene Zustände können nicht durch lokale
Operatoren erzeugt werden [103-~105l. Ihre Konstruktion ist eine große
Herausforderung in der Quantenfeldtheorie.

Ein bequemer Weg, die Eigenschaften eines geladenen Teilchens im
eichinvarianten Formalismus zu studieren, ist seine Untersuchung bei
Anwesenheit einer äußeren Quelle q. Das Gesamtsystem ist dann neutral (wie
das erwähnte Wasserstoffatom), kann also durch einen lokalisierten Zustand
beschrieben werden. Als Instrument zum Studium eines solchen Systems
bietet sich G(T,R) an. Die Abschirmenergie ist dann die niedrigste Energie
des "Wasserstoffatoms"; es gilt

μ L' Eq + mq -- Eq(cq) in der Coulomb Phase. (3.37)

Eq(cq) 2 0 ist hier die größte Bindungsenergie des c--q«-Systems und eine
Funktion von mq. Sie ist analog zur Bindungsenergie eines Wasserstoffatoms
im Kontinuum, wo gilt

1Eq(cq) 2 *â mq oe* . (3.38)
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Auf dem Gitter kann die Energie Eb(cq) als Funktion von mq im Prinzip
auch aus dem Potential V(R) berechnet werden, indem man die entsprechende
Schrödingergleichung löst. Wenn also μ„ X/(R) und Eq in MC--Rechnungen
bekannt sind, ist mc eine aus Gl.(3.37) berechenbare Größe.

Die Daten in der Abbildung 3.8 zeigen deutlich, daß in der Coulomb-Phase
μ > Eq gilt. Die Mqassqeqqqqqqqigiqqqist also bei A 2 3 und ß 2 2.5 bis unmittelbar zum
Higgs-»Übergang von Null verschieden. Eine einfache Abschätzung für die
Bindungsenergie aus der Kontinuumsformel (3.38) und dem Wert Gl.(3.13) für
of ergibt etwa 0.06'mq; sie ist also bei ß 2 2.5 in Gl.(3.37) vernachlässigbar.
Die Masse mq des geladenen Teilchens stimmt daher praktisch mit μ -~ Eq
überein. Aus der Abb. 3.8 kann man für das 83°16-»Gitter bei ıc 2 0.179, 0.177
und 0.175 die Werte mq s μ - Eq 2 0.35, 0.40 und 0.46 mit Fehlern ±0.05
entnehmen. Auf dem 16“~Gitter ist bei ıc L' 0.175 der Wert von mc etwa 0.54.
Im Grenzfall ıc ~§ 0 steigt die nackte Masse log(1/ıc) des §-~Feldes gegen
Unendlich. Es ist zu erwarten, daß bei .Ic -> 0 auch μ und mq unendlich
werden.

Nach einem Vorschlag von Fredenhagen und Marcu [36] kann die Masse mc

des geladenen Teilchens auch aus einem geeigneten Quotienten von
Zweipunktfunktionen und Wegner-»Wilson-»Schleifen bestimmt werden. Bei
festem Abstand R, der so groß sein muß, daß der Zustand cq nicht mehr
gebunden ist, sagen Fredenhagen und Marcu in der Coulomb-»Phase

-wm T -- E (ZR+T)
pFfi(T,R) 3 ...........§....l..':.[`._z.B..).........._...... „ 3 e""mcT (3_39)

m e *“Eq(2R+T)

voraus (bis auf Potenzkorrekturen). Hier muß keine Bindungsenergie
berücksichtigt werden. Andererseits ist der betrachtete Limes numerisch
schwieriger realisierbar als derjenige für die Berechnung von μ, weil jetzt
sowohl R als auch T groß sein müssen. Auf dem 16“-Gitter wurde pn., bei
ıc 2 0.175 gemäß Gl.(3.39) bestimmt. Der resultierende Wert mq 2 0.50(5) stimmt
mit dem oben zitierten μ, - Eq ef 0.54 iiberein. Aufgrund der geringen
Bindungsenergie ist dies nicht sehr überraschend.

67



Wie man in Abb. 3.8 sieht, weist die

Abschirmenergie μ am l~Iiggs-~PÜ bei Ä 2 3 und ß 2 2.5 eine deutliche
Diskontinuität auf. Der Wert Ä 2 3 war ursprünglich gewählt worden, weil es
hier, im Gegensatz zur Situation bei kleineren Ä, in der Observablen <@*U@>
keinen bemerkbaren Sprung gibt (Vgl. Kap. 2.5). Hier war daher ein PÜ 2.
Ordnung erwartet worden.

In langen MO-Läufen bei ıc e mp, traten dann allerdings zwei verschiedene
Verhalten von @*U@ auf, die sich durch den Grad der Fluktuationen
unterscheiden, wobei aber der Mittelwert <@*Uš> nahezu derselbe ist. Jedes
dieser Fluktuationsmuster blieb zum Teil über sehr lange MO-«Zeit hin
erhalten. Die Abb. 2.5 in Kap. 2.6 zeigt ein Beispiel hierfür.

Dieses Verhalten deutet auf das Vorliegen zweier sehr langlebiger
metastabiler Zustände hin. Sie unterscheiden sich aber weder in <@*U@>, noch
in einer anderen untersuchten lokalen Observablen, wodurch ihre
Langlebigkeit sehr erstaunlich zu sein schien. Erst die Berechnung der
nichtlokalen Observablen μ, getrennt bei jedem der beiden Zustände in Abb.
2.5, ergab einen Sprung, nämlich zwischen den beiden in Abb. 3.8 bei
ıc 2 0.179 gezeigten Werten. Der Zustand mit geringeren Fluktuationen in Abb.
2.5 hat einen kleineren Wert von μ und gehört zur Higgs-Phase, wohingegen
der Zustand mit größeren Fluktuationen ein großes μ hat und zur
Ooulomb-Phase gehört.

Die Abschirmenergie ,Q ist also ein ¬a_u_f de Higgs;-PÜ sehr empfindlicher
Parameter, der geeignet ist, zwischen der Ooulomb-Phase und dem
Higgs--Gebiet der Confinement-Higgs-»Phase zu unterscheiden. Der große
Sprung in μ deutet .für Ä K 3, ß 2 2.5 auf einen PÜ 1. Ordnung hin, trotz
des kontinuierlichen Verhaltens der lokalen Observablen. Die Abb. 3.10 zeigt,
daß dieser Sprung auch auf Gittern der Größe 12“ und 16“ auftritt. Die
vorhandenen Daten reichen aber nicht aus, die Abhängigkeit des Sprungs
von der Gittergröße zu bestimmen. Es ist nicht auszuschließen, daß Daten in
der einen Phase durch kurze "Ausflüge" des Systems in die andere Phase
beeinflußt sind. Es könnte sein (s. Abb. 3.10), daß der Sprung in μ mit
zunehmender Gittergröße kleiner wird. Eine endgültige Aussage über die
Ordnung des Püs kann deshalb noch nicht gemacht werden.
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Zum Higgsygíechani gs im U(1)-Hi,ggs-›I¶od ll, Da E sich am PÜ praktisch...... er so 1 q
nicht ändert, wird der Sprung in μ durch eine plötzliche Verringerung von
mq -- Eh verursacht. Weil Et, sehr klein ist (s.o.), ist es also die Masse mq des
geladenen Teilchens, die sich am Higgs-»PÜ drastisch ändert. Das folgende
Bild der Situation in den verschiedenen Gebieten liegt nahe :

In der Coulomb-Phase ist die Differenz μ - Eq .1 mq -- Eh groß: das
geladene Teilchen c ist schwer. Im Confinement-Gebiet kann man von einer
schweren Konstituentenmasse des dynamischen Teilchens sprechen
(korrespondierend zu hoher nackter Masse log(1/lc) des skalaren Feldes in
der I-Iopping--Parameter-Entwicklung). In beiden Fällen kostet Paarerzeugung
viel Energie. Der niedrigste Energiezustand eines Paares weit voneinander
entfernter äußerer Quellen enthält in der Ooulomb--Phase keine Paare

dynamischer Ladungen und im Oonfinement-Gebiet nur ein einziges Paar.

Am H1'g'gs-Übergang dagegen fällt im U(1)-Higgs-~Modell die Differenz
μ, -- Eq auf Null. Es kostet im Higgs-»Gebiet nun beliebig wenig Energie, Paare

geladener Teilchen zu erzeugen. Es gibt dort schon im Vakuum ein Kondensat
geladener Teilchen (vgl. Gl.(2.13,2.48)). In diesem Kondensat geladener
Teilchen findet nunmehr Debye-Hücke1 Plasma:-Abschirmung statt. In dem
Maße, wie das Kondensat dichter wird (und <ë+@> wächst), steigt auch die
Photonmasse langsam über Null hinaus (s. Kap. 4) 1 der Higgs--Mechanismus
erfüllt seinen Zweck.

3-16.....

Wie in Kap. 3.2 dargestellt wurde, versagt für ic > 0 das Wilson-Kriterium
bei der Unterscheidung der Ooulomb-› von der Confinement--I~Iiggs-Phase. Die

Konstruktion einer statt dessen als Ordnungsparameter tauglichen Größe
stellt eine Herausforderung dar [35,36,38].

ciDie sbrupte Änderung von μ -~ E., am
Higgs-PÜ legt seine Verwendung für einen Ordnungsparameter nahe. In der
Oonfinement--I~Iiggs--Phase ist die physikalische Interpretation von μ und Eq
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für Fits gemäß Gl.(3.44). Die Daten konvergieren sehr schnell
zu ihren asymptotischen Werten.
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Abb. 3.12: Asymptotische Werte pfic von pAC(T) im U(1)-~I~Iíggs-Modell, aus
Fits gemäß Gl.(3.44). Die Werte fallen mit denjenigen von p§?„
zusammen (s.u.).
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identisch: der Zustand niedrigster Energie, der eine äußere Ladung enthält,
ist identisch mit der abgesohirmten äußeren Ladung. Daher verschwindet hier
μ -- Eq (Gl.(3.36)). In einer Phase mit freien Ladungen dagegen kann die
äußere Ladung sowohl frei als auch abgeschirmt existieren, mit im allgemeinen
verschiedenen Energien μ und Eq.

Die Größen μ, und Eq sind über das asyrnptotisohe Verhalten von
Zweipunktfunktionen (G1. ( 3.2)) bzw. Wegner--Wilson«-Schleifen (G1. ( 3.9))
definiert. Die Angemessenheit der dort angesetzten funktionalen Formen
wurde in Kap. 3.3 (Gl.(3.14)) und Kap. 3.4 (Gl.(3.30)) gezeigt. Die Differenz
μ, -~ Eq taucht daher asymptotisoh in dem Quotienten

<T>
pA@<T› == ~9í±9l~„- a ~l--~ <ß.40›

w('1¬,'1¬›1/4 <|il]T>1/.

auf2

p..<T› ~ e "1“"Eq)T . <ß.41›

Deshalb kann man erwarten, daß

/ =fi 0 ( Confínement )
ßíc §3 pAC(T›

T~*§m \ _ `

2 0 ( freie Ladungen)

gilt; pic ist also ein (niohtlokaler) Ordnungsparameter, der in einer Phase mit
freien Ladungen verschwindet.

Bei dem Beweis des Umfangsverhaltens der Wegner--Wilson«-Schleifen wurde
auch bewiesen (Gl.(3.23)), daß pM3(T) allgemein durch eine T»-unabhängige
Konstante nach oben beschränkt ist. Aus

w('1¬,'1¬)1/'* 2 e G(T,o) .

folgt mit Gl.(3.41) :

Ä-_!! "E4 __%__,__ ° '
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Die niedrigste Energie einer abgeschírmten äußeren Ladung ist also nie
kleiner als diejenige einer freien äußeren Ladung. Wenn die Terminologie von
Gl.(3.37) anwendbar ist (also in der Coulomb-~Phase) bedeutet dies, daß die
Bindungsenergie Eb(cq) nie größer sein kann als die Masse des geladenen
Teflchens.

,Fjir, das Ug(„,1„),±:,I;liggs,†;lgg;g:1gll sind in Abb. 3.11 die MC-»Ergebnisse zu pM_;(T)
auf dem 16“*-Gitter dargestellt. Die Daten stehen mit der Vorhersage Gl.(3.42)
im Einklang. Dies korrespondiert mit dem Verhalten von μ -~ Eq, das man aus
Abb. 3.8 ablesen kann. Es ist bemerkenswert, daß pAC(T) sich in beiden
Phasengebieten schon bei kleinen T an seinen asymptotischen Wert annähert.
Um diesen asymptotischen Wert pfiß zu bestimmen, wurden Fits gemäß

"ÜACT,oM;(T) 2 AM; + BAC°e (3.44)

durchgeführt. Sie sind ebenfalls in Abb. 3.11 dargestellt. Die resultierenden
Werte für pffc zeigt die Abb. 3.12. Sie stimmen sehr gut mit der Vorhersage
Gl.(3.42) iiberein. (Anmerkung.° Der obere Wert pic > 0 bei ıc 2 0.179
korrespondiert zum unteren Wert von μ, in Abb. 3.8. Da dort der Fit
μ - Eq > 0 ergab, woraus eigentlich pffic 2 0 folgen sollte, ist die Abweichung
von Null in Abb. 3.12 ein Anhaltspunkt für die Größe der systematischen
Fehler in den durchgeführten Fits. Siehe hierzu auch die Bemerkungen bei
Abbı 3084:)

Auch für das §l,L(_2;)_±,Higgs†lYIo,de1l wurde pM3(T) berechnet. Die Ergebnisse,
bei den auch in friiheren Abbildungen schon verwendeten ıc~Werten, sind in
Abb. 3.13 dargestellt. Bei Je 2 0.261 und 0.28 erreicht pA,_;(T) schnell einen
anscheinend asymptotischen Wert, der größer als Null ist. Bei fc 2 0.255 im
Oonfinement-Gebiet verhält sich das SU(2)---Higgs--Modell auf dem 16“--Gitter
noch nicht asymptotisch. Tatsächlich fällt påß bei 1 ıc 2 0.255 im
Confinement-Gebiet auf Werte ab, die mit Null verträglich sind. Die beiden
auseinandergezogenen schweren dynamischen Ladungen benehmen sich bei
den niedrigen erreichten Abständen noch wie statische Ladungen in der
reinen Eichtheorie. Erst wenn bei viel größeren Abständen Hadronisierung
einsetzt, ist ein Wiederanst1'eg von pm; zu erwarten [36]. Als Näherung fiir
pfiß sind in Abb. 3.15 (s.u.) die Werte AM; aus Fits gemäß Gl.(3.44) angegeben.
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Ffedefihfisefl und MMC“ haben ein
anderes Kriterium zur Unterscheidung von Phasen mit Confinement bzw.
freien Ladungen vorgeschlagen. Seine Gültigkeit wurde durch konvergente
Reihenentwicklungen in verschiedenen Gebieten der Phasendiagramme der
Z(2)- und U(1)--Gitter-Higgs-Modelle exakt gezeigt [36,37] und auch durch
andere analytische Methoden bestätigt [39]. Außerdem unterstützen
MC--«Untersuchungen des Z(2)-Modells und des U(1)-~Modells mit Materiefeldern
der Ladung 2 [44] die analytischen Vorhersagen. Der Gültigkeitsbereich der
Vorhersagen, der analytisch auf Ränder der Phasendiagramme beschränkt ist
und nur asymptotisches Verhalten umfaßt, wird durch die nun vorgestellten
numerischen Ergebnisse auf die Coulomb--Phase des U(1)-~Higgs-~Modells und
auf die I-Iiggs--Gebiete der beiden hier untersuchten Modelle ausgedehnt.
Besonders interessant ist dabei natürlich die analytisch bisher unzugängliche
Umgebung des Higgs--Phaseniibergangs.

Das Kriterium wird mittels des Verhältnisses

R

Pı=ı«ı(R›T) I*  2 2 "*í**-§""'T"?"*'/ (3.45)
' <l:ı2T>1 2

formuliert. Man beachte, daß der Abstand zwischen den Endpunkten des
Pfades T jetzt mit R bezeichnet ist, da dieser Abstand für die physikalische
Interpretation des Kriteriums raumartig sein muß. Es wird nun ein
Grenzwert betrachtet, bei dem T und R gleichzeitig proportional zueinander
wachsen. Dieser Grenzwert ist numerisch schwieriger zu erreichen als
derjenige bei pM3(T).

Das erwartete asymptotische Verhalten ist das gleiche wie bei pfiß,
G1.((3.40)±

/ pf=°M #= 0 ( Confinement)
pFM(R,T) *Ü \ (3.46)

T2-ER O ( Freie Ladungen).

Somit ist pfi°=°,., ein (nichtlokaler) Ordnungsparameter (von Fredenhagen und
Marcu "Vacuum Overlap Order Parameter" genannt), der ebenfalls zwischen
Phasen mit Oonfinement und solchen mit freien Ladungen unterscheidet.
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Zur physikalischen Motivation dieses Kriteriums [36] werden die
eichinvarianten Zweipunktfunktionen anders interpretiert als bisher. Der
Abstand zwischen den beiden dynamischen Ladungen ist nun raumartig. Das
physikalische Bild ist dasjenige zweier entgegengesetzter Ladungen im
Abstand R. Durch den Paralleltransporter, der die beiden Ladungen
verbindet, wird der Zustand eichinvariant gemacht.

wenn nun eine der Ladungen zu R -> <›<› entfernt wird, kann der
zurückbleibende Zustand entweder geladen oder abgeschirmt sein. Im ersten
Fall verschwindet der Überlapp mit dem (neutralen) Vakuum, also der
(Vakuum-)Erwartungswert, im zweiten Fall ist er ungleich Null. Das
gleichzeitige Verschieben des Paralleltransporters auf die "zeitartige"
Entfernung T projiziert auf die Zustände niedrigster Energie.

Die Division durch W(R,2T)1/2 entfernt den Faktor exp(-Eq(R+2T)) des
Umfangsverhaltens von G(R,T) in dem Limes von Gl.(3.46). In der Phase mit
freien Ladungen fällt der Zähler in Gl.(3.39) um den Faktor exp(-mCR)
schneller ab als der Nenner [36]. Daher verschwindet auch päfi in der Phase
mit freien Ladungen, ebenso wie pic. Die Energie mc, die das exponentielle
Abfallen bestimmt, spielt hier die gleiche Rolle wie die Energiedifferenz

μ - Eq 2 mc -- Eb(cq) beim Ordnungsparameter pfic. Die Grundlagen der
beiden Kriterien, nämlich Eigenschaften des Energie--Spektrums, sind also
nahe verwandt. Aufgrund der Resultate in Ref. [36] ist sogar

Pic 3 P?M (3~47)

zu erwarten.

) giggs-Modell stimmen darüber hinaus für alle rc--Werte in beiden1 --»H i
Phasen schon pF„(R,R/2) und pM;(T) bei T 2 R sehr gut überein! (Eine kleine
Abweichung gibt es lediglich bei ıc 2 0.3, T = 1,2.) Ich zeige pF,.,(T) daher
hier nicht explizit. Gleichung (3.47) ist sehr gut erfüllt. Die Werte von pfifi
können deshalb aus der Abb. 3.12 entnommen werden.

Mit sie E pin 2 (Lin der Q lol b--Phase ist also ri
freier... Ledurflsen in L dieser Pharßerrrrrbliat
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Zusammen mit der Masselosigkeit des Photons in der Coulomb--Phase (Kap.
4) bestätigt dies, zumindest numerisch, daß für die skalare QED das Theorem
von Swieca [l06,103] auch auf dem euklidischen Gitter gilt : freie abelsche
Ladungen sind nur mit einer verschwindenden Masse des Eich--Vektorfeldes,
das an die Ladungen koppelt, verträglich.

Im SU(2)-~H,ig_gs-»Modi zeigen sich im Confinement--Gebiet noch nicht dieel
asymptotischen Eigenschaften. Man kann daher nur im I~Iiggs-«Gebiet das
korrekte Verhalten ,>29 2 pfšfi $ 0 erwarten. Abb. 3.14 zeigt p,=„(R,t(R/21), mit
Fits analog zu Gl.(3.44), für R 2 1. Das Verhalten von pn., ist qualitativ gleich
dem oben besprochenen Verhalten von påc. Auch die numerischen Werte sind,
schon bei kleinen Abständen, sehr ähnlich. Für die asymptotischen Werte pic
und p°|?,., sind in Abb. 3.15 die Resultate AAC und AH, aus Fits gemäß Gl.(3.44)
angegeben. Wegen des im Confinement-Gebiet nichtasymptotischen Verhaltens
des SU(2)-I~liggs-I\fIodells liegen sie dort nahe bei Null. Die
Oon1°`1'nement~Krfterien G_1.(3.42) und G].(3.46') konnten also leider im einzigen
untersuchten C'on.finement-Gebiet, demjenigen des SU(2)-H1'g'g's-~M`ode1Is, wegen
zu g'er1'nger Gíttergröße nicht verifiziert werden.
Dagegen sind die Werte von pfic und p°,?„ oberhalb des PÜs deutlich von Null
verschieden und erfüllen annähernd die G-l.(3.47).

Von Bricmont und Fröhlich wurde der

Parameter

pB,=(T) 2 G(T,O) / G(2T,0) (3.48)

vorgeschlagen ([35], s.a.[36]). Er unterscheidet zwischen dem Fall, daß der
Grundzustand eines geladenen Teilchens ein Bindungszustand ist (oder daß
Confinement herrscht), und dem Fall, daß dieser Grundzustand ein freies
Teilchen ist. lm ersten Fall gilt pg; r 0. Im zweiten Fall tritt zu dem
exponentiellen Zerfall von G(T,R), Gl.(3.2), noch ein Faktor T"'(d"1)/2 als
(Ornstein-«~Zernike-~)Korrektur hinzu und p§'F ist Null.

In der Oonfinement-Higgs-»Phase sollte

PÜF 2 P?M 3 Pic * Ü (3.49)

gelten [36]. Im U(1)-Higgs«-1*/Iodell sind in der Coulomb-Phase
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Umfang P der entsprechenden Wilson»-Wegner-Schleife, P 21 412.
Die Kurven sind Fits analog zu Gl.(3.44).
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(Sterne) aus Fits gemäß Gl.(3.44).
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Bindungszustände cq zu erwarten. In beiden untersuchten Modellen sollte
daher in allen Gebieten pf,.°F ungleich Null sein.

In den MC«-Resultaten konvergiert pB,=(T) in der Ooulomb-«Phase des
U(1)--Higgs-Modells und im Confinement--Gebiet des SU(2)-lliggs-Modells leider

nur sehr langsam und erreicht keinen asymptotischen Wert. lm den
Higgs-»Gebieten der beiden Modelle bestätigen die MO-Daten die Gl.(3.49) mit
guter Genauigkeit.

In Eichtheorien mit Materiefeldern in der fundamentalen Darstellung gibt
es Abschirmung äußerer Ladungen. Die Wegner--Wilson--Schleifen zeigen dann
immer Umfangsverhalten [96]. wie für das U(1)~l~Iiggs-Mode1l in Kap. 3.3
bewiesen wurde. Das Umfangsverhalten ist in den Higgs-Gebieten beider
untersuchter Modelle deutlich sichtbar.

In der Coulomb-›-Phase des U(1)--Higgs-Modells ist das aus den
Wegner-«Wilson--Schleifen folgende Potential V(R) (bei ß 2 2.5, lx 2 3)
unabhängig von lc für alle ıc unterhalb von :cp-f, und konsistent mit dem
Coulomb-Potential. Auch am Higgs--«Übergang zeigt es keine plötzliche
Änderung, sondern wird für rz > Jap, allmählich einem Yukawa-~Potentia1
ähnlich, wobei die Yukawa-«Masse mit der Photon-Masse (Kap. 4) verträglich
ist. Dementsprechend ist Eq s V(w)/2, die niedrigste Energie einer äußeren
Quelle, konstant für sc < ftp,-; sie zeigt keinen Sprung am Higgs-PÜ. Im
Confinement-Gebiet des SU(2)-Higgs--Modells ist noch keine Abschirmung
sichtbar; das verwendete 16“*-Gitter ist dafür zu klein.

Die eichinvarianten Zweipunktfunktionen G(T,R), Gl.(3.l), zerfallen bei
großen T und festen R wie e”μT. Die "Abschirmenergie" μ. ist R-~unabhängig
und hat die physikalische Bedeutung der niedrigsten Energie des Systems
dynamischer Eich-~ und Materiefelder, die eine äußere Ladung abschirmen. In
den Higgs--Gebieten der beiden untersuchten Modelle, wo aufgrund des
Kondensats geladener Teilchen Debye-Hiickel-»artige Plasma--»Abschirmung
stattfindet, ist μ gleich Eq. ln der Coulomb-~Phase des U(1)~Higgs-I\/Iodells
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dagegen ist μ, wesentlich größer als Eq. Die Differenz wird als Masse mq des
mit dem skalaren Feld assoziierten geladenen Teilchens (minus
Bindungsenergie) interpretiert. Im Confinement-«Gebiet des
SU(2)~Higgs--Ivlodells sollte ebenfalls μ 2 Eq gelten. Wegen des
nicht-~asymptotischen Verhaltens auf dem l6”'-Gitter konnte dort aber lediglich
μ .2 Eq gezeigt werden.

Die Abschirmenergie μ zeigt im U(1)-~I~Iiggs-«Modell auf allen untersuchten
(großen) Gittern einen bemerkenswerten Sprung am Higgs-Übergang, im
Gegensatz zu lokalen Observablen wie <@*U@>, die sich glatt verhalten (s.
Kap. 2.6). Die Differenz μ. -- Eq hat die Eigenschaften eines nichtlokalen
Ordnungsparameters, der zwischen Phasen mit freien Ladungen (μ - Eq > 0)
und solchen mit Oonfinement (μ -~ Eq 3 O) unterscheidet. Sowohl der
dementsprechend konstruierte Parameter pM3(T), Gl.(3.40), als auch der
Fredenhagen-~Marcu-Parameter pF„(R,T), G-l.(3.45), wurden ausführlich
untersucht. Beide vergleichen im wesentlichen das asymptottische
Zerfallsverhalten von Zweipunktfunktionen und Wegner«-Wilson-Schleifen.
Nichtverschwindende Grenzwerte pic 2 p'§=°H i 0 signalisieren Confinement,
während pic 2 p',ë'„ 2 0 eine Phase mit freien Ladungen anzeigt. Die
numerischen Ergebnisse stehen in der Coulomb-Phase und den Higgs--Gebieten
der beiden Modelle in völliger Übereinstimmung mit dieser Vorhersage. Damit
ist die Existenz freier Ladungen in der Coulomb-»Phase gezeigt. Ich möchte
hervorheben, daß die numerischen Ergebnisse mit den theoretischen

Erwartungen sogar in der Nähe des Higgs--PÜs übereinstimmen, wo keine
analytischen Beweise existieren. Außerdem ist bemerkenswert, daß die
Annäherung der Funktionen pF„(R,T) und pM;(T) an ihre asymptotischen Werte
p°,?M bzw. pic schon auf einem 16““'-Gitter sehr deutlich sichtbar ist. Für die
praktische Verwendbarkeit der untersuchten Ordnungsparameter ist dies von
großer Bedeutung.
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Kapitel rrêrëlnlíasrsen

Zu den wichtigsten Ergebnissen, die Gitterrechnungen für eine Theorie
liefern können, gehört die Berechnung des Spektrums im gesamten -also auch
nichtperturbativen- Bereich der Kopplungen. Zur Durchführung eines
Kontinuumslimes ist die Kenntnis der Massen auf dem Gitter und ihre
Abhängigkeit von den Kopplungskonstanten von sehr großer Bedeutung (vor
allem in der Nähe des Püs), da sich aus den Linien konstanten
Massenverhältnisses Renormierungsgruppen--Trajektorien ergeben.

In den Higgs-Modellen ist natiirlich die Masse mH des skalaren Higgs-~
Bosons von ganz besonderem Interesse. Wie dieses Kapitel zeigen wird, ist die
inverse I-liggs-Masse die für den Higgs-PÜ wichtigste Korrelationslänge.

Zur Untersuchung von Massen bestimmter Teilchen müssen diesen erst
über ihre Quantenzahlen geeignete Gitteroperatoren zugeordnet werden.
Hiervon handelt Kapitel 4.1. In den darauf folgenden beiden Abschnitten
analysiere ich dann die Spektren des U(1)--Higgs--Modells [52] und des
SU(2)-Higgs-- Modells [53]. Die Ergebnisse sind ,jeweils am Ende der
Abschnitte zusammengefaßt.

4-.1 re

Massen von Teilchen können aus dem exponentiellen Zerfall von
Korrelationsfunktionen eichinvarianterl) Operatoren bestimmt werden. Die so
gewonnenen Massen werden mit den Massen physikalischer Teilchen mit Hilfe
der Quantenzahlen von Gitteroperatoren identifiziert. Diese Quantenzahlen
erhält man über das Transformationsverhalten der Gitteroperatoren unter
(diskreten) räumlichen Drehungen und unter Paritäts--, Ladungskon,jugations--
und Isospin- Transformationen. Die Gitterversionen dieser Transformationen
werden im folgenden kurz erläutert. Sie sind im Anhang im Detail behandelt.
Das Ergebnis dieser Rechnungen ist die Tabelle 4.1, die eine Liste von
Gitteroperatoren zu gegebenen Quantenzahlen enthält.

í " 'ıııııflıııııwu ' ' ' '1ı\r^~:^^1^f^fıwııb\1' ;_ ııı: :_ 'ıınflı' "^,." ' ııwıınaııvınıınıfiıflııø

1) Wegen der Eichinvarianz können auf diese Weise nur neutrale Teilchen
untersucht werden.

81



Die Wirkungen der Paritätstransformation P und der Ladungskonjugation C'
auf die Lagrangedichte und auf die Noetherströme der untersuchten Modelle
werden im Anhang zunächst im Kontinuum formuliert. Sodann werden
geeignete Transformationen der Materie» und Eichfelder angegeben, die zu
dem gewünschten Verhalten von Lagrangedichte und Noetherströmen führen,
und auf die Gitterformulierung übertragen. Es zeigt sich z.B., daß
Ladungskonjugation einer komplexen Konjugation der Gittervariablen
entspricht. Die Isospin--Quantenzahl I bezieht sich einfach auf die globale
Symmetrie Gl.(2.45).

Die kontinuierliche Rotationssymmetrie des Kontinuums reduziert sich auf
dem Gitter zu einer diskreten kubischen Symmetrie unter der Oktaedergruppe
O, welche 5 (bei Hinzunahme von Spiegelungen 10) irreduzible Darstellungen
R besitzt. Zu diesen irreduziblen Darstellungen (ID) werden die Charaktere
der Elemente von O angegeben. Jede der 5 Gitter-ID trägt zu unendlich
vielen Spins im Kontinuum bei. Der genaue Spin-»Inhalt einer Gitter«-ID ist in
Tabelle A.3 im Anhang angegeben. Sie enthält die Multiplizitäten der
verschiedenen Gitter«-IDs in den (auf Gittertransformationen beschränkten)
Darstellungen der Kontinuums--Spina.

Es sind dann alle nötigen Informationen gesammelt, um zu einem
gegebenen Gitteroperator 10 mit (guten) Quantenzahlen P,C',I die irreduziblen
Anteile der Oktaedergruppe zu finden. Hierzu gebe ich im Anhang einen
Algorithmus an. Nach Projektion des Operators wp auf eine dieser IDs können
aus Tabelle A.3 die erfaßten Spins abgelesen werden. Unter der
(experimentell begründeten) Annahme, daß Teilchen höheren Spins auch
größere Masse besitzen, kann dann aus den Korrelationsfunktionen des
konstruierten Gitteroperators die (kleinste vorkommende) Masse eines
Teilchens mit dem niedrigsten erfaßten Spin extrahiert werden (Näheres dazu
weiter unten).

.Erasb_nis.; røperalnrenr- Die Tabelle 4-.1 führt zu
,jedem (relevanten) Satz von Gitter-Quantenzahlen (DRPC eine Reihe von
(möglichst lokalen) eichinvarianten Gitteroperatoren auf, die sich gemäß
dieser Gitterquantenzahlen transformieren.
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ta)

(L2)

(0)

(91)

(2)

(ii)

(5)
(11)

(2.)

(.1)

(ä)

(l)

(m)

l 4_nn&.-1 ___ı.._. _„___ı-l__„_%__I„__ı-.r7_„___. .. _A _ 'f~%'f 'e' ___:±_-:- efffff'~'

umíííí -Higgg sum) - Hıggs

RPC m A1++ mm> JPÜ ;g0++,4+†,... iml;5 Q;

š p§ (n>0 beliebig) (n>O beliebig)

rf'H ›-~›+M

'23 ›-Q.:

Re (Lx+Lg+Lz) Lx+Lu+Lz)

Re Lt tr Lt

Re (Pxg+PHz+P„) tr (P„g+Pgz+Pz,„)

Re (PXt+Put+PZt) tr (P„t+Pgt+Pzt)

3 l E++ 37:). „ „em 1 1 fe

Re (2L„~L9~LZ) oer Re (L„~Lg) tr (2Lx~Lg-LZ) oder tr (L„~L9)
(und Permutationen von xyz) (und Permutationen von xgz)

Re (ZPXQ-Pg2~Pz„) etc. tr (2P„g~P9z~Pzx) etc.

Re (2Pxt~Pgt-Pzt) etc. tr (2P„t~PgtMPzt) etc.

RpC.xA.1¶-W 4 l, ...........

Im Lt tr (L3) (I = 1 2)

mit e JÃPC 2 Of* oder Of" ex. nicht

RPC 3 T1+mL±ı .ı.„„_„l„._.„-„

Im P Im P Im P (tr(P ?) iet nicht eiehinv.)xg 1 gz I zx xy

_

Im LX , Im LH , Im LZ -m_~(1;.„§?›<~.~1:,<:›. (I: 1 2)

Im Pxt , Im Pgt , Im Pzt (tr(PXt?) etc.: nicht eichinv.)

T¬1*+,,,,,l l

enthalten in: Re lg 0 und in dazu analogen Plaketten
(nicht irreduz.), siehe [107].

ıfiflfıu
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83



Dabei sind

L, 1: šš Z (si ug, @g,„› , (4.1)

p„„ := (up,„„) (4.2)
Z1-L me Xwfi

die räumlich gemittelten Kanten» bzw. Plakettenoperatoren (für U(1) oder
SU(2); die Abhängigkeit von der Zeitkoordinate ist unterdrückt). In L„
können auch die radialen Anteile p von <I> weggelassen werden, ohne daß
dadurch Quantenzahlen geändert werden. In Tabelle 4.1 ist die Zeitkoordinate
beliebig, aber fest; sie wird daher nicht notiert. Plakettenoperatoren zu
höheren Spins findet man in [107]. Ausdrücke der Form tr(P„,/§3) sind nicht
eichinvariant; deshalb gibt es zu JW 2 1+" keine I .ff 1 Operatoren!

Die wichtigsten Operatoren in Tabelle 4.1 sind für das Higgs--Teilchen die
Radialteile (a) und die Kantenoperatoren (b), für Vektorbosonen in der U(1)
bzw. W»--Bosonen in der SU(2) die Kanten-«Operatoren (k), und für das Photon
der Plakettenoperator (j) (Vgl. Kap. 4.2).

Die Ausdrücke in Tab. 4.1 haben die Form Z* 1!/(ši','t). Die Summation über
die räumlichen Koordinaten 32 ist nötig, um gute Paritätsquantenzahlen zu
erhalten. Sie bewirkt auch, daß alle angegebenen Operatoren auf Impuls Null
projiziert sind. Höhere Impulse erhält man durch Fouriertransformation (in

X1-~Riohtung) :

1!f(k.t) == Z «K/(åt) <r>0s(kı><ı) . In e 1f›'2††/N, . P Q IN , (4.3)
X

kg 21-' ka 2 0 .

Wenn der Operator g/(X,t) in x,~Riohtung eine Ausdehnung besitzt, so ist
q!›(k,t) bei k > 0 keine Eigenfunktion des Paritätsoperators P mehr. Dies sieht
man zum Beispiel für den Plakettenoperator Im U(x~.,.c),1, (Eintrag (j) in Tab.
4.1) aus :

Xwfl
e-s5 Ci wi«P („›__ë_,t),H oos(k1x1) 2 šlm U(„__›%w_ „___å,_2,t),H oos(k1x,)

(4.4)
3 Ä Im U(_›_%,_h)12 COS( k1'(X1+1) )

Dies bedeutet, daß die Fouriertransformierten dieses Plakettenoperators
mit Impuls k > 0 auch Beiträge von Teilchen mit JPÜ 2 1*" erhalten, wie dem
Photon.
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ßorrglgtiogısí nk tionen Zu einem geeigneten Operator 1v(k,t), als Funktion
der euklidischen Zeit t, können seine Korrelationsfunktionen untersucht
werden :

<@(k,o) @(k,t›> = <oıe(k,o) e"Ht e(k,o) e+Htıo>
= § <oıe(k,o)ın> <nıe“Ht v(k,o› e+Hfıo> (4.5)
fiflü

= Z e"Eflt l<oıv(k,o)ın>)” (E, == 0) .
nme

Hier wurde =gb(k,t) als quantenmechanischer Operator aufgefaßt, seine
Zeitabhängigkeit über den Hamiltonoperator (also über die Transfermatrix)
ausgedrückt und eine Summe über Energie-Eigenzustände In> eingeschoben.
Ein Beitrag stammt von einem (evtl. nichtverschwindenden)
Vakuumerwartungswert von wp. Um diesen Beitrag abzuziehen, verwendet man
die subtrahierte Kcrrelaticnsfunktion :

Ü¬p(k›13) I2 <i0(1i›0) ¬P(k›“ß)> -* <1ß(k›0)>°<"#(l¶›11)>
a _ 2 (4.6)1 “§1 e`Efl(k) t |<oıe(k,o›ın>l

Es tragen im Prinzip alle diejenigen Zustände bei, die von ¶!›(k,0) aus dem
Vakuum erzeugt werden können, also die Zustände mit den gleichen
Quantenzahlen wie il/. Bei großen euklidischen Abständen t dominiert in der
Summe die Energie E1(k) des leichtesten Zustandes (Teilchens) mit den
gleichen Quantenzahlen wie if/ :

c„(k,t› ß sonst. - e"E1(k)'t (4.7s›

(falls bei festem t nicht das Matrixelement <()I«p(k,0)In> zu klein ist). Mit den
in dieser Arbeit benutzten periodischen Randbedingungen des Gitters wird
Gl.(4.7a)~ modifiziert zu

«E k"°t --Ek°N-«tC.,;,(k,t) ß oonst. ~ (e 1( ) + e 1( ) ( t ) ) , (4.7b)

wobei N1-I die Gitterausdehnung in "zeitlicher" Richtung ist. (Alle Größen sind
hier als dimensionslose Gittergrößen zu verstehen). Die Energie E1(k) kann
nun durch einen Fit an die numerischen Werte von C.,;,(k,t) bestimmt werden.
Aus E1 (k) erhält man schließlich über die Gitterversion der
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Dispersionsrelation mg + ka 2 E“, nämlich

3

mg + 2 Z (1 -~ cos kμ) 2 2 (cosh E(k) -- 1) , (4.8)
μäl

die Masse m des zugehörigen Teilchens.

Das Spektrum in der Umgebung des Higgs-~»PÜs ist im U(1)-Higgs-~Mode1l
besonders interessant, denn der Übergang trennt hier zwei verschiedene
Phasen, die Coulomb- und die Confinement-I-liggs-Phase. Hieraus folgt, daß die
Spektren nicht aufeinander abbildbar zu sein brauchen. In der
Coulcmb--Phase erwartet man ein masselcses Photon. Diese Erwartung beruht
auf dem Verhalten der reinen U(1)-Eichthecrie bei ıc 2 0. Exakte Resultate
hierzu gibt es meines Wissens nicht. Die hier beschriebenen
MO--Untersuchungen stellen die erste Bestätigung dieser Vermutung für das
U(1)-I~Iiggs-»Modell dar (ftir andere Modelle s.a. [32,51l). Am Higgs-›PÜ sollte
der Higgs-Mechanismus wirken und das Photon massiv werden lassen. In
diesem Modell bietet sich daher die Chance, den Higgs-Mechanismus, aufgefaßt
als Vorgang der Erzeugung von Vektorboson--Massen, unmittelbar zu
beobachten. Die freien geladenen Teilchen in der Coulomb--Phase können
neutrale skalare Bindungszustände bilden. In Analogie zum Positronium in der
QED und zum Quarkonium in der QOD werden solche Zustände im folgenden
als Bosonium bezeichnet. Auch im Higgs›-Gebiet ist ein massives skalares
Boson, das Higgs-~Boson, zu erwarten. Außerdem können im Prinzip weitere,
rein nichtperturbativ verursachte Zustände existieren.

Die Spektren [52] wurden mit Hilfe der gleichen MC»-Simulationen
berechnet, die auch für die Analyse der Zweipunktfunktionen Verwendung
fanden, d.h. bei festem ß 2 2.5, X 2 3 wurde die Abhängigkeit der Massen
von ıc in der Umgebung des Higgs--~PÜs untersucht. Neben diesen Rechnungen
auf 83'116 und 16“*-~Gittern wurden auch Rechnungen auf 12“-*Gittern
durchgeführt. Der weite Bereich der verwendeten Gittergrößen gestattet, den
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Einfluß der Endlichkeit der Gitter auf die Daten zu beurteilen. Zusätzlich zu
Punkten in der Umgebung des Higgs-~PÜs wurden bei ıc 2 0 und ıc 2 0.1 zwei
Punkte tief in der Coulomb--Phase und bei K: 2 0.3 und 0.64 zwei Punkte im
Higgs-»Gebiet untersucht. Die beiden letztgenannten Punkte erlauben, das
Ansteigen der Photonmasse mit ıc zu beobachten.

Qpsratsrsıizzi Es wurden die 02912110222

W1(çıt) 2 Re Z ëš Ug,μ @x+μ 9 (4~9)
I1

,ø,(*;.“,±› -.= im 2 §35 u„„„ @„..„ , (4.10)
P

«p,(';š,±› = Im 2 Up , (4.11)
P19

K 3 içıf) i P 3 *PV i Pau 3 11213

verwendet und gemäß Gl.(4.3) zu den Größen ¬,!›,(p,t) fouriertransfcrmiert, mit
"Impulsen" p 2 0 und 1. Nach Tabelle 4.1 sind die Operatoren fg!/,(p20,t) mit
den Quantenzahlen J PC 2 0“, 1"“ bzw. 1+“ assoziiert. Bei p > 0 kommen auch
die umgekehrten Paritätsquantenzahlen hinzu (s. Kap. 4.1), so daß der
Operator 1!»„(p21,t) zur Untersuchung des Photons (mit JPG 2 1'"') geeignet
ist.

Tech_ni,s,c,lj;e__„,Iletgijljspg Mit diesen Operatoren wurden entsprechend Gl.(4.6)
Korrelationsfunktionen

C,(k,At) 2 ê < (f,l»,(k,t) -- <f›,ø¬,(k,t)>) ~ (1b,(k,t+At) - <1&,(k,t+At)>) >

(4.12)
berechnet. Um die statistischen Fehler abzuschätzen, wurden die
Korrelationen 1!/,(k,t)°1!›,(k,t+At) in Blocks zu je 1000--1500 MC»-Iteraticnen
eingeteilt und in jedem Block getrennt gemittelt. Für <f(1›,(t)> wurden

Gesamt--Mittelwerte benutzt. Mittelwerte und Streuungen der Block-Werte von
C,(k,At) ergaben den Wert und den statistischen Fehler von Ci(k,At). Durch

Fits gemäß Gl.(4.7b) wurden dann aus den Korrelationsfunktionen die
Energien E,(k) gewonnen und mit Hilfe der Dispersionsrelation Gl.(4.8) die
zugehörigen Massen m,. (Wenn das aus Gl.(4.8) bestimmte ma negativ war, so
wurde --Im2I1/2 benutzt.) Bei den Fits wurden zur Verringerung
systematischer Fehler die Daten bei At 2 0 und 1 nicht verwendet.
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Abb. 4.1: Logarithmus der Korrelationsfunktíon des Operators 1l»3(p=1,t),
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bei ıc 2 0.1757 auf einem 164~Gítter. Die durchgezogene Linie
entspricht einer Photonmasse von Null (G1.4.8).
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Ergeb “see der Fits Als Beispiel zu den Korrelationsfunktionen zeigt Abb.ni .
4.1 die Photon-Korrelationsfunktion (Operator 1!/3) bei Impuls p 2 1, für
ße: 2 0.1757 < ıcpı-. Die durchgezogene Linie entspricht der Korrelationsfunktion
im Falle eines masselosen Photons. Der tatsächliche Fit gemäß Gl.(4.8) ist von
dieser Linie fast ununterscheidbar und der im Fit erhaltene Wert von my ist
mit Null konsistent. Die Fits für die anderen Korrelationsfunktionen sind
ebenfalls von guter Qualität, solange die Energien nicht größer als etwa 1
sind. Die aus den Fits gewonnenen Massen sind in den Abbildungen 4.2 und
4.3 wiedergegeben.

Abb. 4.Za zeigt die mit dem Operator 11/1 bestimmte Masse ms des skalaren
Bosons in der Nähe des I~liggs-›~PÜs, Abb. 4.21:) die Vektorbosonmasse mv
(Operator vg) und Abb. 4.2c die aus den p 2 1 - Korrelationen des Operators
«J/3 gewonnene Photonmasse my. Abb. 4.3 gibt mv und my auf einer
kontinuierlichen x:-Skala über den ganzen untersuchten Bereich wieder. Wie
im folgenden erläutert werden wird, ist die physikalische Interpretation von
ms und mv in der Ooulomb-~Phase bzw. dem Higgs--Gebiet sehr unterschiedlich.

Für die Operatoren il/1 und ¬,I/2 sind die Ergebnisse für die Massen bei
p 2 O und p 2 1 konsistent. Die statistischen Fehler bei p 2 1 sind aber viel
größer und in den Abbildungen werden deshalb nur wenige Punkte mit p 2 1
wiedergegeben.

Eilílâ6*1116111319ggggígpfggggsptigeinp Eits. Zu allen Korrelationsfunktionen wurden auch
Fits mit 2 unabhängigen Massen durchgeführt. Die niedrigere Masse war
jeweils konsistent mit dem Resultat des 1«-Massen-Fits, die höhere Masse hatte
aber stets große statistische Fehler und fiihrte nicht zu brauchbaren
Ergebnissen. Höhere Beiträge zu der Summe Gl.(4.6) scheinen also sehr hohe
Massen (oder sehr kleinen Überlapp mit den benutzten Operatoren) zu
besitzen.

Bei den MO-«Rechnungen wurden zusätzlich zu 191, "§02 und V/3 auch weitere
en untersucht, mit zugeordneten Quantenzahlen 2+* 1+" W/3 mit~ 1

p ä O) und 0+". Die Korrelationsfunktionen aller dieser Operatoren fallen sehr
schnell mit At ab. Es konnte kein Signal für ein Teilchen in diesen Kanälen
gefunden werden.
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Massen (in Gittereinheiten) für drei verschiedene Gittergrößen und

Abb. 4.3:

für Impulse p=0 und 1, aus den Korrelationsfunktionen der
Operatoren (a) 1,131 (skalares Boson, ms), (b) 102 (Vektorboson, mv),
und (c) 1&3 (Photon, my). Die ıc--Achsen sind nicht kontinuierlich.
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Repräsentative Werte von my und mv auf einer kontinuierlichen
ıc-Skala, die den gesamten untersuchten ıc--Bereich umfaßt. In der
Coulomb-Phase ist das Photon masselos und mv ist sehr groß. Im
Higgs-Gebiet sind die aus beiden Korrelationsfunktionen erhaltenen
Massen ununterscheidbar. Die durchgezogene Linie entspricht dem
quasiklassischen Resultat Gl.(2.49), wobei die gemessenen Werte von
<fI>*<I>> benutzt wurden.
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Der 0`*""~Operator 2.,.. ëfišx (entsprechend Eintrag (a) in Tab. 4.1) wurde
ebenfalls untersucht. Er verhält sich ähnlich wie #11, hat aber ein
schlechteres Signal/Rausch«-'\ferhältnis. Die 0""+-~Plakettenlšorrelationsfunktionen
( (d) und (e) in Tab. 4.1) sind sehr klein und ergeben kein meßbares Signal.
Die Korrelationsfunktionen des 1*“ Operators Im Lt ergeben (aus bisher nicht
bekanntem Grund) keinerlei Signal. Ich möchte auch erwähnen, daß die
Fluktuationen der Korrelationsfunktionen im Higgs-Gebiet generell niedriger
sind als in der Coulomb-Phase (im Unterschied zum Verhalten lokaler
Observabler).

g_gCouglomplp;g„Pfpl;ı¬app§e;. In dieser Phase sind in den MO-»Ergebnissen
drei verschiedene Zustände sichtbar. Die Masse des leichtesten, des Photons,
ist in Abb. 4.2c mit Null verträglich. In der Oou1omb-Phase der reinen
kompakten U(1)-Gittereichtheorie ist die Existenz eines masselosen Zustandes
exakt bewiesen [108] und auch MC-«Rechnungen zeigen direkt [109] und über
die Coulomb--artige Form des Potentials [99] ein masseloses Photon. Innerhalb
der Coulomb-Phase des kompakten U(I)~I~Iiggs--l\/Iodells gibt es dagegen meines
Wissens keine exakten Ergebnisse zur Photonmasse (im Gegensatz zum
nichtkompakten Modell [34]), aber es wird allgemein erwartet [12]. daß das
Photon auch bei ıc > O masselos ist. Ein masseloses Photon innerhalb einer
Phase mit geladenen dynamischen Ladungen ist von Lee und Shigemitsu auch
in MC-~Simulationen des SU(2)-Higgs-Modells mit Materie-Trip1etts gefunden
worden [51]. In der Ooulomb-Phase des U(1)--l~Iiggs--»Modells mit zusätzlicher
globaler SU(2)-»Symmetrie ist von den gleichen Autorinnen ebenfalls ein
masseloses Vektor-»Teilchen gefunden werden [32].

Bei den hier beschriebenen Untersuchungen ist das Photon in den p 2 1
Korrelationsfunktionen des Operators 1,03 sichtbar, die ein sehr klares Signal
liefern (s. Abb. 4.1). In den p rr: 0 Korrelationsfunktionen (mit der falschen
Parität PI: +1, s. Kap. 4.1) ist dagegen kein Signal sichtbar. Die Existenz
eines masselosen Photons in der Coulomb-»Phase wird auch durch die im
vorigen Kapitel gezeigte Coulomb-»artige Form des Potentials in dieser Phase
gestützt. Die gleichzeitige Existenz eines masselosen Photons und freier
geladener Teilchen (Kap. 3) ist eine (numerische) Bestätigung dafiir, daß das
Theorem von Swieca [110,103] auch fiir die U(1)-Higgs-»Theorie auf
euklidischem Gitter gilt: freie abelsche Eich-»Ladungen sind nur mit einer
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verschwindenden Masse des an die Ladungen koppelnden Vektorfeldes
verträglich.

Bis auf die Photon~Korrelationsfunktion fallen tief in der Coulomb-»Phase
alle Korrelationsfunktionen sehr schnell ab. Bis auf das Photon scheinen dort
also alle Zustände sehr schwer zu sein, mit Massen oberhalb von zwei
inversen Gitterabständen. In der Nähe des I~liggs--PÜs sind dagegen zwei
massive Zustände zu erkennen. Einer dieser Zustände erscheint im O*`+--Kanal,
hat also die gleichen Quantenzahlen wie das Higgs-Boson. Der andere
sichtbare Zustand ist ein 1"” Vektorboson. (Es dominiert die Korrelations--
funktionen des Operators fgifg sowohl für p 2 O als auch für p 2 1.) Bei
kleinen ıc ist kein Beitrag eines masselosen Zustandes in diesen Korrelatione-
funktionen sichtbar. Nahe am PÜ ist die Masse des 1""“-Zustandes so klein,
daß ein Beitrag des Photons nicht ausgeschlossen werden kann.

Ich möchte die beiden schweren Zustände in der Coulomb-Phase als
skalares bzw. vektorielles Bosoníum bezeichnen. Der Grund hierfür ist die im
vorigen Kapitel gezeigte Existenz freier geladener Teilchen in der
Ooulomb--Phase. Neutrale Paare solcher Teilchen wechselwirken sowohl durch
die Ooulomb-Kraft als auch durch die cp“-«-Kopplung. A priori ist nicht klar, ob
diese Teilchen gebundene Zustände bilden; falls sie dies aber tun, so sollten
die gebundenen Zustände in Korrelationsfunktionen solcher Operatoren
sichtbar sein, die die Felder B* und i enthalten, wie etwa 1&1 und #12. In Kap.
3 ist die Masse mc des freien geladenen Teilchens näherungsweise ermittelt
werden (unter Gl.(3.38)). Die Massen sowohl des skalaren wie auch des
vektoriellen Bosoniums sind in den MC-Rechnungen, zumindest für
0.175 <=<. ıc < ıcpı-, kleiner als Zmc (bei gleichem A und ß). Daher ist ihre
Interpretation als gebundene Zustände zweier bosonischer geladener Teilchen
plausibel. Aus der Interpretation als Bindungszustände ist auch die Tatsache
verständlich, daß das Vektorbosonium (als P-Zustand) schwerer ist als das
skalare Bosonium.

Da die Wechselwirkung der geladenen Teilchen über die quartische
Selbstkopplung bei den hier benutzten Werten von ix stark ist, gibt es keinen
einfachen Weg, die Bindungsenergie der Bosonium-~Zustände abzuschätzen. Die
MC«-»Daten zeigen, daß die Bosonium-»Massen viel kleiner als 2111„ sind, lassen
also auf eine große Bindungsenergie schließen.
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MssssI1„_i.m Am Hirse-~PÜ zeigt die Pubetenrifleses in Abb« 4.2
(innerhalb der hier erreichten Auflösung) keine Diskontinuität. Auch kurz
oberhalb des PÜs ist sie noch mit Null verträglich. Dies korrespondiert damit,
daß auch das statische Potential am Übergang keine merkliche Änderung
aufweist (s. Kap. 3).

Oberhalb des PÜs ist das Spektrum von demjenigen in der Coulomb-Phase
recht verschieden. Die Korrelationsfunktionen der beiden Vektoroperatoren wi/2
und '(113 zerfallen etwa gleich schnell. Sie sind daher entweder vom gleichen
Vektorzustand dominiert, oder von zwei verschiedenen Vektorzuständen mit
etwa gleicher Masse. Die perturbative Analyse des Spektrums im Higgs--Gebiet
in der unitären Eichung (Kap. 2.1) legt nahe, daß nur ein einziges
Vektorbcson vorliegt - das massive Photon. Wenn dies tatsächlich der Fall ist,
dann gibt es zu dem in der Coulomb'--Phase gefundenen schweren vektoriellen
Bosonium kein Gegenstück im Higgs-Gebiet. Mit wachsemdem lc gehen dann das
massive vektorielle Bosonium und das masselose Photon am I-Iiggs-P'Ü in das
massive Photon des Higgs-~Gebietes über. Diese Interpretation wird im Rest
dieses Kapitels verwendet. Die andere Möglichkeit sollte jedoch nicht völlig
außer Acht gelassen werden, da nichtperturbative Effekte ein komplizierteres
Spektrum verursachen könnten.

Die Photonmasse steigt oberhalb des PÜs sehr langsam an (s. Abb. 4.3).
Die bei ße. 2: 0.3 und 0.64 erreichten Werte sind mit den aus dem
Yukawa-*Potential bestimmten Werten (Kap. 3.2) (in etwa) konsistent. In der
Higgs--Phase, bei ıc >> ıcp-f, wird das Photon also massiv, wie vom

Higgs-»Mechanismus erwartet. In Abb. 4.3 ist auch der quasiklassische Wert
Gl.(2.49) der Photonmasse eingetragen, für dessen Berechnung hier die
gemessene Größe von <@*ë> benutzt wurde. Schon bald hinter dem Übergang
stimmt er -überraschend genau« mit den MC-Resultaten überein. In der
Higgs-«Phase verhält sich das Photon also auch in den nichtperturbativen
Rechnungen ganz so, wie es quasiklassisch erwartet wurde.

hat bei ıc 2 0.178(2) ein Minimum. Oberhalb des
Übergangs steigt die Higgsmasse viel schneller als die Photonmasse an und

bei ıc 2 0.3 ist sie schon unmeßbar groß. Ihr Verhalten weicht stark von der
quasiklassischen Näherung Gl.(2.48) ab, die in dem untersuchten xo-«Intervall
Werte zwischen etwa 5 und 8 ergeben wiirde. Die Position des Minimums der
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Higgsmasse stimmt mit der Position des PÜs überein, die durch den Sprung
in der Abschirmenergie μ. in Kap. 3 bestimmt wurde. Die Higgs-
Korrelationslänge wird am PÜ nahezu kritisch. (Dies stimmt mit dem Verhalten
der Korrelationslänge des Landau-Ginzburg-Modells überein, welche hier der
Higgs-Korrelationslänge entspricht.) Der Higgs--PÜ ist die Fortsetzung des
PÜs der bei ß 3 0° liegenden cp^°~Theorie. Dort gibt es nur das skalare Boson,
kein Vektorboson. Das Kr1'tisch-«Werden (nur) der Híggs-KorrelatíonsIäng'e am
PÜ verdeutlicht, daß sich der PÜ auch bei endlíchem 13 primär im skalaren
Kanal abspielt.

Die Massen in Abb. 4.2 zeigen keine deutliche Abhängigkeit von der
Gittergröße. Im skalaren Kanal kann dies als Signal dafür aufgefaßt werden,
daß die I-Iiggs-~Korrelationslänge die Gitterausdehnung hier nicht erreicht, daß
sie also zwar groß, aber endlich ist. Ebenso wie der in Kap. 3 beschriebene
Sprung in μ am PÜ deutet dies auf einen PÜ erster Ordnung hin.

In den Abbildungen 4.2 und 4.3 sind dimensionslose Gittergrößen arm
dargestellt, die direkt von der Gitterkonstanten a abhängen. Erst Quotienten
wie ms/mv enthalten a nicht mehr unmittelbar. Sie eignen sich zur Definition
von Renormierungsgruppen-Linien (mehr dazu in Kap. 4.2). Abb. 4.4 zeigt das
Massenverhältnis ms/mv. Sein Verhalten ähnelt demjenigen des analogen
Verhältnisses mH/mw, das in Kap. 4.2 beschrieben werden wird.

Das Spektrum des U(1)-Higgs--Modells wurde in der Nähe
des I~Iiggs--Püs bei starken Kopplungen numerisch untersucht. In diesem
Gebiet der Kopplungsparameter gibt es dazu keine zuverlässigen analytischen
Aussagen. In der Coulomb--Phase wurde das masselose Photon gefunden. Es
ist nur in den Korrelationsfunktionen des Operators Im Up bei von Null
verschiedenem Impuls sichtbar. Das Photon trägt nicht merklich zu den
Korrelationsfunktionen des Kantenoperators Im @*U<I> mit Quantenzahlen 1*"
bei, welche die Anwesenheit eines massiven Vektorzustandes in der
Ooulomb-Phase zeigen. Der Zustand, der die skalaren Korrelationsfunktionen
dominiert, ist ebenfalls massiv. Diese beiden schweren Zustände werden als
Bosonium-Zustände interpretiert, d.h. gebundene Zustände der freien skalaren
Ladungen in der Coulomb-Phase. Ihre Massen wachsen mit abnehmendem lc
schnell an, analog zur Masse des freien geladenen Teilchens (Kap. 3.5).
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Abb. 4.4: Verhältnis ms/mv der Massen des skalaren und des
Vektor-~Bosons im U(l)-Higgs-Modell.
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Oberhalb des Higgs-PÜs, im Higgs›--Gebiet der Oonfinement-Higgs-Phase,
gibt es das skalare Higgs--Boson, dessen Masse am PÜ klein ist und dann mit
ıc schnell anwächst. Beide Vektor--Korrelationsfunktionen werden dort
entweder durch einen einzigen Vektorzustand, das massive Photon, dominiert,
oder durch ein Paar von Vektorzuständen mit nahezu gleicher Masse. Ihre
Masse ist kurz oberhalb des P`Üs noch mit Null verträglich und wächst dann
mit fc erheblich langsamer an als die I-liggs-«-Masse. Die Masse in den
Vektorkanälen ist dabei sehr gut mit dem quasiklassischen Wert verträglich.

Insgesamt zeigten die beschriebenen Untersuchungen im U(1)--Higgs--Modell
ein reiches Spektrum von Bindungszuständen. Im Higgs--Gebiet ist die Masse
des Photons in erstaunlich guter Übereinstimmung mit den perturbativen
Resultaten, in der Coulomb--Phase zeigt das Modell das aus der QED erwartete
Spektrum, insbesondere ist dort die Photon--Masse Null.

.S.U.(2.):-fflisss±¬M<í-siell

Der I-liggs-PÜ trennt im SU(2)--Higgs-Modell zwei Gebiete der gleichen
Phase. Er entspricht hier in Bezug auf die Eichgruppe (im wesentlichen) dem
Übergang im Standardmodell. Im I-Iiggs-Gebiet ist daher ein (entartetes)
Triplett von "W"-Bosonen zu erwarten, sowie ein massives Higgs-~Boson. Im
Confinement--Gebiet kann man einen wesentlichen Einfluß nichtperturbativer
Effekte erwarten.

Die zentrale Frage der Gittereichtheorien ist die Annäherung an die
Kontinuumstheorie. Dieser Grenzübergang muß an einem kritischen Punkt
vorgenommen werden, wo Korrelationslängen in Einheiten der Gitterkonstanten
a divergieren. Um Anhaltspunkte über den Verlauf von Renormierungs-~
gruppentrajektorien und den Kontinuumslimes der Theorie zu erhalten,
miissen daher Massen in der Nähe des Higgs--PÜs bestimmt und ihre
Entwicklung entlang des PÜs untersucht werden.
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Daher wurden die Higgsmasse mH und die W-Masse mμ mit MO-Rechnungen
auf 83'16-~ (und z.T. auch 16“--) Gittern in der Nähe von drei Punkten der
Phasenübergangsfläche im S`U(2)-I-Iiggs-Modell bestimmt [53]. Es wurden die
drei Kombinationen ()\,ß) 2 (0.5,2.25), (0.5,2.4) und (3,2.25) gewählt, aus
folgenden Gründen:

(1) Rechnungen an diesen drei Punkten erlauben, die Abhängigkeit der
Massen sowohl von 3\ als auch von ß zu beurteilen.

(2) Der I~liggs-PÜ ist bei kleinen lt von 1. Ordnung und schwächt sich zu
großen 7x hin ab. Bei Ä 2 0.5 lagen zu Beginn der Rechnungen Anzeichen
für kritisches Verhalten vor (vgl. aber Kap. 2.6).

(3) Der Wert )\ 2 3.0 ist ein Kompromiß zwischen dem Bedürfnis, lx gegenüber
Ä 2 0.5 deutlich zu erhöhen, und dem Wunsch, den radialen Teil des
skalaren Feldes aktiv zu halten (bei Ä 2 0° gilt lël 2 1).

(4) Es wurde erwartet, daß die Größe des Schrittes in ß von ß 2 2.25 nach
ß 2 2.4 ausreichen würde, eine wesentliche Änderung des Gitterabstandes
zu bewirken. Der Grund für diese Annahme war das Verhalten der reinen
SU(2)-Eichtheorie, in der zwischen diesen beiden ß-Werten eine
Skalenänderung um den Faktor ~/2 auftritt.

Der größte Teil der Rechnungen wurde auf einem 83°l6-«Gitter
durchgeführt. Die verlängerte Ausdehnung in "zeitlicher" Richtung wurde
gewählt, um ein besseres Zerfallssignal für die Korrelationsfunktionen zu
erhalten. Ich werde auch einige erste Ergebnisse zu Massen ansprechen, die
aus den in Kap. 2.6 beschriebenen Rechnungen auf l6“"-«Gittern gewonnen
wurden. Pro Datenpunkt wurden zwischen 20000 und 100000 MO--Iterationen

ausgeführt. (Näheres in [53l›) Ähnliche Untersuchungen auf 84- und
12*--Gittern sind von Montvay, Langguth und Weisz durchgeführt worden

[49]. mit vergleichbaren Ergebnissen.

Für das Higgs-»Teilchen wurde vor allem

3 .»w.<x.1=› = 21 Re trtii U.. iu.) <4.1s›
ft:

als Operator verwendet, und für das Vektorboson

v/,(s,t) = Re 1;1~[.›;*; U,„, .›~„..„ '-'F '] , ,. = 1,2,3 . (4.14)
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In den hier beschriebenen Rechnungen wurden nur die auf Impuls Null
projizierten Operatoren untersucht. Gemäß Tabelle 4.1 entsprechen die
Operatoren ib, und 1!/5 den Quantenzahlen (I)JP'3 2 (0)0*"" bzw. (l)1"“'. Die
Korrelationsfunktionen wurde auf die gleiche Art bestimmt, wie in Kap. 4.2
beschrieben. (Die Korrelationen des Operators qß, wurden über die
Raumrichtungen μ 2 l,2,3 gemittelt.) Die Messungen wurden zur Abschätzung
des statistischen Fehlers in Blocks zu ,je 1000 MC-Iterationen kombiniert. In
der Nähe des I-Iiggs--Püs traten in den MC--Simulationen auf dem 83°16-Gitter
langlebige Fluktuationen mit einer Länge bis zu 8000 MC--lterationen auf. Die
angegebenen statistischen Fehler sind daher dort vermutlich unterschätzt.
Bei einem Übergang 2. Ordnung wären zur Berechnung zuverlässiger Werte
und statistischer Fehler wesentlich längere MC-Läufe nötig gewesen. Die auf
dem 16“-Gitter gewonnenen Ergebnisse legen aber (bei Ä 2 0.5) einen
Übergang 1. Ordnung nahe. Die beiden Phasen können auf dem 83~16-Gitter
nicht klar genug voneinander getrennt werden, so daß im Übergangsgebiet
auf diesem Gitter vermutlich beide Phasen zu den MC-Resultaten beitragen.
Das Schwergewicht der Untersuchungen lag nicht darauf, an einzelnen
Punkten möglichst geringe statistische Fehler zu erreichen, sondern es sollte
ein allgemeines Bild der Situation am Übergang durch Untersuchung vieler
it«-Werte gewonnen werden. Zur Überprüfung der Ergebnisse wurden an einer
Reihe von Punkten längere MC--Läufe mit 50000--100000 Iterationen
durchgeführt, die die übrigen Ergebnisse bestätigten. (Für weitere Details
siehe [53l.)

,lzuIm Hisss--Gebieiı deutlich Oberhalb ven sp 1-
zeigen die Korrelationsfunktionen schon ab At 2 1 asymptotisches Verhalten.
Oberhalb von Jap, wurden die Fits dennoch immer erst ab At 2 2 ausgeführt,
um systematische Fehler möglichst gering zu halten.

Im Oonfinement-Gebiet sind die Fluktuationen aller Korrelationsfunktionen
wesentlich größer als im Higgs-Gebiet. Weit unterhalb von mp, fallen die
Korrelationen sehr schnell mit At ab und stabile Fits waren nur möglich,
wenn Korrelationen bei At 2 1 eingeschlossen wurden. Um einen stetigen
Übergang zu den mit At 2 2 startenden Fits zu ermöglichen, wurden
unterhalb von ıcm- die Massenwerte aus Fits mit At 2 1 und At 2 2 gemittelt.
Zu den statistischen Fehlern wurde der systematische Fehler (aus dem
Unterschied der Fit-Ergebnisse) addiert.
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Abb. 4.5: Aus den Korrelationsfunktionen 1&4 und '§05 gewonnene Massen ln“
(Kreuze) und mu (Kreise) in der Umgebung des Híggs-PUs fur
(a) A 2 0.5, ße 2 2.25, (b) J\ 2 0.5, 13 2 2.4 und (c) Ä = 3, ß 2 2
In Bild (d) ist für die gleichen Kopplungen wie in (C) die W-Masse
auf einem großen ıc-Intervall aufgetragen. Die gestrichelten Lınıen
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stehen für die quasiklassische Näherung G1.(2.49) an mu, wobeı die
gemessenen Werte von <<I=+<I>> benutzt wurden. Die übrigen Kurven
sollen lediglich zu einer besseren optischen Trennung von mH und
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In“ und zur Verdeutlichung der Daten beitragen.
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Der maximale in den Fits benutzte Wert für At wurde durch die Forderung
bestimmt, daß die Korrelationsfunktionen dort wenigstens 1.5 Standard-
abweichungen über Null liegen mußten. Alle Fits wurden zumindest bis At 2 4
durchgeführt. In der Umgebung des PÜs und in einem Teil des
I-Iiggs-«Gebietes hatten die Korrelationsfunktionen bis hin zu At 2 8 geringe
Fehler.

Higgspylfiaggspeífıííggfiı Die aus den Fits gewonnenen Massen mH und 111,., sind in
Abb. 4.5 wiedergegeben. Bei gleichem Abstand zum jeweiligen PÜ ist das
Verhalten in allen drei Fällen sehr ähnlich. Die Higgs--lvlasse zeigt am PÜ ein
sehr deutliches Minimum bis auf mindestens 0.3/a hinab, und sie steigt dann
im Higgs-Gebiet wieder schnell an. Die Position und Breite der Minima stimmt
mit denjenigen der sehr scharfen Maxima der spezifischen Wärme tiberein.
Auch im SU(Z)~Higgs-I\/Iodell bestimmt also die Korrelationslänge im skalaren
Kanal den Higgs--PÜ. Bei ()\,ß) 2 (0.5,2.25) erreicht die Higgs-~Korrelationslänge
in Abb. 4.5b sogar 5a und wird damit der Gittergröße vergleichbar.
Allerdings ist dieser auf dem 83*16-»Gitter gewonnene Wert vermutlich von den
Spriingen zwischen den beiden Phasen-«Gebieten beeinflußt: Durch solche
Sprünge weicht der mittlere Wert des Higgs-Operators <wp„.> von dem Wert
innerhalb jeder der beiden Phasen-~Gebiete deutlich ab. Dies führt zu einem
zusätzlichen additiven Beitrag zu den subtrahierten Korrelationsfunktionen

C4(At) von ib.. (Gl.(4.6)), auch bei großen At, und damit zu einer zu kleinen
Masse im Fit.

In allen Fällen unterscheidet sich die Higgsmasse auch im
SU(2)~Higgs~l\/Iodell erheblich von dem quasiklassischen Resultat Gl.(2.49),
dessen Wert im gesamten untersuchten Bereich oberhalb von 4 liegt. Weit

oberhalb des I-Iiggs-~PÜs ist die Higgsmasse zu groß, um noch meßbar zu sein.
Eine eventuelle Annäherung an den quasiklassischen Wert kann deshalb nicht
überprüft werden.

Ef§[ejktorpboson†±l$fI;a_s;seμggmm Die W-~IVIasse ist im Confinement-Gebiet deutlich
größer und im l¬Iiggs-»Gebiet kleiner als mH. Am PÜ fällt sie sehr steil ab. Sie
bleibt aber immer größer als etwa 0.5/a. Oberhalb des PÜs steigt die W--Masse
sehr langsam linear in ic an. Sie ist dabei ~überraschenderweise- schon
unmittelbar oberhalb des Übergangs mit dem aus Gl.(2.49) bestimmten
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quasiklassischen Resultat gut verträglich (wobei in Gl.(2.49) der gemessene
Wert von <i>+<P> benutzt wurde). Die Übereinstimmung mit dem quasiklassi›~

schen Wert tritt hier anscheinend noch früher auf als im U(1)-~Higgs-~Modell.

flaspsenppflagufgppj„jpdempT,16'*~Gitter, Auch bei den in Kap. 2.6 beschriebenen
Rechnungen zur Ordnung des I~Iiggs-~PÜs wurden Massen bestimmt. Unter
anderem wegen der dort (in der MO--Zeit) viel langsameren Entwicklung des
Systems können die Zustände am PÜ klarer getrennt werden als auf dem
83°t16-Gitter (vgl. Abb. 2.2, 2.3). Andererseits sind aus dem gleichen Grund
auch sehr lange MC--»Läufe nötig, um Gleichgewichtsresultate zu erreichen. Die
(hier nicht gezeigten) Resultate für die Massen auf dem 16“-~Gitter gleichen
denjenigen für das 83*16-Gitter und sind mit diesen kompatibel. Insbesondere
tritt weiterhin ein Minimum in der Higgs-«Masse auf und die Entwicklung von
mu verläuft (analog zu dem Verhalten von <@`*"U®> auf den beiden Gittern)
noch steiler als auf dem 83~16-Gitter.

In den MO-»Rechnungen wurden auch die Korrelationen
einer Reihe weiterer Operatoren untersucht. Die aus den 0""*`-«Operatoren
(a),(c),(d) oder (e) der Tabelle 4.1 bestimmten Massen sind mit der aus dem
Operator 1&4 (b) gewonnenen I-liggs--Dflasse kompatibel, besonders die
Plaketten-«Operatoren weisen aber größere statistische Fehler auf. Die
Korrelationsfunktionen des Z++-~Operators (f) in Tabelle 4.1 fallen sehr schnell
ab, hier ist kein Teilchen sichtbar. Dies unterstützt die in Gl.(4.7) implizite
Annahme, daß Zustände mit hohem Spin, die im Prinzip zu jeder Korrelations-~
funktion beitragen können, sehr schwer sind. Die Korrelationen des
Kantenoperators in Gl.(4.15) wurden für jede Richtung μ 2 1,2,3 einzeln
berechnet (statt für die Summe). Dadurch hätte zusätzlich ein Beitrag eines
Teilchens mit .IPC I2 2+* auftreten können, der aber (wie auch in Ref.[49])
nicht beobachtet wurde. Die Korrelationen des (I)J'°'3 ri (1)O"`"-Operators (i)
aus Tabelle 4.1 zeigten (aus bisher nicht verstandenen Gründen) bei
Abständen At > 0 keinerlei Signal. Es wurden auch Korrelationen zwischen
unterschiedlichen OH'--Operatoren bestimmt. Die Resultate waren auch hier
wieder mit der angegebenen I-liggs--Masse konsistent, bei etwas größeren
statistischen Fehlern.
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Schlullíclserunssni

(1) Die Massenkurven bei verschiedenen Ä sind miteinander in etwa kompati-~
bel. Sie weichen allerdings in den PÜ'--Gebieten bezüglich der Breite des
Minimums ab, die zu größeren >. hin anwächst. In der skalaren <9*--Theorie
scheint 3\ eine irrelevante Größe zu sein. Dies könnte für große Ä auch
im SU(2)-~I-Iiggs--l\/Iodell der Fall sein [49]. Dem steht allerdings entgegen,
daß die hier untersuchten PÜe vermutlich von 1. Ordnung sind, die sich
mit steigendem X abschwächt. (Bei ). 2 0° werden PÜe 2. Ordnung erwar-~
tet.) Es wäre im übrigen bemerkenswert, wenn bei konstantem ß lediglich
ıc zu renormieren wäre, um J\--unabhängige Resultate zu erhalten. Wenn
aber X tatsächlich eine irrelevante Größe sein sollte, so hätte die Theorie
im Kontinuumslimes (wenn sie dort nicht ganz trivial wird) einen relevan-
ten Parameter weniger als in der ursprünglichen Formulierung, und es
könnte (z.B) die Higgs-Masse berechenbar sein.

(2) Außerhalb der unmittelbaren PÜ-Regionen sind die Massenkurven auch bei
verschiedenen ß miteinander kompatibel. (Dies könnte auch erklären,
warum die Kurven für verschiedene lx einander schon bei konstantem ß
ähnlich sind.) Im l~Iiggs-~Gebiet scheinen die Werte von my, bei ß 2 2.4

etwas tiefer als bei ß 2 2.25 zu liegen. Ein solches Absinken wird auch
durch die Verträglichkeit der lVIO--Daten für die W-Masse mit den quasi-~
klassischen Werten, Gl.(2.49) nahegelegt. Letztere ergeben ein Abfallen
der W-Masse nur wie 1/«/ß. Dies weicht erheblich von dem exponentiellen
Skalenverhalten der reinen SU(2.)--Eichtheorie ab, welches zur Wahl des
ß-Schrittes von 2.25 nach 2.4- Anlaß gegeben hatte. Ein denkbar-es
Szenario für das Verhalten von mw bei großen ß wäre ein langsames
Abfallen gemäß Gl.(2.49) bei großem Abstand vom PÜ, aber schnelleres
exponentielles Abfallen im Higgs-Gebiet innerhalb des PÜ-Bereiches, der
in den MC-«Resultaten mit wachsendem ß an Breite zunimmtl). Wirklichen
Aufschluß können hier nur weitere nichtperturbative Rechnungen
bringen, bei größeren Werten von ß und mit größeren Schrittweiten in ß.

(3) Am Higgs-PÜ zeigen Higgs-»Masse und W--Masse qualitativ verschiedenes

1) Dies wäre auch mit den in Kap. 2.1 vorgestellten perturbativen
1--Schleifen-Jlechnungen bei kleinen gg (und allerdings sehr kleinen
X) vereinbar, die gemäß Gl.(2.24) bei geringen Abständen vom PÜ
einen exponentiell kleinen Wert von mw vermuten lassen, während bei
großen Abständen (-»mg >> O) in Gl.(2.24) der quasiklassische Anteil
über die l-Schleifen-~Korrektur dominiert.
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Verhalten. Die I-Iiggs-~Masse hat ein deutliches Minimum, während die
W-Masse nicht unter 0.5/a fällt. Letzteres bedeutet, daß ein Kcntinuums-~
limes mit endlichem mg im untersuchten Kopplungsparameter-~Bereich nicht
möglich wäre. Vermutlich muß man ß erhöhen, um ein qualitativ anderes
Bild zu finden (s.o.).

(4) Im Verhältnis a°mH/a*m„ fällt die G-itterkonstante a heraus. Dieses
Verhältnis kann daher im Prinzip mit dem Experiment verglichen werden.
Abb. 4.6 zeigt mH/mw bei (>\,ß) 2 (0.5,2.4). Die entsprechenden Bilder bei
(0.5,2.25) und (3,2.25) sind mit Abb. 4.6 innerhalb der Fehlerbalken kom-
patibel. Interessanterweise hat auch mH/m„ am PÜ ein Minimum. Im unter-
suchten ıc-«Gebiet liegen seine Werte zwischen 0.2 und 2. (Aufgrund des
Verhaltens der l~Iigg's-Masse ist auch mH/mw stark von der quasiklassi--
schen Näherung Gl.(2.49) verschieden.) Flächen mit konstantem Verhältnis
mH/mμ im 3-dimensionalen Kopplungsparameter-Raum ergeben Informatio-
nen über die "Kurven konstanter Physik", also die Renormierungsgrup-~
pentrajektorien, im Raum aller Kopplungen. Diese Flächen können auch
verwendet werden, um Aussagen über eine eventuell zu untersuchende
effektive Theorie mit endlichem Abschneideparameter zu erzielen, auch
wenn der PÜ bei großem ß weiterhin von (schwacher) 1. Ordnung sein
sollte. Aus der großen Ähnlichkeit der mH/mw--Kurven an allen drei
()\,ß)-Punkten folgt, daß im untersuchten Kopplungsparameter--Bereich die
"Kurven konstanter Physik" näherungsweise parallel zur Higgs-Über-
gangsfläche im Raum der Kopplungen )\,ß,r verlaufen, sowohl im
Oonfinement- als auch im Higgs-›-Gebiet. Das (vermutete) leichte Abfallen
von mg mit ß im Higgs-Gebiet würde bedeuten, daß diese Linien sich mit
wachsendem ß langsam an die Higgs-Übergangsfläche annähern.

(5) Die Eigenschaften der Higgsmasse und der Vektorbosonmasse und auch
ihres Verhältnisses im SU(2)--Higgs-Mode1l ähneln sehr den Eigenschaften
von ms und mv bzw. ms/mv im U(1)-Higgs-Modell, Abb. (4.2) und (4.3).

Solche Ähnlichkeiten legen nahe, daß man auch im SU(2)-Higgs--Fall
analog zum U(1)-Higgs-Modell das skalare und das vektorielle Boson
unterhalb des I-Iiggs--PÜs physikalisch als gebundene Zustände von
SU(2)--Dubletts skalarer Konstituenten interpretieren kann. Diese

gebundenen Zustände sind dem Bosonium in der Coulomb--Phase des
U(1)-~Higgs-Modells analog. Das skalare Dublett des SU(2)--Higgs--»Modells
(für das allerdings Oonfinement gilt) entspricht dann dem freien skalaren
Teilchen im U(l)-Higgs-~Mode1l.
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Abb. 4.6: Verhältnis mH/mu der in Abb. 4.5b gezeigten Massen,
SU(2)-~Higgs-Modell bei X 2: 0.5, ß 2 2.4.
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Zgmm,plíontinuumsli es Über einen möglichen Kontinuumslimes desm .
SU(2)--l~Iiggs--Modells ist bisher nur wenig bekannt. Die Higgs-Masse könnte
man erst dann vorhersagen, wenn ein solcher Limes konstruiert wäre und auf
eine wechselwirkende Theorie führen sollte, in der vielleicht die möglichen
Werte von mH eingeschränkt wären. Wegen der Endlichkeit der W-»Masse und
ihrem (vermutlichen) Abfallen mit ß scheint ein Kontinuumslimes nur bei sehr
großen ß möglich zu sein. Dies wird auch dadurch nahegelegt, daß bei den
untersuchten ß-Werten der Phasenübergang von 1. Ordnung zu sein scheint
(s. Kap. 2.6), die sich aber mit wachsendem ß abschwächt. Der einzige bisher
bekannte Renormierungsgruppen-Fixpunkt des SU(2)-I~Iiggs--Modells ist der
Gaußsche Fixpunkt bei ß 2 00, 3*. 2 0, Je 2 mp-,~. (Er entspricht formal dem
Gaußschen Fixpunkt der Gitter-~QOD.) Perturbative Rechnungen in der Nähe
dieses Fixpunktes deuten aber darauf hin, daß sich die Trivialität des
49'“-»Modells bei ß 2 00 auch auf das Eichfeld-Higgs-System überträgt: die
perturbativen Rechnungen führen auf eine Theorie freier massiver Bosonen
[59]. Dies schließt aber z.B. nicht aus, daß das Standardmodell eine effektive
Theorie wechselwirkender Teilchen mit endlichem Abschneideparameter sein
könnte. Die maximale Größe des Abschneideparameters wäre dann mit der
Higgsmasse verknüpft [59]. (Dies wurde auch schon in Kap. 2.1 im
Zusammenhang mit der Trivialität der §04-Theorie diskutiert.) Auch können
solche Rechnungen, bei X << 1, nicht das (nichtperturbative) Verhalten des
Modells bei großen Ä erschließen.

Nichtperturbativ ist aber über die Renormierungsgruppenstruktur des
SU(2)-Higgs-Modells noch sehr wenig bekannt. Für die Existenz eines
weiteren Fixpunktes liegen zwar keine Indizien vor [64], sie ist aber nicht
ausgeschlossen. Nötig sind daher vor allem Monte«-Oarlo--Renormierungs-

gruppen- (MORG-) Untersuchungen des SU(2)--Higgs-«Modells und des vollen
SU(2)eU(l)«-»Higgs--Modells, um über Fixpunkte, mögliche Kontinuumslimites und
deren Eigenschaften Näheres zu erfahren. Es müssen auch Püe 2. Ordnung
aufgefunden werden, und die Entwicklung der Massen mit den Kopplungs-
konstanten muß weiter untersucht werden. Durch Linien konstanten
Massenverhältnissses und, als weiterer physikalischer Größe, (z.B.) konstanter
effektiver Eichkopplung können so auf eine unabhängige Weise die
RG--Tra,jektorien bestimmt und mit den MCRG-Resultaten verglichen werden.
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§:„ Das SUir2).:,Hiss§;I§*IQdellrbsirrcendclíøher Tenrersiiir.

Nach einführenden Erläuterungen definiere ich in Kap. 5.1 die Systeme
mit endlicher Temperatur (T > 0) und zugehörige Observable und erläutere
den später verwendeten Begriff des "Crcssovers“. In Kap. 5.2 bespreche ich
Ergebnisse zum I-liggs-«Übergang bei endlicher Temperatur [58]. Kap 5.3
enthält Schlußfolgerungen.

.511 „Einleii=uns›

Zusätzlich zu den drei Kopplungen ß, Ä und ıc hängen die Eigenschaften
der Higgs-l\/Iodelle noch von einem vierten Parameter entscheidend ab, nämlich
der physikalischen Temperatur T. Alle bisher besprochenen Untersuchungen
fanden auf symmetrischen oder in Zeitrichtung verlängerten Gittern statt (mit
in Zeit» und Raum»-Richtungen gleichen Kcpplungen); dies entspricht
(annähernd) Temperatur Null. Wird das Gitter in Zeitrichtung verkleinert, so
steigt die physikalische Temperatur an (s.u.).

Die reine SU(2)--Eichthecrie durchläuft bei wachsender Temperatur einen
"Deccnfinement"-~Phasenübergang, der sehr intensiv untersucht werden ist

[1 1 l . Der Einfluß dynamischer (skalarer oder fermicnischer)
Materiefreiheitsgrade auf diesen Übergang ist zwar noch nicht vollständig
geklärt, aber doch in den wesentlichen Zügen schon verstanden [111l. Er ist
bei Untersuchungen auf dem Gitter wesentlich einfacher mit skalaren als mit
fermionischen Feldern analysierbar. Die deswegen möglichen statistisch
genaueren Ergebnisse im I~Iiggs-»Modell helfen beim Verständnis des
Deconfinement-Übergangs der QOD. In der hier vorgestellten
Monte»-Carlo-»Untersuchung [58] zum SU(2)--Higgs-~Modell bei endlicher
Temperatur wurde unter anderem gezeigt, daß der Deccnfinement-Übergang
bei Ankcpplung skalarer Materiefelder in ein "Crossover" (s.u.) übergeht. Auf
diesen Teil unserer Ergebnisse will ich jedoch im folgenden nicht weiter
eingehen.

Dagegen sind die Auswirkungen hoher Temperatur auf den
I¬Iiggs-»Übergang und im Higgs-Gebiet noch weitgehend unbekannt.
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Perturbative Rechnungen von Kirzhnits, Linde, Weinberg (KLW) und

anderen sagen voraus, daß bei geniigend hoher Temperatur die
"Symmetriebrechung" des Higgs-»Mechanismus aufgehoben wird [77-79]. Eine
nichtperturbative Überprüfung und genauere Untersuchung dieser Vorher-~
sage ist wünschenswert. Dies war Motivation für eine Reihe von analytischen
[16,55] und numerischen [23,28,56-58] Arbeiten iiber Gitter~Higgs~l\/Iodelle bei
endlicher Temperatur. In Kapitel 5.2 beschreibe ich I*/Ionte-Carlo-Ergebnisse

[58]. die mit hoher Statistik auf Gittern der Größen 83*2, 163'2 und 8“
gewonnen wurden und mit dem KLW-Szenario in Einklang stehen.

Die beiden erwähnten PÜe sind sehr wichtig für Theorien der Geschichte
des frühen Universums. Das Einsetzen des Higgs-Mechanismus erst unterhalb
einer bestimmten Temperatur (sowie Details des perturbativ bestimmten
effektiven Potentials) sind Grundlage für das sehr erfolgreiche Szenario des
inflationären Universums [81]. Bei sehr viel niedrigerer Temperatur ging
während der Expansion des Universums das Quark-Gluon-Plasma (T > TC) der
QCD am Deconfinement-Übergang in hadronische Materie (T < TC) über.

Wie die MC--Ergebnisse zeigen werden, entwickelt sich aus dem Higgs--PÜ
bei hoher Temperatur ebenfalls ein Crossover. Unter dem Begriff des

soll hier eine plötzliche, aber stetige Änderung von Observablen
verstanden werden, bei der sich auf groß n Gittern keine Abhängigkeit__ von. 5

zeigt. Um ein Maß für die Gitterabhängigkeit des Verhaltens
von Observablen zu erhalten, wurden die bekannten Resultate über Effekte
endlicher Gittergröße im SU(2)-~Higgs-~l\/Iodell bei Temperatur T 2 0
herangezogen. Ein Crossover kann aber bei den numerischen Untersuchungen
nicht wirklich von einem sehr schwachen PÜ hoher Ordnung unterschieden
werden, der vielleicht in den untersuchten Observablen keine Effekte
endlicher Gittergröße zeigt. Der Begriff "Crossover" soll deshalb im folgenden
auch diese Möglichkeit umfassen.

Wenn eine schnelle Änderung von Observablen von einem PÜ herriihrt, so
wird das Signal auf einem größeren Gitter klarer. Entsprechend folgt aus
einem glatten, von der Gittergröße unabhängigen Verhalten das Vorliegen
eines Crossovers. Die Umkehrung dieser Aussagen ist nicht immer richtig: Bei
einem Crossover sehr nahe zu einem PÜ zweiter Ordnung ist die Korrelatione-
länge vergleichbar mit der Gittergröße, so daß das Crossover wie ein PÜ
aussehen kann.
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Ich möchte nun die Ggittegrsgfsgtegmgegwiengdzligljigeriílffegfgigeratu11 vorstellen. Sie werden
auf einem isotrcpen N§~Nt-Gitter mit Gitterabstand a durch die
Zustandssumme

z(T) x N(T› I LU rw s”S(T) (5.1)

beschrieben. Die Temperatur ist T 2 1/(Nta). Durch Verkleinern des Gitters in
"zeitlicher" Richtung erreicht man also eine Erhöhung der Temperatur. Der
Faktor N(T), der die Grundzustandsenergie normiert, rührt von der
Um»-Schreibung der ursprünglich I-Iamiltcnischen Formulierung des Modells
endlicher Temperatur in den Lagrangefcrmalismus her [112].

Die hier untersuchte thermodynamische Größe ist die Energiedichte

8 s „ ššñš 57%7§7 ın z(T› (5.2)

wobei aß die Energiedichte für das reine Eichsystem ist und ı.=;H der
zusätzlich vom skalaren Feld verursachte Beitrag :

ad* SG 2 313 (<PS> -~ <Pt>),

si EH = zt (<i†Ut@> - s<@†uš@> + 2<@†ue>0› (5.3)
+ Ä (<p4> W <p“>0) + (1 ~ ZX ~ 4ß)(<p2> ~ <p2>0).

Der Index s bzw. t steht für die räumliche bzw. zeitliche Richtung und

„ 1 1Ps\t = šfizfiš P; \t(1 ~ 5 Re Tr Up).

(5.4)
1 1

@†Uμ@ s gm ä px pX+μ 'ä' R63 TI¬'(d; Uxμ O"X+μ),

sind hier geeignet ncrmiert worden. Der Ausdruck <...>.;, steht jetzt für den
Erwartungswert bei T 2 0, der die Grundzustandsenergie korrigiert und
durch den Erwartungswert auf einem symmetrischen N;--Gitter engenähert
werden kann.
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Bemerkpngep,Die in diesem 5. Kapitel beschriebenen
Monte~Carlo-»Rechnungen [58] wurden auf die gleiche Art durchgeführt wie
die Rechnungen bei Temperatur Null. Auf einem 83=2-Gitter wurde jeder
Datenpunkt aus 4800-9600 Iterationen gewonnen, auf einem 163*2-~Gitter aus
6000 und auf einem 83'4--Gitter aus 10000«-12000 Iterationen. Den Subtraktionen
in 2,., dienten jeweils 28000-~60()00 Iterationen auf einem 8'*-~Gitter. Die
Kopplungsparameter (ß bzw. r) wurden in der Art einer Hysterese
durchfahren, mit einer angemessenen Anzahl von Thermalisierungs-Iterationen
an jedem Punkt (abhängig von der Gittergröße und vom Abstand zum
vorhergehenden Punkt). An mehreren Punkten wurden die Rechnungen mit
unterschiedlichen Start~»-Konfigurationen wiederholt, um die Stabilität der
Ergebnisse zu überprüfen und eventuelle Hysterese~II-Effekte zu sehen. Es
wurden keine Hysteresen beobachtet.

5¬2„lDsr„ .1 1 Temperatur-

Im Grenzfall ß 2 00 geht das SU(2)~»I~Iiggs~l*/Iodell in eine reine <,0'*-Theorie
mit SO(4)--Symmetrie über. Bei endlichen Temperaturen ist dieses Modell noch
nicht in P/Ionte-›Oarlo~Rechnungen untersucht worden. Gemäß perturbativer
Analysen im Kontinuum besitzt es einen PÜ bei endlicher Temperatur, bei dem
die gebrochene globale Symmetrie mit steigender Temperatur wiederhergestellt
wird [77]. Die Wechselwirkungen mit Eichfeldern bewirken bei großen ß
perturbativ nur geringfügige Änderungen [78,79]. Der typische führende
Beitrag endlicher Temperatur zum effektiven Potential für cp ist von der Form
(cıßxk + c2g2)T2<p2, (c1,c2 > 0). Dieser Term führt zu dem die Symmetrie
wiederherstellenden Kirzhnits--Linde--fweinberg (KLW) Phasenübergang erster
oder zweiter Ordnung bei endlicher Temperatur. Auf einem solchen Übergang
fußt das Szenario des inflationären Universums [81].

Es gibt keinen physikalischen Grund, die perturbativ bei hoher
Temperatur gefundene symmetrische Phase von dem Deconfinement-»Gebiet des
Modells zu unterscheiden. Bei Erhöhung der Temperatur kann das System
vom l~Iiggs-Gebiet in das Deconfinement-~Gebiet übergehen. (ln [58] wird
gezeigt, daß auch Confinement- und Deconfinement-›-Gebiet nicht voneinander
getrennt sind.) Es ist deshalb zu erwarten, daß der KLW-Übergang eine
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Fortsetzung des Higgs-Übergangs von T 2 O in die T--Richtung ist, wobei sich
der Übergang zu größeren 14;«-Werten hin verschiebt.

In den perturbativen Rechnungen ist es allerdings schwierig, Effekte
höherer Ordnung unter Kontrolle zu halten [113]. Probleme bei der
Benutzung des effektiven Potentials bei nicht sehr kleinen )\ wurden schon in
Kap. 2.1 im Zusammenhang mit dem Coleman-Weinberg-Mechanismus erwähnt.
Die genaue Natur des KLW--Übergangs, einschließlich der Möglichkeit, daß er
zu einem Crossover wird, kann daher von nichtperturbativen Eigenschaften
des Modells abhängen. Ein Indiz für diese Vermutung kommt von einer Studie
des U(1)~l~Iiggs-Modells mit eingefrorenem radialem Mode und Villain-Wirkung
im Hami1ton-Formalismus auf dem Gitter [16]. Fiir mehrere Grenzfälle der
Kopplungen wurde dort bei T 2 0 kein PÜ gefunden. Ein mit wachsender
Temperatur schwächer werdender Higgs-PÜ zeigt sich auch in
Monte--Oarlo-~Untersuchungen einiger anderer Higgs-Modelle [23,114l.

Die für Effekte endlicher Temperatur wichtige Größe ist das Verhältnis
T/Mphgs 21 1/(Nt°Mphg5'a), wobei Mphgs die kleinste (für das untersuchte
physikalische System relevante) physikalische Masse bei T 2 0 ist. Eine hohe
Temperatur in physikalischen Einheiten kann im Gebiet des Higgs-Übergangs
deshalb nur bei großen 1 (hier X 1'- 0.5) und sehr nahe zum Übergang
erreicht werden, denn nur dort ist die Higgs-Masse klein, wie das vorige
Kapitel gezeigt hat. Wenn Mphgga nicht klein genug ist (die Korrelationslänge
also nicht groß genug), dann reicht auf ísotropen Gittern selbst bei Nt ß 1
der Wert von T/Mphgä nicht aus, um beobachtbare Effekte endlicher
Temperatur zu erzeugen. Bei kleinem X ist der Higgs-PÜ von erster Ordnung;
große Korrelationslängen treten nicht auf. Dort sind deswegen auf isotropen
Gittern keine Effekte hoher Temperatur zu erwarten. Tatsächlich wurde auch
bei kleinen >. und ß ä 2 - 5 in Monte-Carlo-~Untersuchungen keine Änderung
der Natur des Higgs~›PÜs bei kleinem N36 beobachtet [56,57l.

Vor der Erörterung der Monte-Oarlo-Ergebnisse sei nun noch die

physirkelirsrche Bedssiıiıns„derund ven RG-~Lifli@1'1
bei endlicher Temperatur diskutiert [58]. Die RG«-Linien im Raum der
Kopplungen sind ursprünglich in einem Gebiet mit Skalen«/'erhalten bei T 2 0
als Linien konstanter Physik (konstantes mH/mw etc.) definiert (s. Kap. 4.3).
Bei T 2 O beschreiben Punkte auf der gleichen RG-»Linie das gleiche
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physikalische System auf Gittern mit unterschiedlichem Gitterabstand a. Das
System kann an jedem solchen Punkt durch Verkleinerung von Ni aufgeheizt
werden, ohne die Kopplungsparameter oder den Gitterabstand a zu ändern.
Jede RG-«Linie bei T 2 0 ist also Basis einer zweidimensionalen Fläche im Raum
der Kopplungsparameter und der Temperatur T. Punkte auf derselben Fläche
beschreiben dasselbe System bei verschiedenen T und verschiedenen a.
Linien konstanter Temperatur in dieser Fläche sind wieder RG--L1'n1'en, d.h.
Linien konstanter Physik. Die Koordinaten dieser RG-«Linien endlicher
Temperatur im Unterraum der Kopplungen sind von der Temperatur
unabhängig und fallen mit der Position der T 2 0 RG-Linie zusammen. Die
Position von Linien konstanter Temperatur T 2 1/(Nya) in der Fläche ist

durch die Größe von a und Nr bestimmt. Die Abhängigkeit des
Gitterabstandes a von den Kopplungsparametern kann durch die Größe einer
physikalischen Massenskala bei T 2 0 bestimmt werden, z.B. durch die
Saitenspannung (ic 2 0) oder durch die Higgsmasse.

Wären die RG--Linien bei T 2 0 bekannt, so könnte bei endlichem und
festem N., der Wert der physikalischen Temperatur durch Abfahren dieser
Linien kontinuierlich variiert werden. Bei endlichem festem N.: ist die
Temperatur nicht konstant. Diese Linien sind dann gight mehr Linien
konstanter Physik. Sie können Phasenübergänge kreuzen, und der Wert
anderer physikalischer Größen, wie z.B. Massenverhältnissen, kann sich
entlang dieser Linien ändern. Über die genaue Position der RG«-Linien ist
aber leider zuwenig bekannt (vgl. Kap. 4.3).

Die Mo,nte;~Carlo~†-Ergebnipsse bestätigen die oben beschriebenen Vermutungen
bezüglich der Entwicklung des Higgs-PÜs. Abb. 5.1 zeigt die
Kantenobservablen <@""`Us@>, <®+Ut®> und <@+U@>,;„ die zum Studium des
Higgs-~Übergangs am geeignetsten sind, bei lx 2"- 0.5 und ß 2 4.

Der T 2 0 Higgs--PÜ bei K: 2 0.235 ± 0.005 verursacht einen plötzlichen
Knick in <š"'U®>„. Dagegen zeigen <@+US<I>> und <<l>"*'U.t@> auf den
asymmetrischen Gittern eine viel sanftere Änderung. Die Daten auf 83'2 und
163°2--Gittern sind miteinander kompatibel und anscheinend unabhängig von
der Gittergröße. Aufgrund der im vorigen Abschnitt dargestellten

Überlegungen folgt daraus. daß Hiassr
ist»
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Abb. 5.1: Mittelwerte der Kantenvariablen <<I>+Uμ<i>> in räumlicher und in
zeitlicher Richtung auf 83'2- und 163'2-Gittern, nahe dem
Higgs-PÜ/Crossover, bei ß 2 4, X 2 0.5. Zum Vergleich sind
auch die T I 0 entsprechenden Größen <=I>+Uμ<l>>0 auf einem
symmetrischen 8'*-Gitter wiedergegeben.

114

`> 83 «2
'ji

3



Eine andere wichtige Eigenschaft der Daten in Abb. 5.1 ist eine kleine
„pPositi_QndesppppCros„_sío§gpe%r;§ zu einem um etwa 0.01 größeren lc

relativ zur Position des Übergangs bei T 2 0, im Einklang mit den oben
beschriebenen perturbativen Erwartungen. Diese Verschiebung ist nur dank
der hier verfügbaren präzisen Daten sichtbar. Dies ist ein Grund dafiir,
warum sie, ebenso wie die Änderung des Püs in ein Crossover, in früheren
Untersuchungen des Modells nicht beobachtet worden ist [28,56,57]. Es kommt
hinzu, daß dort nur kleine Werte von X verwendet wurden. Die geringe Größe
der Verschiebung ist nicht verwunderlich, wenn man bedenkt, daß nur in
einem sehr kleinen Bereich um den Higgs-Übergang herum die (Higgs--)
Korrelationslätnge groß ist und daher nur dort über großes T/Mphgs
Temperatureffekte bedeutsam sein können.

Die sehr kleine Verschiebung des Übergangs kann von großer
physikalischer Bedeutung sein: Die RG»-Linien bei T 2 O schmiegen sich
wahrscheinlich an den T 2 0 I-Iiggs--Übergang an. Auf einer solchen Linie
bewegt man sich bei Erhöhung der Temperatur durch Verringerung von a.
Dabei kann der gegenüber T 2 0 verschobene Übergang bei einer endlichen
Temperatur gekreuzt werden. Dies entsprichtwdepmpp„KLfW-Übpeprpganpg, der hier
aufgrund nichtperturbativer Effekte als Crossover auftritt. (Der
mathematische Unterschied zwischen einem wirklichen Phasenübergang und
einem Crossover könnte für die praktischen Anwendungen unwichtig sein,
wenn das Crossover scharf genug wäre.)

Bei ß 2 2.25 wurde eine gleichartige Analyse durchgeführt. Weitere

Rechnungen erfolgten bei ß 2 2 und ß 2 5 auf 83*2 und 84-Gittern. Qualitativ
findet sich überall die gleiche -»nicht von der räumlichen Gitterausdehnung
abhängige« Änderung von <®"'Uμ@> bei endlicher Temperatur. Für N.: 2 2 und
Ä 2 0.5 ist anscheinend die ganze Higgs-~PÜ-~Linie zu einem Crossover
geworden. Die Position des l~liggs--Crossovers bei diesen ß-Werten (sowie die
Position des Deconfinement Übergang/Crossovers [58]) ist in Abb. 5.2
eingetragen.

Resultate für die Energiedichten z-:H und t: sind in Ref. [58] enthalten.
Dort werden auch verschiedene mögliche Schemata fiir die in Gl.(5.3) nötigen
Subtraktionen diskutiert.
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Abb. 5.2: Phasendiagramm des SU(2)--Higgs--Modells bei endlicher Tem-
peratur T > 0, für )\ I 0.5 und Nt 2 2. Die Symbole H, C und
D stehen für die Higgs-, Confinement- bzw. Deconfinement-
Gebiete. Die teilweise horizontale durchgezogene Linie ist der
Higgs-PÜ bei T 2 O. Die oberhalb davon eingetragenen Daten-
punkte und die gestrichelte Linie zeigen (näherungsweise) die
Position des Higgs--Crossovers bei Nt I 2.
(Die senkrechte gestrichelte Linie steht für das in Ref. [58]
behandelte Deconfinement-Crossover bei Nt 2 2. Die durch-
gezogene senkrechte Linie ist der "Freezing"-Übergang der
zur Approximation der SU(2) benutzten Ikosaeder-Gruppe, auf
einem 83'2-Gitter.)
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§«3_ _Sch1ı_ı_ßfo1ssri;_nssm›_

(1) Bei großem Ä und hohen Temperaturen wird aus dem Higgs-PÜ ein
"Crossover". Bei Ä 2 0.5 und Nr 2 2 zeigen die Monte--Carlo--Rechnungen einen
gegenüber N.: 2 8 geglätteten Übergang. Weder bei ß 2 2.25 noch bei ß 2 4
treten Effekte endlicher Gittergröße auf.

(2) Daraus folgt, daß das System für positive ß und 1. im Raum der
Parameter ß,3\,›c und T nur eine einzige Phase hat. Obwohl nur Daten bei
)\ 2 0.5 vorliegen, ist in Analogie mit dem Modell bei T 2 0 zu erwarten, daß
die in der X 2 0.5 -- Hyperebene analytisch verbundenen Bereiche auch zu
anderen >.-Werten hin analytisch verbunden sind. Ein schematisches
Phasendiagramm bei festem großen )\ zeigt Abb. 5.3 [58].

Statt der physikalischen Temperatur T 2 1/(Nta) (mit nicht gut bekanntem
Verhalten der Gitterkonstanten a) ist hier die für IVIonte~Carlo-~
Untersuchungen geeignetere Größe 1/Ni aufgetragen. Die Form der beiden
Crossover-- (oder PÜ-~) Flächen lehnt sich an Abb. 5.2 an. Die
1/Nt 2 O - Fläche enthält das T 2 0 Phasendiagramm. Die Form des

Deconfinement-PÜs in der fc 2 0 Ebene fußt auf dem Skalenverhalten der
reinen Eichtheorie bei ß > 2. Die gestrichelten Linien in Abb. 5.3 deuten
Gebiete an, in denen auf endlichem Gitter Crossover von wirklichen
Phasenübergängen unterscheidbar sein können.

(3) Das aus dem H1`ggs--PÜ hervorgegangene Crossover ist gegenüber dem
Übergang bei T 2 0 leicht zu größeren ıc hin verschoben. Daher können bei
großen )\ RG«-Linien im Higgs--»Gebiet sehr nahe am T 2 0 Higgs-PÜ das
I-Iiggs--Crossover kreuzen. Dieses Crossover dem,durch
nicht--perturbative Effekte geglätteten, Kirzhnits-]_.inde;Weinb__i;g

rsrsıa I 77 .78 1 ~
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Abb. 5.3: Schematisches Phasendiagramm des SU(2)-Higgs-Modells für
variable Temperatur (in Gittereinheiten) bei festem großen Ä.
Die dünnen durchgezogenen Linien repräsentieren entweder
abrupte Crossover oder Phasenübergänge. Die dicken durch-
gezogenen Linien sind Phasenübergänge in den Grenzfällen
des Modells.
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Die Untersuchungen zeigen auch einige generelle Schwierigkeiten für das
Studium von Higgs-«Modellen bei endlicher Temperatur: Wie in Kap. 4.3 gezeigt
wurde, steigen die Massen mH und mw oberhalb des Higgs-PÜs an. In
Einheiten physikalischer Massen gemessen wird daher die Temperatur selbst
bei Nt 2 1 schnell sehr klein. Auf isotropen Gittern ist im Higgs--Gebiet die
einzige Möglichkeit zum Erreichen hoher Temperaturen deshalb, nahe an den
Higgs-PÜ heranzugehen, und zwar an solchen Stellen, wo der Übergang bei
T 2 0 Anzeichen für kritisches Verhalten zeigt. Man benötigt hierzu großes )\
und eine Feinabstimmung von xo. Weit oberhalb des Higgs-~PÜs kann eine hohe
physikalische Temperatur nur auf nichtisotropen Gittern erreicht werden, die
in der zeitlichen Richtung eine kleinere Gitterkonstante besitzen. Auch hier
ist von Nachteil, wie schon für Überlegungen zum Kontinuumslimes des
T 2 0 -- Modells, daß über die RG--Linien und die Gebiete mit Skalenverhalten
im 3-~dimensionalen Raum der Kopplungsparameter noch sehr wenig bekannt
ist. Die in diesem Kapitel dargestellten qualitativen Resultate hängen nicht
vom Skalenverhalten des Modells ab. Um aber quantitative Resultate zur
Anwendung in der Theorie der elektroschwachen Wechselwirkung aus den
Gitteruntersuchungen bei endlicher Temperatur gewinnen zu können, ist ein
noch besseres Verständnis des Gitter-Higgs-Modells bei Temperatur Null
vonnöten.
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bemsrkunsen

Zum Schluß möchte ich kurz die wesentlichen Ergebnisse rekapitulieren.
Ausfiíhrlichere Zusammenfassungen findet man in den Kapiteln 2.6, 3.7 und 5.3
sowie am Ende der Abschnitte 4.2 und 4.3.

Durch die in dieser Arbeit vorgestellten Rechnungen zum U(1)-Higgs- und
zum SU(2)-~Higgs--Modell gelang es vor allem, das Auftreten des Higgs-~Mecha-~
nismus (speziell im U(1)~Higgs-Modell) auch im nichtperturbativen Bereich zu
bestätigen und mit Hilfe der eichinvarianten Zweipunktfunktionen ein Bild
über seine Wirkungsweise zu entwerfen. Die Zweipunktfunktionen ge-statteten
es, die auftretenden Phasen zu charakterisieren. Aus ihnen und den
Wegner-~Wilson~Schleifen lassen sich (nichtlokale) Confinement-Kriterien
konstruieren, die auch im Falle der Anwesenheit dynamischer Ladungen
erfolgreich anwendbar sind. Sie ersetzen damit das auf reine Eichtheorien
beschränkte Confinement-»Kriterium der Wegner«-Wilson-~Sch1eifen, für die in
Kap. 3.3 bei Anwesenheit dynamischer Materiefelder Umfangsverhalten
bewiesen wurde.

Die Gültigkeit der Oonfinement-Kriterien konnte, über analytisch Bekanntes
deutlich hinausgehend, auch in der Nähe des U(1)--I-Iiggs-~Phasenübergangs
und im I¬liggs--Gebiet des SU(2)-Higgs-»Modells gezeigt werden. Heuristische
Interpretationen der Zweipunktfunktionen mittels dynamischer und äußerer
Ladungen erlauben anschauliche Bilder der Zustände in den Phasengebieten.
In der Coulomb-«Phase des U(l)--Higgs-~ Modells wurde mit Hilfe der
Confinement-Kriterien die Existenz freier Ladungen nachgewiesen. Die
Interpretation der Zweipunktfunktionen benutzt dort Wasserstoffatom-»ähnliche
Zustände. In den Spektren erscheinen gebundene Bosonium-Zustände. Im
Ccnfinement-Gebiet des SU(2)-Higgs-Modells gibt es schwere dynamische
Ladungen, die zusammen mit äußeren Quellen zu Ivleson--ähnlichen Zuständen
hadronisieren können. In den Higgs-«Gebieten liegt ein Plasma-~ähnliches
Kondensat dynamischer Ladungen vor.

Der Higgs-Mechanismus, als Vorgang der Erzeugung von (effektiven)
Vektorboson--Massen, agiert über Debye-I-liickel-Abschirmung in diesem
Kondensat. Im Higgs-Gebiet des U(1)-Higgs-Modells steigt die Photonmasse
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-›-mit zunehmender Dichte des Kondensats-- langsam von Null aus an. In der
Cculomb-~Phase ist sie überall Null. Dort wurde auch ein zweiter massiver, aus
geladenen Teilchen gebildeter Vektorzustand beobachtet. Im I-Iiggs-«Gebiet war
kein zweiter Vektorzustand erkennbar.

Der Higgs--Phasenübergang ist im U(l)--I-liggs-Modell am klarsten in der
Abschirmenergie μ zu sehen, die den Zerfall der Zweipunktfunktionen
bestimmt, und die am Übergang einen deutlichen Sprung zeigt. Der
Phasenübergang ist in beiden untersuchten Modellen auch durch ein Minimum
der sehr klein werdenden Hriggs-«Masse und durch ein sehr schnelles Abfallen
(oder einen Sprung) der Vektorboson-~Masse gekennzeichnet. Der Sprung in μ
im U(1)--Higgs--Modell und ein erst auf Gittern der Größe 16“ sichtbar
gewordener Sprung in <@+Uë> im SU(2)--I¬Iiggs---Modell zeigen, daß der Higgs-~
Phasenübergang wahrscheinlich an allen untersuchten Stellen von 1. Ordnung
ist. An diesen Stellen scheint ein Kontinuumslimes nicht möglich zu sein.

Im SU(2)--Higgs--»Modell existiert auch bei Berücksichtigung endlicher
Temperaturen nur eine einzige Phase. Aus dem I~Iiggs-Phasenübergang wird
bei hoher Temperatur ein Crossover, das mit dem Kirzhnits-~Linde--Weinberg»
Übergang identifiziert werden konnte. Hohe physikalische Temperaturen
werden auf isotropen Gittern nur bei Vorliegen großer Korrelationslängen
erreicht.

Über die Analyse der Massen (in physikalisch nicht à priori festliegenden
Gittereinheiten) hinaus lieferten die Berechnungen im SU(2)--I-Iiggs-lVIodell auch
Anhaltspunkte zur Renormierungsgruppenstruktur des Modells. Das nicht
unmittelbar von der Gitterkonstanten abhängende Verhältnis mH/mH hat am
Higgs-Phasenübergang ein Minimum. Die Masse mw fällt am Übergang auf
einen endlichen Wert ab und steigt dann im Higgs-»Gebiet sehr langsam mit lc
an. Dort entspricht ihr Wert dem quasiklassischen Resultat. Der Wert von mμ
am Übergang wird mit wachsendem ß langsam kleiner. Auch die Endlichkeit
von mw verbietet die Durchführung eines Kontinuumslimes an den
untersuchten Stellen. Die "Skalen"-»Entwicklung der Massen mit wachsendem ß
ist kaum sichtbar; sie ist wesentlich langsamer als in der reinen SU(2)-~
Eichtheorie. Auch die Abhängigkeit der Massen von )\ ist nur sehr schwach.
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Über den Kontinuumslimes der l-liggs--Modelle ist noch sehr wenig bekannt
(Vgl. Kap. 4.3). Ein mögliches Szenario beinhaltet effektive Theorien, die von
dem dann endlich bleibenden Abschneideparameter abhängen. Um aber
gesicherte Aussagen zum Kontinuumslimes und zu seiner möglichen Trivialität
zu erhalten, und dementsprechend auch für quantitative Angaben zum
Kontinuumswert der Higgs--Masse und zum Übergang bei endlicher
Temperatur, werden in der Zukunft noch umfangreiche Rechnungen zur
Renormierungsgruppenstruktur der Higgs-l*/Iodelle durchzuführen sein, auch
für das Modell mit der vollen Eichgruppe SU(2)®U(1).
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zah tion

In diesem Anhang führe ich die in Kapitel 4.1 kursorisch erläuterten
Schritte zur Bestimmung der Transformationseigenschaften von Gitter-~
operatoren und zur Konstruktion von Gitteroperatoren mit festen Quanten-
zahlen (I)R'”C im Detail aus. Das Ergebnis der hier entwickelten Rechnungen
ist die Tabelle 4.1 in Kapitel 4.1. Zunächst behandele ich die Quantenzahlen P,
C' und I, anschließend dann die Rotationsquantenzahlen.

S

Die diskreten Transformationen Parität P und Ladungskonjugation C, sowie
der Isospin I können ohne Abstriche auf den Gitterformalismus übertragen
werden. Zuerst bestimme ich im Kontinuum (mit Minkowski-Metrik (+---«-))
diejenigen Transformationen der Feldvariablen, die P und C entsprechen,
übertrage sie dann auf die Gittervariablen und wende sie auf einige
Gitteroperatoren an.

Parität B. Die Lagrangedichte eines gekoppelten Systems hat die Form

Lk 2 L """' jμ .A.}êx-tel»-n(2,tı) 0 (A01)

Unter Raumspiegelung transformiert sich das äußere Feld gemäß ll 151

Aåxtern(21t) *E74 Aß,extern("â!t) ' (A12)

(Mit dieser Schreibweise ist hier und im folgenden eine (aktive)
Transformation wie A”'(x) ---> A”"(x') 2 A,_„(x') gemeint.) Um Invarianz von Lk
zu erreichen, muß man also fordern

Idâst) MMM* Lifâıt) 1 jμlåıt) "“"% Jμ("2›t) 2 (A°3)

(d.h. j„ --> +j„, jk --> --jk, ı<=1,2,3; auch nach Wick--Rotation).

Aus dem U(1)-Teil der Lagrangedichte LE„,h _, Lmggg , Gl.(2.2),(2.4), folgt
für das U(1)-I-Iiggs-Modell der erhaltene Noether-Strom

J” 2 - i@*(D”@) + i(D”@)*® . (A.4)

Der entsprechende Noether--Strom des SU(2)--Teils von Lfich + Lmggs ist

3'; .. f «›+ §8 <Dw› - i <1ır«››+ ige <,=› . <A.f››
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Die Invarianzforderung G1.(A.3) wird nun in beiden Fällen durch

i (KAB) -»----› @ (-fiftl
PI A0(2,13) '*“""""“""§ A0(--2,13) (A.6)

Aı<(â.t) wi -Aı<('~X›1'>)

erfüllt. (wegen 3%; f(-a) = 3%» fm) geht 1)„ in nf* aber-; daraus folgt die
.F-ff

Invarianz von L, sowie jμ -~› jμ.)

Auf dem Gitter folgt hieraus wegen U„„ 2 eigqmiulx), Gl.(2.46) 2

@±,± """““'“* <1”-e,±
P: U§,t,Q """""""""š U_~§,.{._,0

ll*,'t'.,k -um-.~› °

Damit ist auch die Wirkung von P auf Gitteroperatoren klar. Die räumlich
gemittelten Kantenoperatoren L„ und Plaquettenoperatoren P„„ wurden in
Gl.(4.1,4.2) definiert. Wie man leicht sieht, werden Lk (Kantenoperatoren in
räumlicher Richtung) und Pkt (Raum-Zeit-~Plaquette) unter Paritätstrans-~
formationen hermitesch konjugiert, Pk] (Raum--Raum-~Plaquette, ı<,ı 2 1,2,3)
dagegen ist invariant.

Die Operatoren Re tr Lk, Re tr Pkt, Re tr Pk] und Im tr PM, sowie 2,; px
und 2* pfi haben daher Paritätsquantenzahl P 2 +1. Nur die Imaginärteile von
räumlichen Größen wie z.B. die (im SU(2)-Fall verschwindenden) Operatoren
Im Lk und Im Pkt haben P 2 --1.

,Ladugıgskqgljgggtigglggigfl. Im Falle von U(1)-Symmetrie muß bei Ladungs-~
konjugation der Strom sein Vorzeichen ändern [1l5]:

C: g 1 0 (A08)

Dies kann erreicht werden durch Transformation der Felder gemäß

c : ion ------› WX) , A„(X› ---› - A,_.<›<› . (ms)

(Hier wurde eine freie Phase zu 1 gesetzt.) Auf dem Gitter folgt aus G-l.(A.9):

c = nx) -›---› mx) , u,„, ----› ui, . <A.1o›
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Für das SU(2)-~Higgs--Modell wurden schon in Tab. 2.1 (Kap. 2.2) die Felder
W±›° eingeführt. Bei Ladungskonjugation muß man (bis auf eine Phase)
fordern

0: w*---›w* , w°---~›w°, L---~›L _ (A.11)
Dies wird erreicht durch

c : mx) ----› WX) , A„(><› ----› «.~2A„(›<›~›-2 = A,§(›<› , (.1-\.1z›

denn damit geht in Tabelle 2.1 der Term ^r2D„(x) in D_„(x)†2 über und aus
^r2D„,'r2 '-2 DL folgt die lnvarianz von W`° und L. Die entsprechende Gitter-
transformation lautet

c : ix --› ii , UM, --› ~ı~„U,„,„,†„ = U§„, . (A.13›

LaQ_ı„g1gskonjuga_tjog;ı_ entspricht also generellg der Ifqflšëlegren gKo.n_j ggítignggg

Isosgin I. Der Isospin betrifft die globale Symmetrie der SU(2)-I¬Iiggs-
Lagrangedichte Gl.(2.40) unter der Transformation Gl.(2.38,2.45) :

*ix ~'-~> TXV , Uxμ, -*-5* Uxμ , V G SU(Z) .

Die in der Wirkung vorkommenden Terme tr Up , tr ëjgêx und tr(§j,`Ux„@„+„)
sind hierunter natürlich invariant. Wie ein Isovektor (I 2 1) dagegen
transformieren sich W*›° aus Tabelle 2.1, wegen

I: -ı;r(@“,çu,„,e„...,_„ 1-k) -W--~› 1;r(@;3;U„„@,„..„ v-1-,„v+) . (A.1-4)

Die kontinuierliche Rotationssymmetrie des Kontinuums reduziert sich auf dem
Gitter zu einer diskreten kubischen Symmetrie. Wiederherstellung der vollen
Drehsymmetrie kann erst im Kontinuumslimes geschehen.

Im folgenden werden die zur Gitterdrehgruppe O gehörenden irreduziblen
Darstellungen (ID) vorgestellt. Den 5 IDs von O entsprechen unendlich viele
Spins J 2 0,1,2,... im Kontinuum. Glücklicherweise trägt jede dieser IDs nur
zu (höchstens) einem der Spins 0, 1 oder 2 bei; dadurch kann eine praktisch
nutzbare Beziehung zwischen diesen niedrigen Spins und Gitteroperatoren in
fester ID aufgestellt werden. Nach Beschreibung dieser Beziehung behandele
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ich die Bestimmung der irreduziblen Anteile eines gegebenen Gitteroperators
und seine Projektion auf eine ID, und gebe einen Algorithmus dafür nötiger
Schritte an. Ein Beispiel hierzu wird am Ende dieses Anhangs
durohgerechnet.

Für die gruppentheoretische Behandlung habe ich in diesem Anhang die
Arbeiten [116] und [117] verwendet; für die Anwendung auf Gittereich-
theorien waren die Arbeiten [107,118,49l und vor allem [117] hilfreich.

Qktaederjfiruppe ____ Die "Dreh"gruppe auf dem Gitter ist die Oktaeder-
Gruppe O mit 24 Elementen. Durch Hinzufügen von Spiegelungen erhält man

oh = 0 e (I, -»1} (A.15)

mit 48 Elementen. 0 ist isomorph zur Permutationsgruppe von 4 Objekten S4
(5 Raumdiagonalen des Würfels) und zur vollen Tetraeder--Gruppe. "Punkt--~
gruppen" wie 0 sind in der Kristallographie ausführlich untersucht worden.
Die folgenden Rechnungen entsprechen denjenigen zur Multiplett--Aufspaltung
in Kristallen. 0 enthält 5 Konjugationsklassen.

Def.: T,U G G heißen "konjugiert" :<=> es ex. ein R H G, (A.l6)
so daß RTR“ 2 U.

Die Konjugationsklassen C von 0 sind (Koordinatenmittelpunkt in Würfelmitte):

11 : Identität
302
803
604
sc;

Rotation um Koordinatenaohsen , Winkel
Rotation um Raumdiagonalen,
Rotation um Koordinatenaohsen,
Rotat. um Achsen parallel zu Fläohendiag. ,

8
6

C2363

uni
I3

μm
HX

í
&ı

fr
Zn/3
rr/2
'rr

(A.17)

Notation: n,.,C„, : nc Elemente g in C, mit gm = 1 .

Dabei ist ne die "Multiplizität" von C. Die übrigen 24 Elemente von Oh
erhält man durch zusätzliche Spiegelung. (Anmerkung: Halbzahligen Spin
(Gruppe 20, siehe [118l) bekommt man durch Hinzufügen einer negativen
Identität J für Rotationen um ±2fl. Es resultieren 3 neue Konjugationsklassen,
die Strahldarstellungen für halbzahligen Spin).

Für die spätere Behandlung von Gitteroperatoren ist es nötig, die Wirkung
je eines Elementes der 5 Konjugationsklassen von O auf einen Vektor (xyz)
zu kennen. Diese Information ist in Tabelle A.1 enthalten.
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fl`§l:›el_§[eppppA. Wirlfııw der 24 Elemente von O auf einen Vektor (xyz) .

Die Gruppe 0|. ist sfldlißh- Daher
gibt es unitäre Darstellungen und Oh ist vollreduzibel. Die Anzahl der
irreduzible Darstellungen (ID) ist gleich der Anzahl der Konjugationsklassen;
O hat also 5 und Oh 10 IDs. Aus dem Satz von Burnside

Z (li)2 rr: Anzahl der Gruppenelemente , (A.18)
ID (li 2 Dimension der ID i) ,

folgt für O : li s 1 , 1 , 2 , 3 , 3 .
Die entsprechenden IDs heißen 2 R 2 A1 , A2 , E , T1 , T2 . (A°19)

(A1 ist die triviale Darstellung, T1 die Vektordarstellung; s.u.). Die
vollständigen Quantenzahlen eines Gitteroperators sind also (I`)R'°C, analog zu
(I)JP'3 im Kontinuum.

EE
1 I 1 1 2 3 3
3 C2 1 1 2 -›-1 --
8 C3 --

i--41---'~I--~'~ s-=ı-1:--ß CO1-ß i--11--*CD 1»-ßı--~c.'>ı›--1
604 "" "'°"

60; -- «-

._2._a:í Charaktere X 2 der Konjugations-~
klasse C in der irrecluz. Dst. R.

Eine Beziehung zwischen den Konjugationsklassen C und den IDs R wird
durch Tabelle A.2 hergestellt, welche die Charaktere XR(g) 2 tr DR(g) enthält,
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wobei DR die Darstellungsmatrix von g in der ID R ist. (Diese Tabelle muß
recht mühsam über Orthogonalitätsrelationen der Charaktere hergeleitet
werden [116].)

Mit Hilfe von Gl.(A.15) kann diese Tabelle auf die Gruppe Oh erweitert
werden. Die Darstellungsmatrix DR* ist einfach das Produkt aus DR und der
Darstellung ±I von P :

DR* (g e --1) = ± DR* (g e 1) . (A.2o›

Die entsprechende Erweiterung von Tabelle A.2a ist daher:

13:1: 2--

Q0 ><><eses .§1+32 ><›<'Vgnznm1

2 C®

2 C®-- -~

ggbggppCharaktere Xëç der Konjugations-
klassen C' von Oh in der irreduz.
Darstellung Rp.

.SnirnDen 5 IDs auf dem Gitter
entsprechen unendlich viele Spins J 2 0,1,Z,... im Kontinuum. Die Beziehung
kann daher nicht eindeutig sein; jede Gitter-ID trägt zu unendlich vielen
Spins im Kontinuum bei. Den Zusammenhang zwischen R und J gibt die
Muliplizität m§ der ID R in der Darstellung D3 zu Spin J:

R .... 1 .R J _. - „_
mj **' d 3 d. 'H H ıı

Hier ist xg die Spur der "subduzierten Darstellung" D2 , die man durch
Einbetten von Oh in SU(2) erhält (d.h. D2 enthält genau solche Drehungen,
die auch in Oh enthalten sind). Daher kann man die (Kontinuums--)Relation

sin(J+1/2)6
Xä 2 (A.22)

sin g

verwenden. Der Drehwinkel 6 ist innerhalb jeder Klasse C konstant und ist in
Gl.(A.17) angegeben. Die Resultate für m§ sind in Tab. A.3 aufgeführt [107]:
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A1 1 O 0 0 1 O . . .
A2 0 0 0 1 O O . . .

T1 . . .
T2 ı ø ııO00 Oi-*O i-*(123%-ß ›--1:--«O ı--ßı-es--›› 5-=›bQ1-*~

Multiplizitäten 1113- der irreduz . Gitter-
darstellımg R in der subduzierten Dar-
stellung Dg zu Spin J, Gl.(A.21).

A1 trägt also z.B. nach Spin 0 als nächstes zu Spin 4 bei, T1 nach Spin 1
als nächstes zu Spin 3. Deshalb gibt es in Korrelationsfunktionen von
Operatoren, die sich etwa nach A1 transformieren, Beiträge von (etwaigen)
Kontinuumsteilchen mit Spin 0, Spin 4, etc. Um also Teilchen niedrigen Spins
aus Korrelationsfunktionen extrahieren zu können, sollten solche höheren
Spins auch wesentlich höhere Massen besitzen, wie es auch der experimen--
tellen Erfahrung entspricht (Regge-Trajektorien).

.äsnliëifie 301. Gegeben eei ein Gitterepereter
wp, als Funktion der Gitterrichtungen μ 2 1,2,3. In Anlehnung an Tabelle A.1
schreibe ich diese Richtungen als (xyz). Die Darstellung M von Oh wird nun
über die (passive) Transformation

M(s) W (XYZ) ) == W s(X;s†Z) ) . s e 0.. (A.-23)

definiert, wobei g auf die Richtungen (xyz) gemäß der in Tabelle A.1
angegebenen Vektordarstellung von Oh wirkt.

Zur Zerlegung nach ID von Oh braucht M als Matrix nicht bekannt zu sein,
sondern nur die mit Hilfe von Tabelle A.1 bestimmte Spur X22 je eines
Elementes der 10 Konjugationsklassen C' von Oh. Die Multiplizität der ID Rp
von Oh in M ist dann, analog zu pGl.(A.21), durch

P 1 P _mg 2 a cšohc Xå Xë , cl 2 dım Oh 2 48 . (A.24)

gegeben und kann mit Hilfe von Tabelle A.2a und A.2b berechnet werden.
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Brojepkptiggg ID, Ein Gitteroperator 19 wird im allgemeinen Anteile
mehrerer IDs besitzen. Es muß also noch auf die einzelnen IDs projiziert
werden, durch Kombination von Operatoren xt. Eine Möglichkeit hierzu ist die
Verwendung des Projektionsoperators

HR” e Z0 ›<““'<g› M<g› , u.25›
9“ |1

d.h. es sind alle Darstellungsmatrizen zu summieren. Basisvektoren zu RP sind
dann durch

11/1]
IIRP 1 (1,1/,: Operatoren tl/ in allen möglichen Richtungen)

23

gegeben. (Ein Beispiel hierzu führe ich am Ende dieses Anhangs aus.) Andere
Projektionsoperatoren findet man in [118]. Ein für komplizierte Operatoren '(0
günstigeres Verfahren ist in [107] dargestellt.

Zur Konstruktion eines Gitteroperators mit Quantenzahlen (I)RPÜ
sind folgende Schritte nötig:

-f Wahl eines Gitteroperators 10 (mit guten CP-Quantenzahlen) gemäß
Gl.(A.7),(A.10),(A.13),

e Bestimmung der Charaktere Xfi für die Anwendung von Oh auf 14/, mittels
Gl.(A.23) und Tabelle A.1,

-f Bestimmung der irreduziblen Anteile in W, mittels Gl.(A.24) und Tabelle
A.2,

«f Projektion auf einen irreduziblen Anteil, wie im vorigen Abschnitt
beschrieben, und

e Ablesen der erfaßten Spins in Tabelle A.3.

Durch Ausführen dieses Algorithmus für alle auf (einzelnen) Gitterpunkten,
Kanten und Plaketten definierten Gitteroperatoren er,h_ä.l,tt1ıi11an__,;s_ç_hlieåligphWglie
inppppplíap.pwapngegebgneppflfapbpellpe der Zuordnung von Quantenzahlen und
Gitteroperatoren.

Beisípielrechnung, Den angegebenen Algorithmus führe ich nun am Beispiel
des Kantenoperators Lk in räumlicher Richtung (Gl.(4.1)) aus. Wegen Gl.(4.'7)
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und (4.12) hat Re Lk die Quantenzahlen PC 2 ++ und Im Lh hat PC 2 --.

Die Elemente von Oh wirken auf den Operator 'np 2 Re Lk
wie auf einen Vektor .in k-Richtung, aber mit den Beträgen der Matrix-
elemente, wegen Re L....h 2 Re Lk. Die Charaktere X2' können jetzt für jeweils
1 Element jeder Konjugationsklasse aus Tabelle A.1 (nach Betragsbildung)
entnommen werden, z.B.

X X 1 '
[Y] --Ö--> [+y] e XQ 2 tr (1 1 2 3 . (A.26)
z 2 +2 2 1

rg 3 s o 1 1

Einsetzen in Gl.(A.2-4.) ergibt dann unter Verwendung von Tabelle A.2 und nh
aus Gl.(A.l7) die Multiplizitäten

R A, A2 E T1 T,
im _. - (A-28)mg 1 0 1 0 0

(Die gleiche Rechnung mit P 2 «-1 in Tabelle A.2 hätte nur Nullen ergeben.)

Es ergibt sich

Der Operator Re Lh ist also nicht irreduzibel; er transformiert sich nach
einer Kombination der irreduz. Darstellungen "A1" (mit Spinbeiträgen 0,4,...;
s. Tabelle A.3) und der Darstellung "E" (Spin-»Beiträge 2,4,...). Der im Spin
niedrigste Kontinuumszustand, zu dem Re Lk beiträgt, hat also die Quanten-
zahlen JPG 2 O“.

Vor der Projektion von Re Lk auf die irreduziblen Darstellungen A1 und E
sei zunächst noch der PC 2 -- Operator 10 2 Im Lk auf die gleiche Weise
untersucht:

Im „_ Im Lh transformiert sich unter Oh genau wie ein Vektor
in k«--Richtung; wegen P 2 «-1 inklusive Vorzeichenwechsel bei Spiegelungen.
Die Charaktere X2' erhält man wieder aus Tabelle A.1, z.B.

X X Me T» sl =› »I ›
ZU.
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c 1 c c c c'
xfi 3 ~1 0 1 ~1

und wie oben bekommt man die Multiplizitäten

PC „ „__, _ M.,
mfi 0 0 0 1 0

Im Lk transformiert sich also írreduzibel nach der Darstellung T1 (mit
Spinbeiträgen 1,3,4...). Der im Spin niedrigste Kontinuumszustand, zu dem
Im Lk beitrågt, hat deshalb die Quantenzahlen J PC 2 1"“.

Nun fehlt n<1›<=h die Projektion von
Re Lk auf A1 und E. Dazu werden die Projektionsoperatoren Gl.(A.25)
berechnet. Die dazu benötigte vollständige Darstellungsmatrix M bekommt man,
indem Tabelle A.1 in Matrixform geschrieben wird, z.B.

H00 OOP* ONO
M (C3,1.Element) 2 [ (A.32)

Unter Benutzung von Tabelle (A.2) ergibt Gl.(A.25) schließlich die
Projektionsoperatoren

+ 1 1 1 + »-1 --1
HA* 2 8 [1 1 1] , HE m 4 [-- -1] . (A.33)

1 1 1 -- --1 2hihi»

N

(Wegen Gl.{A.Z8) können nur diese beiden Prcjektionsoperatcren von Null
verschieden sein.) i

Die gesuchten Basis«-Operatoren zu den irreduziblen Darstellungen sind
also

A†+ : Re Lx + Re Lg + Re LZ (JPG = 0++, z++, ...) (A.34)

E++ : Zee LX ~ Re Lg ~ Re L2 (JPG = 2++, 4++, ...)
(A.35)

oder Permutaticnen und Linearkombinationen
ZıBa BÜ LX """ Re ıı

womit die Einträge (b) und (f) in Tabelle 4.1 hergeleitet sind. Die übrigen
Einträge wurden auf analoge Weise berechnet.
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