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1. Einleitung

1.1 Umfeld

Die fundamentalen Kriéfte der Natur werden erfolgreich durch Theorien mit
lokaler Eichinvarianz beschrieben. Die erste Eichtheorie war die Maxwellsche
Elektrodynamik. Sie ist als Grenzfall in der quantenfeldtheoretischen QED
enthalten, die wiederum ein Teil des auf der Eichgruppe 8U(2)®U(1)
beruhenden Glashow-Salam-Weinberg-Modells der elektroschwachen Wechsel-
wirkung ("Standardmodell") ist [1]. Die starke Wechselwirkung wird durch
die unter lokalen SU(3)-Eichtransformationen invariante QCD beschrieben {2].
Auch die allgemeine Relativitatstheorie kann als eine gegeniiber Ilokalen

Koordinatentransformationen invariante Eichtheorie aufgefait werden.

Die bisherigen Erfolge dieser Theorien beruhen meist auf perturbativen
Rechnungen mit Stérungsentwicklungen in der Eichkopplung. In der QED
kann man etwa das anomale magnetische Moment des Miions mit bemerkens-
werter Genauigkeit ausrechnen. Die perturbative QCD beschreibt korrekt z.B.
das Auftreten von Jets in ete~-Annihilationen bei hohen Energien. Das
Standardmodell der elektroschwachen Wechselwirkungen sagte richtig die
Existenz und Stdrke des neutralen schwachen Stromes und der Paritédts-
verletzung in der tiefinelastischen Elektron-Deuteron-Streuung, die Gréfie der
Asymmetrie in der Reaktion ete™ — uty~, sowie vor allem die Existenz der
Eichbosonen W und 7 mit den experimentell bestétigten Werten der Massen
voraus [3]. Zur Erzeugung dieser Massen dient im Standardmodell der
zunachst quasiklassisch und perturbativ formulierte Higgs-Mechanismus [4],

bei dem mit Hilfe skalarer Materiefelder die Eichbosonen massiv werden.

Eine Reihe von Phinomenen ist perturbativen Rechnungen jedoch nicht
zuglnglich. Hierunter sind das bei groBien Abstinden (~ 1 Fermi) in der QCD
auftretende Confinement, Bindungszustinde (z.B. von Quarks in der QCD) bei
starken Wechselwirkungen und eine sehr winschenswerte vollstdndige, nicht
nur quasiklassische Analyse des Higgs—Mechanismus. Die Grundlage fir nicht-
perturbative (und eichinvariante) Untersuchungen ist die sehr elegante von
Feynman formulierte Pfadintegraldarstellung [5] der Quantenfeldtheorie. Sie
ist zu der kanonischen Formulierung &quivalent. Bei formaler Entwicklung des

Pfadintegrals nach Potenzen von % ergibt sich die Schleifen-Entwicklung der



Storungstheorie. Auch das Pfadintegral bedarf, wie andere Formulierungen
der Quantenfeldtheorie, fir eine korrekte Definition der Regularisierung.
Hierzu wird es, nach Ubergang 2zu euklidischer Raum-Zeit, auf einem
4-dimensionalen Raum-Zeit-Gitter definiert. Dies fiihrt auf die von Wilson 1974
[6] eingefiihrten Gittereichtheorien [7]. Sie bendtigen keine Eichfixierung
und sind deshalb manifest eichinvariant. Allerdings wird dabei die
kontinuierliche Symmetrie der euklidischen Raum-Zeit durch diskrete
Symmetrien des Gitters angendhert. Gittereichtheorien haben formal grofBe
Ahnlichkeit mit Systemen der statistischen Physik, so daB deren Unter-

suchungsverfahren vorteilhaft herangezogen werden kénnen.

Zur Erkundung der Eigenschaften von Gittereichtheorien dienen sowohl
strenge Beweismethoden wie auch approximative Verfahren. Neben Hoch- und
Tieftemperaturentwicklungen erweisen sich dabei vor allem Approximationen
des Pfadintegrals mittels einer Markov-Kette von Feldkonfigurationen als sehr
erfolgreich. Zur Generierung solcher Konfigurations-Ensgembles dienen Monte-
Carlo (MC) Simulationen [8], =z.B. mit Hilfe des auch in dieser Arbeit
verwendeten Metropolis—-Algorithmus [9]. Ziel von Rechnungen auf Gittern
bleibt es, Aussagen uber die Physik des Kontinuums zu machen, also den
Gitterabstand a letztendlich in einem Kontinuumslimes gegen Null gehen zu

lassen.

GroBe Erfolge feierten die Gittereichtheorien zuniéchst vor allem bei
perturbativ nicht zuginglichen Problemen in der QCD [10] : Numerische Evi-
denz fiir das Confinement der Quarks konnte gefunden werden; berechnete
Hadronmassen zeigen grobe Ubereinstimmung mit den experimentellen
Beobachtungen; die Berechnung eines von Null wverschiedenen Quark-
kondensats bestitigte die bisherigen Hypothesen iiber spontane chirale
Symmetriebrechung, und bei hohen Temperaturen wurde die Existenz eines
Deconfinement-Ubergangs gezeigt [11]. Die meisten dieser Rechnungen hat
man allerdings in der Approximation statischer Quarks durchgefiihrt, da die
Beriucksichtigung dynamischer Fermionen wegen der Pauli-Statistik numerisch

duBerst aufwendig ist.

Gittereichtheorien mit gekoppelten Eich- und skalaren Materiefeldern, die

Gitter-Higgs-Modelle, haben in den letzten Jahren immer mehr an Bedeutung

gewonnen. Solche Modelle gestatten es unter anderem, den fiir das Standard-



modell der elektroschwachen Wechselwirkung unabdingbaren Higgs-Mechanis~
mus ohne die Einschrénkungen perturbativer Rechnungen zu studieren. Im
Gegensatz 2zu Theorien mit Fermionen konnten Higgs-Modelle stets als
vollstindige Systeme aus Eichfeldern und dynamischen skalaren Materiefel-
dern behandelt werden. Ihre Formulierung auf dem Gitter [12,13] und die
Methoden der numerischen Behandlung [7] bereiten keine Probleme. Die
ersten grundlegenden Untersuchungen waren analytischer Art [{12-17]. Eine

golche Untersuchung gibt es auch fiir die Eichgruppe SU(2)®U(l) [18].

Spédter wurden die Phasendiagramme (im Raum der Kopplungskonstanten)
einer ganzen Reihe von Higgs-Modellen mit numerischen Methoden bestimmt,
unter anderem fir Grenzfdlle der vierdimensionalen U(l)- und SU(2)-Higgs~
Modelle [19,20]. Die Ergebnisse dieser Rechnungen waren die Grundlage fiir
weitergehende Untersuchungen, vor allem solcher Higgs-Modelle, die fiir das
Standardmodell wichtig sind. (Einen ausfiihrlichen Uberblick findet man in
[21].) Die Phasenstrukturen und Higgs~Phaseniiberginge wurden in Monte-
Carlo-Rechnungen genauer erforscht [22-33], die Natur der auftretenden
Phasen analytisch [34-43] und numerisch [32,44-48] untersucht und die
Spektren in einigen Gebieten dieser Phasen mit MC-Rechnungen bestimmt
[32,49-541. Auch Higgs-Modelle bei endlicher Temperatur (T > 0) wurden
analysiert [16,55,23,28,56~58]. Dabei leisteten die in der vorliegenden Arbeit
beschriebenen Untersuchungen [30,45,46,562~54,58] wichtige Beitridge. Es gibt
auch analytische Uberlegungen [59-63]1 zum Kontinuumslimes der Higgs-
Modelle, sowie erste noch sehr explorative numerische Ansétze zur

Renormierungsgruppenstruktur [64].

Es bestehen berechtigte Hoffnungen, daB die Untersuchungen der Higgs-
Modelle auf dem Gitter zur weiteren Vertiefung des Verstdndnisses der
Quantenfeldtheorie und in der Zukunft auch zu Ergebnissen von phinomeno-

logischer Relevanz fihren werden.



1.2 Motivation

Beweggriinde fiir die in dieser Arbeit beschriebenen Untersuchungen von
Higgs-Modellen auf dem Gitter entstammen drei verschiedenen Problem-
kreisen ¢ dem Standardmodell der elektroschwachen Wechselwirkung, der

konstruktiven Feldtheorie, sowie der Kosmologie.

Das Standardmodell der elektroschwachen Wechselwirkung [1] beruht auf
lokaler Eichinvarianz unter der Gruppe SU(2)®U(1). Unverzichtbarer Teil

dieses Modells ist der Higgs-Mechanismus der Erzeugung von Vektorboson-

Massen [3] Er erméglicht es, unter anfinglicher Wahrung der lokalen
Eichinvarianz massive Eichbosonen W wund Z zu beschreiben. Gleichzeitig

bleibt die Theorie renormierbar [65].

v Das zu diesem Zweck postulierte skalare Feld erhalt im Higgs-Mechanismus
-in  semiklassischer Approximation wund bei fixierter Eichung- einen
nichtverschwindenden Erwartungswert, der dann zur Grundlage von
storungstheoretischen Betrachtungen gemacht wird, Wegen des Auftretens
dieses Vakuumerwartungswertes ist der Higgs-Mechanismus inh8rent nicht~
perturbativ. Der skalare Sektor ist derjenige Teil des Standardmodells, {iber
den experimentell und theoretisch am wenigsten bekannt ist. Die Masse my
des Higgs-Teilchens ist im Standardmodell eine unbestimmte Groéfe, zu der
perturbativ nur grobe Schranken existieren. Falls my grdBer als etwa 1 TeV
sein gollte, bricht die storungstheoretische Behandlung zusammen
[60-63,66-69]. Zum Studium des Higgs-Mechanismus eignet sich deswegen
hervorragend die nichtperturbative und eichinvariante Gitterformulierung der

Theorie.

Die einfachste Lagrangedichte des vollen SU(2)®U(1)-Modells enthialt schon
vier Kopplungskonstanten. In dieser Arbeit wird daher als Baustein des vol-
len Modells das SU(2)-Higgs-Modell untersucht, das dem Higgs-Sektor des
Standardmodells entspricht, und als formal analoges Modell, mit U(1)-
Symmetrie, das U(l)-Higgs-Modell, In beiden Modellen tritt ein Higgs-
Phaseniibergang auf. Im U(l)-Higgs-Modell begrenzt er eine Coulomb-Phase.
Dort besteht deshalb die Moéglichkeit, am Higgs-Phaseniibergang die Erzeu-

gung von Vektorboson-Massen auf nichtperturbative Weise zu untersuchen.



Da Fermionen am Higgs-Mechanismus nicht beteiligt sind, kénnen sgie
unberiicksichtigt bleiben. Erst dadurch werden die untersuchten Modelle mit

numerischen Methoden der Gittereichtheorien effektiv behandelbar.

Eines der interessantesten Probleme bei der Analyse des Higgs-~Mechanis-
mus entsteht durch die Trivialitdt der ¢*-Theorie, in die das Standardmodell
im Grenzfall verschwindender Eichkopplung iibergeht. Durch zahlreiche analy-
tische [70,711 und numerische [72] Untersuchungen ist es inzwischen fast
gicher, daB die renormierte Kopplung \.., in dieser asymptotisch nicht freien
Theorie bei unendlich groBlem Abschneideparameter (bzw. verschwindender

Gitterkonstante) in 4 Dimensionen Null ist.

Eine wichtige und noch ungeklirte Frage ist nun, ob die Trivialitdt der
¢*~Theorie auch durch Ankopplung von Eichfeldern nicht verhindert werden
kann, und ob sie sich auf das Standardmodell {ibertragen wiirde. In der
renormierten Theorie wiirde dann die Kopplung zwischen Eichfeldern und
skalaren Feldern verschwinden. Am einzigen bisher bekannten Renormie-
rungsgruppen-Fixpunkt des 8SU(2)-Higgs-Modells, dem GauBschen Fixpunkt
der freien Theorie, bestehen Anzeichen filir ein solches Verhalten [59]. Dies
wiirde eine griindliche Umarbeitung der heutigen Vorstellungen iiber den

Higgs-Mechanismus erfordern,

Wenn sich die TrivialitAt nicht i{ibertragen sollte, erweckt aber anderer-
seits die Moglichkeit, daB die renormierte ¢*-Theorie einen freien Parameter
weniger besitzt als die nackte Theorie, auch die Hoffnung, daB im Standard-
modell der renormierte Wert der Higgsmasse festliegen und durch nichtper-

turbative Rechnungen bestimmbar sein kdnnte.

Zur Kldrung dieser sehr interessanten und im Rahmen perturbativer
Uberlegungen nicht 16sbaren Probleme im Standardmodell ist eine nicht-
perturbative Charakterisierung des Higgs-Mechanismus unentbehrlich. Dazu
dient auch die Untersuchung der Massen des Higgsbosons und von
Eichbosonen, in der N#&he des fiir einen Kontinuumslimes nétigen Higgs~

Phaseniibergangs.



In der konstruktiven Feldtheorie sind Systeme mit gekoppelten Eich- und
Materiefeldern von groflem Interesse. Die Charakterisierung der Phasen dieser
Systeme ist z.T. analytisch noch nicht gelungen [43]. Zur konstruktiven
Formulierung von Quantenfeldtheorien (QFT) muB die Gitterregularisierung
herangezogen werden. Daher ist es natiirlich, solche Systeme nicht nur
analytisch, sondern auch numerisch zu studieren. Beide Methoden ergénzen
sich in der Regel, so daB ihre gemeinsame Anwendung zu einem wesentlich

besgseren Verstindnis der QFT fiithren kann.

Ein wichtiges Problem in der QFT (mit Auswirkungen z.B. auf die QCD) ist
es, Confinement dann zu beschreiben, wenn dynamische Materiefreiheitsgrade
anwesend sind. Im Falle einer reinen Eichtheorie kann die Energie zwischen
zwel voneinander separierten AuBeren Ladungen, die mit wachsendem Abstand
ins Unendliche ansteigt, als Confinement-Kriterium benutzt werden [6]. Sind
hingegen dynamische Materiefelder anwesend, so wird nach Erreichen einer
geniigend groBen Energie immer Paarerzeugung und damit Hadronisierung
stattfinden, so daB die Energie des Gesamtsystems bei weiterer Separierung
nicht mehr unbeschrénkt wichst [12,13,73]. Deshalb kann man dag einfache
Confinement-Kriterium des mit zunehmendem Abstand unbeschrénkten Wachs-
tums der Energie zweier Ladungen hier nicht mehr verwenden. Diese wie
auch andere Auswirkungen dynamischer Materiefelder hi#ngen nicht mit ihrem
Spin zusammen. Sie konnen daher schon an den einfachsten Systemen,
denjenigen mit skalaren, bosonischen Feldern studiert werden, also im

Rahmen von Higgs-Modellen.

Zu den bemerkenswertesten Eigenschaften der beiden untersuchten Modelle
gehdrt das Auftreten von Confinement und Higgs-Mechanismus innerhalb der-
selben Phase [12-14]. Diese beiden in fritheren Betrachtungen im Kontinuum
vollig getrennten Phénomene kdnnen daher zueinander in Beziehung gesetzt
[12,16,40,74~76] und gemeinsam analysiert werden. Es gibt keinen Ilokalen
Ordnungsparameter, der zwischen Higgs-Mechanismus und Confinement unter-
scheiden konnte. (Der in der ¢*-Theorie ohne Eichfelder zur Definition der
Symmetriebrechung verwendete Erwartungswert <¢> ist in der eichinvarianten
Formulierung identisch Null {17,40,43].) Wegen der Verbindung von
Confinement und Higgs-Mechanismus kann man auch im Higgs-Gebiet der

Confinement-Higgs~Phase ein reiches Teilchenspektrum vermuten.



Im U(l)—-Higgs-Modell gibt es zusfitzlich zur Confinement-Higgs-Phase noch
eine Coulomb-Phase mit freien Ladungen. Dies erméglicht es, die Unterschiede
zwischen Phasen mit freien Ladungen und solchen mit Confinement exempla-
risch zu studieren und Ordnungsparameter zu suchen, die (auch bei Anwe-
senheit dynamischer Materiefelder) zwischen diesen Phasen unterscheiden
[35-39,41,43-471],

Die Gitterregularisierung ist natlirlich auch fiir die konstruktive
Feldtheorie nur ein Zwischenschritt auf dem Wege zur Beschreibung einer
Kontinuumstheorie. Geht die Gitterkonstante gegen Null, so werden physika-
lisch endliche (Korrelations-)léngen in Gittereinheiten unendlich, d.h. Massen
in Gittereinheiten werden Null, Ein Kontinuumslimes kann deswegen nur an
einem Phasenlibergang (PU) von mindestens 2. Ordnung durchgefihrt werden.
Damit besteht auch aus diesem Blickwinkel grofes Interesse an den Phasen-
iibergingen der Theorie und deren Ordnung, ebenso wie an dem Verhalten

von Massen in ihrer Néahe.

Flir die Kosmologie sind physikalische Phinomene bei sehr hohen Tempera-
turen, wie sie bei der Expansion und Abkihlung des Universums nach dem
Urknall aufgetreten sind, sehr wichtig. Man nimmt an [77-80], daBl bei Tem-
peraturen weit oberhalb der Skala der elektroschwachen Wechselwirkung noch
kein Higgs-Mechanismus stattfand und daher die Eichbosonen W, Z und 7y alle
masselos waren. Damit hatte das frihe Universum andere thermodynamische
Eigenschaften als bei tieferen Temperaturen. Ein perturbativ vorhergesagter
nachfolgender Phasenilibergang zu einer Phase mit aktivem Higgs~Mechanismus
[7T7-80] ist die Grundlage der sehr erfolgreichen Theorien eineg inflationéren
Universums [81]. Fir die Berechnung der Entwicklung des Universums und
den Vergleich der Konsequenzen mit experimentellen Beobachtungen ist es
deshalb sehr wichtig, moglichst exakt zu wissen, bei welcher Temperatur der
Higgs-Mechanismus einsetzt und von welcher Art der entsprechende {Uber-
gang ist. Solche Fragen verlangen Untersuchungen mit nichtperturbativen

Methoden.



1.3 Gliederung

In dieser Arbeit berichte ich lber Untersuchungen der Eigenschaften von
zwei Modellen mit gekoppelten Eichfeld- und skalaren Materiefeld-Freiheits—
graden, dem U(1l)-Higgs- und dem SU(2)-Higgs-Modell. Das 2. Kapitel beinhal-
tet die Grundlagen der weiteren Untersuchungen. Nach Rekapitulation des
Higgs~Mechanismus im Standardmodell im Kontinuum und der dort auftreten-
den Probleme beschreibe ich die Modifikationen, die sich durch eine eichinva-
riante Formulierung der Higgs-Modelle auf dem Gitter ergeben. Die Vorstel-
lung der untersuchten Gittersysteme, ihrer Grenzfille sowie bisher bekannter
Eigenschaften im Lichte lokaler Observabler schlieBen sich an. Kapitel 2.6

enthidlt neue Ergebnisse zur Ordnung der Higgs-Phaseniiberginge [30,52].

Eine genauere Charakterisierung der Phasen der Higgs-~Modelle ist mit
Hilfe von eichinvarianten Zweipunktfunktionen wmdglich, die auf den Higgs-
Phaseniibergang sehr empfindlich reagieren und deren physikalische Inter-
pretation das Geschehen am Ubergang physikalisch anschaulich werden 1l48t.
Die Zweipunktfunktionen erlauben auch die Formulierung neuer Confinement-
Kriterien. Aus dem Blickwinkel der Feldtheorie behandele ich im 3. Kapitel
hierzu analytische Ergebnisse, dariiber deutlich hinausgehende numerische

Evidenzen sowie deren physikalische Interpretationen [45,46].

Im Zusammenhang mit dem Standardmodell sind vor allem Massen von Teil-
chen und ihre Abhéngigkeit von den Kopplungskonstanten wichtig. Entspre-
chende Rechnungen in beiden Modellen [52~54] in der Nahe der Higgs~
Phaseniibergéinge (bei Kopplungen, flir die Ubergénge zweiter Ordnung
erwartet wurden), beschreibe ich im 4. Kapitel. Auch einige Bemerkungen zum

Kontinuumslimes des SU(2)-Higgs—Modells finden sich dort.

Rechnungen, die das Verhalten eines Modells bei endlicher Temperatur
bestimmen sollen, miissen auf asymmetrischen Gittern und damit getrennt von
den ibrigen Untersuchungen durchgefiihrt werden. Im 5. Kapitel berichte ich
tiber solche Rechnungen fiir das SU(2)-Higgs—Modell [58], besonders iiber die
dabei gefundene sehr interessante Verdnderung des Higgs-Phaseniibergangs

bei endlicher Temperatur,

Das 6. Kapitel enthé&lt SchluBbemerkungen.



1.4 Zusammenfassung der Ergebnisse

Das U(l)-Higgs-Modell und das SU(2)-Higgs-Modell, mit skalaren Feldern in
der fundamentalen Darstellung der Eichgruppe, werden in dieser Arbeit
mittels Monte-Carlo~-Rechnungen auf Gittern der GréBen 83216 bis 164
untersucht. Diese Untersuchungen dienen der nichtperturbativen Analyse des

Higgs-Mechanismus. Dabei betrachte ich drei Themenkreise ausfiihrlich :

Erstes Untersuchungsgebiet sind die Eigenschaften von eichinvarianten
Zweipunktfunktionen. Ihr exponentieller Zerfall fithrt auf eine neue Gréfe, die
Abschirmenergie p. Zusammen mit Wegner-Wilson—-Schleifen gestatten die Zwei-
punktfunktionen, zwei Ordnungsparameter zu definieren, die als Confinement-
Kriterien dienen. Sie unterscheiden auch bei Anwesenheit von dynamischen
Materiefeldern zwischen der Coulomb-Phase mit freien Ladungen und der
Confinement-Higgs-Phase mit Abschirmung von Ladungen. Einer dieser
Ordnungsparameter entspricht einem Vorschlag von Fredenhagen und Marcu,

der zweite wird durch die Analyse von p neu gewonnen.

Im U(1)-Higgs-Modell stehen die numerischen Ergebnisse fiir die Ord-
nungsparameter voll im Einklang mit den theoretischen Ergebnissen und Er-
wartungen. Sie zeigen die Existenz geladener Zustinde in der Coulomb-Phase
und das Einsetzen von Abschirmung im Higgs-Gebiet. Das Verhalten der Ord-
nungsparameter kann mit Hilfe heuristischer physikalischer Bilder interpre-

tiert werden, die zu Wasserstoffatomen bzw. Positronium-Teilchen analog sind.

Bei der Analyse des SU(2)-Higgs-Modells zeigt sich im Higgs-Gebiet das
erwartete Verhalten der Ordnungsparameter. Dagegen ist im
Confinement-Gebiet auch auf dem gréBten wverwendeten Gitter noch kein

asymptotisches Verhalten erreichbar.

Zweites groéBeres Untersuchungsgebiet sind die Spektren neutraler
Zustédnde in den beiden Higgs-Modellen. Im U(l)-Higgs-Modell sind in der
Coulomb-Phase drei verschiedene Zustinde erkennbar. Das Photon ist
masselos, in Ubereinstimmung mit bisher unbestétigten Erwartungen. Daneben
existieren in der Coulomb-Phase massive skalare und Vektorboson-Zusténde.
Dies sind neutrale gebundene Zustdnde von geladenen bosonischen Teilchen,
analog zum Positronium in der QED. Im Higgs-~Gebiet der Confinement-Higgs-
Phase gibt es das massiv gewordene Photon und das Higgs-Boson. Ein

weiterer Vektorzustand mit einer vom Photon deutlich verschiedenen Masse



ist hier nicht unterscheidbar. Diese Ergebnisse bestitigen qualitativ die
durch perturbative Rechnungen gewonnenen Vorstellungen Uber das

Spektrum der skalaren QED.

Im SU(2)-Higgs-Modell werden die Higgsmasse my und die Vektorboson-
masse my in der Ndhe von 3 auf der Higgs-Phasenilibergangsfliche liegenden
Punkten bestimmt. Die Massen =zeigen nur eine schwache Abhidngigkeit wvon
der quartischen Selbstkopplung A und von der Eichkopplung B8, variieren
aber stark mit dem dritten Kopplungsparameter, dem Hopping-Parameter x. Am
Phaseniibergang hat my ein scharfes Minimum, widhrend m, stark abfillt, aber
oberhalb von einer halben inversen Gitterkonstanten bleibt. Das Massen-
verhéltnis my/my wichst schon kurz oberhalb des Ubergangs iber 1 hinaus.
Diese Erkenntnisse werden in der Zukunft zur Bestimmung der Werte der
Kopplungsparameter dienen, bei denen das SU(2)~Higgs~-Modell auf dem Gitter

am besten die Kontinuumstheorie approximiert.

Die Higgs-Phaseniiberginge zeigen auf groBen symmetrischen Gittern an
allen untersuchten Stellen Anzeichen fiir Uberginge 1. Ordnung, was einen
Kontinuumslimes an diesen Stellen verhindern wiirde. Eine eindeutige Schluf3-

folgerung hieriiber ist jedoch zur Zeit noch nicht méglich.

Drittes Untersuchungsgebiet ist das Verhalten des Higgs-Phaseniibergangs
im SU(2)-Higgs-Modell bei endlicher Temperatur. Die dazu durchgefiihrten
Monte~Carlo-Rechnungen ergeben, daB der Higgs-Ubergang bei geniigend
hoher Temperatur sehr schwach ist und vermutlich in ein "Crossover" iiber-
geht. Dabei wverschiebt sich seine Position etwas zu hSheren Werten des
Hopping-Parameters hin. Diese Verschiebung bedeutet, dafl das Modell in der
Higgs-Phase mit festen Kopplungskonstanten bei Erhéhung der Temperatur
dieses "Crossover" durchlduft. Dies entspricht dem von Kirzhnits, Linde und
Weinberg aufgrund wvon perturbativen Rechnungen vorhergesagten Phasen~
Ubergang, bei dem nach dem Urknall die Massen der Vektorbosonen entstan-
den sind. Zur Kldrung der physikalischen Bedeutung der Abschwiéchung des
Higgs-Phasenlibergangs, die bei perturbativen Rechnungen nicht festgestellt

wurde, sind noch weitere Untersuchungen ndtig.

Detailiertere Zusammenfassungen gebe ich in den Kapiteln 2.6, 3.7 und 5.3

sowie am Ende der Abschnitte 4.2 und 4.3.
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2. Die untersuchten Modelle

In diesem Kapitel werden die untersuchten Modelle eingefiihrt. Als Bezugs-—
punkt fir die in nichtperturbativen Gitterrechnungen erzielten Ergebnisse
rekapituliere ich in Kap. 2.1 den Higgs-Mechanismus filir das Standardmodell
im Kontinuum und seine Probleme. Zur Vorbereitung der Gitterformulierungen
gebe ich dann in Kap. 2.2 eine eichinvariante Darstellung des Higgs-
Mechanismus, wodurch schon die Modifikation einiger {iblicher Vorstellungen
nétig wird., Die Definition der im folgenden untersuchten Gittermodelle
schlieBt sich an. Mit Hilfe von Grenzbetrachtungen ergeben sich in Kap. 2.4
die qualitativen Phasendiagramme der Modelle., In Kap. 2.5 fasse ich von
friheren Arbeiten her bekannte Eigenschaften lokaler Observabler zusammen.
Neue Rechnungen auf Gittern bis zur GréBe 164 [30,521, die unerwartete

Diskontinuititen am Higgs-PU zeigen, sind in Kap. 2.6 behandelt.

2.1 Zum Higgs-Mechanismus im Glashow-Salam-Weinberg-Modell

Als Grundlage, und zum Vergleich mit den spéteren, dariiber hinaus-
gehenden Ergebnissen der eichinvarianten und nichiperturbativen Gitter-
rechnungen, rekapituliere ich hier zun#chst die perturbative Formulierung
des Higgs-Mechanismus. Dabei wird begriindet, wieso die Higgs-Masse my zur
Zeit nicht theoretisch voraussagbar ist. Es folgt eine kurze Beschreibung des
vielzitierten Coleman-Weinberg-Mechanismus. Die experimentell fehlende
Ingredienz im Standardmodell ist das Higgs-Teilchen, dessen wenige vorher-
gesagte Eigenschaften dann zusammengefaBlt werden. Gitterrechnungen bieten
die Chance, zu einer weitergehenden Beschreibung des Higgs-Teilchens zu
gelangen. SchlieBlich werden die schon in Kap. 1 als Motivation flir Gitter-

rechnungen angesprochenen internen Probleme des Standardmodells erlautert.

Perturbatives Szenario. Auf der Basis der Eichgruppe SU(2)eU(l) stellt das

Glashow-Salam-Weinberg-Modell [1], fiir jede Generation von Quarks und
Leptonen einzeln, eine vereinheitlichte Theorie von schwacher und elektro-

magnetischer Wechselwirkung dar. Die geringe Stdrke der schwachen Wechsel-
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wirkung wird durch die hohe Masse der Eichteilchen W und Z erklirt. Die
Erzeugung dieser Massen unter Erhaltung wvon Eichinvarianz und Renormier-
barkeit [65]1 der Theorie leistet der Higgs-Mechanismus, durch '"spontane
Symmetriebrechung" im eigens dazu eingefiihrten skalaren Higgs-Sektor der
Theorie. Um auf den Higgs-Mechanismus néher eingehen zu kénnen, sei hier
kurz die wohlbekannte Lagrangedichte des Standardmodells in der
"ungebrochenen", manifest eichinvarianten Form wiedergegeben. (Eine

vollstdndigere Darstellung findet man zum Beispiel in [82]).

Lgy = Lejcn + IW + Lﬂiggs + Lyyy ’ (2.1)
1 i v 1
Lesen = T2 F;V Fi” ) Buy B* ’ (2.2)
i i i ijk ,j k
F”'y - a”AV - (,)VA” + g28 A”, Ay ¥
B”U - auBy - ayB” ?
Ly = Z@j iy# (Dml/j) ’ (2.3)
J
Iy = X a5 (¥, 9) ¥g,; + h.c. ) (2.4)
1]
Lyiggs = (Dy¢)+ (D*g) - V(gty) ’ (2.5)

3 . . 8
(Dyo) = (aﬂ_l_z—zT‘Ah“lngﬂ) @ s

Vigte) = m? ¢*¢ + A (gt9)? . (2.6)

Ay = Ajrt (7t Paulimatrizen) und B, sind die Eichfelder von SU(2) bzw.
U(1l)y, Dy sind die (jeweiligen) kovarianten Ableitungen, ¥ sind Fermion-
Felder (v, linkshindige SU(2)-Dubletts, yg rechthindige Singletts), und ¢ ist
das Higgs-Dublett

o(x) = [%(X)] ,  @1a€ € . (2.7)
@, (x) !

Die Lagrangedichte Lgy ist unter lokalen Eichtransformationen invariant.

Fir Lgjch + Lpjggs Sind dies die Transformationen
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0(x) = G G o), (@it

i%i Ap(x) = Ga(x) %1 Au(x) G; (%) - G (3,631 ; (2.8)
g -

121 Bu(x) — ig'l B, (x) - O (9,4(}11) )

woraus die Kovarianz der Grdfien

g 8 -1
D“(X) = 9” - 1"2‘2' A[L - l'él Bu — GZ Dﬂ(x) G2 s
2i -
Fu,(x) = gf (D,Du1 |, _, 1 — G Fu(x) G' (2.9)
01
By (x) = E% (DD 1], _, 1 - By (%)

folgt. (Flir Fermionen siehe [82].) AuBerdem ist Lyjggs zusétzlich unter der

globalen Transformation (vgl. GL(2.38))

2]

invariant.

] y oy P#lagl® = 1 (2.10)

o, ¢, + o, 0¥
%19y — “2¢¥

Zur Diskussion des Higgsmechanismus verwendet man nun eine quasiklassi-

sche Néherung. Ich mochte die Diskussion hier fiir fixierte unitdre Eichung

durchfithren. (Eine sonst auftretende Schwierigkeit wird in Kap. 2.2 nidher

erldutert.) Das skalare Feld sei zundchst in der Form

P(x) = e LE)T/Y { 0 ] (2.11)

3,(x)

parametrisiert. ($,(x) > 0, reell), Dies ist eine allgemeine Darstellung. Durch

Ubergang in die unitéire Eichung mittels einer lokalen Eichtransformation wird

daraus

0o
P(x) = [¢ (X)] . (2.12)
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Das Higgspotential V(¢%tg), Gl.(2.6), hat im Falle m? > 0 ein Minimum bei

lel = 0 und fiir m? < 0 ein Minimum bei I¢! = v/va2 > 0. Die quasiklassische

Naherung besteht nun darin, fiir den Erwartungswert <$,> dieses Minimum

anzusetzen :

" 0 y m2 > 0
By> = 2
\4 e 11}
va> 0 amb 0, v =S

Um diesen Wert herum wird 9,(x) entwickelt :

Bal) = <G> + LX) ,

so dafi das skalare Feld in der unitdren Eichung
hatl) :

0 .
P(x) = [V+ X ] .

(2.13)

(2.14)

nun die folgende Gestalt

(2.15)

In der unitdren Eichung ist der Teilchengehalt der Theorie unmittelbar

sichtbar. Durch Einsetzen von ¥(x) entstehen in ILy;q9s Massenterme. Das

Potential wird zu
V(3) = -m?Pp? o+ ANveyd 4 %“'n“

und im kinetischen Teil von Ly;q4s erscheint

o= |l ke agra) 5 ()

2

y
8

Domf Wi WR 4 %mﬁ Zu2Z* ;

~ ~ 2 ~ ~
{g2[E)? + A2)7] + (2,43 - 2,807

(2.16)

] (2.17)

1) In der sonst iiblichen Diskussion wird schon dem ungeeichten Feld ¢ ein
Vakuumerwartungswert wie in GL(2.15) zugeschrieben, in Analogie zu
Systemen ohne Eichsymmetrie (wie dem ¢*-Modell). Dies fiihrte zur Ver-
wendung des Begriffs der "spontanen Symmetriebrechung" auch in der

Eichtheorie. Siehe hierzu aber Kap. 2.2.
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Wt o= (AL ¢ iA2) / v2 ,
Z, = cos8y K,i - sinby ﬁ,, ’ (2.18)

A, iz siney A} + coséy B, , tan6y = g./8, .

Damit ist auf dem quasiklassischen Niveau die Higgsmasse

mi = 2Im2l = 2v3y, (2.19)

proportional der zweiten Ableitung von V(¢) im Minimum, und die W-Masse

gavz g2 Im2l
m2 = —2a— - =2 2.20
W 4 4 A ( )
proportional zur Position des Minimums. Es gilt also hier
my 8y 2.21
. 22 . (2.21)

Durch Rotation im Raum von Kﬁ und ](5,‘ um den Winkel 6y, Gl.(2.18), ergibt
sich aus GL(2.17) auch die Z-Masse und das Photon A, bleibt masselos. Im
Falle einer Higgs-Dublett-Struktur (und auch in einigen komplizierteren F&l-

len) folgt aus der Symmetrie von Lyiggs die Beziehung my = my'cosey [82].

Nach Einsetzen von GL(2.14) in L,,,, erhélt man die geladenen Stréme, deren
Niederenergielimes aus dem experimentell bestimmten Wert der Fermikopplung

Gg dann die GroBe von v festlegt :

v = ok =~ 250 GeV . (2.22)

J V2 Gr

Die neutralen Strome enthalten die elektromagnetische Wechselwirkung,
wenn g, = e/sindy, gilt. Nach experimenteller Bestimmung von sin®y [3] liegen
mit diesen Beziehungen die Massen von W und Z fest. Die Entdeckung dieser
Teilchen bei den vorhergesagten Massen war ein grofler Triumpf des
Standardmodells [3]. Der Wert der skalaren Selbstkopplung \, im Potential
(2.6) und damit auch der Wert der Higgsmasse (2.19) bleiben dagegen durch

solche Konsistenziiberlegungen véllig unbestimmt. Die Higgsmasse ist ein _noch

unbestimmter Parameter der Theorie.
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Durch den Higgs-Mechanismus erhalten nicht nur die Eichbosonen W und
Z, sondern auch die Fermionen Massen. Die Massenterme entstehen aus den
¥ Pyg-Kopplungen in Ly, GL(2.4). Sie sind nur von den a priori véllig
unbestimmten Yukawa-Kopplungen «;; abhiéngig. Wie man sieht, haben die
Fermionen auf diesem Niveau im Salam-Weinberg Modell keinen Einfluf3 auf
den Higgs-Mechanismus. Fermionen kénnen daher (vermutlich) ohne Nachteil

bei den QGitteruntersuchungen weggelassen werden,

Coleman—-Weinberg—-Mechanismus. In einer vielzitierten Verdffentlichung [80]

zeigten S. Coleman und E. Weinberg, daB auch im Spezialfall m? = 0 der
Higgs-Mechanismus auftritt,; wenn die Quantenfluktuationen des FEichfeldes
zumindest perturbativ berlicksichtigt werden. Sie berechneten das effektive
Potential des skalaren Feldes in 1-Schleifen-N&herung der FRichfelder fiir

kleine Eichkopplungen g und fir kleines A.

Ich moéchte hier gleich den Fall mit beliebigem m? behandeln. Das effektive

Potential (in unitdrer Eichung) ist dann [83] im U(l)-Higgs-~Fall :

3g4 1 2g2 2 7
Vere(® = nt o+ w4 g (e BRI (2.23)

wobei A, die am Renormierungspunkt p bestimmte laufende Kopplungskon-
stante ist. Differenzieren und Nullsetzen ergibt ein von Null verschiedenes

Minimum von V,¢¢, wenn <@> die Beziehung

2 3g* 2g2 <B22ip ) . -m?
@i, [1+ ey In 2 ] - T (2.24)

erfillt. Das Minimum Vg ¢ (<¥>,;,) liegt niedriger als V, ¢¢(0) = 0, wenn

3g4

2
me < 16m2

Piin (2.25)

gilt. Durch Einsetzen in GlL.(2.24) sieht man, daB das absolute Minimum des

effektiven Potentials bei

3gd 3g?2 1 16712 A,
mpr = b o= et Fg ew[--HEH) > 0 (e

von Ve pmin > 0) zu V,.e6(0) springt. Die Beriicksichtigung der Eich-
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kopplung g? « 1 in 1-Schleifen-Niéherung ergibt also einen Phaseniibergang
1, Ordnung. Der Sprung in <% verschwindet mit g2 — 0 allerdings

exponentiell schnell. Der Ubergangspunkt ist hier gegeniiber m3y = 0 bei

g? = 0 leicht zu positiven m? hin verschoben, so dafi, wie erwidhnt, fir
g% > 0 auch bei m? = 0 noch der Higgs-Mechanismus auftritt. (Bei m? = 0
kann GL(2.24) auch dazu benutzt werden, den (beliebigen) Renormierungs-
punkt p? durch einen ebenso frei wihlbaren Wert von <$>2? zu ersetzen [83].
Gleichzeitig entféllt dann durch die Beziehung (2.24) die Kopplung A, aus dem

effektiven Potential. (Sogenannte "dimensionale Transmutation" [80]) )

Eine Ubertragung der hier im Kontinuumsformalismus wiedergegebenen
Resultate auf das Gitter wurde von Espriu und Wheater durchgefiihrt [23].
Dabei wurde vor allem deutlich, daB eine in MC-Resultaten sichtbare erste

Ordnung des Higgs-PUs durch das effektive Potential nur bei sehr kleinen X

richtig vorausgesagt werden konnte.

Fehlende experimentelle Evidenz fiir ein Higgs-Teilchen. Uber den skalaren

Sektor des Standardmodells ist experimentell fast nichts bekannt. Eine allge-
meine Information kommt von dem Wert my/(my'cosby) » 1 [3], der eine Higgs-
Dublett-Struktur nahelegt (s.o.). Das Higgs-Teilchen selbst ist unentdeckt,

geine Masse ein noch unbestimmter Parameter der Theorie.

Aus kernphysikalischen Daten folgt [3], aufgrund des Fehlens relativ

langreichweitiger Krafte, eine nur sehr niedrige untere Schranke von
my > 15 MeV (2.27)

und mit etwas groBerer theoretischer Unsicherheit folgt [3] aus dem Fehlen

von Zerfdllen K* — nt + ¢° — 7t + ptu~ (oder ete~) die Schranke

my > 325 MevV . (2.28)

In Abhéngigkeit von der Masse des Higgs-Teilchens, als unbestimmtem
Parameter, konnen iber seine Eigenschaften aber doch einige theoretische
Aussagen gemacht werden [82]. Die Yukawa-Kopplung (2.4) des ¢-Feldes
bewirkt, daB das Higgs-Teilchen ¢¢(x) = v + 7(x) an Fermionen proportional
zu deren Masse koppelt. Auch einige der Kopplungen an die Eichfelder sind

proportional zu deren Massen.
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Die erfolgversprechendsten Xanéle zur Produktion von Higgs~Teilchen
beinhalten daher schwere Fermionen oder Eichbosonen. Mit einigen Prozent
Verzweigungsverhaltnis kdénnte 2z.B. der Zerfall einer schweren Quarkonium-
resonanz Vg = ¢o + 7 auftreten, die analogen Prozesse Z - ¢, + ¥ oder
Z — ¢, +et + e~ dagegen auch filir ein leichtes Higgs-Teilchen nur mit etwa
10~% Prozent. Im Prozess ete™ — Z° + ¢° kdénnten auch schwere Higgs-
Teilchen produziert werden, aber wieder mit recht geringem Wirkungs-

querschnitt.

Angesichts der sehr niedrigen Wirkungsquerschnitte fiir Higgs-Produktion
(und schwieriger Signaturen fir ihre Identifizierung), iiberrascht es kaum
~auch wenn ein relativ leichtes Higgs~-Teilchen existieren sollte-, daB bis jetzt
keine experimentelle Evidenz fiir ein solches Teilchen gefunden werden

konnte.

Storungstheoretische Einschrinkungen fir die Masse des Higgs-Teilchens.

Der Parameter )\, im Potential V(¢*¢) und dadurch auch die Higgsmasse
GL(2.19) sind unbestimmt. Perturbativ bleiben nur Konsistenziiberlegungen,
um Grenzen fir my zu finden. Eine von Linde und Weinberg [66] gefundene
untere Schranke fiir my ergibt sich aus der Forderung, daB auch mit
1-Schleifen-Korrekturen das Minimum des Higgs-Potentials bei I¢l = v/v2
tiefer liegt als bei V(0), daB also "spontane Symmetriebrechung'" erhalten
bleibt. Im Standardmodell erhilt man (durch Berechnen der zweiten Ableitung
des effektiven Potentials an einer der Gl.(2.26) entsprechenden Stelle) die

Grenze
my 2 8 Gev . (2.29)

(Bei Auftreten sehr schwerer Fermionen (O(my)) wird diese Grenze

modifiziert.)

Eine obere (nur perturbativ relevante) Grenze fiir my kommt aus der
Forderung, daB 2-Schleifen-Beitrige kleiner sein sollen als 1-Schleifen-

Beitrdge [62,67] :
my < 1Tev . (2.30)

Auch wird die Partialwellen-Unitaritdt der S-Matrix in 2-Teilchen—
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Streuprozessen von Eichbosonen auf dem Baumgraphenniveau bei my ¥ 1 TeV
verletzt [68]. Diese Schwierigkeiten rihren daher, daB nach GL(2.19) die
Higgsmasse und vA, perturbativ einander proportional sind, so daB im Higgs-
Sektor bei groBem my starke Wechselwirkung herrscht (Fiir Uberblicke hierzu

siehe [69].) Bei groBem my (groBem X\,) versagt also die Stérungstheorie. Dies

bedeutet natiirlich nicht, dal die Theorie selbst inkonsistent wiirde.

Weitere Grenzen filir my ergeben sich aus der im AnschluB8 behandelten

moéglichen Trivialitdt der ¢*-Theorie.

Im Limes Ay > «© geht der SU(2)-Sektor des Standardmodells in ein geeich-
tes SU(2)98U(2) (* 0(4)) nichtlineares Sigmamodell iiber. Perturbative Uber-
legungen ergeben dann [84], daB experimentell {iberpriifbare GréB8en, wie vor
allem die Massen von W und Z, kaum von m, abhingen, also nur wenig Auf-
schluf3 {iber die Higgsmasse geben koénnen. Ahnliche Resultate folgen aus
einer 1/N-Entwicklung in SU{N)®U(1) [85]. Eine andere Moglichkeit der
Untersuchung bei A = « igt eine 1/N Entwicklung in der Naherung O(N) fiur
0(4) [85]. Dies fiihrt nicht mehr auf beliebig schwere Higgs-Teilchen, sondern

zu einer (einzelnen) sehr breiten Resonanz im Gebiet mehrerer hundert GeV.

Die doch recht wunterschiedlichen Ergebnisse der angesprochenen
Rechnungen und vor allem ihre Beschrinkung auf Energieskalen unterhalb

von etwa 1 TeV zeigen deutlich die Notwendigkeit nichtperturbativer

Untersuchungen des Standardmodells und vor allem des Higgs-Mechanismus,

wie sie durch Gitterrechnungen moglich sind.

Problem der moglichen Trivialitdt der Higgs-Modelle. Ohne Ankopplung von
EBichfeldern bildet der SU(2)-Teil der Lagrangedichte Lyiggs: Gl.(2.5), ein

4-komponentiges ¢*-Modell, das nicht asymptotisch frei ist. In der stbrungs-

theoretischen Beziehung fir die effektive Kopplung tritt bei hohen Energien
eine Singularitat, der Landau-Pol, auf. Das einkomponentigel) p*-Modell ist
analytisch wie numerisch intensiv untersucht worden. In d > 4 Dimensionen
konnte analytisch gezeigt werden, daB im Kontinuum nur die Theorie mit

A = 0 konsistent ist, d.h. die triviale Theorie [70]. In d=4 Dimensionen gibt

1) Man nimmt an, daB die Frage der Trivialitdt nicht von der Anzahl der
Komponenten des ¢-Feldes abhéngt.
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es sehr starke analytische [70,71] und numerische [72] Hinweigse fir die
Trivialitdt. Im Fall d < 4 bleibt die ¢*-Theorie auch im Kontinuum
nicht-trivial. Die ¢*-Gittertheorie ist immer nicht~trivial, weil der

Abschneideparameter dort endlich ist.

Einerseits muB man also beflirchten, daB auch nach Einfiithrung von
Eichwechselwirkungen zumindest der skalare Sektor des Standardmodells
trivial bleibt und kein Higgs-Mechanismus in der Kontinuumstheorie statt-
findet [59-63], und daB dies auch durch Hinzunahme von Fermionen und
VergréBerung der Eichgruppe nicht behoben wird. Andererseits kann man
hoffen, daB auch die renormierte volle Theorie, wenn sie nicht-trivial sein
sollte, genau eine freie Kopplungskonstante weniger enthélt als die nackte
Theorie {491, wodurch z.B. die Higgsmasse festgelegt und vorhersagbar sein

konnte.

Es ist aber auch denkbar und physikalisch durchaus sinnvoll, daB das

Standardmodell (nur) eine effektive Theorie mit endlichem Abschneide-

parameter ist, die bei unendlichem Abschneideparameter trivial wiirde. Bei
Energien oberhalb des Abschneideparameters miiBten dann neue physikalische
Phénomene auftreten (die auch aus anderen Griinden bei sehr grofien

Energien zu erwarten sind).

Man kann nun versuchen, wie es unter anderem von Dashen und
Neuberger [60] vorgeschlagen worden ist, unter Annahme der Existenz eines
solchen endlichen Abscheideparameters A eine obere Grenze fiir die Higgs-
masse herzuleiten [59-63]. Eine systematische stdérungstheoretische Behand-
lung hierzu gibt vor allem Lindner [61,62]. Je grdBer die Higgsmasse, und
damit A, in GL(2.19), ist, desto niedriger liegt die Energie, bei der der
Landau-Pol auftritt. Aus der Forderung, daB dieser Pol oberhalb der
Abschneideskala A liegen soll (und #dhnlichen Forderungen in den in [63] auf-
gefihrten Arbeiten) folgen also obere Schranken fiir die Higgsmasse. Bei
gsinkendem A wachsen sie an. In 1-Schleifen-Nidherung ergeben sich z.B. die
Schranken [61]

my S5 O(150 GeV)  bei 4 = 1019 gev, (2.31)
bis hin zu
my < O(1 TeV) bei 4 =1 TevV . (2.32)
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Eine Higgsmasse oberhalb von 1 TeV kann im Rahmen dieser Uberlegungen

nicht mehr sinnvoll behandelt werden.

Wenn ein Higgs-Teilchen im Experiment gefunden wird, kann man aus
solchen Schranken umgekehrt auch auf eine Energieskala A4 schlieBen, bis zu
der neue physikalische Ph#nomene sgpétestens zu erwarten sind [59-61]. Ich
werde auf solche Uberlegungen noch einmal am Ende von Kapitel 4 im
Zusammenhang mit dem Kontinuumslimes des SU(2)-Higgs-Modells zu sprechen
kommen. Auch fiir die LOsung dieser mit der mdglichen Trivialitit zusammen-
hédngenden Fragen ist die Notwendigkeit nichtperturbativer Untersuchungen

evident.

Weitere Probleme des skalaren Sektors im Standardmodell. Zusétzlich zu der

mdglichen Trivialitdt und fehlender experimenteller Evidenz weist der skalare

Sektor des Standardmodells weitere unbefriedigende Ziige auf. Eine dieser
Schwierigkeiten, das Hierarchieproblem, tritt bei dem Versuch auf, die
elektroschwache und die starke Wechselwirkung zu vereinheitlichen. Die
natiirliche Skala fiir eine solche Theorie liegt bei etwa 10!'5 GeV, so daB zwei
"Symmetriebrechungen" bei stark verschiedenen Skalen, némlich 102 und 10!s
GeV noétig sind., Wenn die Symmetriebrechungen durch den Higgs-Mechanismus
erzeugt werden, so erhilt man bei Renormierung filir die untere Skala eine
Korrektur in der GréBenordnung der oberen Skala. Man miilte also
-unbefriedigenderweise~ bei jedem Renormierungsgruppenschritt durch

Feineinstellung der nackten Parameter die gewiinschten Skalen fixieren.

Unbefriedigend ist auch die Tatsache, daB die Yukawa-Kopplungen der
Higgs-Teilchen vollig willkiirlich sind und die Fermionmassen in keiner Weise

erkléren.

Wegen der genannten Probleme gibt es Bedenken, die vdllig ad hoc nur
zum Zwecke des Higgs-Mechanismus eingefiihrten skalaren Felder des Stan-
dardmodells als elementar anzusehen. Daher sind Versuche unternommen
worden, die Higgsfelder als zusammengesetzte Operatoren von elementaren
Fermionen zu beschreiben [86]. Dieser Ansatz wire nichts vollig Neues: schon
die Landau-~Ginzburg-Theorie der Supraleitung, die Modell fiir den Higgs-

Mechanismus war und eine zum bosonischen Teil der Lagrangedichte des
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Standardmodells sehr #Ahnliche Energiedichte besitzt [87], wird mikroskopisch
durch die BCS-Theorie erklirt, in welcher spontane Symmetriebrechung durch
ein Kondensat von skalaren Cooperpaaren auftritt, also durch Bindungs-

zustidnde fermionischer Elektronen.

2.2 Eichinvariante Darstellung der Higgs-Modelle

In der iblichen Formulierung des Higgs-Mechanismus im Salam-Weinberg-
Modell wird filir das (nicht eichinvariante) Higgsfeld der Erwartungswert
{@p> = v/v2 > 0 postuliert und um diesen Wert herum entwickelt. Fiihrt man
dagegen die Theorie iiber den Pfadintegralformalismus (ohne Eichfixierung)
ein (vgl. Kap. 2.3), so sind nur eichinvariante Erwartungswerte wvon Null
verschieden ("Elitzur-Theorem"), und es gilt <¢> = 0 [17]. Zur Uberwindung
dieses scheinbaren Gegensatzes trugen eine Reihe von Arbeiten [40,16,74-76]
bei, deren zeitlich erste von G. Mack stammt [74]. Die folgende Darstellung
stiitzt sich (zum Teil) auf die Arbeiten von Frohlich, Morchio und Strocchi
[40] sowie Dimopoulos, Raby und Susskind [75]. In den zitierten Arbeiten
wird aufgezeigt, daB alle physikalischen GréB8en im Standardmodell als

SU(2)-Singletts, also eichinvariant geschrieben werden kdnnen. Die eich-

invariante Darstellung geht bei unitdrer Eichung dann in die /[ibliche
Formulierung iiberl). (Dies ist analog dazu, daB die Masse eines Teilchens in

einem bestimmten Bezugssystem gleich seiner Energie ist [74].)

Im eichinvarianten Pfadintegralformalismus beinhaltet das Elitzur-Theorem
[17] die Aussage, daB auf dem Gitter der Erwartungswert aller lokal nicht
eichinvarianten GroBlen verschwindet; d.h. lokale Eichsymmetrien werden nicht

"spontan" gebrochen.

In einer Kontinuumstheorie ist auch zur Berechnung eichinvarianter
Funktionen stets die Fixierung einer Eichung ndtig. Formal naher an der

Storungstheorie bleibend, fixieren Fréhlich, Morchio und Strocchi daher im

1) Gl.(2.15) bleibt also giiltig: in der unitdren Eichung gilt <%,> > 0 bei
m? < 0).
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Pfadintegral auf dem Gitter die Eichung. Sie zeigen in BEichtheorien mit
skalaren Materiefeldern, daBl mit der von ihnen fixierten Eichung, die u.a. die
temporare Eichung umfaBt, globale Eichsymmetrien ungebrochen bleiben.
Hieraus folgt <¢> = 0. Der Grenzwert von <¢> flir verschwindende Eich-
kopplung, némlich Null, ist daher nicht gleich dem Erwartungswert im Modell
bei g = 0, dem spontan gebrochenen ¢*-Modell, vielmehr fiihrt der Grenz-
iibergang auf eine gemischte Phage des ¢*-Modells (mit Anteilen wvon
Symmetriebrechungen in beiden Richtungen). Die iibliche Stdrungstheorie um
{¢> = v/¥2 herum ist deswegen eigentlich nicht gerechtfertigt [40]l. Ihr
dennoch gegebener groBer Erfolg wird durch die Méglichkeit der erwéhnten
eichinvarianten Darstellung verstehbar. Frohlich, Morchio und Strocchi
zeigen, dafl eine eichinvariante Darstellung aller physikalischen GréBen in
den Higgs-Modellen immer moéglich ist. (Zur Frage des Verschwindens von <¢>

siehe auch den Ubersichtsartikel von Borgs und Nill [421.)

Zur Anwendung dieser Ergebnisse auf das Standardmodell sei im folgenden

nur die SU(2)-Eichgruppe betrachtet, der U(l)-Anteil also "abgeschaltet". (Im

U(1l)-Higgs~Fall erhdlt man analoge Ausdriicke). Fiir skalare Teilchen in der
fundamentalen Darstellung der SU(2) kann man das Dublett ¢(x) auch f{iber

eine SU(2)-Matrix o, und einen radialen Teil p, darstellen :

- (&1 - 0 .. 0
o(x) = [wz} = 80 () =t pwon [V ,
‘ ' « ‘ (2.33)
B(x) = P2 P , G = 02 04 e SU(2)
R A '
- 2 2\ 1/2 +
Px = 1o(x)1 = (912 + ¢2?%) «cR ,
und fir zwei beliebige SU(2)-Dubletts ¢(1) und ¢(2) gilt :
+ - _1_ + ) 4
B din®e) = 2% mbe) (2.34)
Der eichinvariante Ersatz flir die Eichfelder D,(x) ist nun :
Du(x) := o} Du(x) o, . (2.35)

Die entsprechende Beziehung in Gitterschreibweise (s. Kap. 2.3) lautet

Uy = o} Ug oy . (2.36)
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Die Wirkung (2.1) enthalt mi{ diesen Transformationen im skalaren Sektor
Lgijen * Lyiggs nur noch eichinvariante Felder, namlich p, und Dl;(x). In der
unitdren Eichung, Gl.(2.12), gehen die ublichen eichvarianten Felder in die

eichinvarianten Felder iber :

B2(x) = py §,=1 Du(x) = Du(x) (2.37)

Die globalen Transformationen (2.10) erhalten jetzt eine ganz einfache Form :

$(x) — ¥(x)°G s G e 8U(2) ,
. . (2.38)
Dp(x) — DP(X) bzw.

Uep ™ Uy

Nunmehr konne flir die in der unitdren Eichung sichtbaren physikalischen

Teilchen des Standardmodells eichinvariante Darstellungen angegeben

werden
Teilchen unitér eichinvariant Gitterdarstellung
; ot
Higgs $2(x) o7 ¢ Px
~ ot
Elektron Ya(x) Tol v -
~ T
Neutrino ¥ {x) i -I—%- T, V¥ -
o A3 3 _ﬂt B L i + 1-75
W Aj g Toi b Tol P triox Uxy Ox+p D)
1o Ra_sxay | =i _of 9 -1 + T1-iTy
W AC T vl Y Durs 7y agv2 tr["x Uxw Oxtn =3 ]
- 1 figikay | Zi et _ox | -1 . TytiT,
W 72 (AtEAR) | ST Tol 2By Tl agv2 tr["x U Oxtn =3 ]

Tabelle 2.1: Teilchen und zugehdrige Felder im SU(2)-Teil des Standard-
modells, in unitdrer Eichung und in eichinvarianter Darstellung.
In der rechten Spalte werden GittergroBen verwendet (s. Kap.

2.3).
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Der Vollstdndigkeit halber sind in Tabelle 2.1 auch schon die unter
Verwendung von GL(2.33) (und von A¥=r1,AT,, AeSU(2)) bestimmten Gitter—
ausdriicke angegeben. Sie werden in Kapitel 4 naher untersucht. Auf die
Behandlung fermionischer Ausdriicke auf dem Gitter wird hier verzichtet, da
sie im folgenden nicht gebraucht werden. Darstellungsanséitze fiir die wvolle

SU(2) ® U(1)-Gruppe und flir Yukawakopplungen werden in [40] ange-

sprochen.

Die iibliche Formulierung der Theorie erhilt man jetzt durch Entwickeln
um <P> = v/v2., Die Storungsentwicklung eichinvarianter Greensfunktionen
stimmt der Form nach mit der {blichen Stérungsrechnung tUberein [40],
zwischen den Greensfunktionen in den beiden Darstellungen bestehen
Beziehungen. Weil aber der Grenzibergang g - 0 auf eine gemischte Phase
des ¢%-Modells fiihrt (s.0.), kann die iibliche Stdérungsentwicklung nicht
asymptotisch sein [40]. Allgemein gilt [40], daB das Auftreten des
Higgs-Mechanismus nicht mit dem Sprung eines lokalen Ordnungsparameters
verbunden istl), sondern mit der Existenz eines nichttrivialen Eichorbits

(Eichbahn), der das Higgspotential minimiert.

Die eichinvariante Darstellung in Tabelle 2.1 entspricht einer
Confinement-Schreibweise, wie etwa bei Hadronen in der QCD. Dimopoulos,
Raby und Susskind [75] sprechen hier, im Zusammenhang mit der analy-
tischen Verbindung von Confinement- und Higgs~-Gebiet (s.u.), von der

"Komplementaritidt" des Higgs~ und des Confinement-Bildes.

Die physikalisch beobachtbaren Teilchen im Standardmodell in seiner
eichinvarianten Formulierung werden also durch zusammengesetzte Felder
dargestellt, anders als in der {iblichen unitiren Schreibweise. Diese
Beschreibung ist analog zu derjenigen der Mesonen in der QCD. Ein W-Boson
erscheint dabei formal nicht elementarer als ein p-Meson. Das ¢-Feld hat die
Rolle eines skalaren Quarks. In Analogie zur QCD kann man daher, zumindest
im Confinement~Gebiet des Modells, auf die Existenz angeregter Zustéinde mit
nicht allzu hohen Energien schlieBen. Da Confinement- und Higgs-Gebiet
analytisch verbunden sind, kann man auch in letzterem die Existenz angereg-

ter Zustinde annehmen. Allerdings k6nnten sie zu sehr hohen Energien hin

1) Zum Beispiel gilt in der wunitdren Eichung (bei Beriicksichtigung von
Quantenfluktuationen) <%,> > 0 auch bei m? > 0.
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verschoben sein. Angeregte W-Bosonen sind also nicht unbedingt eine
Spezialitdt von z.B. Technicolor-Theorien oder "Composite Models" und auch

kein zwingender Hinweis auf eine solche Theorie.

Abbott-Farhi-Modell. Die Moglichkeit der eichinvarianten Darstellung und die

"Komplementaritit" von Confinement- und Higgs-Bildern nutzen Abbott und
Farhi [76] fir eine andere Interpretation des Standardmodells. Sie nehmen in
der Lagrangedichte (2.1) des Standardmodells keine Symmetriebrechung, aber
starke Kopplungen an. Um auch dann Ubereinstimmung mit den experimen-
tellen Beobachtungen zu erreichen (in teilweise perturbativer Betrachtungs-
weise), werden allerdings eine Reihe von Annahmen gemacht. Sind diese
Annahmen erfillt, so kann jedoch auch die stark wechselwirkende Version
des Standardmodells, mit nichtperturbativ erzeugten effektiven Kopplungen,
die bisherigen experimentellen Befunde erfolgreich beschreiben. Dariiber
hinaus sagt sie natirlich eine Fiille von angeregten Zustidnden und
modifizierten Kopplungen im 1 TeV-Bereich voraus. Um Genaueres iiber diese
Version des Standardmodells zu erfahren, wére eine nichtperturbative

Behandlung erforderlich,

2.3 Die untersuchten Gittermodelle

Das Standardmodell der elektroschwachen Wechselwirkung fuB3t auf der
Eichgruppe SU{(2) ® U(l) und enthdlt Bichfelder, skalare und fermionische
Felder. Die Simulation des vollstdndigen Modells auf dem Gitter ist
(insbesondere wegen der Fermionen) derzeit technisch nicht mdglich. Da
Fermionen aber nicht zum Higgs-Mechanismus beizutragen scheinen (s. Kap.
2.1), kénnen sie bei seiner Untersuchung vernachlidssigt werden. Der
Higgs-Mechanismus spielt sich im wesentlichen im SU(2)-Sektor des Standard-
modells ab. Um die Untersuchungen in einem behandelbaren Rahmen 2zu
halten, werden in dieser ‘Arbeit als Baustein des Standardmodells das

SU(2)-Higgs-Modell und als analoges System mit U(l)-Symmetrie das
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U(l)«Higgs-—Modelll) untersucht. Sie sind sich formal recht 4&hnlich;
insbesondere tritt in beiden ein Higgs-PU auf. Im U(l)-Higgs-Modell trennt
der Higgs-PU die Coulomb-Phase und das Higgs-Gebiet der Confinement-
Higgs-Phase voneinander (s.u.). Dort besteht deshalb die Moglichkeit, die
Erzeugung von Vektorboson-Massen auf nichtperturbative Weise Zu

untersuchen. Die beiden Modelle werden hier zusammen eingefiihrt.

Die Gitterformulierung von Eichtheorien wird in dieser Arbeit als bekannt
vorausgesetzt. Einfiihrende Beschreibungen findet man 2z.B. in [7]. Die
Modelle werden auf einem euklidischen Raum-~Zeit Gitter mit Hilfe der Pfad-

integraldarstellung [5] definiert. Die zur Zustandsumme

Z:fD@DJ e™S

(2.39)
Dé := ][ dg, y =1 dU,,
n nyM
gehorende Wirkung S ist
S = -8 Y 1R tru
ped T P
& T Z2Re tr(f Uy pen) (2.40)
neq T
2=1, .4
+A % Eer(ete 1)+ % L tr(sts) .
neq T n¥n W4T ntn

Dabei sind ¢, die auf den Gitterpunkten n lebenden skalaren Felder,

inklusive radialem Teil p, (siehe Gleichung (2.33)), in der fundamentalen

Darstellung der Eichgruppe, U,, die Eichfelder auf den Gitterkanten (n,u)

und Up die hieraus gebildeten Plaketten, sowie

+
®n = pPnto, » Pn € R H (2.41)
1, U(1)

U(1) . r :=dim G = { 2, suU(2) °

Gn!UnILEGZ{Su(z) [}

Die Konstante r ist die Dimension der Higgs-Darstellung der Eichgruppe. (Die

Spurbildung in der Wirkung S ist im l-dimensionalen U(1)~Fall natiirlich

1) Der Grenzfall g2 = 0 des SU(2)®U(1)-Modells hat zusidtzlich zur lokalen
U(1l)~-Symmetrie noch eine globale SU(2)-Symmetrie [18].,
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trivial. Im SU(2)-Fall sind die Spuren immer reell.) Das IntegrationsmaB

enthélt das Haarsche MaB du(U) der Eichgruppe :

dUnV = d.l-l(UnV) ¥

_{ Pa do, , U(1)
de, { p3+doy , SU(2) ’ (2.42)
doy,, = dp(oy,) .

Es wurde hier die schon in Gl.(2.33) eingefiihrte Schreibweise der SU(2)~
Higgsfelder als 2x2-Matrizen gewéahlt, die eine bequeme Darstellung aller

physikalischen GréBen erlaubt.

Trennt man den radialen Teil p, von ¢, ab, so enthdlt die Wirkung nur
noch die unabhéngigen eichinvarianten Terme p,, und U,’,,L = o} Upp Opep
(* U, = Up) (8. GL(2.36)) :

- 1
S = B pZ:A - Re tr Up
2
- % Y pn Potu = Re tr(ot U, op+p) (2.43)
n€A r
K=, .4
2
+ X X (papn-1) + X PnPn
ned n€A

Die Wirkung besitzt die drei freien Kopplungskonstanten 8, ¥ und A. Den
ersten Summanden bildet die Wilson-Wirkung der reinen Eichtheorie, der
zweite ist der "Hopping"-Term, welcher Eichfelder und skalare Felder
koppelt. Die beiden letzten Summanden schlieBlich bewirken Selbstwechsel-
wirkung der skalaren TFelder. Die Wirkung ist invariant unter Ilokalen

Bichtransformationen

U(1)

q’n — Gnén ’ Unl-L - G: Unli Gn ’ Gn € { SU(Z) (2'44)
sowie zusétzlich unter den globalen Transformationen
U(1
&y = O,V , Upp = Upp ’ V e { Sé(%) ] (2.45)

Die Wirkung ist auch unter der Transformation k¥ - -k, sowie fiir ¥ = 0

unter B = -8 invariant [26].
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Die im Standardmodell verwendete Kontinuumsform der Wirkung ergibt sich
aus GL(2.43) im sogenannten naiven Kontinuumslimes, dem formalen Ubergang
a 2 0, nach Umparametrisierung in die im folgenden bei Verwechslungsgefahr

mit "«" gekennzeichneten Kontinuumsgréfen

—-igqaA, (x) -1, U
Unu e J q-= {1/2 , Su(2)
dk(x) = —‘/5; &, , (2.46)
1-22-8k A 1
mo= e v M Fe o BEgE
in der Form
i +
Sk = fd‘x 7 FurFuv  + (Dpo(x)) "+ (Dpo*(x))
+ mieleki? 4+ N clgkld ’

(2.47)
mit Dy := 2, - igasdu(x) , ok = 8% (9] baw. ok = #k (u(1).
Diese Wirkung entspricht dem SU(2)- bzw. U(l)-Anteil der euklidischen Form
von Lgjch + Lyjggs » Gl.(2.2) und (2.5), in Kapitel 2.1 (mit g = g,, bzw.
g = g1/2, ¢ € @).

Der Higgs~PU tritt quasiklassisch bei m? = 0 auf. Mit GL(2.46) entspricht
dies k¢ = (1-2\)/8, also x = 1/8 bei X = 0. (Die Monte-Carlo-Ergebnisse bei
grofBem )\ weichen hiervon erheblich ab.) Variation von % zwischen 0 und o

deckt, bei konstantem Ay, in m? den Bereich von ® bisg -« ab.

Um den Vergleich mit spéter vorgestellten MC-Resultaten zu erleichtern,
méchte ich hier noch die quasiklassischen Ergebnisse GL.(2.13) und

(2.19)~(2.21) auf GittergréBen umgerechnet auffiihren :

Wro = <pi> = BB (2.48)
4 2k mg _ 2\B
a’mf = - <gte.> , a°md = =5 Pfe.> m_g =55 . (2.49)
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2.4 Grenzfialle und Phasendiagramme

Schon durch Grenzbetrachtungen und Entwicklungen konnen die Phasen-~
diagramme der Gittermodelle (bei grofien A) qualitativ zum Teil erschlossen
werden. Im folgenden gebe ich eine kurze Beschreibung der wichtigsten

Merkmale. Ndheres findet man z.B. in [26,88].

E € 1. Bei ¥ = 0 entkoppelt das Higgsfeld und es bleibt nur die reine

Eichwechselwirkung. Die reine U(l)-Theorie besitzt eine Coulombphase und

eine Confinementphase, welche bei B = 1 durch einen Phaseniibergang von
wahrscheinlich 1. Ordnung [89] getrennt sind. Bei x € 1 bleibt der PU
erhalten [12,90], wie man durch eine Entwicklung in x zeigen kann. Die reine
SU(2)-Eichtheorie besitzt keinen PU.

k » 1, Hier frieren die Eichfelder n#herungsweise ein. In quasiklassischer
Néherung bestimmt das Minimum des Potentials den Erwartungswert von p?,
Er ist mit dem auf Gittervariablen umgerechneten quasiklassischen
Kontinuumswert in GL(2.48) identisch. In diesem bei groBen x linear mit &«
ansteigenden Wert von <p?> =zeigt sich also (in von der Supraleitung

herrithrender Sprechweise) das "Kondensat" der skalaren Felder.

Bei = » friert der radiale Teil des skalaren Feldes ein; es gilt p, = 1. Die

Higgs-Modelle sind im Fall A = « analytisch leichter behandelbar (s.u.).

Bei A € 1 hingegen verursacht der radiale Teil abrupte Phaseniiberginge

erster Ordnung.

Bei 8 = o frieren die Plaketten r~! Re tr Up auf ihren maximalen Wert von 1
ein; alle Eichfelder U,, kénnen dann zu 1 geeicht werden. Es verbleibt die
Wirkung der 2- bzw. 4-komponentigen ¢%-Theorie mit dem Higgs-Potential. Sie
besitzt einen PU von einer symmetrischen Phase mit <¢> = 0 bei kleinen x zu
einer Higgs-Phase mit gebrochener Symmetrie bei groBen x. Bei A = o ergibt
sich ein 4-dimensionales Heisenberg-Spin-Modell. Im U(1)~Fall hat es einen
Phasenlbergang 2. Ordnung bei k = 0,15 [91]. Auch im SU(2)~-Fall ist die

Existenz eines PUs exakt gezeigt worden [92].
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Bei 8 » 1 (g% « 1) kann man Stérungstheorie in g2 betreiben [23,93,59],
Espriu und Wheater [23] diskutieren auf dem Gitter das analog zu Coleman
und Weinberg resultierende effektive Potential, das zum Vergleich mit
MC-Resultaten in (nackten) Gitter-Kopplungskonstanten ausgedriickt werden
muBl und vom IntegrationsmaB (2.42) zusétzlich einen bei p = 0 divergieren-
den Term enthialt. Das effektive Potential sagt, verglichen mit MC-Daten [23],
nur bei sehr kleinen X richtig einen PU 1. Ordnung und bei gréBerem X (zu

frih) einen PU 2. Ordnung voraus.

In dem Streifen des Phasendiagramms bei A = o und B8/k € 1 haben

Fradkin und Shenker [12]1, aufbauend auf einer Arbeit von Osterwalder und
Seiler [14], fur Higgs-Modelle mit Materiefeldern in der fundamentalen
Darstellung gezeigt, daf8 dort alle thermodynamischen Funktionen (mit
kompaktem  Tréger) analytisch gind. Dort gibt es daher keinen

Phaseniibergang.

Bei A = o ist nun die Phasenstruktur an den Réindern der Phasendia-
gramme klar, Mit Hilfe von MC-Analysen kann man auch ihr Inneres vervoll-
stindigen. Abb. 2.1 zeigt typische Phasendiagramme fiir beide Modelle bei
konstantem groBen A, Die Gebiete der Phasendiagramme sind analog zu den

Phasen der anschlieBenden reinen Eichtheorien bzw. ¢*-Theorien benannt.

Uber die Eigenschaften der Modelle im Inneren dieser Gebiete, etwa iiber
die Existenz freier Ladungen in der Coulomb-Phase, geben die bisher bespro-
chenen Betrachtungen keine Auskunft. Das (schon von Fradkin und Shenker
erwartete) Zusammentreffen der beiden PU-Linien im U(1)-Higgs-Modell und
die Fortsetzung des Higgs-PUs 2zu kleinen B hin sind ein Ergebnis wvon
MC-Rechnungen [19]. Aus dem Resultat von Fradkin und Shenker folgt, daB
in beiden Modellen das Confinement-Gebiet und das Higgs—-Gebiet jeweils zu
einer einzigen Phase gehbren. Alle thermodynamischen Funktionen mit kom-
paktem Trager koénnen analytisch aus dem Confinement- in das Higgs- Gebiet
fortgesetzt werden., Man kann daher annehmen, daB das in Analogie zur QCD
vermutlich reichhaltige Spektrum von "zusammengesetzten'" Teilchen im
Confinement-Gebiet auch im Higgs-Gebiet vorhanden ist. Die Massen
angeregter Zustidnde konnten dort allerdings 2zu sehr hohen Werten hin

verschoben sein.
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(a) U(1)-Higgs-Modell

- HIGGS

0.2} M

0.1 1~ CONFINEMENT COULOMB
0 1 1 1 1 l r 1
0 1 2 @
B
(b) SU(2)-Higgs-Modell
K
0.4} X =0.5
" HIGGS
0.2 =
2 CONF INEMENT
0 H l i I 1 j i ' 1 I‘ o i
o 1 e 3 4 S ®
B

Abb. 2.1: Phasendiagramme des U(l)-Higgs-Modells (a) und des S8SU(2)-
Higgs-Modells (b), bei konstantem grof3en A. Die Positionen der
Phaseniiberginge wurden in MC-Rechnungen bestimmt.
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Das SU(2)~Higgs-Modell besitzt nur eine einzige Phase, mit zwei durch den
Higgs-PU (Fortsetzung des Ubergangs bei B8 = «) nur teilweise getrennten
Gebieten. Das Phasendiagramm des U(l)-Higgs-Modells, mit zwei vollig

getrennten Phasen, 8hnelt demjenigen des Eis-Wasser-Dampf-Systems.

Monte-Carlo-Rechnungen zeigen, daB bei grofien A < o die Phasendia~
gramme qualitativ erhalten bleiben [22-24,26-30]. Bei sehr kleinen Werten von
A dagegen setzt sich der Higgs-PU bis 8 = 0 (und dariiber hinaus) fort
[24,29]1; Confinement-Gebiet und Higgs-Gebiet sind dann, bei festem A,
getrennte Phasen., Im Raum der drei Kopplungskonstanten 8, A, k¥ bleiben sie

aber analytisch verbunden.

2.5 Das Verhalien lokaler Observabler in Monte—Carlo-Untersuchungen

Die beiden in dieser Arbeit untersuchten Higgs-Modells wurden in den
ersten MC-Rechnungen zunfchst bei A = o« analysiert [19,20]. Spétere Studien
der Phasendiagramme [22-24,26-30] haben auch A < « beriicksichtigt. Lokale
Observable sind dabei in beiden Higgs-Modellen auch von Aachener Gruppen
schon ausfiihrlich analysiert worden [24,29,30]. Hier sollen knapp einige
allgemeine Charakteristika zusammengefafit werden. Filir weitere Ergebnisse
und Details, auch besziliglich der Algorithmen, mochte ich besonders auf die

Arbeiten von Karl Jansen [88] und Thomas Neuhaus [94] verweisen.

In der wvorliegenden Arbeit wurde zur Berechnung von Erwartungswerten

das Pfadintegral

-3

<o>=fmm 0 e (2.50)

mittels des Metropolis-Algorithmus [9] (meist mit je 1 Versuch ("Hit") pro
Kante und Gitterpunkt) in Monte-Carlo-Rechnungen simuliert. Die Gruppe
SU(2) wurde durch ihre Ikosaeder-Untergruppe, die U(l) durch Z(60)
approximiert. Die Rechnungen fiir diese Arbeit wurden auf den Computern
Cyber 205 der Rechenzentren der Universitidten in Bochum, Karlsruhe, Athens
(Georgia) und Tallahassee (Florida) durchgefiihrt. Die geringe GréBe des

Hauptspeichers der Bochumer Maschine beschrénkte die dortigen Rechnungen
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auf Gitter bis zur GroBe 83:¢16. In Karlsruhe und Athens wurden auch
164-Gitter verwendet, flir welche die bendtigte Rechenzeit die wesentliche
Einschrankung darstellte. (Die vorliegende Arbeit stiitzt sich auf Daten aus

insgesamt etwa 1000 CP-Stunden Rechenzeit).

Die wichtigsten lokalen Observablen sind die in der Wirkung auftretenden
GréBen tr(®tU®), tr(dte), tr(l®!4) wund die Plakette tr(Up) (bzw. im
U(l)-Higgs-Modell die Realteile von ®%U®, #x&, 1914 und Up). Im folgenden
werde ich oft die entsprechenden Erwartungswerte in beiden Modellen
generisch mit <$tU®>, <¥T8>, <1814> und <Up> bezeichnen.

Am empfindlichsten reagieren auf den Higgs-Phaseniibergang die in der
Wirkung mit k¥ gekoppelte Kantenobservable <$3*U%> und Funktionen hiervon.
<¥tU%> hat (generell) unterhalb des Ubergangs einen relativ kleinen
positiven, schwach mit x ansteigenden Wert. Im Higgs-Gebiet wichst es schon
kurz oberhalb des Ubergangs mit ¥ anndhernd linear stark an, wie in Abb,
2.2 an einem Beispiel dargestellt ist. Flr das Higgs-Gebiet sind grofle
Fluktuationen von <®tU®> charakteristisch. Die anderen lokalen Observablen
(<®+%>, <1®14> gsowie im SU(2)-Higgs-Modell auch <Up>) zeigen ebenfalls das in
Abb. 2.2 dargestellte Verhalten, #ndern sich am PU aber weniger. <$+t$> folgt
bei grofien ¥ der asymptotischen Form Gl.(2.48).

Bei sehr kleinen skalaren Selbstkopplungen ), also sehr aktivem radialen
Teil p des skalaren Feldes, ist der Higgs-PU von starker 1. Ordnung, mit
einem sehr groBen Sprung in <$*tU%>. Dieser schwicht sich mit grdBer
werdendem A und groéfler werdendem B ab [24,29]. Bei A = 0(0.1) ist auf nicht
gentigend groBen Gittern (bis ca. 83:16) kein Sprung mehr erkennbar. Es
treten allerdings noch anscheinend metastabile Zustidnde auf. (Vgl. auch die

A-Abhéngigkeit in der Landau-Ginzburg-Theorie [21,871.)

Wahl der Kopplungsparameter. Flir die hier beschriebenen Unter-

suchungen wurde im SU(2)-Higgs-Modell die Kopplung A = 0.5 und bei
U(1l)-Higgs der Wert A = 3 gewdhlt, da mit solchen Werten -bei noch aktivem
radialen Teil p- die fiir einen Kontinuumslimes nétige zweite Ordnung des PUs
gewdhrleistet schien. Neuere Erkenntnisse hierzu behandelt der n#chste
Abschnitt. Fir die Eichkopplung B8 wurden Werte zwischen 2.1 und 2.5
gewdhlt (in Kap. 5 auch B = 4). Das Bestreben nach mdglichst groBen B8
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Abb. 2.2: Charakteristisches Verhalten lokaler Observabler wie <$tU®>,
<$*t$>, <1$41> und (im SU(2)-Fall) <Up>, am Higgs-Phasen-
iibergang. Abgebildet ist <¢*U$> bei A = 0.5, B8 = 2.25, im
SU(2)-Higgs-Modell auf einem 83-16-Gitter.
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{um dort vermutlich der Kontinuumsphysik ndher zu kommen) konkurierte bei

"t

dieser Wahl mit der Erfordernis eines noch "aktiven" Eichfeldes Uy, um die
MC-Rechnungen praktikabel zu halten. Die Eichfeld-Higgs~Kopplung & wurde,

jeweils bei festen X und 8, in der Umgebung des Higgs~PUs variiert.

2.6 Rechnungen zur Ordnung des Higgs—-Phaseniibergangs

Die Linie der Higgs-PUe bei konstantem groBem X\ (Abb. 2.1) wird bei
B = ©» durch den Ubergang der ¢*-Theorie und bei kleinem B8 durch einen
Endpunkt beschriankt. Vom ¢*-Ubergang wird vermutet, daBl er von 2.
Ordnung ist [77]. Auch flir den Endpunkt ist dies zu erwarten. Der einen
Ubergang 1. Ordnung kennzeichnende Sprung eines Erwartungswertes
(<¥*U%>) muB an diesen Punkten also verschwinden. Wie weiter unten
beschrieben wird, gibt es andererseits B8-Werte mit endlichem Sprung in

<$1U%>. Es sind nun mehrere Szenarien moglich.

Wenn der Sprung in <$*U%> in einem endlichen B-Intervall von Null
verschieden ist, aber schon bei 8 = B, < « zu Null wird, so liegt bei 8. ein
trikritischer Punkt vor (vgl. [89]). Oberhalb von 8,, wirde es dann
divergierende Korrelationslingen geben und ein Kontinuumslimes wére
mdglich. Die in Kap. 2.1 beschriebenen perturbativen Ergebnisse im Kontinuum
(bei kleinem A,) nach Coleman und Weinberg [80] weisen andererseits auf die
Moglichkeit hin, daB ein Ubergang 1. Ordnung bei allen B < o existieren
konnte, Der zugehdrige Sprung ware aber nach solchen Rechnungen
exponentiell verschwindend in B (siehe G1.(2.26); dieser Sprung ubertrigt
sich mit p:=1/a auch auf die Gitterobservable <$*$>). Er wiirde daher einen
Kontinuumslimes vermutlich erst bei gigantischen Impulsskalen behindern,

wére also wahrscheinlich irrelevant.

Im SU(2)-Higgs-Modell =zeigten sich nun in den MC-Rechungen, auch bei dem

gewdhlten "groBen" Wert von A = 0.5, auf einem 16%-Gitter deutliche Indizien
fir Ubergénge 1. Ordnung [30]. Abb. 2.3 stellt den Verlauf von jeweils iiber
ca. 14000 Iterationen gemittelten Werten von <¥tU®> gegeniiber x bei 3 ver-—
schiedenen Eichkopplungen B dar. (Eine "Iteration" umfaBt 1 Aufdatieren

aller Variablen auf dem Gitter mittels des Metropolis-Algorithmus.)
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Abb. 2.3: Entwicklung der Werte von <&tU%> mit x am Higgs-PU des
SU{(2)-Higgs-Modells auf einem 16*-Gitter, bei 8 = 2.1, 2.25 und
2.4. Jeder Eintrag représentiert ca. 14000 MC-Iterationen. Die
Bilder haben gleichen Maf3stab. Zu den mit Kreisen gekenn-
zeichneten Daten gibt Abb. 2.4 Histogramme.
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Abb. 2.4: Histogramme der Verteilungen von tr($tU¢) fiir die in Abb. 2.3
mit Kreisen gekennzeichneten MC—Daten. Die Abszissen der
drei Bilder haben gleichen MaBstab.
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Bei B = 2.25 sind am Ubergang deutlich zwei sehr langlebige Zustidnde zu
erkennen, die durch einen Sprung in <®tU®> von etwa 0.06 voneinander
getrennt sindl), Das entsprechende Histogramm der Verteilung der Werte von
tr(®*tU¢%) ist in Abb. 2.4b dargestellt. Hier kann man bei 8 = 2.25 deutlich
zwei getrennte Maxima sehen. Der Sprung in <$tU¢> ist erst auf dem
164-Gitter klar sichtbar. Die unterschiedlichen Zustdnde sind hier wesentlich
langlebiger als auf einem 83¢16-Gitter; dort waren sie nicht einzeln zu
isolieren (vgl. Abb. 2.2). Der Ubergang bei B8 = 2.25 ist, aufgrund der Daten
in Abb. 2.3 und 2.4, hochstwahrscheinlich von 1. Ordnung. Eine endgiiltige
Aussage iber die Ordnung des PUs kann allerdings nur durch ein Studium
der Abhiéngigkeit des Sprungs von der GittergroBe bei sehr groBflen Gittern

gewonnen werden2/,

Ahnliches gilt bei 8 = 2.4 (Abb. 2.3c, 2.4c). Auch dort gibt es zwei sehr
langlebige metastabile Zusténde, die auf dem 83¢16-Gitter noch nicht deutlich
erkennbar waren. Auch dort ist der Ubergang vermutlich von 1. Ordnung,
mit einem allerdings deutlich kleineren Sprung in <$TU®> von nur noch etwa
0.025.

Aufgrund der Langlebigkeit der Zusténde ist die erreichte Anzahl von
Iterationen sowohl bei 8 = 2.26 als auch bei B = 2.4 vermutlich nicht
ausreichend, um Gleichgewichtsgréfien wie etwa die sgpezifische Wirme genau
zu bestimmen. Sie genigt aber zur Identifikation der beiden Zustdnde am

Ubergang.

Weniger klar ist die Situation bei B8 = 2.1. Obwohl dort die Kurve in Abb.
2.3a am Ubergangspunkt ebenfalls sehr steil wverlduft, koénnen (bei der
gegebenen nicht allzu groBen Statistik) keine zwel Zustinde klar voneinander
unterschieden werden, wie aus Abb. 2.4a hervorgeht. Dies entspricht auch
dem Verhalten der (hier nicht gezeigten) Entwicklung von tr($*U®) mit den
MC-Iterationen: wiahrend darin bei 8 = 2.25 deutlich zwei langlebige Zustédnde
erkennbar sind, und Zwischenwerte von tr(3tU%) nur kurzzeitig angenommen

werden, "wandert" tr($tU®) bei B = 2.1 {iber seinen ganzen Wertebereich, mit

1) Auch in den Massen der W-Bosonen kénnte es einen Sprung geben; vgl.
Kap. 4.

2) Friihere Erfahrungen zeigen [52,89], daB eine solche Untersuchung sehr
schwierig sein kann.
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Fluktuationen auf vielen "Zeit"-Skalen. Dieses Verhalten, und die sich daraus
ergebende Form von Abb. 2.4a sprechen dafir, daB der Ubergang bei 8 = 2.1
von 2. Ordnung ist, oder einer 2. Ordnung nahekommt. Dies wiirde bedeuten,
daB B8 = 2.1 in der Nahe des Endpunktes der Higgs-PU-Linie liegt. Es bleiben
aber Zweifel bestehen. (Es wéire z.B. vorstellbar, daB ein sehr scharfer
Ubergang 1. Ordnung etwas unterhalb von x = 0.2868 vorliegt.) In das Bild
eines Uberganges 2. Ordnung paBt auch nicht ohne weiteres die Beobachtung,
dal auf einem 12%-Gitter bei ¥ = 0.28677 zwei deutliche Maxima im Histogramm
von tr(#*U®) auftraten (bei Werten von etwa 0.51 und 0.59).

Die Schlufifolgerung aus den gezeigten Daten ist, daf bei X = 0.5 im

SU(2)-Higgs-Modell Phaseniibergdnge 1. Ordnung auftreten, die erst auf
grofen Gittern erkennbar werden. Bei 8 = 2.25 gibt es am Ubergang einen
recht groBen Sprung in <3tU$>, der sich bei B8 = 2.4 schon mehr als halbiert
hat. Der Ubergang bei B = 2.1 dagegen kénnte in der Ndhe des Endpunktes
der Higgs—-PU-Linie liegen.

Es ist wiinschenswert, die Entwicklung des Sprungs in <®#t*U%> noch weiter
zu groBeren B hin zu verfolgen, um abschéfzen zu konnen, ob er entweder
(i) nur noch langsam kleiner oder (ii) sehr schnell mit Null vertriaglich wird.

Rechnungen hierzu werden zur Zeit (Frihjahr 1987) durchgefihrt [30].

Im ersten Fall mi{iBten Untersuchungen zum Kontinuumslimes der Theorie
unbedingt bei sehr groBlen Werten von B durchgefithrt werden, wo der
Sprung dann (evtl.) klein genug wére (s.0.). Solche Rechnungen wéaren wegen
des dann nahezu eingefrorenen Eichfeldes technisch sehr aufwendig. Im
zweiten Fall kénnte schon bei moderaten Werten von B ein trikritischer Punkt
vorliegen. Zumindest wire dann schon bei nicht allzu grofiem B8 der Ubergang
so schwach 1. Ordnung, daB Anhaltspunkte zu einem "Kontinuums'"-Limes

gewonnen werden koénnten.

Im U(l)-Higgs-Modell ist das Verhalten lokaler Observabler wie Re(3¥U$%)

am PU deutlich anders als im SU(2)-Higgs-Fall. Zwar konnten hier schon auf
dem 83:16-Gitter sehr langlebige Zusténde beobachtet werden (Abb. 2.5),
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Abb. 2.5: Monte-Carlo-Evolution des Kantenoperators $*Ud im U{l)-Higgs—

Modell Uber 24000 MC-Iterationen,
A= 3, B = 2.5 0.179.
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aber es gibt keinen zugehdrigen Sprung in Re(Q*U‘I') oder irgendeiner
anderen untersuchten lokalen Observablen. Die beiden Phasen (Coulomb-Phase
und Higgs-Gebiet) unterscheiden sich in Abb. 2.5 durch den Grad der
Fluktuationen, kaum aber durch die Werte von Re(#*U®). Die beobachtete
Langlebigkeit muB8 von einem anderen Parameter mit entsprechendem Sprung
verursacht sein. Ein solcher Parameter wurde mit Hilfe von nichtlokalen
Observablen gefunden, die erst in Kap., 3 diskutiert werden. Als ein Ergebnis
von Kap. 3.5 sei hier vorweggenommen, daBl dieser Parameter, die
Abschirmenergie p aus dem exponentiellen Abfall von eichinvarianten
Zweipunktfunktionen bestimmt werden konntel) {(vgl. Abb. 3.8). Ich werde die

Diskontinuitdt von p ausfiihrlich am Ende von Kap. 3.5 behandeln.

Als SchluBfolgerung aus dem in p beobachteten Sprung ist der Ubergang

im U(1)-Higgs-Modell bei 8 = 2.5 wahrscheinlich von 1. Ordnung. Es kdnnte
allerdings sein (s. Kap. 3.5), daB der Sprung in p auf groBerem Gitter wieder
kleiner wird. Eine definitive Aussage iliber die Ordnung des Higgs-PUs im

U(1)-Higgs-Modell bei A = 3 kann daher zur Zeit noch nicht gemacht werden.

1) Im SU(2)-Higgs-Modell scheinen p und <¥tU$> auf den Ubergang etwa
gleich empfindlich zu sein.
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Kapitel 3: BEichinvariante Zweipunktfunktionen

3.1 Einfihrung

Wie in Kapitel 2.2 erldutert wurde, sind nur eichinvariante Observablen
von Null verschieden. Neben lokalen Erwartungswerten (Kap. 2.5, 2.6) gehdren
dazu Korrelationsfunktionen zwischen eichinvarianten Operatoren, mit deren
Hilfe in Kapitel 4 die Spektren der Higgs-Modelle analysiert werden. Diegses 3.
Kapitel ist, vor allem aus dem Blickwinkel der Feldtheorie, der Untersuchung
von Observablen gewidmet, deren physikalische Interpretation sich auf
punktformige &duBere Quellen stitzt, und die eine besonders gute Charak-
terigierung der Phasen der Higgs-Modelle gestatten. Die #duBeren Quellen
kénnen auch als zusatizliche schwere Ladungen betrachtet werden, was ihre
physikalische Interpretation besonders einsichtig macht. Ein Beispiel hierzu
ist das Wegner-Wilson-Schleifen-Kriterium fir Confinement in reinen Eich-
theorien. Es wird nur mittels Eichfeldern formuliert; seine Interpretation

beinhaltet aber &uBlere Quellen oder schwere Quarks.

Bei Anwesenheit dynamischer Materiefelder versagt dieses Kriterium
[12,13,73], da dann Paarerzeugung und Abschirmung der &uBeren Ladungen
stattfinden koénnen (Kap. 3.2). Die Wegner-Wilson-Schleifen zerfallen dann
nach einem Umfangsgesetz (Kap. 3.3). In diesem Fall kann man aber durch
Verwendung eichinvarianter Zweipunktfunktionen andere Confinement-

Kriterien finden. Die hier untersuchten Zweipunktfunktionen sind

G(T,R) =< & [ Ug &y >, Ix-yl =T, (3.1)
geT

wobei Uy Kantenvariablen auf einem Weg sind, der die Punkte x und y
verbindet. Die physikalische Interpretation der Zweipunktfunktionen macht
wieder von #uBleren Quellen Gebrauch. Analog 2zur Interpretation der
Wegner-Wilson-Schleifen ist der Paralleltransporter in Richtung T (die als
euklidische Zeitrichtung interpretiert wird), mit der Anwesenheit von duBeren
Ladungen q an den Raumpunkten % + R = ¥ + R assoziiert [13,95]. Niheres
zur  physikalischen Interpretation der Zweipunktfunktionen in den

verschiedenen Phasen enthélt Kapitel 3.5.
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Die Untersuchung der Zweipunktfunktionen G(T,R) liefert Informationen
iiber die Abschirmung der &uBeren Quelle q durch die Materiefelder. Diese
Abschirmung kann entweder durch die Bindung eines einzelnen {(mit dem
Materiefeld ¢ assoziierten) geladenen Teilchens ¢ zustande kommen, oder sie
kann analog zu Debye-Abschirmung in einem Plasma solcher Teilchen
ablaufen. Die Anwesenheit einer abgeschirmten duBeren Quelle verursacht eine
Erhohung der Energie des Systems dynamischer Materiefelder um die
"Abschirmenergie" u, p > 0. Diese Energie wird im exponentiellen Zerfall von

G(T,R) bei groBen Abstidnden T = Ix-y! sichtbar :

G(T,R) ——— f3(R) e T ., (3.2)
T groB
R fest

Der exponentielle Zerfall von G(T,R) wird in Kapitel 3.4 untersucht.

Von Fredenhagen und Marcu wurde gezeigt, daf man G(T,R) benutzen
kann, um ein Kriterium fir die Existenz freier geladener Zustdnde in
Richtheorien mit dynamischen Materiefeldern zu konstruieren [36]. In diesem
Zusammenhang missen sowohl T als auch R groff sein. Ein weiterer Vorschlag
fir ein Confinement-Kriterium [46], bei dem R in G(T,R) Null sein kann, wird
durch die Betrachtungen zur Abschirmenergie p motiviert. Confinement-

Kriterien und zugehorige Observable bespreche ich ausfiihrlich in Kap. 3.6.

Die benutzten Modelle, das U(l)-Higgs- und das SU(2)-Higgs-Modell, eignen
gich sehr gut fiir die angesprochenen Untersuchungen: Innerhalb des
U(l)-Higgs-Modells gibt es sowohl die Coulomb~Phase, als auch die
Confinement-Higgs-Phase mit einem Confinement- und einem Higgs-Gebiet, die
jeweils deutlich verschiedene Eigenschaften aufweisen: In der Coulomb-Phase
erwartet man freie Ladungen, sowie ein masseloses Photon (s. Kap. 4). Hierzu
gibt es, soweit mir bekannt ist, keine exakten Beweise. Im Higgs-Gebiet kann
man aufgrund des Ansteigens von <$%v®> ein Verhalten erwarten, das analog
zu demjenigen eines Kondensats in Form eines Plasmas von leichten Teilchen
ist (entsprechend der Landau-~Ginzburg-Theorie). Im Confinement-Gebiet kann
man statt eines "Plasmas" eher schwere (aber dynamische) Konstituenten
erwarten. Diese Vorstellungen werden von den Ergebnissen dieses Kapitels
stark unterstiitzt. Gleichzeitig kann man hoffen, im U(l)-Higgs-Modell etwas

tiber die nichtperturbativen Auswirkungen des Higgs-Mechanismus zu lernen.
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Im SU(2)-Higgs—-Modell gibt es nur 1 Phase. Am Higgs-PU stoBen das
Higgs-Gebiet und das Confinement-Gebiet aufeinander. Auch hier wird das
Bild eines leichten Plasmas bzw. schwerer Konstituenten durch die

Monte~Carlo-Untersuchungen der Zweipunktfunktionen gestitzt (s. Kap. 3.5).

Exakte analytische Ergebnisse zum Kriterium von Fredenhagen und Marcu
gibt es im U(l)-Higgs-Modell nur in Form von Entwicklungen in bestimmten
Gebieten des Phasendiagramms [36,37], nicht aber flir das ganze Phasen-
diagramm. Zum SU(2)-Higgs~Modell liegen meines Wissens hierzu keine

analytischen Ergebnisse vor. Ziel und Motivation fir die Untersuchung der

Confinement-~Kriterien mit Monte-Carlo-Methoden sind daher die Fragen nach
ihrer Richtigkeit auch fiir nichtabelsche Modelle, nach dem Gliltigkeitsbereich
innerhalb der Phasendiagramme, speziell in der Nidhe des Higgs-PUs, nach der
praktischen Verwertbarkeit auf endlichen Gittern, sowie nach einer méglichst
detaillierten (heuristischen) physikalischen Interpretation der Situation am

Higgs-PU.

Technische Bemerkungen zu den MC-Rechnungen. In den in diesem

Kapitel behandelten MC-Untersuchungen [45,46] wurde aufgrund der
beschriebenen Motivationen vor allem der Higgs-PU untersucht. Bei festen
Kopplungen (B,\) (8 = 2.5, » = 3 im U(1)~-Fall und 8 = 2.4, A = 0.5 fiir SU(2))
wurde x variiert. Die Wahl dieser Werte wvon (8,\) habe ich in Kap. 2.5

erldutert.

Fir das U(l)-Higgs-Modell wurden 82:16-, 124~ und 16*-Gitter benutzt. Der

PU auf dem meist verwendeten 83-16-Gitter liegt bei
£ = kpy = 0.179 * 0.001 . (3.3)

Typischerweise wurden pro x~-Wert ca. 150000 Iterationen auf dem 83-16 Gitter

durchgefiihrt und etwa 40000 iterationen auf den anderen Gittern.

Flir die Analyse des 8SU(2)~Higgs-Modells finden die gleichen MC-
Rechnungen Verwendung, die ich schon in Kapitel 2.6 vorgestellt habe. Der

PU liegt bei
k¥ = kpy = 0.259 = 0.001 . (3.4)

Auf dem 164-Gitter wurden pro k-Wert zwischen 15000 und 28000 Iterationen
durchgefiihrt,
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3.2 Das Confinement—~Problem (Potentiale)

Das exponentielle Abfallen der Wegner-Wilson-Schleifen [6,90]

e—-V(R) T

CW(T,LR) > =8 <1 > (R,T gro; T » R) (3.5)

ist durch das Potential V(R) zwischen zwei AuBeren statischen Quellen im

Abstand R bestimmt.

In reinen Eichtheorien verhalten sich die Wegner-Wilson-Schleifen in

starker~-Kopplungs-Entwicklung nach einem Flichengesetz [6,90]

e—C1 R-T

< W(T,R) > (R, T groB) . (3.6)

Korrespondierend dazu enthélt das Potential

VR) = - % + oR + const. {3.7)

einen linear ansteigenden Term. (Der Coulomb-Term entsteht erst durch
Korrekturen zu Gl.(3.6).) Die Energie der beiden statischen Quellen wichst mit
ihrem Abstand unbeschrankt an; es herrscht Confinement. Das

Confinement~Kriterium entspricht hier also der Frage, ob die Saitenspannung

verschwindet :
o >0 : Confinement, (3.8)
¢ =0 : freie Ladungen.

Bei Anwesenheit dynamischer Materiefelder dagegen setzt bei genlgend

groBer Energie des Systems AufBlerer Ladungen Paarerzeugung ein [12,13,73].
Dies fihrt zur Abschirmung der #duBeren Quellen; die Kraft zwischen den
beiden resultierenden neutralen Systemen verschwindet; das Potential wird
konstant. (In der Coulombphase findet keine Erzeugung reeller Paare statt;
das Potential ist monoton steigend, aber nach oben beschridnkt). Fiir die

Wegner-Wilson—-Schleifen duBert sich das in einem Umfangsverhalten

W(T,R) ~ e — Eq 2(T+R) (T,R groB) |, (3.9)

das man etwa in der '"Hoppingparameter"-Entwicklung (kleine x) sieht

(s.a. [37]). Wie im n#chsten Kapitel n#her erldutert wird, kann das
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Umfangsverhalten der Wegner-Wilson-Schleifen fir abelsche und nichtabelsche

Theorien allgemein bewiesen werden [96].

Die Entwicklung nach kleinen &k legt es nahe, den Term log 1/¢ mit der
(nackten) Masse der dynamischen Teilchen zu verbinden. Im Confinement-
Gebiet sind diese also schwer. Es findet dann bei der Trennung der aulBeren
Quellen Paarerzeugung einzelner Teilchen-Antiteilchen-Paare statt, gefolgt von
der Bildung neutraler Meson-adhnlicher Zustidnde ("Hadronisierung")., Im
Higgs-Gebiet kann man das Ansteigen von <®¥¢> (Gl.(2.48)) als Analogon zur
Kondensation eines Plasmas Jeichter dynamischer Teilchen verstehen. Daher
ist das bessere physikalische Bild hier dasjenige von Debye-Hickel-
Abschirmung [97] der &auBeren Quellen. In der Coulomb-Phase dagegen sind
(zunéchst nur als Analogie zur reinen Eichtheorie bei ¥ = 0!) freie Ladungen
zu erwarten. Hier tritt bei der Trennung der Quellen nur die
{Selbst~)Energie in deren Feldern auf, die bei Gitterregularisierung endlich
ist. Die in Abb. 3.1 gezeigte Skizze soll der Veranschaulichung des eben

Gesagten dienen.

Man kann also erwarten, daf das Potential im Higgs-Gebiet wegen der dort

leichten dynamischen Teilchen eher konstant wird als im Confinement-Gebiet.

Der Wert V(w) des Potentials im Unendlichen entspricht der Energie eines
gsolchen Systems aus zwei 8uBeren Ladungen. Es folgt:

B, = V(o)/2 ist die niedrigste Energie in den Feldern um eine duflere

q
Quelle herum. (3.10)

{Die unendliche nackte Masse der &uBeren Quelle ist in V(o) natirlich nicht
enthalten.) In der Coulomb-Phase ist E'q einfach die Coulomb-Selbstenergie
der auBeren Ladung; in der Confinement/Higgs-Phase ist es die Summe der

Energien der abschirmenden Felder und dynamischen Ladungen.

Aus dem Umfangsverhalten der Wegner-Wilson~Schleifen folgt das
identische Verschwinden der (bei groBen T und R bestimmten)

Saitenspannung :

s = 0 (3.11)

die Wegner-Wilson-Schleifen liefern nun kein Confinement-Kriterium mehr,
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(a) Confinement-Gebiet: Hadronisierung

(b) Higgs-Gebiet: "Plasma"-Abschirmung

(c) Coulomb-Phage: Freie Ladungen

Abb. 3.1: Skizze des mit den Wegner-Wilson-Schleifen untersuchten Systems
zweler &uBerer Ladungen in den verschiedenen Gebieten der
Phagendiagramme, bei unendlichem Abstand der &uBeren Ladungen.
Im Grundzustand des Systems sind diese dann im Confinement- und
im Higgs-Gebiet abgeschirmt; in der Coulomb-Phase bleiben sie frei.
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Potentiale im U(1)-Higgs-Modell. Die Erwartungen an das Verhalten der

Wegner~Wilson-Schleifen bestétigen sich hier. Diese wurden in den
MC-Rechnungen bei T=1,...,N{/2 und R=1,...,Ng/2 berechnet und fiir T > 4
wurden Fits durchgefiihrt. In der Higgs-Region ist wegen der Debye-artigen
Abschirmung ein Yukawa-Potential
- o "m'yR
V(R) = - B e + V(o) (3.12)

zu erwarten. Die Yukawa-Masse sollte mit der Photon-Masse ibereinstimmen.
In der Coulomb-Phase ist das Photon masselos (8. Kap. 4) und es ist ein

Coulomb-Potential zu erwarten. In Abb. 3.2 sind die Potentiale V(R) sowie Fits

mit dem Yukawa-Potential dargestellt.

Bei ¢ = 0.64, tief in der Higgs-Phase, ist das Potential bei grofien R schon
gsehr flach. (Fits mit zusiétzlichem Summanden o*R ergeben iiberall eine mit

Null vertrédgliche Saitenspannung.)

In der Coulomb-Phase sind die Werte von my in den Fits nach Gl(3.12)
konsistent mit Null; sie steigen langsam an, wenn x lber xp; wichst. Die
Feinstrukturkonstante « ist in der Coulomb~Phase nahezu unabhéngig von «x

und ihr Wert von
o = 0,0385(15) {3.13)

liegt nahe bei dem Wert von « = 0.036 in der reinen U(l)-Eichtheorie (bei
B = 2.5) [98,99]. Man sieht also, dafl die Materiefelder im U(1)-Higgs-Modell
die renormierte Ladung in der ganzen Coulomb-Phase nicht merklich
beeinflussen. Solange « konstant ist, ist auch der asymptotische Wert Eq des
Potentials k«-unabhéngig. (Auch ist {iberall in der Coulombphase die

Photonmasse konstant Null, s. Kap. 4.) Die Eigenschaften der Coulombphase

des U(l)-Higgs Systems sind also nahezu x-unabhéngig und gleichen der

reinen U(l)-Eichtheorie.

Der Effekt des Higgs-Phaseniiberganges auf Eq entspricht physikalisch
dem Einbringen einer Ladung in ein dinnes Plasma. Die Energien des
Coulomb~ bzw. Yukawa-Feldes einer duBeren Ladung sind nahezu gleich, wenn

die Yukawa-Masgse klein ist.
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Abb. 3.2: Potentiale im U(l)-Higgs-Modell auf einem 16%-Gitter bei
¥ = 0,175 kurz unterhalb und x« = 0.178 kurz oberhalb des
Higgs-PUs (die beiden Kurven fallen nahezu zusammen), sowie
bei ¥ = 0.64 tief im Higgs-Gebiet. Die durchgezogenen Linien

entsprechen Fits gemafl Gl.{3.12).
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Da die Photonmasse in den MC-Ergebnissen des 4. Kapitels auch kurz
oberhalb des Ubergangs noch mit Null vertréglich ist, ist keine grofie
Anderung von Eq am PU zu erwarten. Abb. 3.2 zeigt, daB sogar das ganze

Potential V(R) (R =1 - 8) auf den Higgs-PU vollig unempfindlich ist.

Tief im Higgs-Gebiet ist « etwas kleiner als bei x < xpy. Das dort stark
kondengierte ¢-Feld beeinfluBt also das Potential auch schon bei kleinen

Abstanden.

Potentiale im SU(2)-Higgs-Modell. Abb. 3.3 zeigt die Potentiale, mit Fits
gemdB GL(3.7). Bei ¥ = .280, tief in der Higgs-Region, flacht das Potential (wie

in einem Plasma-artigen Gebiet erwartet) sehr schnell ab: die Abschirmung

der &duBeren Ladungen ist also schon bei kurzen Abstédnden sichtbar,

Dagegen ist bei & = .261, knapp oberhalb des PUs, und bei x = .255 im
Confinement-Gebiet kein deutliches Abflachen zu sehen. Dementsprechend ist
die in Abb. 3.4 wiedergegebene Saitenspannung dort recht groB, sie reicht
schon nahe an die Saitenspannung der reinen Eichtheorie bei ¥ = 0 heran.
(Bei der Interpretation von Abb. 3.3 muB man beachten, daB periodische
Randbedingungen benutzt wurden, wodurch die Daten bei groBlen R von der

linearen Form o¢'R abweichen missen.)

Weil das Umfangsverhalten der Wegner-Wilson-Schleifen (und somit ¢ = 0)
fiir alle ¥ bewiesen ist (siehe Kap. 3.3 und [96]), folgt aus Abb. 3.3 und 3.4,
dafl das mit dem skalaren Feld assoziierte Teilchen in der Confinement-Phase
{(bei k¥ = .255) wie vermutet sehr schwer ist. Der maximal mégliche Abstand
von R = 8 reicht dann nicht aus, um Paarerzeugung zu verursachen: im

Confinement-Gebiet findet bei dem Abstand R = 8 noch keine Hadronisierung

statt., Das &hnliche Verhalten kurz oberhalb des Ubergangs konnte darauf
beruhen, daB das skalare PFeld auch hier noch recht schwer ist, die

Wegner~Wilson-Schleifen also noch nicht ihr asymptotisches Verhalten zeigen.
Das Potential erreicht also auf dem 164-Gitter noch nicht seinen

agymptotischen Wert (auBer tief im Higgs-Gebiet), Deshalb mufl der hochste
noch gut meBbare Wert, namlich V(R=7)/2, als Ersatz flur Eq = V(®»)/2 dienen,
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Abb. 3.3: Potentiale im SU(2)-Higgs-Modell auf einem 164-Gitter bei
£k = 0,255 unterhalb und & = .261 kurz oberhalb des
Higgs-PUs, sowie bei &k = 0.280 tief im Higgs-Gebiet. Die
durchgezogenen Linien sind Fits geméf GL(3.7).
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Abb. 3.4: Saitenspannungen ¢ aus Fits an die Potentiale gemdB G1.(3.7).
Der Pfeil gibt den Wert von o bei 8 = 2.4 und ¥ = 0 an [100].
Leicht negative Werte von ¢ zeigen an, dafl bei groéferen x die
Parametrisierung GL(3.7) unzweckméfig wird.
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(Dieser Wert ist in Abb. 3.9 in Kap. 3.5 eingetragen. Aufgrund dieser
Abbildung kann man auch spekulieren, welcher Gitterabstand ndtig wéire, um
Hadronisierung zu sehen: wie in Kap. 3.5 erldutert, sollte p = V(x)/2 gelten.
Lineare Extrapolation von V(R)/2 fihrt fir £ = .255 erst bei etwa R = 16 auf
den Wert von p. Um Hadronisierung zu sehen, miiBten also wohl -véllig

irrealistische- Gitter deutlich groBer als 324 verwendet werden.)

Kap. 3.3 Beweis zum Umfangsverhalten der Wegner-Wilson-Schleifen

Flir den  Spezialfall abelscher Eichsymmetrie und quadratischer
Wegner-Wilson-Schleifen wird nun gezeigt, daBl diese bei Anwesenheit
dynamischer skalarer Materiefelder nach untien durch ein Umfangsverhalten

CWR,T) > » o e C2 (BHT)

(3.14)

beschrankt sind [46,96]. Bei Annahme beschrinkter Norm %! des skalaren
Feldes folgt aus einer Arbeit von Simon und Yaffe [101] auch eine
gleichartige  Beschrinkung nach oben (siehe [961), 80 da die
Wegner-Wilson-Schleifen insgesamt Umfangsverhalten zeigen. Die Erweiterung
des Beweises [86] auf nichtabelsche Eichgruppen wird am Ende dieses

Abschniftes kurz angesprochen.

Das wesentlich Hilfsmittel des Zu fihrenden Beweises ist
Reflektionspositivitdt bezliglich der 3-dimensionalen diagonalen Hyperebenen

n; = {x e Z%, (x*~-y* = ¢ (x!-y4')! durch den Punkt y.

Normalerweise wird Reflektionspositivitdt -die die Existenz eines
Hilbertraumes sichert- fiir Gittereichtheorien bezlglich der Hyperebene
x* = 1/2 bewiesen [13], welche die Gitterkanten zwischen den Punkten in den
Ebenen x* = 0 und 1 schneidet. Die Ebenen Hé‘ schneiden keine Kanten,
sondern verlaufen durch Gitterpunkte, Reflektionspositivitat des U(l)-Higgs-
Modells bezliglich dieser Ebenen folgt als Verallgemeinerung der entspre-
chenden Untersuchungen von Systemen in der statistischen Mechanik [102],

wie im folgenden gezeigt wird.
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Jede der Ebenen ng, e = & 1, teilt das hyperkubische Gitter A, das hier
aus Punkten und Kanten bestehen soll, in drei disjunkte Mengen 4,, 44, 4,
wobei A, aus den Punkten und Kanten besteht, die innerhalb der Hyperebene
liegen, A4 die Punkte und Kanten "oberhalb" und A. diejenigen "unterhalb"
der Hyperebene enthilt. Die Reflektionen r; beziiglich der Ebenen Hg bilden
Ay auf A ab (und umgekehrt) und lassen die Elemente von A, invariant. Die
Aufteilung 4 = 4, v 44 v A. des Gitters zerlegt die Feldalgebra A in drei
entsprechende Subalgebren Ag, Ay und A, mit Trigern in Ay, A+ bzw. A.. Die
Reflektionen ry; sind mit den folgenden Abbildungen der von den

Feldvariablen &, und Uy,n erzeugten Algebren Ay, A4, A. verbunden :

98 Q)( = @ﬁe(x) b eﬁ UX,}J. = U%'S(x,p) . (3c15)

8; bildet Ay auf A_ ab (und umgekehrt) und A, auf sich selbst. Die Wirkung
S in Gl.(2.43) ist unter den Reflektionen 8; invariant. Diese Wirkung kann in

die folgenden Teile aufgespalten werden :

So: alle Terme mit Variablen, deren Trager nur in A, liegt,
S4: Terme mit Tréger in Ay v Ay, auBer denjenigen in S,,
S.: Terme mit Trager in 4. u 4,5, auBer denjenigen in S,,

S.: Summe iitber die von Hg geschnittenen Plaketten,
S =Se + 84 +8.+8S, . (3.16)

Der Anteil S, hat die Form -} G48;G4, wobei G4 Produkte von Kantenvariablen
auf der 44-Seite der geschnittenen Plaketten sind. Somit ist auch die
Reihenentwicklung von exp(-S.) von der gleichen Form:

eSe = yuloe, Hl . (3.17)
3

Als néachstes wird nun die Positivitdt des Erwartungswertes <F 0:F>
gezeigt, wobei F e A, u Ay, Das IntegrationsmaB ist in GL(2.39,2.42)
angegeben. Die Idee ist hier, die Integration f{iber A, abzutrennen, und
auszunutzen, daB die Integrationen iber A4 und A. fir jedes j in GL(3.17)

faktorisieren :
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Da der Integrand in dem Integral Uber 4, offensichtlich positiv ist, ergibt

sich die Reflektionspositivitit

<F o F> >0 . (3.19)

Hieraus folgt die Existenz eines Skalarproduktes, und fiir Funktionen

Fy,F, € AguAy gilt somit die Schwarzsche Ungleichung

/2

I<Fy 0pF,>1 < <Fy 0,F> /2 <m, 0,552 . (3.20)

Dieses letzte Ergebnis sei nun auf die Zweipunktfunktion

G{T,0) = <pzo§ T Uy Pyoy> T=g2%-y4%, 2Z2=% (3.21)
4T

angewandt. Die Ebenen NI* verlaufen hier durch die Punkte y bzw. z. Mittels

dreimaliger Anwendung der Ungleichung (3.20) ergibt sich

/2 /2

1 1
G(T,0) € <p2> <pyoy T U 8-(pyo, TT U) >
T T

1
= ' ooy 0-(pyoy) T U 6T U) >/
r

T

< <p2>t/? ((p96~p9)2>1/4 <TU Mo ey(U T o u) >*/*

T r.(T) I r.(T)
= <p2yt/? <p? e_p;>‘/4 w(r,T)"/* (5.22)
< <p2t/? <pg>‘/‘ wir,m)/* .
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In bildlicher Form sind dabei die ersten beiden Reflektionen :

[+~
o
.

Der letzte Schritt in GL(3.22) benutzt wieder die Reflektion ri. Da <p2>

und <p§> von z bzw. y unabhéngig sind, ergibt sich schlieB8lich das Resultat

G(T,0) < o W(T,T)*/* c = <p2t/ Gt /t s g, (3.23)

Es fehlt nun noch eine untere Schranke e~C¢T fiir G(T,0), um den Beweis
zu beenden. Zu ihrer Gewinnung mufl man Reflektionspositivitdt [13]
bezliglich Ebenen senkrecht zu G(T,0) (durch Gitterpunkte und in der Mitte

zwischen Gitterebenen) ausnutzen. Eine Moéglichkeit ist dann, beginnend mit

G(1,0) < <p2>1/2 G(2,0)1/2
< <p>Y/2 G(1,0)1/4 G(3,0)1/4 (3.24)
6 ¢ s &

iterativ vorzugehen. Ein wesentlich eleganteres Verfahren [96]1 geht von der

Darstellung

G(t,0) = (8(y)e, T &(y)2) , telNN (3.25)

aus, wobei I die Transfermatrix ist, deren Existenz (in der temporidren
Eichung) durch die Reflexionspositivitdt gesichert ist. Da die Eigenwerte von

T zwischen 0 und 1 liegen, gibt es eine Spektraldarstellung
@), 1" 20 = [ den) 2t (3.26)

wobei p hier ein positives beschrinktes MaB mit Tréger in [0,1] ist. Aus der:

Holderschen Ungleichung folgt dann

1 t-1
t

f dp(n) A < | f du(x) At ] [ f du(n) 1 ¢ (3.27)
und daher
t
6(£,0) > 60,00 [ G ]T (3.28)
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Aus GL(3.26) folgt G(1,0) < G(0,0). Fiir & # 0 gilt G(1,0) # 0. Danmit ist das

Verhalten
G(T,0) > const., e~#T (3.29)

gezeigt. Zusammen mit GL.(3.23) folgt das Umfangsverhalten Gl.(3.14) der

Wegner-Wilson-Schleifen. (In diesem Beweis wurde gtillschweigend

Translationsinvarianz vorausgesetzt., Strikt ist dies vermutlich nur in

geeigneten thermodynamischen Limites giiltig [96].)

Der obige Beweis kann auch auf nichtabelsche Gruppen (also speziell auch
auf das SU(2)-Higgs-Modell) ausgedehnt werden, indem die nichtabelschen
Matrizen einfach elementweise behandelt werden [96]. Die Form (3.17) der
auftretenden Terme bleibt dabei unveréndert. In Ref. [96] wird der Beweis

auch auf rechteckige Wegner-Wilson-Schleifen verallgemeinert.

3.4 Exponentieller Zerfall der Zweipunktfunktionen.

Die in GL(3.1) definierten Zweipunktfunktionen G(T,R) kann man als
eichinvariante Verallgemeinerung von Spin-Spin Korrelationsfunktionen
auffassen. Letztere dienen dazu, langreichweitige Ordnung in statistisch
mechanischen Systemen mit globalen Symmetrien zu charakterisieren. G(T,R)
ist aber als Funktion von T nach oben durch exponentiell fallende Funktionen
beschrénkt {[40]. Daher kann G(T,R) keine langreichweitige Ordnung =zeigen,
in Ubereinstimmung mit der Erwartung, daff Fluktuationen der Eichfreiheits-
grade jede langreichweitige Korrelation zerstoren [40]. Dies ist auch die
Grundlage fiir den in Kap. 2.2 erwidhnten Beweis ([40]1,8.a4.[431) des
Verschwindens nicht-eichinvarianter Erwartungswerte. Der exponentielle
Zerfall von G{T,R) liegt also an seiner Eichinvarianz und nicht an einer

unglinstigen Wahl der Korrelationsfunktion.

Gem&B Ungl.(3.29) ist G(T,R) auch nach unten beschrinkt. Es gilt also
cq e—MT < G(T,R) < c, eﬁpzT , (3.30)

was das exponentielle Verhalten GL(3.2) nahelegt (s.a. Kondo {371]).
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Die Untersuchung von G(T,R) kann also Einsicht in die Dynamik wvon
wechselwirkenden Eich- und Materiefeldern geben. Besonders interessant ist
die genaue Form seiner funktionalen Abhéngigkeit von T und R sowie die
physikalische Interpretation des Energie-Parameters p aus GL(3.2), der das
Verhalten von G(T,R) bei groBen Abstédnden bestimmt. Der Rest dieses Kapitels

ist solchen Fragen gewidmet.

In diesem Abschnitt soll nun zun#chst das exponentielle Verhalten GL(3.2)
anhand der MC-Daten (berprift werden. In Ubereinstimmung mit der
Interpretation von G(T,R) als Korrelationsfunktion (vgl. Kap. 3.5) wird der
Abstand T als "Zeit" aufgefafit. Der Abstand R charakterisiert die
Abhéngigkeit von G bezliglich unterschiedlicher Wahl des Pfades I zwischen
den Punkten x und y in GL(3.1).

U(1)-Higgs—Modell. Bei allen untersuchten x-Werten gzerféllt hier G(T,R)

exponentiell:

G(T,R) ~ fg®R) e®T |, 4<T<8, Rfest . (3.31)

Bei kleineren Abstédnden, T < 4, gibt es Abweichungen von diesem
asymptotischen Verhalten. Wie Abb. 3.5 zeigt, ist g ( = Steigung der Geraden
in Abb. 3.5) in hohem Mafle von R unabhingig.

Das asymptotische Verhalten von G(T,R) sollte in der Coulomb- bzw. der
Confinement-Higgs-Phase unterschiedlich sein (vgl. Kap. 3.5), Aufgrund von
analytischen Resultaten von Fredenhagen und Marcu [36] erwartet man

o = (meEp)T = Bq(T+2R)

G(T,R) ~ (Coulomb~Phase) (3.32)

und

o ~ #(T+2R)

G(T,R) ~ (Confinement-Higgs-Phase). (3.33)

In der Arbeit [46] ist auch eine Analyse von G(T,R) mit Hilfe der

"Hopping-Parameter"-Entwicklung wiedergegeben. Das Resultat reproduziert

die obigen Gleichungen.
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Abb. 3.5: Zweipunktfunktionen G(T,R) im U(l)-Higgs- Modell als Funktion
von T, bei (a) ¥ = 0,175 und (b) x« = 0.188, auf einem 83:16-
Gitter. R liegt zwischen 0 (jeweils obere Kurve) und 4 (untere
Kurve).
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Abb. 3.6: Zweipunktfunktionen G(T,R) im U(l)-Higgs-Modell, auf einem

164-Gitter, als Funktion des "Umfangs" P = T + 2R, flir festes R
zwischen 0 und 8. Verschiedene Symbole stehen flir verschiedenes
R. Fir jedes R liegt der Abstand T 2zwischen 0 (oben in den
Abbildungen) und 8 (unten). Die Daten sind bei A = 3, B = 2.5 und
{a) ¥ = 0.175 in der Coulomb-Phase, (b) « = 0.178 knapp oberhalb
des Higgs-PUs, und (c) bei ¢ = 0.64 tief im Higgs-Gebiet gewonnen.
Bei den gleichen k-Werten zeigt Abb. 3.2 die Potentiale.
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Die Unterscheidung eines Verhaltens nach Gl.(3.32) bzw. (3.33) ist leicht in
der Abb. 3.6 méglich, wo G(T,R) als Funktion des "Umfangs" P = T + 2R
dargestellt ist. Das Umfangsverhalten Gl.(3.33) impliziert, daB alle Punkte
einer derartigen Abbildung (asymptotisch) auf einer einzigen Geraden liegen.
Abb. 3.6c zeigt solches Verhalten tief in der Higgs-Phase. Knapp oberhalb des
PUs, in Abb. 3.6b, erscheint das Umfangsverhalten erst bei sehr groBien R
und T. Ganz verschieden hiervon ist das Verhalten in der Coulomb-Phase,
Abb. 3.6a: in R~ bzw. T-Richtung gibt es zwei verschiedene exponentielle

Zerfalisraten, in Ubereinstimmung mit GL.(3.32).

Die asymptotische Steigung von log G(T,R) bei festem R (d.h. feste
Symbole in Abb. 3.7) gibt p. Die Steigung bei festem T > 4 fiihrt auf die
Funktion fg(R) aus GL.(3.31). Diese Steigung hat einen Wert von etwa C = 0.1,
nahezu unabh8ngig von k. Wenn GI1.(3.32) und (3.33) exakt giiltig sind, so ist
C = ZEq; seine Konstanz entspricht der im wvorigen Abschnitt erwdhnten

Konstanz von Eq.

SU(2)-Higgs—-Modell. Hier gibt es nur die Confinement-Higgs~Phase.

Asymptotisch sollte also immer das Umfangsverhalten Gl.(3.33) gelten. Bei der
Untersuchung der Wegner-Wilson-Schieifen in Kap. 3.2 wurde aber schon
klar, daB auf dem 16%-Gitter in der Confinement-Phase keine Hadronisierung
stattfindet, also auch kein asymptotisches Verhalten erwartet werden kann. In
Abb. 3.7 sind die Zweipunktfunktionen G(T,R) gegen den "Umfang" P = T + 2R

aufgetragen, flir die gleichen Kopplungen wie beim Potential in Abb. 3.3.

Tief im Higgs-Gebiet, in Abb. 3.7¢c, und auch kurz oberhalb des
Ubergangs, in  Abb, 3.7hb, ist das Verhalten sehr dhnlich Zum
U(l)-Higgs-Modell : Bei T » 2 und R > 0 ist p unabhéngig von R, und G(T,R)
zeigt Umfangsverhalten. Dagegen wird in Abb. 3.7a, im Confinement-Gebiet,

das nicht-asymptotische Verhalten des Modells offensichtlich.
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Abb. 3.7: Zu Abb. 3.6 analoge Darstellung der Zweipunktfunktionen
G(T,R), hier im SU(2)-Higgs-Modell auf einem 16*-Gitter. Die
k-Werte sind die gleichen wie in Abb. 3.3. : (a) x = 0.255 im
Confinement-Gebiet, {b) £ = 0.261 kurz oberhalb des
Higgs-PUs, und (c) x* = 0.28 tief im Higgs-Gebiet.
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3.5 Interpretation der Abschirmenergie u.

In diesem Abschnitt gebe ich zunéchst eine physikalische Interpretation
des Parameters u. AnschlieBend werden daraus filir die verschiedenen Phasen
der Modelle SchluBfolgerungen gezogen und anhand der Monte-Carlo-Daten
uberpriift. Einige Bemerkungen zu einer heuristischen Interpretation des

Higgs-Mechanismus schlieBen diesen Abschnitt ab.

Die physikalische Bedeutung von p kann man in der temporéren Eichung
[13,95] sehen. Der Paralleltransporter in Zeitrichtung auf dem Pfad T ist
dann 1 und G(R,T) reduziert sich, wie in Kap. 3.1 schon angedeutet, auf eine

Korrelationsfunktion in Zeitrichtung zwischen zwei Feldprodukten der Form

D(X,%4R) =TT Ug ¥3,¢ ¢ € Linie (t,® - t,%+R) (3.34)
¢

fir t = 0 und t = T. Diese Produkte sind nicht eichinvariant. Analog =zu
Wegner-Wilson-Schileifen werden die zur Korrelationsfunktion beitragenden
Zustédnde {iblicherweigse so interpretiert, daB es am Raumpunkt X + R eine
duBere Quelle gibt, die zusammen mit den durch D erzeugten Zusténden ein
ladungsneutrales System bildet. Das Verhalten von G{(T,R) fir groBe T
projiziert aus diesem System die Zustdnde niedrigster Energie heraus.

Hieraus folgt:

p ist die niedrigste Energie in den Feldern, die eine auflere
punkférmige Ladung g abschirmen. (3.35)

Heuristisch ist p also in der Coulomb-Phase die Energie eines dem
Grundzustand von Wasserstoff vergleichbaren Systems (Feldenergie +
"Elektron'"-Masse). Das Analogon in der Confinement-Region ist 2z.B. ein
B-Meson. In der Higgs Region ist p die Energie in den Feldern um eine, nun

wie durch ein Plasma abgeschirmte, duflere Ladung herum.

Die &uBeren Quellen in der obigen, nicht eichinvarianten, Beschreibung
kann man zum Zwecke einer vollig eichinvarianten Argumentation auch durch
ein zusétzlich in die Theorie eingefliihrtes schweres Feld ersetzen [46], was

zur gleichen physikalischen Interpretation fihrt.
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Die R-Unabhangigkeit von p wird nun klar: Fir alle R trégt derselbe
Zustand niedrigster Energie bei. Sein Beitrag ist lediglich mit f;(R) gewichtet.
Gébe es in GL(3.1) keinen Paralleltransporter zwischen den beiden Ladungen,
so wiirde fg(R) in der Coulomb-Phase die Dichte der dynamischen geladenen
Teilchen messen. Die Anwesenheit eines Paralleltransporters macht eine solche
Interpretation schwierig. Ignoriert man dieses Problem, so gibt das exponen-
tielle Abfallen fz(R) ~ e"CR, C = 0,1 ein grobes MaB fir die GrofBle des
"Wasserstoffatoms” in der Coulomb-Phase. Der sehr niedrige Wert von C
impliziert einen sehr ausgedehnten Zustand, wie fiir schwache Coulomb-Krifte

(G1.(3.13)) zu erwarten. Aus C = 0.1 folgt ein Bohr-Radius von etwa 20a.

Confinement-Higgs-Phase, Hier sind &uBere Ladungen immer abgeschirmt.

Daher stimmen die Interpretation (3.10) von Eq und diejenige (Gl.(3.35)) von p

liberein, und man kann

p = Eq (3.36)

erwarten. Da p und E, aus konzeptionell unterschiedlichen Gré8en, némlich
den Zweipunktfunktionen G(T,R) bzw. den Wegner-Wilson~Schleifen bestimmt
werden, ist GL.(3.36) ein Test fiir die Giiltigkeit der physikalischen
Interpretation beider Groflen. Aus den GL{{3.36) und (3.32), (3.33) sicht man
auch, daB die Zweipunktfunktionen G(T,R) in R-Richtung immer, wie die
Wegner—-Wilson-Schleifen, mit Eq abfallen. Die Monte-Carlo-Ergebnisse zu pu

und Eq gind in den Abbildungen 3.8 und 3.9 dargestellt.

Im Higgs-Gebiet stehen die Daten in beiden Modellen in guter
Ubereinstimmung mit GL(3.36), Im SU(2)~Fall sind p und Eq dort nahezu

identisch.

Im U(1)-Fall (Abb. 3.8) néhert sich p flir ¥ > xpy schnell an E; an und
Gleichung (3.36) ist bei x 2 0.188 gut erfiillt. Der (vermutliche) Grund fiir die
Abweichungen bei & = 0.179 und 0.180 ist aus Abb. 3.6b ersichtlich: Die
asymptotische Steigung der Zweipunktfunktionen wird erst bei sehr groBen T
(und anscheinend auch erst bei groBien R) erreicht. Zur Bestimmung von p
wurden aber Fits ab T = 4 (bei festem R = 1) durchgefiihrt. Der resul-
tierende Wert filir p ist also kurz oberhalb des PUs nicht-asymptotisch und
zu hoch. Die Steigung der Zweipunktfunktionen in R~Richtung ist in allen
drei Bildern der Abb. 3.6 nahezu konstant, némlich gleich Eq (wie aus p = Eq

in Abb. 3.6c folgt). Aufgrund von Abb. 3.6b kann man also vermuten,
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dafl auch dort die asymptotische Steigung in T-Richtung gleich derjenigen in
R-Richtung ist, daB also up = Eq gilt, Ein weiterer moglicher Grund fir die
Abweichung wiren (bei einem Ubergang 1. Ordnung) die auf endlichem Gitter

noch moéglichen kurzzeitigen "Ausfllige" in die Coulomb-Phase.

Im Confinement-Gebiet des SU(2)-Higgs-Modells hat noch keine

Hadronisierung eingesetzt. Die duBeren Ladungen sind nicht abgeschirmt; Eq
miBt nur Feldenergie. Dagegen ist in p zusétzlich die Masse eines schweren
geladenen "Konstituenten"-Teilchens enthalten. Deshalb ist es plausibel, daf
das aus den (nicht-asymptotischen!) Fits bestimmte p in Abb. 3.9 gréBer ist

als Eq.

Coulomb-Phase. In dieser Phase sind eichinvariante Zustidnde endlicher

Energie zu erwarten, die mit dem dynamischen Feld ¢ assoziiert sind und im
Sinne des GaufBlschen Gesetzes geladen sind. Der Zustand mit der niedrigsten
Energie wird im folgenden als geladenes Teilchen ¢, mit Masse m., bezeichnet.
Es ist wichtig zu beachten, daB geladene Zustidnde nicht durch die Wirkung
des lokalen Feldes ¢, auf das Vakuum erzeugt werden. Ein solcher Zustand
wire nicht eichinvariant. Geladene Zustinde kb6nnen nicht durch Ilokale
Operatoren erzeugt werden [103-105]. Thre Konstruktion ist eine grofle

Herausforderung in der Quantenfeldtheorie.

Ein bequemer Weg, die Eigenschaften eines geladenen Teilchens im
eichinvarianten Formalismus zu studieren, ist seine Untersuchung bei
Anwesenheit einer #uBeren Quelle g. Das Gesamitsystem ist dann neutral (wie
das erwihnte Wasserstoffatom), kann also durch einen lokalisierten Zustand
beschrieben werden. Als Instrument zum Studium eines solchen Systems
bietet sich G(T,R) an. Die Abschirmenergie ist dann die niedrigste Energie

des "Wasserstoffatoms"; es gilt
p = Eq + mg - Ey(eq) in der Coulomb Phase. (3.37)
Eplcq) > 0 ist hier die grotBte Bindungsenergie des c-q-Systems und eine

Funktion von m.. Sie ist analog zur Bindungsenergie eines Wasserstoffatoms

im Kontinuum, wo gilt

[y

Ep(ecq) = 5 Mo «? . (3.38)
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Auf dem Gitter kann die Energie E,(cq) als Funktion von m, im Prinzip
auch aus dem Potential V(R) berechnet werden, indem man die entsprechende
Schrodingergleichung 16st. Wenn also u, V(R) und Eq in MC-Rechnungen

bekannt sind, ist m, eine aus Gl.(3.37) berechenbare GroBe.

Die Daten in der Abbildung 3.8 zeigen deutlich, daB in der Coulomb-Phase
p > Eq gilt, Die Masse m, ist also bei A = 3 und 8 = 2.5 bis unmittelbar zum
Higgs-Ubergang von Null verschieden. Eine einfache Abschatzung flir die
Bindungsenergie aus der Kontinuumsformel (3.38) und dem Wert GI.(3.13) fir
a ergibt etwa 0.06'm.; sie ist also bei B = 2.5 in GL(3.37) vernachlassigbar.
Die Masse m, des geladenen Teilchens stimmt daher praktisch mit g - Eq
iUberein. Aus der Abb. 3.8 kann man filir das 83%:16-Gitter bei x = 0.179, 0.177
und 0.175 die Werte m, = p - Eq = 0.35, 0.40 und 0.46 mit Fehlern =0.05
entnehmen. Auf dem 16%-Gitter ist bei x = 0.175 der Wert von m. etwa 0.54.
Im Grenzfall ¥ » 0 steigt die nackte Masse log(l/x) des &-Feldes gegen
Unendlich. Esg ist zu erwarten, daBl bei «# 3 0 auch p und m. unendlich

werden.

Nach einem Vorschlag von Fredenhagen und Marcu [36] kann die Masse m,
des geladenen Teilchens auch aus einem geeigneten Quotienten von
Zweipunktfunktionen und Wegner-Wilson-Schleifen bestimmt werden. Bei
festem Abstand R, der so grofl sein mufB, daB der Zustand cq nicht mehr

gebunden ist, sagen Fredenhagen und Marcu in der Coulomb-Phase

o “McT = Bq(2R+T)

pen(TyR) = —LR) - o MeT (3.39)

T ” o ~Eq(2R+T)

voraug (bis auf Potenzkorrekturen). Hier muB keine Bindungsenergie
beriicksichtigt werden. Andererseits ist der betrachtete Limes numerisch
schwieriger realisierbar als derjenige fir die Berechnung von pu, weil jetzt
sowohl R als auch T groB sein miissen. Auf dem 16*-Gitter wurde ppy bei
k = 0.175 geméfl Gl.(3.39) bestimmt. Der resultierende Wert m, = 0.50(5) stimmt
mit dem oben zitierten p - Eq « 0.54 iberein. Aufgrund der geringen

Bindungsenergie ist dies nicht sehr Uberraschend.
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Diskontinuitdt von ux am Higgs-PU. Wie man in Abb. 3.8 sieht, weist die

Abschirmenergie p am Higgs-PU bei A = 3 und B = 2.5 eine deutliche
Diskontinuitdt auf. Der Wert X = 3 war urspringlich gewidhlt worden, weil es
hier, im Gegensatz zur Situation bei kleineren A, in der Observablen <&¥U®>
keinen bemerkbaren Sprung gibt (vgl. Kap. 2.5). Hier war daher ein PU 2,

Ordnung erwartet worden.

In langen MC—L&ufen bei k£ % kpy traten dann allerdings zwei verschiedene
Verhalten von &*¥U® auf, die sich durch den Grad der Fluktuationen
unterscheiden, wobei aber der Mittelwert <®¥U®> nahezu derselbe ist. Jedes
dieser Fluktuationsmuster blieb zum Teil {iber sehr lange MC-Zeit hin

erhalten. Die Abb. 2.5 in Kap. 2.6 zeigt ein Beispiel hierfir.

Dieses Verhalten deutet auf das Vorliegen zweier sehr langlebiger
metastabiler Zustéinde hin. Sie unterscheiden sich aber weder in <$¥U®>, noch
in einer anderen untersuchten lokalen Observablen, wodurch ihre
Langlebigkeit sehr erstaunlich zu sein schien. Erst die Berechnung der
nichtlokalen Observablen u, getrennt bei jedem der beiden Zustinde in Abb.
2.5, ergab einen Sprung, n#mlich zwischen den beiden in Abb. 3.8 bei
k = 0.179 gezeigten Werten. Der Zustand mit geringeren Fluktuationen in Abb.
2.5 hat einen kleineren Wert von g und gehdrt zur Higgs-Phase, wohingegen
der Zustand mit groéBeren Fluktuationen ein groBles p hat und zur

Coulomb-Phase gehdrt.

Die Abschirmenergie p ist also ein auf den Higgs-PU sehr empfindlicher

Parameter, der geeignet ist, zwischen der Coulomb-Phase und dem
Higgs—-Gebiet der Confinement-Higgs-Phase 2zu unterscheiden. Der grofBe
Sprung in p deutet fiir X = 3, 8 = 2.5 auf einen PU 1. Ordnung hin, trotz
des kontinuierlichen Verhaltens der lokalen Observablen. Die Abb. 3.10 zeigt,
daB dieser Sprung auch auf Gittern der GroéBe 124 und 16* auftritt. Die
vorhandenen Daten reichen aber nicht aus, die Abhéngigkeit des Sprungs
von der GittergroBe zu bestimmen. Es ist nicht auszuschliefien, daB3 Daten in
der einen Phase durch kurze "Ausfliige" des Systems in die andere Phase
beeinflufit sind. Es konnte sein (s. Abb. 3.10), daB der Sprung in p mit
zunehmender Gittergrofle kleiner wird. Eine endgililtige Aussage iiber die

Ordnung des PUs kann deshalb noch nicht gemacht werden.
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Zum Higgs-Mechanismus im U(1)-Higgs-Modell. Da E; sich am PU praktisch

nicht dndert, wird der Sprung in p durch eine plétzliche Verringerung von
m; - E, verursacht. Weil E, sehr klein ist (s.o.), ist es also die Masse m_ des
geladenen Teilchens, die sich am Higgs-PU drastisch #ndert. Das folgende

Bild der Situation in den verschiedenen Gebieten liegt nahe :

In der Coulomb-Phase ist die Differenz p - Eq = mg - E, groB: das
geladene Teilchen ¢ ist schwer. Im Confinement-Gebiet kann man von einer
schweren Konstituentenmasse des dynamischen Teilchens sprechen
(korrespondierend zu hoher nackter Masse log(l/x) des skalaren Feldes in
der Hopping-Parameter-Entwicklung). In beiden Fillen kostet Paarerzeugung
viel Energie. Der niedrigste Energiezustand eines Paares weit voneinander
entfernter &uBerer Quellen enthdlt in der Coulomb~Phase keine Paare

dynamischer Ladungen und im Confinement-Gebiet nur ein einziges Paar.

Am Higgs-Ubergang dagegen fallt im U(1)-Higgs~-Modell die Differenz
s Eq auf Null. Es kostet im Higgs-Gebiet nun beliebig wenig Energie, Paare
geladener Teilchen zu erzeugen. Es gibt dort schon im Vakuum ein Kondensat
geladener Teilchen (vgl. GL(2.13,2.48)), In diesem Kondensat geladener
Teilchen findet nunmehr Debye-~Hickel Plasma-Abschirmung statt. In dem
MaBe, wie das Kondensat dichter wird (und <®t®> wichst), steigt auch die
Photonmasse langsam Uber Null hinaus (8. Kap., 4) : der Higgs-Mechanismus

erfillt seinen Zweck.

3.6 Ordnungsparameter.

Wie in Kap. 3.2 dargestellt wurde, versagt fiir ¥ > 0 das Wilson-Kriterium
bei der Unterscheidung der Coulomb- von der Confinement-Higgs—Phase. Die
Konstruktion einer statt dessen als Ordnungsparameter tauglichen Gréfe

stellt eine Herausforderung dar [35,36,38].

Abschirmenergie—Parameter pRc. Die abrupte Anderung von pu - Ey am
Higgs-PU legt seine Verwendung flir einen Ordnungsparameter nahe. In der

Confinement-Higgs~Phase ist die physikalische Interpretation von p und Eq
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identisch: der Zustand niedrigster Energie, der eine &uBere Ladung enthalt,
ist identisch mit der abgeschirmten duBeren Ladung. Daher verschwindet hier
r - Eq (G1l.(3.36)). In einer Phase mit freien Ladungen dagegen kann die
aduBere Ladung sowohl frei als auch abgeschirmt existieren, mit im allgemeinen

verschiedenen Energien p und Eq.

Die Grofien p und Eq sind {ber das asymptotische Verhalten von
Zweipunktfunktionen (G1.(3.2)) bzw. Wegner-Wilson-Schleifen (G1.{3.9))
definiert. Die Angemessenheit der dort angesetzten funktionalen Formen
wurde in Kap. 3.3 (Gl.(3.14)) und Kap. 3.4 (GL(3.30)) gezeigt. Die Differenz

JT Eq taucht daher asymptotisch in dem Quotienten

<41
e G(T,0) 0 I

pac(T) = T T (3.40)

W(T,T) ¢ T>1/4
auf:
~(pu~E4)T

pac(T) ~ e ~WEJT (3.41)

Deshalb kann man erwarten, dafB
/ = 0 { Confinement )
¢ = lim T 3.42
PAC 1im Pac( )\ ( )
=0 ( freie Ladungen)

gilt; pae ist also ein (nichtlokaler) Ordnungsparameter, der in einer Phase mit

freien Ladungen verschwindet.

Bei dem Beweis des Umfangsverhaltens der Wegner-Wilson-Schleifen wurde
auch bewiesen (Gl.(3.23)), daB p,c(T) allgemein durch eine T-unabhéngige

Konstante nach oben beschrénkt ist. Aus
W(T,T)'/* > ¢ G(T,0) .
folgt mit G1.(3.41) :

. En 2 O . (3'43)

G
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Die niedrigste Energie einer abgeschirmten &uBeren Ladung ist also nie
kleiner als diejenige einer freien AuBeren Ladung. Wenn die Terminologie von
G1.(3.37) anwendbar ist (also in der Coulomb-Phase) bedeutet dies, daB die
Bindungsenergie E,(cq) nie griBer sein kann als die Masse des geladenen

Teilchens.

Fiir das U(l)-Higgs-Modell sind in Abb. 3.11 die MC-Ergebnisse zu pac(T)
auf dem 16*-Gitter dargestellt, Die Daten stehen mit der Vorhersage Gl.(3.42)

im Einklang. Dies korrespondiert mit dem Verhalten von u ~ Eq, das man aus
Abb. 3.8 ablesen kann. Es ist bemerkenswert, daB p,c(T) sich in beiden
Phasengebieten schon bei kleinen T an seinen asymptotischen Wert anndhert.
Um diesen asymptotischen Wert pje zu bestimmen, wurden Fitg gemaB
~CpcT
paclT) = Ape + Bace (3.44)

durchgefithrt, Sie sind ebenfalls in Abb. 3.11 dargestellt, Die resultierenden
Werte fir pac zeigt die Abb. 3.12. Sie stimmen sehr gut mit der Vorhersage
GL.(3.42) {iberein. (Anmerkung: Der obere Wert piec > 0 bei &k = 0.179
korrespondiert zum unteren Wert von p in Abb. 3.8. Da dort der Fit
JYaR Eq > 0 ergab, woraus eigentlich pic = 0 folgen sollte, ist die Abweichung
von Null in Abb. 3.12 ein Anhaltspunkt fir die GroBe der systematischen
Fehler in den durchgefiihrten Fits. Siehe hierzu auch die Bemerkungen bei
Abb. 3.8.)

Auch fir das SU(2)-Higgs-Modell wurde p,c(T) berechnet. Die Ergebnisse,

bei den auch in fritheren Abbildungen schon verwendeten x-Werten, sind in
Abb. 3.13 dargestellt. Bei x = 0.261 und 0.28 erreicht p,c(T) schnell einen
anscheinend asymptotischen Wert, der groBer als Null ist. Bei & = 0.255 im
Confinement-Gebiet wverhalt sich das SU(2)-Higgs-Modell auf dem 16%-Gitter
noch  nicht asymptotisch. Tatsachlich fallt p,c bei « = 0.256 im
Confinement-Gebiet auf Werte ab, die mit Null vertrdglich sind. Die beiden
auseinandergezogenen schweren dynamischen Ladungen benehmen sich bei
den niedrigen erreichten Abstinden noch wie statische Ladungen in der
reinen Eichtheorie. Erst wenn bei wviel gréBeren Abstinden Hadronisierung
einsetzt, ist ein Wiederanstieg von p,e zu erwarten [36]. Als Ndherung fir

pac sind in Abb. 3.15 (s.u.) die Werte A, aus Fits geméfB Gl.(3.44) angegeben.
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Abb. 3.13: Das Verh&ltnis p,c(T) im SU(2)-Higgs-Modell, analog zu Abb.
3.11. Die x—Werte sind die gleichen wie bei Abb. 2.3 und Abb.
3.70 £ = 0.255 im Confinement-Gebiet, « = 0.261 kurz oberhalb
des Higgs-PUs, und x = 0.28 tief im Higgs-Gebiet.
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Fredenhagen-Marcu-Parameter pFu. Fredenhagen und Marcu haben ein

anderes Kriterium zur Unterscheidung von Phasen mit Confinement bzw.
freien Ladungen vorgeschlagen. Seine Gliltigkeit wurde durch konvergente
Reihenentwicklungen in verschiedenen Gebieten der Phasendiagramme der
Z{2)~ und U(l)-Gitter-Higgs—-Modelle exakt gezeigt [36,37] und auch durch
andere analytische Methoden bestétigt [39]. AuBerdem unterstitzen
MC-~Untersuchungen des Z(2)~Modells und des U(l)-Modells mit Materiefeldern
der Ladung 2 [44] die analytischen Vorhersagen. Der Giiltigkeitsbereich der
Vorhersagen, der analytisch auf Rénder der Phasendiagramme beschrinkt ist
und nur asymptotisches Verhalten umfaBt, wird durch die nun vorgestellien
numerischen Ergebnisse auf die Coulomb-Phage des U(l)~Higgs-Modells und
auf die Higgs-Gebiete der beiden hier untersuchten Modelle ausgedehnt.
Besonders interessant ist dabei natirlich die analytisch bisher unzugéingliche

Umgebung des Higgs-PhasenUbergangs.

Das Kriterium wird mittels des Verhéltnisses

R
pew(R,T) 1= ST <k AT (3.45)
T R, m Y R 1)z
, ¢ 2T>

formuliert. Man beachte, dafl der Abstand zwischen den Endpunkten des
Pfades T jetzt mit R bezeichnet ist, da dieser Abstand fir die physikalische
Interpretation des Kriteriums raumartig sein muB. Eg wird nun ein
Grenzwert betrachtet, bei dem T und R gleichzeitig proportional zueinander
wachsen. Dieser Grenzwert ist numerisch schwieriger 2zu erreichen als

derjenige bei pac(T).

Das erwartete asymptotische Verhalten ist das gleiche wie bei pie,
G1.((3.40):

/ pPFy * 0 ( Confinement)
(3.46)
Lo 0 ( Freie Ladungen).

Somit ist pPy ein (nichtlokaler) Ordnungsparameter (von Fredenhagen und

Marcu "Vacuum Overlap Order Parameter" genannt), der ebenfalls zwischen

Phasen mit Confinement und solchen mit freien Ladungen unterscheidet.
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Zur physikalischen Motivation dieses Kriteriums [36] werden die
eichinvarianten Zweipunktfunktionen anders interpretiert als bisher. Der
Abstand gzwischen den beiden dynamischen Ladungen ist nun raumartig. Das
physikalische Bild ist dasjenige zweier entgegengesetzter Ladungen im
Abstand R. Durch den Paralleltransporter, der die beiden Ladungen

verbindet, wird der Zustand eichinvariant gemacht.

Wenn nun eine der Ladungen zu R = o entfernt wird, kann der
zurlckbleibende Zustand entweder geladen oder abgeschirmt sein. Im ersten
Fall verschwindet der Uberlapp mit dem (neutralen) Vakuum, also der
(Vakuum-)Erwartungswert, im zweiten Fall ist er ungleich Null. Das
gleichzeitige Verschieben des Paralleltransporters auf die "zeitartige"

Entfernung T projiziert auf die Zustinde niedrigster Energie.

Die Division durch W(‘R,Z'I‘)l/2 entfernt den Faktor exp(—Eq(R+2T)) des
Umfangsverhaltens von G(R,T) in dem Limes von Gl.(3.46). In der Phase mit
freien Ladungen fallt der Zahler in GL(3.39) um den Faktor exp(-m.R)
schneller ab als der Nenner [36]. Daher verschwindet auch pfy in der Phase
mit freien Ladungen, ebenso wie pie. Die Energie m,, die das exponentielle
Abfallen bestimmt, spielt hier die gleiche Rolle wie die Energiedifferenz
p - Eq = m; - Ep(cq) beim Ordnungsparameter pic. Die Grundlagen der
beiden Kriterien, némlich Eigenschaften des Energie-Spektrums, sind also

nahe verwandt. Aufgrund der Resultate in Ref, [36] ist sogar
PR = PFH (3.47)

zu erwarten.

Im U(l)-Higgs-Modell stimmen dariiber hinaus fir alle x-Werte in beiden

Phasen schon ppy(R,R/2) und psc(T) bei T = R sehr gut lberein! (Eine kleine
Abweichung gibt es lediglich bei «x = 0.3, T = 1,2.) Ich zeige pgy(T) daher
hier nicht explizit. Gleichung (3.47) ist sehr gut erfillt. Die Werte von pfy

konnen deshalb aus der Abb. 3.12 entnommen werden.

Mit pac. = pFu.= 0 in der Coulomb-Phase ist also nunmehr die Existenz

freier Ladungen in dieser Phase bis hin zum Higgs-PU gezeigt.
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Zusammen wmit der Masselosigkeit des Photons in der Coulomb-Phase (Kap.
4) bestatigt dies, zumindest numerisch, daB fiir die skalare QED das Theorem
von Swieca {106,103] auch auf dem euklidischen Gitter gilt : freie abelsche
Ladungen sind nur mit einer verschwindenden Masse des Eich-Vektorfeldes,

das an die Ladungen koppelt, vertraglich.

Im SU(Z)~Higgs-Modéll zeigen sich im Confinement-Gebiet noch nicht die

asymptotischen FEigenschaften. Man kann daher nur im Higgs-Gebiet das
korrekte Verhalten piec = pfy # 0 erwarten. Abb. 3.14 zeigt ppn(R,LR/2)), mit
Fits analog zu Gl.(3.44), fiir R > 1. Das Verhalten von pgy ist qualitativ gleich
dem oben besprochenen Verhalten von pac. Auch die numerischen Werte sind,
schon bei kleinen Abst&nden, sehr &hnlich. Flir die asymptotischen Werte pjx¢
und pfy sind in Abb. 3.15 die Resultate A, und Apy aus Fits gemdB Gl.(3.44)
angegeben. Wegen des im Confinement-Gebiet nichtasymptotischen Verhaltens
des SU(2)~-Higgs—-Modells liegen sie dort nahe bei Nuil. Die
Confinement-Kriterien GI.(3.42) und GIl.(3.46) konnten also leider im einzigen
untersuchten Confinement-Gebiet, demjenigen des SU(2)-Higgs~Modells, wegen
zu geringer Gittergrofle nicht verifiziert werden.

Dagegen sind die Werte von pae und pfy oberhalb des PUs deutlich von Null

verschieden und erfiillen annidhernd die GL.(3.47).

Bricmont—-Frohlich-Parameter. Von Bricmont und Frohlich wurde der
Parameter
pee(T) = G(T,0) / G(2T,0) (3.48)

vorgeschlagen ([35], s.a.[36]). Er unterscheidet zwischen dem Fall, daB der
Grundzustand eines geladenen Teilchens ein Bindungszustand ist (oder daB
Confinement herrscht), und dem Fall, daB dieser Grundzustand ein freies
Teilchen ist. Im ersten Fall gilt pgr # 0. Im zweiten Fall tritt zu dem
exponentiellen Zerfall von G{T,R), GlL(3.2), noch ein Faktor T-(d-1)/2 gig

(Ornstein-Zernike-)Korrektur hinzu und pgy ist Null

In der Confinement-Higgs—Phase sollte

PBF = PFm = pac * O (3.49)

gelten [361., Im U(l)-Higgs-Modell sind in der Coulomb-Phase
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(Sterne) aus Fits gem&f Gl.(3.44).
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Bindungszustinde c¢q zu erwarten. In beiden untersuchten Modellen sollte

daher in allen Gebieten pgr ungleich Null sein.

In den MC-Resultaten konvergiert pgp(T) in der Coulomb-Phase des
U(1)-Higgs-Modells und im Confinementi-Gebiet des SU(2)-Higgs-Modells leider
nur sehr langsam und erreicht keinen asymptotischen Wert. Im den
Higgs-Gebieten der beiden Modelle bestitigen die MC-Daten die GI1.(3.49) mit

guter Genauigkeit.

3.7 Zusammenfassung.

In Eichtheorien mit Materiefeldern in der fundamentalen Darstellung gibt
es Abschirmung &uBerer Ladungen. Die Wegner-Wilson-Schleifen zeigen dann
immer Umfangsverhalten [96], wie fir das U(l)~Higgs-Modell in Kap. 3.3
bewiesen wurde. Das Umfangsverhalten ist in den Higgs-Gebieten beider

untersuchter Modelle deutlich sichtbar.

In der Coulomb-Phase des U(l)-Higgs-Modells ist das aus den
Wegner-Wilson~Schleifen folgende Potential V(R) {(bei B = 2.5, A = 3)
unabhéngig von & filir alle ¥ unterhalb von kxpy, und konsistent mit dem
Coulomb-Potential. Auch am Higgs-Ubergang zeigt es keine pldtzliche
Anderung, sondern wird flir & > kpy allmédhlich einem Yukawa-Potential
dhnlich, wobei die Yukawa-Masse mit der Photon-Masse (Kap. 4) vertraglich
ist. Dementsprechend ist Eq g V(w)/2, die niedrigste Energie einer &ufleren
Quelle, konstant fiir x < kpy ; sie zeigt keinen Sprung am Higgs-PU. Im
Confinement-Gebiet des SU(2)-Higgs-Modells ist noch keine Abschirmung

gichtbar; das verwendete 16*%-Gitter ist dafiir zu klein,

Die eichinvarianten Zweipunktfunktionen G(T,R), Gl.(3.1), zerfallen bei
groBen T und festen R wie e #T, Die "Abschirmenergie" p ist R-unabhéngig
und hat die physikalische Bedeutung der niedrigsten Energie des Systems
dynamischer Eich- und Materiefelder, die eine &uBere Ladung abschirmen. In
den Higgs—-Gebieten der beiden untersuchten Modelle, wo aufgrund des
Kondensats geladener Teilchen Debye-~Hiickel-artige Plasma-Abschirmung

stattfindet, ist u gleich E,. In der Coulomb-Phase des U(l)-Higgs-Modells
q
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dagegen ist p wesentlich gréBer als Eq. Die Differenz wird als Masse m, des
mit dem skalaren Feld assgoziierten geladenen Teilchens {minus
Bindungsenergie) interpretiert. Im Confinement-Gebiet des
SU(2)~-Higgs-Modells sollte ebenfalls n = Eq gelten. Wegen des
nicht-asymptotischen Verhaltens auf dem 164-Gitter konnte dort aber lediglich

JTR Eq gezeigt werden.

Die Abschirmenergie u zeigt im U(l)-Higgs-Modell auf allen untersuchten
(groBBen) Gittern einen bemerkenswerten Sprung am Higgs~Ubergang, im
Gegensatz zu lokalen Observablen wie <®%U®>, die sich glatt verhalten (s.
Kap. 2.6). Die Differenz p - Eq hat die Eigenschaften eines nichtlokalen
Ordnungsparameters, der zwischen Phasen mit freien Ladungen (u - Eq > 0)
und solchen mit Confinement (u -~ Eq = 0) unterscheidet. Sowohl der
dementsprechend konstruierte Parameter p,c(T), GL(3.40), als auch der
Fredenhagen-Marcu-Parameter PEn(R,T), GL.(3.45), wurden ausfiithrlich
untersucht. Beide vergleichen im wesentlichen das asymptotische
Zerfallsverhalten von Zweipunktfunktionen und Wegner-Wilson-Schleifen.
Nichtverschwindende Grenzwerte piec = pfy * 0 signalisieren Confinement,
wlhrend pac = pFy = 0 eine Phase mit freien Ladungen anzeigt. Die
numerischen Ergebnisse stehen in der Coulomb-Phase und den Higgs—-Gebieten
der beiden Modelle in voélliger Ubereinstimmung mit dieser Vorhersage. Damit
ist die Existenz freier Ladungen in der Coulomb-Phase gezeigt. Ich méchte
hervorheben, daB die numerischen Ergebnisse mit den theoretischen
Erwartungen sogar in der Nihe des Higgs~-PUs Ubereinstimmen, wo keine
analytischen Beweise existieren. AuBerdem ist bemerkenswert, daf3 die
Anndherung der Funktionen pry(R,T) und psc(T) an ihre asymptotischen Werte
PFm bzw. pRc schon auf einem 16*-Gitter sehr deutlich sichtbar ist. Fir die
praktische Verwendbarkeit der untersuchten Ordnungsparameter ist dies von

grofler Bedeutung,
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Kapitel 4: Massen

Zu den wichtigsten Ergebnissen, die Gitterrechnungen fiir eine Theorie
liefern koénnen, gehort die Berechnung des Spektrums im gesamten -also auch
nichtperturbativen~ Bereich der Xopplungen. Zur Durchfiihrung eines
Kontinuumslimes ist die Kenntnis der Massen auf dem Gitter und ihre
Abhéngigkeit von den Kopplungskonstanten von sehr grofler Bedeutung (vor
allem in der Nidhe des PUs), da sich aus den Linien konstanten

Massenverhéltnisses Renormierungsgruppen-Trajektorien ergeben.

In den Higgs-Modellen ist natlirlich die Masse my des skalaren Higgs-
Bosons von ganz besonderem Interesse. Wie dieses Kapitel zeigen wird, ist die

inverse Higgs-Masse die fir den Higgs-PU wichtigste Korrelationslinge.

Zur Untersuchung von Massen bestimmter Teilchen missen diesen erst
Uber ihre Quantenzahlen geeignete Gitteroperatoren zugeordnet werden.
Hiervon handelt Kapitel 4.1. In den darauf folgenden beiden Abschnitten
analysiere ich dann die Spektren des U(1l)~Higgs-Modells [52] und des
SU(2)-Higgs—~ Modells [53]. Die Ergebnisse sind jeweils am Ende der

Abschnitte zusammengefafit.

4.1 Quantenzahlen und Korrelationsfunktionen

Magssen von Teilchen konnen aus dem exponentiellen Zerfall von
Korrelationsfunktionen eichinvarianterl) Operatoren bestimmt werden. Die so
gewonnenen Massen werden mit den Massen physikalischer Teilchen mit Hilfe
der Quantenzahlen von Gitteroperatoren identifiziert. Diese Quantenzahlen
erhélt man {ber das Transformationsverhalten der Gitteroperatoren unter
(diskreten) rdumlichen Drehungen und unter Paritéts—, Ladungskonjugations-
und Isospin- Transformationen. Die Gitterversionen dieser Transformationen
werden im folgenden kurz erliutert. Sie sind im Anhang im Detail behandelt.
Das Ergebnis dieser Rechnungen ist die Tabelle 4.1, die eine Liste wvon

Gitteroperatoren zu gegebenen Quantenzahlen enthélt.

1) Wegen der Eichinvarianz konnen auf diese Weise nur neutrale Teilchen
untersucht werden.
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Die Wirkungen der Paritatstransformation P und der Ladungskonjugation ¢
auf die Lagrangedichte und auf die Noetherstrome der untersuchten Modelle
werden im Anhang 2zunichst im Kontinuum formuliert. Sodann werden
geeignete Transformationen der Materie~ und Eichfelder angegeben, die zu
dem gewilinschien Verhalten von Lagrangedichte und Noetherstrbmen fiihren,
und auf die Gitterformulierung Ubertragen. Es 2zeigt sich 2z.B., dag
Ladungskonjugation einer komplexen Konjugation der Gittervariablen
entspricht. Die Isospin-Quantenzahl I bezieht sich einfach auf die globale

Symmetrie Gl.(2.45).

Die kontinuierliche Rotationssymmetrie des Kontinuums reduziert sich auf
dem Gitter zu einer diskreten kubischen Symmetrie unter der Oktaedergruppe
0O, welche 5 (bei Hinzunahme von Spiegelungen 10) irreduzible Darstellungen
R besgitzt. Zu diesen irreduziblen Darstellungen (ID) werden die Charaktere
der Elemente von O angegeben. Jede der 5 Gitter-ID trégt zu unendlich
vielen Spins im Kontinuum bei. Der genaue Spin-Inhalf einer Gitter-ID ist in
Tabelle A.3 im Anhang angegeben. Sie enthdlt die Multiplizititen der
verschiedenen Gitter-IDs in den (auf Gittertransformationen beschréankten)

Darstellungen der Kontinuums-Spins.

Bs sind dann alle nétigen Informationen gesammelt, um 2zu einem
gegebenen Gitteroperator ¥ mit (guten) Quantenzahlen P,C,I die irreduziblen
Anteile der Oktaedergruppe zu finden. Hierzu gebe ich im Anhang einen
Algorithmus an. Nach Projektion des Operators ¥ auf eine dieser IDs koénnen
aus Tabelle A.3 die erfafiten Spins abgelesen werden., Unter der
(experimentell begriindeten) Annahme, daB Teilchen h6heren Spins auch
groBere Masse Dbesitzen, kann dann aus den Korrelationsfunktionen des
konsiruierten Gitteroperators die (kleinste vorkommende) Masse eines
Teilchens mit dem niedrigstien erfaBten Spin extrahiert werden (Naheres dazu

weiter unten).

Ergebnis: Quantenzahlen und zugehérige Operatoren. Die Tabelle 4.1 fihrt zu

jedem (relevanten) Satz von Gitter-Quantenzahlen (I)RPC eine Reihe von
{(m6glichst lokalen) eichinvarianten Gitteroperatoren auf, die sich gemiB

dieser Gitterquantenzahlen transformieren.
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U(1) - Higgs

SU(2) - Higgs

(a)

(J)

RPC = At ==

JPC = ot g++ ., . T = 0

; 3 (n>0 beliebig)
Re (LX+L9+LZ)

Re Lg

Re (Pyy+Py,+P;y)

Re (P, +Py¢+P,¢)

RPC = E*t ==p

g s {n>0 beliebig)
tr (Ly,+Ly+L,)

tr Ly

tr (Pyy+Py,+P, )

tr (th+Pgt+PZt)

JPC = o+ g+ T = 0O

Re (ZLX~L9—LZ) oder Re (L,-

(und Permutationen von xyz)

Lg) tr (ZLX—LQ—LZ) oder tr (LX~LU)

(und Permutationen von xyz)

Re (2P,y-Py,-P;y) etc. tr (2P,y-Py,~P,x) ete.

Re (ZPXt~PQt_PZi) etc. tr (ZPXt“Pgt“PZt) etc.
RPC = AT ==> JPC = OF-,4t-,...

Im Ly tr (LyT) (I=11)

einfache Operatoren mit JPC = 0=t oder 0~ ex. nicht

Rpc = T‘l+“ =:> JPC = 1+-—’3+—’t.0 ]

Im Pyy » Im Py, , Im Py, (tr(PxQ?) ist nicht eichinv.)
RPC = Ty7" == JgPC = 1,3 ", ...

ImLy , Im L, , Im L, tr (L,T) etc. (I=11!)

Im Pyy » Im Pyy , Im Pyy (tr(P,47) etc.: nicht eichinv.)
RPC = Ty7F ==) gPC = 1-+,3-+,..,

enthalten in: Re [!9 0}

und in dazu analogen Plaketten
{nicht irreduz.), siehe [107].

Tabelle 4.1: Quantenzahlen und zugehorige Gitteroperatoren
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Dabei sind

LM %g ; (Q; Uﬁﬂ @?+ﬂ) [] (4.1)

1
Pyv : ﬁg ; (Up,uv) (4.2)

x
die r&umlich gemittelten Kanten- bzw. Plakettenoperatoren (flir U(1l) oder
SU(2); die Abhé&ngigkeit von der Zeitkoordinate ist unterdrickt). In L,
kénnen auch die radialen Anteile p von % weggelassen werden, ohne dag
dadurch Quantenzahlen geédndert werden. In Tabelle 4.1 ist die Zeitkoordinate
beliebig, aber fest; sie wird daher nicht notiert. Plakettenoperatoren zu
héheren Spins findet man in [107]. Ausdriicke der Form tr(Pﬂ,,:F) sind nicht

eichinvariant; deshalb gibt es zu JPC = 1%~ keine I = 1 Operatoren!

Die wichtigsten Operatoren in Tabelle 4.1 sind fir das Higgs-Teilchen die
Radialteile (a) und die Kantenoperatoren (b), fiir Vektorbosonen in der U(1)
bzw. W-Bosonen in der SU(2) die Kanten-Operatoren (k), und fir das Photon

der Plakettenoperator (j) (vgl. Kap. 4.2).

Die Ausdriicke in Tab. 4.1 haben die Form Y, ¢(§,t). Die Summation Uber
die r#dumlichen Koordinaten X ist noétig, um gute Paritdtsquantenzahlen zu
erhalten. Sie bewirkt auch, dafl alle angegebenen Operatoren auf Impuls Null
projiziert sind., H6here Impulse erh&lt man durch Fouriertransformation (in

x1~Richtung) :

it

v(k,t) = ¥ ¥(X,t) cos(luxa) , ki =p2n/Ng ,pelN (4.3)
* ky = ks =0 .

Wenn der Operator ¢(X,t) in x;-Richtung eine Ausdehnung besitzt, so ist
v(k,t) bei k > 0 keine Eigenfunktion des Paritdtsoperators P mehr. Dies sieht
man zum Beispiel fir den Plakettenoperator Im U(»,t),12 {Fintrag (j) in Tab.

4,1) aus :

OOS(k1X1)

it

P oRmmUc y,e c0stux) = 3 InU o0 oy,

X

(4.4)

= xImU cos( ki (x1+1) )

(R,t)12

Dies bedeutet, daB die Fouriertransformierten dieses Plakettenoperators
mit Impuls k > 0 auch Beitrdge von Teilchen mit JPC = 17~ erhalten, wie dem
Photon.
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Korrelationsfunktionen. Zu einem geeigneten Operator ¥(k,t), als Funktion

der euklidischen Zeit t, konnen seine Korrelationsfunktionen untersucht

werden

Y(k,0) y(k,t)> O1y(k,0) e Ht 4(k,0) etHbi0>

T <0ly(k,0)In> <nle~Ht y(k,0) etHt 0> (4.5)
n=0

(o]

T e Pt [<0iy(k,0)n>]? (Eq = 0) .
n=o

Hier wurde w(k,t}) als quantenmechanischer Operator aufgefaBt, seine
Zeitabhéngigkeit {ber den Hamiltonoperator (also {iber die Transfermatrix)
ausgedriickt und eine Summe Uber Energie-Eigenzustidnde In> eingeschoben.
Ein Beitrag stammt von einem {evtl. nichtverschwindenden)
Vakuumerwartungswert von v¥. Um diesen Beitrag abzuziehen, verwendet man

die subtrahierte Korrelationsfunktion :

Cylk,t) <Y(k,0) v(k,t)> - <Y(k,0)>-<y(k,t)>

i

o , ] (4.6)
= 3 e EnlB) 610 66,0) Ind |

Es tragen im Prinzip alle diejenigen Zustinde bei, die von v¥(k,0) aus dem
Vakuum erzeugt werden konnen, also die Zustdnde mit den gleichen
Quantenzahlen wie . Bei groBen euklidischen Abstinden t dominiert in der
Summe die Energie E; (k) des leichtesten Zustandes (Teilchens) mit den
gleichen Quantenzahlen wie v :

Cylk,t) » const. - e D1{H)°T (4.7a)

(falls bei festem t nicht das Matrixelement <0l¢(k,0)In> zu klein ist). Mit den
in dieser Arbeit benutzten periodischen Randbedingungen des Gitters wird

Gl.(4.7a)- modifiziert zu

Bkt SEq(k)(Ne-t) (4.7b)

Cv,(k,t) % const., * (
wobei Ni die Gitterausdehnung in "zeitlicher" Richtung ist. (Alle GroBen sind
hier als dimensionslose GittergréBen zu verstehen). Die Energie E;(k) kann
nun durch einen Fit an die numerischen Werte von C¢(k,t) bestimmt werden.

Aus Eq(k) erhalt man schlieBlich Uber die Gitterversion der
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Dispersionsrelation m? + k2 = E?2, namlich
3
m* + 2% (1 ~cos ky) = 2 (cosh E(k) ~ 1) , (4.8)
”,:1

die Masse m des zugehorigen Teilchens.

4.2 Massen im U(l)-Higgs-Modell

Das Spektrum in der Umgebung des Higgs-PUs ist im U(1l)-Higgs-Modell
besonders interessant, denn der Ubergang {rennt hier zwei verschiedene
Phasen, die Coulomb- und die Confinement-Higgs-Phase. Hieraus folgt, dagf die
Spektren nicht aufeinander abbildbar 2zu sein brauchen. In der
Coulomb-Phase erwartet man ein masseloses Photon. Diese Erwartung beruht
auf dem Verhalten der reinen U(l)-Eichtheorie bei k¥ = 0. Exakte Resultate
hierzu gibt es meines Wissens nicht. Die hier beschriebenen
MC-Untersuchungen stellen die erste Bestétigung dieser Vermutung filir das
U(l)-Higgs-Modell dar (flir andere Modelle s.a. [32,51]1). Am Higgs-PU sollte
der Higgs-Mechanismus wirken und das Photon massiv werden lassen. In
diesem Modell bietet sich daher die Chance, den Higgs~Mechanismus, aufgefaBit
als Vorgang der Erzeugung von Vektorboson-Massen, unmittelbar zu
beobachten. Die freien geladenen Teilchen in der Coulomb-Phase k&nnen
neutrale skalare Bindungszustéinde bilden. In Analogie zum Positronium in der
QED und zum Quarkonium in der QCD werden solche Zustinde im folgenden
als Bosonium bezeichnet. Auch im Higgs-Gebiet ist ein massives skalares
Boson, das Higgs-Boson, zu erwarten. Auflerdem kOnnen im Prinzip weitere,

rein nichtperturbativ verursachte Zustinde existieren.

Die Spektren [52] wurden mit Hilfe der gleichen MC-Simulationen
berechnet, die auch flir die Analyse der Zweipunktfunktionen Verwendung
fanden, d.h. bei festem B8 = 2.5, A = 3 wurde die Abhingigkeit der Massen
von k& in der Umgebung des Higgs-PUs untersucht. Neben diesen Rechnungen
auf 8316 wund 16%-Gittern wurden auch Rechnungen auf 12%-Gittern

durchgefiihrt, Der weite Bereich der verwendeten GittergréBen gestattet, den
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EinfluB der Endlichkeit der Gitter auf die Daten zu beurteilen. Zusétzlich zu
Punkten in der Umgebung des Higgs-PUs wurden bei x = 0 und ¢ = 0.1 zwei
Punkte tief in der Coulomb-Phase und bei ¥ = 0.3 und 0.64 zwei Punkte im
Higgs~Gebiet untersucht. Die beiden letztgenannten Punkte erlauben, das

Ansteigen der Photonmasse mit ¥ zu beobachten.

Operatoren und Messungen. Es wurden die Operatoren

(2 (.;yt) = Re Z Qi Ux,,u Sutp (4.9)
m
Y2(3,t) = Im ¥ 8% Uy &4p (4.10)
m
Ya(x,t) = Im > Up ’ (4.11)
By
x = (X,t) P = xpp pev = 1,2,3

verwendet und gemafB Gl.(4.3) zu den GréBen v¥;(p,t) fouriertransformiert, mit
"Impulsen” p = 0 und 1. Nach Tabelle 4.1 sind die Operatoren v;(p=0,t) mit
den Quantenzahlen JPC = 0¥*, 1=~ bzw., 1%~ agsoziiert. Bei p > 0 kommen auch
die umgekehrten Paritétsquantenzahlen hinzu (s, Kap. 4.1), so daB der
Operator v;(p=1,t) zur Untersuchung des Photons (mit JPC = 17~) geeignet

ist.

Technische Details: Mit diesen Operatoren wurden entsprechend Gl.(4.6)

Korrelationsfunktionen

Ci(k,At) = % <y (kyt) = <y (k,t)>) o (v; (k,t+At) - <y, (k,t+At)>) >
(4.12)
berechnet. Um die statistischen Fehler abzuschiétzen, wurden die
Korrelationen v, (k,t)y;(k,i+At) in Blocks 2zu je 1000-1500 MC-Iterationen
eingeteilt und in jedem Block getrennt gemittelt. Fir <v;(t)> wurden
Gesamt—~Mittelwerte benutzt. Mittelwerte und Streuungen der Block-Werte von
C;(k,At) ergaben den Wert und den statistischen Fehler von Cj(k,At). Durch
Fits gemdB Gl.(4.7b) wurden dann aus den Korrelationsfunktionen die
Energien E;(k) gewonnen und mit Hilfe der Dispersionsrelation Gl.(4.8) die
zugehdrigen Massen m;. (Wenn das aus Gl.(4.8) bestimmte m? negativ war, so
wurde —Im?211/2 benutzt.) Bei den Fits wurden zur Verringerung

systematischer Fehler die Daten bei At = 0 und 1 nicht verwendet.
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PHOTON CORRELATION FUNCTION

Abb. 4.1: Logarithmus der Korrelationsfunktion des Operators +¥,(p=1,t),
bei ¥ = 0.1757 auf einem 16%-Gitter. Die durchgezogene Linie
entspricht einer Photonmasse von Null (Gl.4.8).
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Ergebnisse der Fits. Als Beispiel zu den Korrelationsfunktionen zeigt Abb.

4.1 die Photon-Korrelationsfunktion (Operator ;) bei Impuls p = 1, fir
k = 0.1757 < kpy. Die durchgezogene Linie entspricht der Korrelationsfunktion
im Falle eines masselosen Photons. Der tatsfchliche Fit gemdfB Gl.(4.8) ist von
dieser Linie fast ununterscheidbar und der im Fit erhaltene Wert von m, ist
mit Null konsistent. Die Fits fiir die anderen Korrelationsfunktionen sind
ebenfalle von guter Qualitdt, solange die Energien nicht groBer als etwa 1
sind. Die aus den Fits gewonnenen Massen sind in den Abbildungen 4.2 und

4.3 wiedergegeben.

Abb. 4.2a zeigt die mit dem Operator ¥, bestimmte Masse mg des skalaren
Bosons in der N&he des Higgs-PUs, Abb. 4.2b die Vektorbosonmasse my
{Operator ¥,;) und Abb. 4.2c die aus den p = 1 - Korrelationen des Operators
¥s gewonnene Photonmasse my. Abb. 4.3 gibt my und my auf einer
kontinuierlichen x-Skala tiber den ganzen untersuchten Bereich wieder. Wie
im folgenden erliutert werden wird, ist die physikalische Interpretation von

mg und my in der Coulomb-Phase bzw. dem Higgs-Gebiet sehr unterschiedlich.

Fiir die Operatoren v; und ¢, sind die Ergebnisse fir die Massen bei
P = 0 und p = 1 konsistent. Die statistischen Fehler bei p = 1 sind aber viel
gréBer und in den Abbildungen werden deshalb nur wenige Punkte mit p = 1

wiedergegeben,

Einzelheiten zu sonstigen Fits. Zu allen Korrelationsfunktionen wurden auch

Fits mit 2 unabhangigen Massen durchgefiihrt. Die niedrigere Masse war
jeweils konsistent mit dem Resultat des l1-Massen-Fits, die hohere Masse hatte
aber stets groBe statistische Fehler und flihrte nicht 2zu brauchbaren
Ergebnissen. Hohere Beitrdge zu der Summe G1.(4.6) scheinen also sehr hohe
Massen (oder sehr kleinen Uberlapp mit den benutzten Operatoren) zu

besitzen.

Bei den MC-Rechnungen wurden zusatzlich zu v¥;, ¥, und ¥5; auch weitere
Operatoren untersucht, mit zugeordneten Quantenzahlen 2%+, 1+- (y, mit
p = 0) und 0*~., Die Korrelationsfunktionen aller dieser Operatoren fallen sehr
schnell mit At ab. Es konnte kein Signal fiir ein Teilchen in diesen Kanélen

gefunden werden.
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Abb. 4.2: Massen (in Gittereinheiten) filir drei verschiedene Gittergr6B8en und
fir Impulse p=0 und 1, aus den Korrelationsfunktionen der
Operatoren (a) y1 (skalares Boson, mg), (b) v, (Vektorboson, my),
und (c) v¥; (Photon, my). Die x~Achsen sind nicht kontinuierlich.
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Abb. 4.3: Représentative Werte von my, und my auf einer kontinuierlichen
k—-Skala, die den gesamten untersuchten x-Bereich umfaBt. In der
Coulomb-Phase ist das Photon masselos und my ist sehr grofi. Im
Higgs-Gebiet sind die aus beiden Korrelationsfunktionen erhaltenen
Massen ununterscheidbar. Die durchgezogene Linie entspricht dem
quasiklassischen Resultat G1.(2.49), wobei die gemessenen Werte von
<3*$> benutzt wurden.
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Der O**-Operator Y, %8, (entsprechend Eintrag (a) in Tab. 4.1) wurde
ebenfalls untersucht. Er verhéalt sich &hnlich wie +v;, hat aber ein
schlechteres Signal/Rausch-Verhéltnis. Die O0t+-PlakettenKorrelationsfunktionen
( (d) und (e) in Tab. 4.1) sind sehr klein und ergeben kein meBbares Signal.
Die Korrelationsfunktionen des 17~ Operators Im L; ergeben (aus bisher nicht
bekanntem Grund) keinerlei Signal. Ich moéchte auch erwihnen, daB die
Fluktuationen der Korrelationsfunktionen im Higgs—Gebiet generell niedriger
sind als in der Coulomb-Phase (im Unterschied zum Verhalten lokaler

Observabler),

Masgen in der Coulomb-Phage. In dieser Phase sind in den MC-~Ergebnissen

drei verschiedene Zustidnde sichtbar. Die Masse des leichtesten, des Photons,
ist in Abb. 4.2c mit Null vertraglich. In der Coulomb-Phase der reinen
kompakten U(l)-Gittereichtheorie ist die Existenz eines masselosen Zustandes
exakt bewiesen [108] und auch MC-Rechnungen zeigen direkt [109] und iber
die Coulomb-artige Form des Potentials [99] ein masseloses Photon. Innerhalb
der Coulomb-Phase des kompakten U(1l)-Higgs-Modells gibt es dagegen meines
Wissens keine exakten Ergebnisse zur Photonmasse (im Gegensatz zum
nichtkompakten Modell [341), aber es wird allgemein erwartet [12], daB das
Photon auch bei x > 0 masselos ist. Ein masseloses Photon innerhalb einer
Phase mit geladenen dynamischen Ladungen ist von Lee und Shigemitsu auch
in MC-~Simulationen des SU(2)-Higgs-Modells mit Materie-Tripletts gefunden
worden {51]. In der Coulomb-Phase des U(l)-Higgs-Modells mit zusétzlicher
globaler SU(2)-Symmetrie ist von den gleichen Autorinnen ebenfalls ein

masseloses Vektor-Teilchen gefunden worden [32].

Bei den hier beschriebenen Untersuchungen ist das Photon in den p = 1
Korrelationsfunktionen des Operators 5 sichtbar, die ein sehr klares Signal
liefern (s. Abb. 4.1). In den p = 0 Korrelationsfunktionen (mit der falschen
Paritdt P = +1, 8. Kap. 4.1) ist dagegen kein Signal sichtbar. Die Existenz
eines masselosen Photons in der Coulomb-Phase wird auch durch die im
vorigen Kapitel gezeigte Coulomb-artige Form des Potentials in dieser Phase
gestitzt. Die gleichzeitige Existenz eines masselosen Photons und freier
geladener Teilchen (Kap. 3) ist eine (numerische) Bestitigung dafiir, daf das
Theorem von Swieca [110,103] auch fir die U(l)-Higgs~Theorie auf

euklidischem Gitter gilt: freie abelsche FEich-Ladungen sind nur mit einer
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verschwindenden Masse des an die Ladungen koppelnden Vektorfeldes

vertraglich.

Bis auf die Photon-Korrelationsfunktion fallen tief in der Coulomb-Phase
alle Korrelationsfunktionen sehr schnell ab. Bis auf das Photon scheinen dort
also alle Zustinde sehr schwer zu sein, mit Massen oberhalb von zwei
inversen Gitterabstinden. In der Nihe des Higgs-PUs sind dagegen zwei
massive Zusténde zu erkennen. Einer dieser Zustidnde erscheint im 0*t-Kanal,
hat also die gleichen Quantenzahlen wie das Higgs-Boson. Der andere
sichtbare Zustand ist ein 17~ Vektorboson. (Es dominiert die Korrelations-
funktionen des Operators ¥, sowohl fir p = 0 als auch fir p = 1.) Bei
kleinen x ist kein Beitrag eines masselosen Zustandes in diesen Korrelations-
funktionen sichtbar. Nahe am PU ist die Masse des 1~ -Zustandes so klein,

dafl ein Beitrag des Photons nicht ausgeschlossen werden kann.

Ich mochte die beiden schweren Zustinde in der Coulomb-Phase als
skalares bzw. vektorielles Bosonium bezeichnen. Der Grund hierfiir ist die im
vorigen Kapitel gezeigte Existenz freier geladener Teilchen in der
Coulomb-Phase. Neutrale Paare solcher Teilchen wechselwirken sowohl durch
die Coulomb-Kraft als auch durch die ¢*-Kopplung. A priori ist nicht klar, ob
diese Teilchen gebundene Zustinde bilden; falls sie dies aber tun, so sollten
die gebundenen Zustdnde in Korrelationsfunktionen solcher Operatoren
gsichtbar sein, die die Felder 3* und @ enthalten, wie etwa ¥; und ¥,. In Kap.
3 ist die Masse m, des freien geladenen Teilchens n&herungsweise ermittelt
worden (unter GL.(3.38)). Die Massen sowohl des skalaren wie auch des
vektoriellen Bosoniums s8ind in den MC-Rechnungen, zumindest fir
0.175 < k¥ < kpy, kleiner als 2m_ (bei gleichem X und B8). Daher ist ihre
Interpretation als gebundene Zustidnde zweier bosonischer geladener Teilchen
plausibel. Aus der Interpretation als Bindungszustinde ist auch die Tatsache
verstédndlich, daB das Vektorbosonium (als P-Zustand) schwerer ist als das

skalare Bosonium.

Da die Wechselwirkung der geladenen Teilchen {iber die quartische
Selbstkopplung bei den hier benutzten Werten von A stark ist, gibt es keinen
einfachen Weg, die Bindungsenergie der Bosonium~Zusténde abgzuschétzen. Die
MC-Daten zeigen, dafl die Bosonium-Massen viel kleiner als 2m. sind, lassen

algso auf eine grofBe Bindungsenergie schlieflen.
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Massen im Higgs-Gebiet. Am Higgs-PU zeigt die Photon~-Magse in Abb. 4.2

{innerhalb der hier erreichten Auflésung) keine Diskontinuitdt. Auch kurz
oberhalb des PUs ist sie noch mit Null vertraglich. Dies korrespondiert damit,
daB auch das statische Potential am Ubergang keine merkliche Anderung

aufweist (s. Kap. 3).

Oberhalb des PUs ist das Spektrum von demjenigen in der Coulomb-Phase
recht verschieden. Die Korrelationsfunktionen der beiden Vektoroperatoren v,
und ¥5; zerfallen etwa gleich schnell. Sie sind daher entweder vom gleichen
Vektorzustand dominiert, oder von zwei verschiedenen Vektorzustinden mit
etwa gleicher Masse. Die perturbative Analyse des Spektrums im Higgs-Gebiet
in der unitdren Eichung (Kap. 2.1) legt nahe, daB nur ein einziges
Vektorboson vorliegt - das massive Photon. Wenn dies tatséichlich der Fall ist,
dann gibt es zu dem in der Coulomb-Phase gefundenen schweren vektoriellen
Bosonium kein Gegenstlick im Higgs-Gebiet. Mit wachsemdem x gehen dann das
massive vektorielle Bosonium und das masselose Photon am Higgs~PU in das
massive Photon des Higgs-Gebietes {iber. Diese Interpretation wird im Rest
dieses Kapitels verwendet. Die andere Moglichkeit sollte jedoch nicht véllig
auBBer Acht gelassen werden, da nichtperturbative Effekte ein komplizierteres

Spektrum verursachen kdnnien.

Die Photonmasse steigt oberhalb des PUs sehr langsam an (s. Abb. 4.3).
Die bei x = 0.3 wund 0.64 erreichten Werte sind mit den aus dem
Yukawa~Potential bestimmten Werten (Kap. 3.2) (in etwa) konsistent. In der
Higgs-Phase, bei & » xpy, wird das Photon also massiv, wie vom
Higgs-Mechanismus erwartet. In Abb. 4.3 ist auch der quasiklassische Wert
GL(2.49) der Photonmasse eingetragen, fiir dessen Berechnung hier die
gemessene GréBe von <8*3> benutzt wurde. Schon bald hinter dem Ubergang
stimmt er -iliberraschend genau- mit den MC-Resultaten {iberein. In der
Higgs-Phase verh&lt sich das Photon also auch in den nichtperturbativen

Rechnungen ganz 80, wie es guasiklassisch erwartet wurde.

Die Higgs-Boson-Masgse hat bei x = 0.178(2) ein Minimum. Oberhalb des

Ubergangs steigt die Higgsmasse viel schneller als die Photonmasse an und
bei £ = 0.3 ist sie schon unmef3bar grofl. Ihr Verhalten weicht stark von der
quasiklassischen Néherung Gl.(2.48) ab, die in dem untersuchten x-Interwvall

Werte zwischen etwa 5 und 8 ergeben wiirde. Die Position des Minimums der
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Higgsmasgse stimmt mit der Position des PUs liberein, die durch den Sprung
in der Abschirmenergie p in Xap. 3 bestimmt wurde. Die Higgs-
Korrelationsléinge wird am PU nahezu kritisch. (Dies stimmt mit dem Verhalten
der Korrelationslinge des Landau-Ginzburg-Modells iiberein, welche hier der
Higgs-Korrelationslinge entspricht.) Der Higgs-PU ist die Fortsetzung des
PUs der bei B = o liegenden ¢*-Theorie. Dort gibt es nur das skalare Boson,
kein Vektorboson. Das Kritisch-Werden (nur) der Higgs—Korrelationsldnge am
PU verdeutlicht, daB sich der PU auch bei endlichem B primdr im skalaren

Kanal abspielt.

Die Massen in Abb. 4.2 zeigen keine deutliche Abhéangigkeit von der
Gittergrofe. Im skalaren Kanal kann dies als Signal dafiir aufgefaBt werden,
dafl die Higgs-Korrelationslnge die Gitterausdehnung hier nicht erreicht, daf
sie also zwar grofB, aber endlich ist. Ebenso wie der in Kap. 3 beschriebene

Sprung in p am PU deutet dies auf einen PU erster Ordnung hin.

In den Abbildungen 4.2 und 4.3 sind dimensionslogse GittergrdBen am
dargestellt, die direkt von der Gitterkonstanten a abhéngen. Erst Quotienten
wie mg/my enthalten a nicht mehr unmittelbar. Sie eignen sich zur Definition
von Renormierungsgruppen-Linien (mehr dazu in Kap. 4.2). Abb., 4.4 zeigt das
Massenverhiltnis mg/my. Sein Verhalten &hnelt demjenigen des analogen

Verhéltnisses my/my, das in Kap. 4.2 beschrieben werden wird.

Zusammenfassung. Das Spektrum des U(l)-Higgs-Modells wurde in der Nihe
des Higgs-PUs bei starken Kopplungen numerisch untersucht. In diesem
Gebiet der Kopplungsparameter gibt es dazu keine zuverldssigen analytischen
Aussagen. In der Coulomb-Phase wurde das masselose Photon gefunden. Es
ist nur in den Korrelationsfunktionen des Operators Im Up bei von Null
verschiedenem Impuls sichtbar. Das Photon tragt nicht merklich zu den
Korrelationsfunktionen des Kantenoperators Im $¥U® mit Quantenzahlen 1~~
bei, welche die Anwesenheit eines massiven Vektorzustandes in der
Coulomb-Phase zeigen. Der Zustand, der die skalaren Korrelationsfunktionen
dominiert, ist ebenfalls massiv. Diese beiden schweren Zustdnde werden als
Bosonium-Zusténde interpretiert, d.h. gebundene Zustidnde der freien skalaren
Ladungen in der Coulomb-Phase. Ihre Massen wachsen mit abnehmendem «

schnell an, analog zur Masse des freien geladenen Teilchens (Kap. 3.5).
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Abb. 4.4: Verhéltnis mg¢/my der Massen des skalaren und

Vektor—-Bosons im U(l)-Higgs-Modell.

96

des



Oberhalb des Higgs-PUs, im Higgs-Gebiet der Confinement-Higgs-Phase,
gibt es das skalare Higgs-Boson, dessen Masse am PU klein ist und dann mit
¥ schnell anwéchst. Beide Vektor-Korrelationsfunktionen werden dort
entweder durch einen einzigen Vektorzustand, das massive Photon, dominiert,
oder durch ein Paar von Vektorzustinden mit nahezu gleicher Masse. Ihre
Masse ist kurz oberhalb des PUs noch mit Null vertridglich und wichst dann
mit x erheblich langsamer an alg die Higgs-Masse. Die Masse in den

Vektorkanilen ist dabei sehr gut mit dem quasiklassischen Wert vertrédglich.

Insgesamt zeigten die beschriebenen Untersuchungen im U(1)-Higgs-Modell
ein reiches Spektrum von Bindungszustidnden. Im Higgs~Gebiet ist die Masse
des Photons in erstaunlich guter Ubereinstimmung mit den perturbativen
Resultaten, in der Coulomb-Phase zeigt das Modell das aus der QED erwartete

Spektrum, insbesondere ist dort die Photon-Masse Null,

4,3 Massgen im SU(2)-Higgs—Modell

Der Higgs-PU trennt im SU(2)-Higgs-Modell zwei Gebiete der gleichen
Phase. Er entspricht hier in Bezug auf die Eichgruppe (im wesentlichen) dem
Ubergang im Standardmodell. Im Higgs-Gebiet ist daher ein (entartetes)
Triplett von "W"-Bosonen zu erwarten, sowie ein massives Higgs-Boson. Im
Confinement-Gebiet kann man einen wesentlichen Einflu8 nichtperturbativer

Effekte erwarten.

Die zentrale Frage der Gittereichtheorien ist die Anndherung an die
Kontinuumstheorie. Dieser Grenziibergang wmufl an einem kritischen Punkt
vorgenommen werden, wo Korrelationslangen in Einheiten der Gitterkonstanten
a divergieren. Um Anhaltspunkte 1iiber den Verlauf von Renormierungs-
gruppentrajektorien und den Kontinuumslimes der Theorie 2zu erhalten,
miissen daher Massen in der N&he des Higgs-PUs bestimmt wund ihre

Entwicklung entlang des PUs untersucht werden.,
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Daher wurden die Higgsmasse my und die W-Masse my mit MC-Rechnungen
auf 83:16- (und z.T. auch 16%-) Gittern in der Nahe von drei Punkten der
Phasenlibergangsfliche im SU(2)-Higgs-Modell bestimmt [53]. Es wurden die
drei Kombinationen (A,B8) = (0.5,2.25), (0.5,2.4) und (3,2.25) gewahlt, aus

folgenden Griinden:

(1) Rechnungen an diesen drei Punkten erlauben, die Abh#ngigkeit der

Massen sowohl von A als auch von 8 zu beurteilen.

(2) Der Higgs-PU ist bei kleinen A von 1. Ordnung und schwicht sich zu
groflen A hin ab. Bei A = 0.5 lagen zu Beginn der Rechnungen Anzeichen

fiur kritisches Verhalten vor (vgl. aber Kap. 2.6).

(3) Der Wert A = 3.0 ist ein KompromiB zwischen dem Bediirfnis, A gegeniiber
A = 0.5 deutlich zu erhéhen, und dem Wunsch, den radialen Teil des

skalaren Feldes aktiv zu halten (bei A = o gilt 11 = 1),

(4) Es wurde erwartet, dal die Gro6B8e des Schrittes in B von B = 2.25 nach
8 = 2.4 ausreichen wiirde, eine wesentliche Anderung des Gitterabstandes
zu bewirken. Der Grund flir diese Annahme war das Verhalten der reinen
SU(2)-Eichtheorie, in der zwischen diesen beiden B-Werten eine

Skalendnderung um den Faktor v2 auftritt.

Der grofite Teil der Rechnungen wurde auf einem 83:-16-Gitter
durchgefiihrt. Die verlingerte Ausdehnung in "zeitlicher" Richtung wurde
gewdhlt, um ein besseres Zerfallssignal filir die Korrelationsfunktionen zu
erhalten. Ich werde auch einige erste Ergebnisse zu Massen ansprechen, die
aus den in Kap. 2.6 beschriebenen Rechnungen auf 164-Gittern gewonnen
wurden. Pro Datenpunkt wurden zwischen 20000 und 100000 MC-Iterationen
ausgefithrt. (N&heres in [53].) Ahnliche Untersuchungen auf 8- und
124-Gittern sind von Montvay, Langguth und Weisz durchgefiihrt worden

[49], mit vergleichbaren Ergebnissen.

Operatoren und Messungen. Flir das Higgs-Teilchen wurde vor allem

3 .
va(Rit) = ¥ Re tr(® Uew ®ern) (4.13)
r=

als Operator verwendet, und fiir das Vektorboson

¥s(2,t) = Re trlof Uy open 7)) , 2= 1,2,3 . (4.14)
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In den hier beschriebenen Rechnungen wurden nur die auf Impuls Null
projizierten Operatoren untersucht. Gem&B Tabelle 4.1 entsprechen die
Operatoren v, und vs den Quantenzahlen (I)JPC = (0)0*+ bzw. (1)17~. Die
Korrelationsfunktionen wurde auf die gleiche Art bestimmt, wie in Kap. 4.2
beschrieben. (Die Korrelationen des Operators s wurden tber die
Raumrichtungen p = 1,2,3 gemittelt.) Die Messungen wurden zur Abschétzung
des statistischen Fehlers in Blocks zu je 1000 MC-Iterationen kombiniert. In
der Ndhe des Higgs-PlUs traten in den MC-Simulationen auf dem 82:16-Gitter
langlebige Fluktuationen mit einer L#nge bis zu 8000 MC-Iterationen auf. Die
angegebenen statistischen Fehler sind daher dort vermutlich unterschétzt.
Bei einem Ubergang 2. Ordnung wiren zur Berechnung zuverldssiger Werte
und statistischer Fehler wesentlich lingere MC-LAufe ndtig gewesen. Die auf
dem 16%-Gitter gewonnenen Ergebnisse legen aber (bei A = 0.5) einen
Ubergang 1. Ordnung nahe. Die beiden Phasen kénnen auf dem 83:16-Gitter
nicht klar genug voneinander getrennt werden, so dafl im Ubergangsgebiet
auf diesem Gitter vermutlich beide Phasen zu den MC-Resultaten beitragen.
Das Schwergewicht der Untersuchungen lag nicht darauf, an einzelnen
Punkten mdglichst geringe statistische Fehler zu erreichen, sondern es sollte
ein allgemeines Bild der Situation am Ubergang durch Untersuchung wvieler
k~Werte gewonnen werden. Zur Uberpriifung der Ergebnisse wurden an einer
Reihe von Punkten léngere MC-Ldufe mit 50000-100000 Iterationen
durchgefiihrt, die die Ubrigen Ergebnisse bestitigten. (Fiir weitere Details
siehe [53}].)

Technische Details zu den Fits. Im Higgs-Gebiet deutlich oberhalb von kpy

zeigen die Korrelationsfunktionen schon ab At = 1 asymptotisches Verhalten.
Oberhalb von xpy wurden die Fits dennoch immer erst ab At = 2 ausgefiihrt,

um systematische Fehler méglichst gering zu halten.

Im Confinement-Gebiet sind die Fluktuationen aller Korrelationsfunktionen
wesentlich grdoBer als im Higgs-Gebiet. Weit unterhalb von kpy; fallen die
Korrelationen sehr schnell mit At ab und stabile Fits waren nur moglich,
wenn Korrelationen bei At = 1 eingeschlossen wurden. Um einen stetigen
Ubergang zu den mit At = 2 startenden Fits zu ermdglichen, wurden
unterhalb von kpy die Massenwerte aus Fits mit At = 1 und At = 2 gemittelt.
Zu den statistischen Fehlern wurde der systematische Fehler (aus dem

Unterschied der Fit-Ergebnisse) addiert.
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Abb. 4.5: Aus den Korrelationsfunktionen ¥, und ¥s gewonnene Massen my

(Kreuze) und my (Kreise) in der Umgebung des Higgs-PUs fur
(a) » = 0.5, B = 2.25, (b) A = 0.5, B = 2.4 und (c) A = 3, B = 2.25.
In Bild (d) ist fiir die gleichen Kopplungen wie in (c) die W-Masse
auf einem groBlen x-Intervall aufgetragen. Die gestrichelten Linien
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stehen fir die quasiklassische Néherung Gl.(2.49) an m,, wobei die
gemessenen Werte von <$t$> benutzt wurden. Die {ibrigen Kurven
sollen lediglich zu einer besseren optischen Trennung von my und
my und zur Verdeutlichung der Daten beitragen.
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Der maximale in den Fits benutzte Wert fir At wurde durch die Forderung
bestimmt, daB die Korrelationsfunktionen dort wenigstens 1.5 Standard-
abweichungen iber Null liegen mufiten. Alle Fits wurden zumindest bis At = 4
durchgefithrt. In der Umgebung des PUs wund in einem Teil des
Higgs-Gebietes hatten die Korrelationsfunktionen bis hin zu At = 8 geringe

Fehler.

Higgs-Masse my. Die aus den Fits gewonnenen Massen my und my sind in
Abb. 4.5 wiedergegeben. Bei gleichem Abstand zum jeweiligen PU ist das
Verhalten in allen drei Fallen sehr &hnlich. Die Higgs~Masse zeigt am PU ein
sehr deutliches Minimum bis auf mindestens 0.3/a hinab, und sie steigt dann
im Higgs-Gebiet wieder schnell an. Die Position und Breite der Minima stimmt
mit denjenigen der sehr scharfen Maxima der spezifischen Wirme iiberein.
Auch im SU(2)-Higgs-Modell bestimmt also die Korrelationslinge im skalaren
Kanal den Higgs-PU. Bei (A\,8) = (0.5,2.25) erreicht die Higgs-Korrelationsldnge
in Abb. 4.5b sogar 5a und wird damit der GittergréBe vergleichbar.
Allerdings ist dieser auf dem 83:16-Gitter gewonnene Wert vermutlich von den
Spriingen zwischen den beiden Phasen-Gebieten beeinfluBlt : Durch solche
Spriinge weicht der mittlere Wert des Higgs-Operators <v,> von dem Wert
innerhalb jeder der beiden Phasen-Gebiete deutlich ab. Dies filihrt zu einem
zusétzlichen additiven Beitrag zu den subtrahierten Xorrelationsfunktionen
Cs(At) von v, (Gl.(4.6)), auch bei groBen At, und damit zu einer zu kleinen

Masse im Fit.

In allen Fallen unterscheidet gich die Higgsmasse auch im
SU(2)-Higgs-Modell erheblich von dem quasiklassischen Resultat GL.(2.49),
dessen Wert im gesamten untersuchten Bereich oberhalb von 4 liegt. Weit
oberhalb des Higgs-PUs ist die Higgsmasse zu grofB, um noch meB3bar zu sein.
Eine eventuelle Ann8herung an den quasiklassischen Wert kann deshalb nicht

Uberprift werden.

Vektorboson-Masse my. Die W-Masse ist im Confinement-Gebiet deutlich

groBer und im Higgs-Gebiet kleiner als my. Am PU fillt sie sehr steil ab. Sie
bleibt aber immer grdBer als etwa 0.5/a, Oberhalb des PUs steigt die W-Masse
gsehr langsam linear in & an. Sie ist dabei -Uberraschenderweise- schon

unmittelbar oberhalb des Ubergangs mit dem aus G1.(2.49) bestimmten
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quasiklassischen Resultat gut vertréglich (wobei in GlL.(2.49) der gemessene
Wert von <$*®> benutzt wurde). Die Ubereinstimmung mit dem quasiklassi-

schen Wert tritt hier anscheinend noch friher auf als im U(l)-Higgs~Modell,

Massen auf dem 16%-Gitter. Auch bei den in Kap. 2.6 beschriebenen

Rechnungen zur Ordnung des Higgs-PUs wurden Massen bestimmt. Unter
anderem wegen der dort (in der MC—Zeit) viel langsameren Entwicklung des
Systems kdnnen die Zustédnde am PU klarer getrennt werden als auf dem
83:16-Gitter (vgl. Abb. 2.2, 2.3). Andererseits sind aus dem gleichen Grund
auch sehr lange MC-LAufe ndtig, um Gleichgewichtsresultate zu erreichen. Die
{(hier nicht gezeigten) Resultate fir die Massen auf dem 16%-Gitter gleichen
denjenigen filir das 83'16-Gitter und sind mit diesen kompatibel. Insbesondere
tritt weiterhin ein Minimum in der Higgs-Masse auf und die Entwicklung von
my verlauft (analog zu dem Verhalten von <$tU$> auf den beiden Gittern)

noch steiler als auf dem 83:16~Gitter.

Weitere Operatoren. In den MC-Rechnungen wurden auch die Korrelationen

einer Reihe weiterer Operatoren untersucht. Die aus den O0*t-Operatoren
(a),(c),(d) oder (e) der Tabelle 4.1 bestimmten Massen sind mit der aus dem
Operator v, (b) gewonnenen Higgs-Masse kompatibel, besonders die
Plaketten-Operatoren weisen aber groflere statistische Fehler auf. Die
Korrelationsfunktionen des 2%*-Operators (f) in Tabelle 4.1 fallen sehr schnell
ab, hier ist kein Teilchen sichtbar. Dies unterstiitzt die in GL(4.7) implizite
Annahme, dafl Zustidnde mit hohem Spin, die im Prinzip zu jeder Korrelations-
funktion beitragen koénnen, sehr schwer sind., Die Korrelationen des
Kantenoperators in GL(4.15) wurden fir jede Richtung p = 1,2,3 einzeln
berechnet (statt fir die Summe). Dadurch hé8tte zusétzlich ein Beitrag eines
Teilchens mit JPC = 2%t auftreten kdnnen, der aber (wie auch in Ref.[49])
nicht beobachtet wurde. Die Korrelationen des (I)JPt = (1)0t~-Operators (i)
aus Tabelle 4.1 zeigten (aus bisher nicht verstandenen Griinden) bei
Abstidnden At > 0 keinerlei Signal. Es wurden auch Korrelationen zwischen
unterschiedlichen 0%Y*-Operatoren bestimmt. Die Resultate waren auch hier
wieder mit der angegebenen Higgs-Masse konsistent; bei etwas gréfleren

statistischen Fehlern.
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Schlufolgerungen.

(1) Die Massenkurven bei verschiedenen A sind miteinander in etwa kompati-
bel. Sie weichen allerdings in den PU-Gebieten beziiglich der Breite des
Minimumg ab, die zu grdBeren A hin anwichst. In der skalaren ¢*-Theorie
scheint A eine irrelevante GréBe zu sein. Dies koénnte fiir groBe A\ auch
im SU(2)-Higgs-Modell der Fall sein [49]. Dem steht allerdings entgegen,
daB die hier untersuchten PUe vermutlich von 1. Ordnung sind, die sich
mit steigendem A abschwicht. (Bei A = o werden PUe 2. Ordnung erwar-
tet.) Es wire im librigen bemerkenswert, wenn bei konstantem B lediglich
k¥ zu renormieren wére, um A-unabhiingige Resultate zu erhalten. Wenn
aber A tatsichlich eine irrelevante Gréfie sein sollte, so hitte die Theorie
im Kontinuumslimes (wenn sie dort nicht ganz trivial wird) einen relevan-
ten Parameter weniger als in der urspriinglichen Formulierung, und es

kénnte (z.B) die Higgs-Masse berechenbar sein.

(2) AuBerhalb der unmittelbaren PU-Regionen sind die Massenkurven auch bei
verschiedenen B miteinander kompatibel. (Dies k&nnte auch erkléaren,
warum die Kurven fir verschiedene A einander schon bei konstantem B
adhnlich sind.) Im Higgs-Gebiet scheinen die Werte von my bei B = 2.4
etwas tiefer als bei B8 = 2.25 zu liegen. Ein solches Absinken wird auch
durch die Vertréglichkeit der MC-Daten fir die W-Masse mit den quasi-
klassischen Werten, Gl.(2.49) nahegelegt. Letztere ergeben ein Abfallen
der W-Masse nur wie 1/vB. Dies weicht erheblich von dem exponentiellen
Skalenverhalten der reinen S8U(2)-Eichtheorie ab, welches zur Wahl des
B-Schrittes von 2.25 nach 2.4 Anlafl gegeben hatte. Ein denkbares
Szenario fiir das Verhalten von my bei groBen B wire ein langsames
Abfallen geméB Gl1.(2.49) bei groBem Abstand vom PU, aber schnelleres
exponentielles Abfallen im Higgs-Gebiet innerhalb des PU-Bereiches, der
in den MC-Resultaten mit wachsendem B an Breite zunimmtl), Wirklichen
AufschluB koénnen hier nur weitere nichtperturbative Rechnungen

bringen, bei gréfleren Werten von B und mit grdBeren Schrittweiten in 8.

(3) Am Higgs-PU zeigen Higgs-Masse und W-Masse qualitativ verschiedenes

1) pDies wére auch mit den in Kap. 2.1 vorgestellten perturbativen
1-Schleifen~Rechnungen bei kleinen g? (und allerdings sehr kleinen
A\) vereinbar, die gemiB Gl.(2.24) bei geringen Abstinden vom PU
einen exponentiell kleinen Wert von my vermuten lassen, w#dhrend bei
grofBen Absténden (-m? » 0) in Gl.(2.24) der quasiklassische Anteil
iiber die 1-Schleifen-Korrektur dominiert.
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Verhalten. Die Higgs-Masse hat ein deutliches Minimum, wéahrend die
W-Masse nicht unter 0.5/a féllt. Letzteres bedeutet, daB ein Kontinuums-
limes mit endlichem my im untersuchten Kopplungsparameter—-Bereich nicht
méglich wire. Vermutlich mufl man B erhdhen, um ein qualitativ anderes

Bild zu finden (s.0.).

(4) Im Verhéltnis a'my/a'my fallt die Gitterkonstante a heraus. Dieses
Verhéltnis kann daher im Prinzip mit dem Experiment verglichen werden.
Abb. 4.6 zeigt my/my bei (A\,B) = (0.5,2.4). Die entsprechenden Bilder bei
(0.5,2.25) und (3,2.25) sind mit Abb. 4.6 innerhalb der Fehlerbalken kom-
patibel. Interessanterweise hat auch my/my am PU ein Minimum. Im unter-
suchten k-Gebiet liegen seine Werte zwischen 0.2 und 2. (Aufgrund des
Verhaltens der Higgs-Masse ist auch my/m, stark von der quasiklassi-
schen Nadherung G1.(2.49) verschieden.) Flidchen mit konstantem Verh&ltnis
my/my im 3~dimensionalen Kopplungsparameter-Raum ergeben Informatio-
nen iber die "Kurven konstanter Physik", also die Renormierungsgrup-
pentrajektorien, im Raum aller Kopplungen. Diese Flachen k&nnen auch
verwendet werden, um Aussagen {(ber eine eventuell zu untersuchende
effektive Theorie mit endlichem Abschneideparameter zu erzielen, auch
wenn der PU bei groBem B weiterhin von (schwacher) 1. Ordnung sein
sollte. Aus der groBen Ahnlichkeit der my/my-Kurven an allen drei
(x\,B)-Punkten folgt, da im untersuchten Kopplungsparameter-Bereich die
"Kurven konstanter Physik" néherungsweise parallel zur Higgs-Uber-
gangsfliche im Raum der Kopplungen M,B8,& verlaufen, sowohl im
Confinement- als auch im Higgs-Gebiet. Das (vermutete) leichte Abfallen
von my mit B im Higgs-Gebiet wlirde bedeuten, daf§ diese Linien sich mit

wachsendem B langsam an die Higgs-Ubergangsfliche anndhern.

(5) Die Eigenschaften der Higgsmasse und der Vektorbosonmasse und auch
ihres Verhéltnisses im SU(2)-Higgs-Modell dhneln sehr den Eigenschaften
von mg und my bzw. mg/my im U(l)-Higgs-Modell, Abb. (4.2) und (4.3).
Solche Ahnlichkeiten legen nahe, daB man auch im SU(2)-Higgs-Fall
analog zum U(l)-Higgs-Modell das skalare und das vektorielle Boson
unterhalb des Higgs-PUUs physikalisch als gebundene Zustinde von
SU(2)~-Dubletts skalarer Konstituenten interpretieren kann. Diese
gebundenen Zustéinde sind dem Bosonium in der Coulomb-Phase des
U(1)-Higgs-Modells analog. Das skalare Dublett des SU(2)-Higgs-Modells
(fir das allerdings Confinement gilt) entspricht dann dem freien skalaren
Teilchen im U(1)-Higgs-Modell.
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Abb. 4.6: Verhéltnis my/my, der in Abb. 4.5b gezeigten Massen, im
SU(2)-Higgs-Modell bei A = 0.5, B8 = 2.4.
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Zum _ Kontinuumslimes. Uber einen  moglichen Kontinuumslimes des

SU{(2)~-Higgs-Modells ist bisher nur wenig bekannt. Die Higgs-Masse LkOnnte
man erst dann vorhersagen, wenn ein solcher Limes konstruiert wére und auf
eine wechselwirkende Theorie fiithren sollte, in der wvielleicht die moglichen
Werte von my eingeschrinkt wiren. Wegen der Endlichkeit der W-Masse und
ihrem (vermutlichen) Abfallen mit 8 scheint ein Kontinuumslimes nur bei sehr
groBen B mobglich zu sein. Dies wird auch dadurch nahegelegt, dal bei den
untersuchten B-Werten der Phaseniibergang von 1. Ordnung zu sein scheint
(s. Kap. 2.6), die sich aber mit wachsendem B abschwiacht. Der einzige bisher
bekannte Renormierungsgruppen-Fixpunkt des SU(2)-Higgs-Modells ist der
GauBsche Fixpunkt bei B = o, A =0, x = kpy. (Er entspricht formal dem
GauBschen Fixpunkt der Gitter-QCD.) Perturbative Rechnungen in der Nahe
dieses Fixpunktes deuten aber darauf hin, daB sich die Trivialitdt des
@*-Modells bei B = o auch auf das Eichfeld-Higgs-System ubertragt ! die
perturbativen Rechnungen fiihren auf eine Theorie freier massiver Bosonen
{59]. Dies schlie3t aber z.B. nicht aus, daB das Standardmodell eine effektive
Theorie wechselwirkender Teilchen mit endlichem Abschneideparameter sein
konnte. Die maximale GroBe des Abschneideparameters wére dann mit der
Higgsmasse verknipft [59]. (Dies wurde auch schon in Xap. 2.1 im
Zusammenhang mit der Trivialitdt der ¢*-Theorie diskutiert.) Auch kdnnen
solche Rechnungen, bei A « 1, nicht das (nichtperturbative) Verhalten des

Modells bei groBen A erschliefien.

Nichtperturbativ ist aber 1iber die Renormierungsgruppenstruktur des
SU(2)~Higgs~Modells noch sehr wenig bekannt. Flr die Existenz eines
weiteren Fixpunktes liegen zwar keine Indizien vor [64], sie ist aber nicht
ausgeschlossen. Notig sind daher vor allem Monte-Carlo~-Renormierungs-
gruppen- (MCRG-) Untersuchungen des SU(2)-Higgs-Modells und des vollen
SU(2)eU(1)~-Higgs-Modells, um lber Fixpunkte, mdgliche Kontinuumslimites und
deren Eigenschaften Néheres zu erfahren. Es miissen auch PUe 2. Ordnung
aufgefunden werden, und die Entwicklung der Massen mit den Kopplungs-
konstanten muBl weiter wuntersucht werden. Durch Linien konstanten
Massenverhéltnissses und, als weiterer physikalischer Groéfle, (z.B.) konstanter
effektiver FEichkopplung kénnen so auf eine unabhéngige Weise die

RG-Trajektorien bestimmi und mit den MCRG-Resultaten verglichen werden.
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Kapitel 5: Das SU(2)-Higgs-Modell bei endlicher Temperatur.

Nach einfiihrenden Erlauterungen definiere ich in Kap. 5.1 die Systeme
mit endlicher Temperatur (T > 0) und zugehOrige Observable und erliutere
den spiter verwendeten Begriff des "Crossovers". In Kap. 5.2 bespreche ich
Ergebnisse zum Higgs-Ubergang bei endlicher Temperatur [58]. Kap 5.3
enthélt SchluBfolgerungen.

5.1 Einleitung.

Zusétzlich zu den drei Kopplungen B, A und x héngen die Eigenschaften
der Higgs-Modelle noch von einem vierten Parameter entscheidend ab, ndmlich
der physikalischen Temperatur T. Alle bisher besprochenen Untersuchungen
fanden auf symmetrischen oder in Zeitrichtung verliangerten Gittern statt (mit
in Zeit- und Raum-~Richtungen gleichen Kopplungen); dies entspricht
(anndhernd) Temperatur Null., Wird das Gitter in Zeitrichtung verkleinert, so

steigt die physikalische Temperatur an (s.u.).

Die reine SU(2)-Eichtheorie durchlauft bei wachsender Temperatur einen
"Deconfinement'"-Phasenlibergang, der sehr intensiv untersucht worden ist
[111. Der Einflu dynamischer (skalarer oder fermionischer)
Materiefreiheitsgrade auf diesen Ubergang ist zwar noch nicht wvollstindig
geklart, aber doch in den wesentlichen Zigen schon verstanden [111]. Er ist
bei Untersuchungen auf dem Gitter wesentlich einfacher mit skalaren als mit
fermionischen Feldern analysierbar. Die deswegen mdbglichen statistisch
genaueren Ergebnisgse im Higgs-Modell helfen beim Verstidndnis des
Deconfinement-Ubergangs der QCD. In der hier vorgestellten
Monte-Carlo~-Untersuchung [568] zum  SU(2)-Higgs-Modell bei endlicher
Temperatur wurde unter anderem gezeigi, daB der Deconfinement-Ubergang
bei Ankopplung skalarer Materiefelder in ein "Crossover'" (s.u.) lbergeht. Auf
diesen Teil unserer Ergebnisse will ich jedoch im folgenden nicht weiter

eingehen.

Dagegen sind die Auswirkungen hoher Temperatur auf den

Higgs-Ubergang und im Higgs-Gebiet noch weitgehend unbekannt.
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Perturbative Rechnungen von Kirzhnits, Linde, Weinberg (KLW) und
anderen sagen voraus, daB bei genligend hoher Temperatur die
"Symmetriebrechung" des Higgs-Mechanismus aufgehoben wird [77-79]. Eine
nichtperturbative Uberprifung und genauere Untersuchung dieser Vorher-
sage ist wilinschenswert. Dies war Motivation fur eine Reihe von analytischen
[16,65] und numerischen [23,28,566-58] Arbeiten iiber Gitter-Higgs~Modelle bei
endlicher Temperatur. In Kapitel 5.2 beschreibe ich Monte~Carlo—~Ergebnisse
[58], die mit hoher Statistik auf Gittern der Gréflen 8°%:2, 1632 und 8¢

gewonnen wurden und mit dem KLW-Szenario in Einklang stehen.

Die beiden erwéhnten PUe sind sehr wichtig fiir Theorien der Geschichte
des frithen Universums., Das Einsetzen des Higgs-Mechanismus erst unterhalb
einer bestimmten Temperatur (sowie Details des perturbativ bestimmten
effektiven Potentials) sind Grundlage fir das sehr erfolgreiche Szenario des
inflationéren Universumsg {[81]. Bei sehr viel niedrigerer Temperatur ging
wahrend der Expansion des Universums das Quark-Gluon-Plasma (T > T.) der

QCD am Deconfinement-Ubergang in hadronische Materie (T < T,.) iuber.

Wie die MC-Ergebnisse zeigen werden, entwickelt sich aus dem Higgs-PU
bei hoher Temperatur ebenfalls ein Crossover. Unter dem Begriff des
Crosgovers soll hier eine plotzliche, aber stetige Anderung von Observablen

verstanden werden, bei der sich auf grofien Gittern keine Abhdngigkeit von

der GittergroBe zeigt. Um ein MaB fir die Gitterabhingigkeit des Verhaltens

von Observablen zu erhalten, wurden die bekannten Resultate iiber Effekte
endlicher  GittergréBe im SU(2)~Higgs-Modell bei  Temperatur T =20
herangezogen. Ein Crossover kann aber bei den numerischen Untersuchungen
nicht wirklich von einem sehr schwachen PU hoher Ordnung unterschieden
werden, der vielleicht in den untersuchten Observablen keine Effekte
endlicher GittergréBe zeigt. Der Begriff "Crossover" soll deshalb im folgenden

auch diese MoOglichkeit umfassen.

Wenn eine schnelle Anderung von Observablen von einem PU herriihrt, so
wird das Signal auf einem gréBeren Gitter klarer. Entsprechend folgt aus
einem glatten, von der Gittergréfle unabhéngigen Verhalten das Vorliegen
eines Crossovers. Die Umkehrung dieser Aussagen ist nicht immer richtig: Bei
einem Crossover sehr nahe zu einem PU zweiter Ordnung ist die Korrelations-
linge vergleichbar mit der GittergréBe, so dafl das Crossover wie ein PU

aussehen kann.
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Ich m6chte nun die Gittersysteme endlicher Temperatur vorstellen., Sie werden

auf einem isotropen N2:N,-Gitter mit Gitterabstand a durch die

Zustandssumme

2(1) = N(T) | U Dy e~S(T) (5.1)

beschrieben. Die Temperatur ist T = 1/(Npa). Durch Verkleinern des Gitters in
"zeitlicher" Richtung erreicht man also eine Erhdhung der Temperatur. Der
Faktor N(T), der die Grundzustandsenergie normiert, riithrt von der
Um-Schreibung der urspringlich Hamiltonischen Formulierung des Modells

endlicher Temperatur in den Lagrangeformalismus her [1121.

Die hier untersuchte thermodynamische Grdfle ist die Energiedichte

1 2
N3 3(1/T)

In Z(T) (5.2)

EG+6H!

wobei &g die Energiedichte fiir das reine Eichsystem ist und gy der

zugétzlich vom skalaren Feld verursachte Beitrag :

a* g = 3B (<Pg> - <Py>),

a* gy = 26 (<@TU®> - 3<eTU®> + 2¢otudy,) (5.3)

+ A (Kp%> = <p*o) + (1 = 2x = 4k)(<p?> - <p2>4).

Der Index s bzw. t steht fir die rdumliche bzw. zeitliche Richtung und

]

1 1
Part TN, p;s\t(l - 5 Re Tr Up),
(5.4)

1 1
NN g Px Px+p 5 Re Tr (o} Uy Oxcbp) s

m

1-
3TU,2

gind hier geeignet normiert worden. Der Ausdruck <...>, steht jetzt fir den
Erwartungswert bei T = 0, der die Grundzustandsenergie korrigiert und
durch den Erwartungswert auf einem symmetrischen N&-Gitter angenidhert

werden kann.
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Technische Bemerkungen. Die in diesem 5. Kapitel beschriebenen

Monte-Carlo-Rechnungen [58] wurden auf die gleiche Art durchgefihrt wie
die Rechnungen bei Temperatur Null. Auf einem 82:2-Gitter wurde jeder
Datenpunkt aus 4800-9600 Iterationen gewonnen, auf einem 163¢2-Gitter aus
6000 und auf einem 83:4-Gitter aus 10000-12000 Iterationen. Den Subtraktionen
in &y dienten jeweils 28000-60000 Iterationen auf einem 8*-Gitter. Die
Kopplungsparameter (8 bzw. x) wurden in der Art einer Hysterese
durchfahren, mit einer angemessenen Anzahl von Thermalisierungs-Iterationen
an jedem Punkt (abhéngig wvon der GittergréBe und vom Abstand zum
vorhergehenden Punkt). An mehreren Punkten wurden die Rechnungen mit
unterschiedlichen Start-Konfigurationen wiederholt, um die Stabilitdt der
Ergebnisse zu lberpriifen und eventuelle Hysterese-Effekte zu sehen. Es

wurden keine Hysteresen beobachtet.

5.2 Der Higgs-Phaseniibergang bei endlicher Temperatur.

Im Grenzfall B = © geht das SU(2)-Higgs-Modell in eine reine ¢*-Theorie
mit SO(4)-Symmetrie iliber. Bei endlichen Temperaturen ist dieses Modell noch
nicht in Monte-Carlo~-Rechnungen untersucht worden. Gem&B perturbativer
Analysen im Kontinuum besitzt es einen PU bei endlicher Temperatur, bei dem
die gebrochene globale Symmetrie mit steigender Temperatur wiederhergestellt
wird [77]. Die Wechselwirkungen mit Eichfeldern bewirken bei groflen 8
perturbativ nur geringfliigige Anderungen [78,79], Der typische fiihrende
Beitrag endlicher Temperatur zum effektiven Potential flir ¢ ist von der Form
(Cihy + c.82)T2%¢2%, (cq,c, > 0). Dieser Term fithrt zu dem die Symmetrie
wiederherstellenden Kirzhnits-Linde~-Weinberg (KLW) Phasenilibergang erster
oder zweiter Ordnung bei endlicher Temperatur. Auf einem solchen Ubergang

fuf3t das Szenario des inflationren Universums [81].

Es gibt keinen physikalischen Grund, die perturbativ bei hoher
Temperatur gefundene symmetrische Phase von dem Deconfinement-Gebiet des
Modells zu unterscheiden. Bei Erhohung der Temperatur kann das System
vom Higgs-Gebiet in das Deconfinement-Gebiet Ubergehen. (In [58] wird
gezeigt, daB auch Confinement- und Deconfinement-Gebiet nicht voneinander

getrennt sind.) Es ist deshalb zu erwarten, daB der KLW-Ubergang eine
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Fortsetzung des Higgs-Ubergangs von T = 0 in die T-Richtung ist, wobei sich

der Ubergang zu groBeren x-Werten hin verschiebt.

In den perturbativen Rechnungen ist es allerdings schwierig, Effekte
hoéherer Ordnung unter Kontrolle zu halten [113]. Probleme bei der
Benutzung des effektiven Potentials bei nicht sehr kleinen A wurden schon in
Kap. 2.1 im Zusammenhang mit dem Coleman-Weinberg-Mechanismus erwéahnt.
Die genaue Natur des KLW-Ubergangs, einschlieBlich der Moéglichkeit, daB er
zu einem Crossover wird, kann daher wvon nichtperturbativen Eigenschaften
des Modells abhingen. Ein Indiz fir diese Vermutung kommt von einer Studie
des U(l)~Higgs-Modells mit eingefrorenem radialem Mode und Villain-Wirkung
im Hamilton-Formalismus auf dem Gitter [16]. Flir mehrere Grenzfille der
Kopplungen wurde dort bei T = 0 kein PU gefunden. Ein mit wachsender
Temperatur schwécher werdender Higgs-PU zeigt sich auch in

Monte-Carlo~-Untersuchungen einiger anderer Higgs-Modelle {23,114].

Die fliir Effekte endlicher Temperatur wichtige Grofle ist das Verhélinis
T/Mphys = 1/(Ng*Mppysta), wobei My, die kleinste (fiir das untersuchte
physikalische System relevante) physikalische Masse bei T = 0 ist. Eine hohe
Temperatur in physikalischen Einheiten kann im Gebiet des Higgs-Ubergangs
deshalb nur bei groBen A (hier A = 0.5) und sehr nahe zum Ubergang
erreicht werden, denn nur dort ist die Higgs-Masse klein, wie das vorige
Kapitel gezeigt hat. Wenn Mphgs'a nicht klein genug ist (die Korrelationslidnge
also nicht groB genug), dann reicht auf isotropen Gittern selbst bei N, = 1
der Wert von T/My,,s nhicht aus, um beobachtbare Effekte endlicher
Temperatur zu erzeugen. Bei kleinem A ist der Higgs-PU von erster Ordnung;
groBe Korrelationslingen treten nicht auf. Dort sind deswegen auf isotropen
Gittern keine Effekte hoher Temperatur zu erwarten. Tatsfchlich wurde auch
bei kleinen A und B8 = 2 - 5 in Monte-Carlo-Untersuchungen keine Anderung

der Natur des Higgs-PUs bei kleinem N; beobachtet [56,57].

Vor der Erérterung der Monte-Carlo-Ergebnisse sei nun noch die

physikalische Bedeutung der Temperatur auf einem Gitter und von RG-Linien

bei endlicher Temperatur diskutiert [58]. Die RG-Linien im Raum der
Kopplungen sind urspriinglich in einem Gebiet mit Skalenverhalten bei T = 0
als Linien konstanter Physik (konstantes my/my etc.) definiert (s. Kap. 4.3).

Bei T = 0 beschreiben Punkte auf der gleichen RG-~Linie das gleiche
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physikalische System auf Gittern mit unterschiedlichem Gitterabstand a. Das
System kann an jedem solchen Punkt durch Verkleinerung von Ny aufgeheizt
werden, ohne die Kopplungsparameter oder den Gitterabstand a zu &ndern.
Jede RG-Linie bei T = 0 ist also Basis einer zweidimensionalen Fliche im Raum
der Kopplungsparameter und der Temperatur T. Punkte auf derselben Fliche
beschreiben dasselbe System bei wverschiedenen T und wverschiedenen a,
Linien konstanter Temperatur in dieser Fldche sind wieder RG-Linien, d.h.
Linien konstanter Physik, Die Koordinaten dieser RG-Linien endlicher
Temperatur im Unterraum der Kopplungen sind von der Temperatur
unabhéngig und fallen mit der Position der T = 0 RG-Linie zusammen. Die
Position von Linien konstanter Temperatur T = 1/(N,°a) in der Flache ist
durch die GréBe von a und N bestimmt. Die Abhéngigkeit des
Gitterabstandes a von den Kopplungsparametern kann durch die GrdBe einer
physikalischen Massenskala bei T = 0 bestimmt werden, z.B. durch die

Saitenspannung (¢ = 0) oder durch die Higgsmasse,

Waren die RG-Linien bei T =z 0 bekannt, so konnte bei endlichem und
festem N, der Wert der physikalischen Temperatur durch Abfahren dieser
Linien kontinuierlich wvariiert werden. Bei endlichem festem N, ist die
Temperatur nicht konstant., Diese Linien sind dann nicht mehr Linien
konstanter Physik. Sie koénnen Phaseniberginge kreuzen, und der Wert
anderer physikalischer GréBen, wie z.B. Massenverhéltnissen, kann sich
entlang dieser Linien #ndern. Uber die genaue Position der RG-Linien ist

aber leider zuwenig bekannt (vgl. Kap. 4.3).

Die Monte-Carlo—-Ergebnisgse bestétigen die oben beschriebenen Vermutungen

beziiglich der Entwicklung des Higgs-PUs. Abb, 5.1 zeigt die
Kantenobservablen <®+tU_ %>, <¢*tU,% und <¥tU®,, die zum Studium des
Higgs-Ubergangs am geeignetsten sind, bei A = 0.5 und B = 4.

Der T = 0 Higgs-PU bei x = 0.235 = 0,005 verursacht einen pldtzlichen
Knick in <%tU®>,. Dagegen zeigen <®tU 8 wund <3*tU, ¥ auf den
asymmetrischen Gittern eine viel sanftere Anderung. Die Daten auf 822 und
1632-Gittern sind miteinander kompatibel und anscheinend unabhéngig von
der GittergrdBe. Aufgrund der im vorigen Abschnitt dargesteliten

Uberlegungen folgt daraus, daB der Higgs-Ubergang bei N, = 2 zu einem

Crossover geworden ist.
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Abb. 5.1: Mittelwerte der Kantenvariablen <$*U_$> in r&umlicher und in

zeitlicher Richtung auf 8%:2-

Higgs-PU/Crossover, bei B = 4, X\ = 0.5.

und 163-2-Gittern,

nahe dem
Zum Vergleich sind

auch die T = 0 entsprechenden GréfSen <<I’+UP§’>0 auf einem

symmetrischen 84-Gitter wiedergegeben.

114



Bine andere wichtige Eigenschaft der Daten in Abb. 5.1 ist eine kleine

Verschiebung der Position des Crossovers zu einem um etwa 0.01 groBeren x

relativ zur Position des Ubergangs bei T = 0, im FEinklang mit den oben
beschriebenen perturbativen Erwartungen. Diese Verschiebung ist nur dank
der hier verfligbaren prézisen Daten sichtbar. Dies ist ein Grund dafiir,
warum sie, ebenso wie die Anderung des PUs in ein Crossover, in fritheren
Untersuchungen des Modells nicht beobachtet worden ist [28,56,571. Es kommt
hinzu, daB dort nur kleine Werte von A verwendet wurden., Die geringe Gréfle
der Verschiebung ist nicht verwunderlich, wenn man bedenkt, daB nur in
einem sehr kleinen Bereich um den Higgs-Ubergang herum die (Higgs-)
Korrelationsldnge grof3 ist und daher nur dort {iber groBes T/Mphys
Temperatureffekte bedeutsam sein kdnnen.

Die sehr kleine Verschiebung des Ubergangs kann von grofler
physikalischer Bedeutung sein: Die RG-Linien bei T = 0 schmiegen sich
wahrscheinlich an den T = 0 Higgs-Ubergang an. Auf einer solchen Linie
bewegt man sich bei Erhdhung der Temperatur durch Verringerung von a.
Dabei kann der gegeniiber T = 0 verschobene Ubergang bei einer endlichen

Temperatur gekreuzt werden. Dies entspricht dem KLW-Ubergang, der hier

aufgrund nichtperturbativer Effekte als Crossover auftritt. (Der
mathematische Unterschied zwischen einem wirklichen Phasgenlibergang und
einem Crossover konnte filir die praktischen Anwendungen unwichtig sein,

wenn das Crossover scharf genug wére.)

Bei B = 2.25 wurde eine gleichartige Analyse durchgefiihrt. Weitere
Rechnungen erfolgten bei 8 = 2 und B8 = 5 auf 8%2 und 8*-Gittern. Qualitativ
findet sich iberall die gleiche -nicht von der r&umlichen Gitterausdehnung
abhéngige- Anderung von <<I>+U,ﬂ> bei endlicher Temperatur. Flir N, = 2 und
X = 0.5 ist anscheinend die ganze Higgs-PU-Linie 2zu einem Crossgover
geworden. Die Position des Higgs—-Crossovers bei diesen B-Werten (sowie die
Position des Deconfinement Ubergang/Crossovers [58]) ist in Abb. 5.2

eingetragen.
Resultate fiir die Energiedichten &y und & sind in Ref. [58] enthalten.

Dort werden auch verschiedene mdégliche Schemata fiir die in Gl.(5.3) nétigen

Subtraktionen diskutiert.
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Phasendiagramm des SU{(2)-Higgs-Modells bei endlicher Tem-
peratur T > 0, fir X = 0.5 und Ny = 2. Die Symbole H, C und
D stehen fiir die Higgs—, Confinement- bzw. Deconfinement-
Gebiete. Die teilweise horizontale durchgezogene Linie ist der
Higgs-PU bei T = 0. Die oberhalb davon eingetragenen Daten-
punkte und die gestrichelte Linie zeigen (n#herungsweise) die
Position des Higgs-Crossovers bei Ny = 2.

(Die senkrechte gestrichelte Linie steht fiir das in Ref. [58]
behandelte Deconfinement-Crossover bei Ny = 2. Die durch-
gezogene senkrechte Linie ist der "Freezing"-Ubergang der

zur Approximation der SU(2) benutzten Ikosaeder-Gruppe, auf
einem 83'2—Gitter.)
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5.3 SchluBfolgerungen.

(1) Bei groBem )\ und hohen Temperaturen wird aus dem Higgs-PU ein
"Crossover'". Bei A = 0.5 und N, = 2 zeigen die Monte-Carlo-Rechnungen einen
gegeniber N = 8 geglitteten Ubergang. Weder bei B8 = 2.25 noch bei B8 = 4
treten Effekte endlicher Gittergrdfie auf.

(2) Daraus folgt, daB das System fiir positive 8 und XN im Raum der
Parameter B, und T nur eine einzige Phase hat. Obwohl nur Daten bei
A = 0.5 vorliegen, ist in Analogie mit dem Modell bei T = 0 zu erwarten, daB
die in der X = 0.5 ~ Hyperebene analytisch verbundenen Bereiche auch zu
anderen A-Werten hin analytisch verbunden sind. Ein schematisches

Phasendiagramm bei festem grofBen ) zeigt Abb. 5.3 [58].

Statt der physikalischen Temperatur T = 1/(Nia) (mit nicht gut bekanntem
Verhalten der Gitterkonstanten a) ist hier die fir Monte~-Carlo-
Untersuchungen geeignetere GréBe 1/N, aufgetragen. Die Form der beiden
Crossover- (oder PU-) Fliachen lehnt sich an Abb. 5.2 an. Die
1/Ny = 0 - Flache enthalt das T = 0 Phasendiagramm., Die Form des
Deconfinement-PUs in der k¥ = 0 Ebene fufBfit auf dem Skalenverhalten der
reinen Eichtheorie bei B > 2. Die gestrichelten Linien in Abb., 5.3 deuten
Gebiete an, in denen auf endlichem Gitter Crossover von wirklichen

Phasenlibergingen unterscheidbar sein koénnen.

(3) Das aus dem Higgs-PU hervorgegangene Crossover Ist gegeniiber dem
Ubergang bei T = 0 leicht zu gréBeren k¥ hin verschoben. Daher kénnen bei

groBen A RG-Linien im Higgs-Gebiet sehr nahe am T = 0 Higgs-PU das

Higgs-Crossover kreuzen. Dieses Crossover entspricht deshalb dem, durch

nicht-perturbative Effekte geglatteten, Kirzhnits-Linde-Weinberg

Phaseniibergang [77,78].
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Abb. 5.3: Schematisches Phasendiagramm des SU(2)-Higgs-Modells fir
variable Temperatur (in Gittereinheiten) bei festem grofien A,
Die dinnen durchgezogenen Linien représentieren entweder
abrupte Crossover oder Phasenilibergéinge. Die dicken durch-
gezogenen Linien sind Phasenilibergdnge in den Grenzféallen
des Modells.
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Die Untersuchungen zeigen auch einige generelle Schwierigkeiten fir das
Studium von Higgs-Modellen bei endlicher Temperatur: Wie in Kap. 4.3 gezeigt
wurde, steigen die Massen my und my oberhalb des Higgs-PUs an. In
Einheiten physikalischer Massen gemessen wird daher die Temperatur selbst
bei Ny = 1 schnell sehr klein. Auf isotropen Gittern ist im Higgs-Gebiet die
einzige Moglichkeit zum Erreichen hoher Temperaturen deshalb, nahe an den
Higge-PU heranzugehen, und zwar an solchen Stellen, wo der Ubergang bei
T = 0 Anzeichen fiir kritisches Verhalten zeigt. Man bendtigt hierzu grofies A
und eine Feinabstimmung von k. Weit oberhalb des Higgs-PUs kann eine hohe
physikalische Temperatur nur auf nichtisotropen Gittern erreicht werden, die
in der =zeitlichen Richtung eine kleinere Gitterkonstante besitzen. Auch hier
ist von Nachteil, wie schon flir Uberlegungen zum Kontinuumslimes des
T = 0 -~ Modells, daB iiber die RG-Linien und die Gebiete mit Skalenverhalten
im 3-dimensionalen Raum der Kopplungsparameter noch sehr wenig bekannt
ist. Die in diesem Kapitel dargestellien qualitativen Resultate hdngen nicht
vom Skalenverhalten des Modells ab. Um aber quantitative Resultate zur
Anwendung in der Theorie der elektroschwachen Wechselwirkung aus den
Gitteruntersuchungen bei endlicher Temperatur gewinnen zu kdnnen, ist ein
noch besseres Verstindnis des Gitter-Higgs-Modells bei Temperatur Null

vonndten.
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6. SchluBbemerkungen

Zum Schluf8 mochte ich kurz die wesentlichen Ergebnisse rekapitulieren.
Ausfiihrlichere Zusammenfassungen findet man in den Kapiteln 2.6, 3.7 und 5.3

gowie am Ende der Abschnitte 4.2 und 4.3.

Durch die in dieser Arbeit vorgestellten Rechnungen zum U(1l)-Higgs- und
zum SU(2)-Higgs-Modell gelang es vor allem, das Auftreten des Higgs-Mecha-
nismus (speziell im U(1)-Higgs-Modell) auch im nichtperturbativen Bereich zu
bestétigen und mit Hilfe der eichinvarianten Zweipunktfunktionen ein Bild
Uber seine Wirkungsweise zu entwerfen. Die Zweipunktfunktionen gestatteten
es, die auftretenden Phasen zu charakterisieren. Aus ihnen und den
Wegner-Wilson~Schleifen lassen  sich (nichtlokale) Confinement—-Kriterien
konstruieren, die auch im Falle der Anwesenheit dynamischer Ladungen
erfolgreich anwendbar sind. Sie ersetzen damit das auf reine Eichtheorien
beschrénkte Confinement-Kriterium der Wegner-Wilson-Schleifen, fiir die in
Kap., 3.3 bei Anwesenheit dynamischer Materiefelder Umfangsverhalten

bewiesen wurde.

Die Giiltigkeit der Confinement-Kriterien konnte, {iber analytisch Bekanntes
deutlich hinausgehend, auch in der Nihe des U(l)~Higgs-Phaseniibergangs
und im Higgs—-Gebiet des SU(2)-Higgs-Modells gezeigt werden. Heuristische
Interpretationen der Zweipunktfunktionen mittels dynamischer und #dufBerer
Ladungen erlauben anschauliche Bilder der Zustidnde in den Phasengebieten.
In der Coulomb-Phase des U(l)~-Higgs- Modells wurde mit Hilfe der
Confinement-Kriterien die Existenz freier Ladungen nachgewiesen. Die
Interpretation der Zweipunktfunktionen benutzt dort Wasserstoffatom-dhnliche
Zustéinde. In den Spektren erscheinen gebundene Bosonium-Zustinde. Im
Confinement-Gebiet des SU(2)-Higgs-Modells gibt es schwere dynamische
Ladungen, die zusammen mit AduBeren Quellen zu Meson-#hnlichen Zusténden
hadronisieren k&nnen. In den Higgs-Gebieten liegt ein Plasma-&hnliches

Kondensat dynamischer Ladungen vor.
Der Higgs—Mechanismus, als Vorgang der Erzeugung von (effektiven)

Vektorboson~-Massen, agiert i{iber Debye~Hlickel-Abschirmung in diesem

Kondensat. Im Higgs-Gebiet des U(1l)-Higgs-Modells steigt die Photonmasse
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-mit zunehmender Dichte des Kondensats— langsam wvon Null aus an. In der
Coulomb~Phase ist sie {iberall Null. Dort wurde auch ein zweiter massiver, aus
geladenen Teilchen gebildeter Vektorzustand beobachtet. Im Higgs-Gebiet war

kein zweiter Vektorzustand erkennbar.

Der Higgs-Phaseniibergang ist im U(l)-Higgs-Modell am klarsten in der
Abschirmenergie px 2zu sehen, die den Zerfall der Zweipunktfunktionen
bestimmt, und die am Ubergang einen deutlichen Sprung zeigt. Der
Phageniibergang ist in beiden untersuchten Modellen auch durch ein Minimum
der sehr klein werdenden Higgs-Masse und durch ein sehr schnelles Abfallen
(oder einen Sprung) der Vektorboson-Masse gekennzeichnet. Der Sprung in pu
im U(l)-Higgs-Modell und ein erst auf Gittern der GréBe 16* gichtbar
gewordener Sprung in <®tU®> im SU(2)-Higgs-Modell zeigen, daB der Higgs-
Phaseniibergang wahrscheinlich an allen untersuchten Stellen von 1. Ordnung

ist. An diesen Stellen scheint ein Kontinuumslimes nicht modglich zu sein.

Im SU(2)-Higgs-Modell existiert auch bei Beriicksichtigung endlicher
Temperaturen nur eine einzige Phase. Aus dem Higgs-Phaseniibergang wird
bei hoher Temperatur ein Crossover, das mit dem Kirzhnits-Linde-Weinberg-
Ubergang identifiziert werden konnte. Hohe physikalische Temperaturen
werden auf isotropen Gittern nur bei Vorliegen groBer Korrelationslangen

erreicht.

Uber die Analyse der Massen (in physikalisch nicht a priori festliegenden
Gittereinheiten) hinaus lieferten die Berechnungen im SU(2)-Higgs-Modell auch
Anhaltspunkte zur Renormierungsgruppenstruktur des Modells. Das nicht
unmittelbar von der Gitterkonstanten abhf#ingende Verhiltnis my/my hat am
Higgs-Phasenlibergang ein Minimum. Die Masse my fallt am Ubergang auf
einen endlichen Wert ab und steigt dann im Higgs-Gebiet sehr langsam mit «
an. Dort entspricht ihr Wert dem quasiklassischen Resultat. Der Wert von my
am Ubergang wird mit wachsendem B langsam kleiner. Auch die Endlichkeit
von my verbietet die Durchfilhrung eines Kontinuumslimes an den
untersuchten Stellen. Die "Skalen"-Entwicklung der Massen mit wachsendem 8
ist kaum sichtbar; sie ist wesentlich langsamer als in der reinen SU(2)-

Eichtheorie. Auch die Abhéngigkeit der Massen von A ist nur sehr schwach.
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Uber den KXontinuumslimes der Higgs-Modelle ist noch sehr wenig bekannt
(vgl. Kap. 4.3). Ein mogliches Szenario beinhaltet effektive Theorien, die von
dem dann endlich bleibenden Abschneideparameter abhéngen. Um aber
gegicherte Aussagen zum Kontinuumslimes und zu seiner moglichen Trivialitat
zu erhalten, und dementsprechend auch fir quantitative Angaben zum
Kontinuumswert der Higgs-Masse und zum Ubergang bei endlicher
Temperatur, werden in der Zukunft noch umfangreiche Rechnungen zur
Renormierungsgruppenstruktur der Higgs-Modelle durchzufiihren sein, auch
fiir das Modell mit der wvollen Eichgruppe SU(2)®U(1).
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Anhang . Quantenzahlen von Gitteroperatoren.

In diesem Anhang flihre ich die in Kapitel 4.1 kursorisch erlduterten
Schritte zur Bestimmung der Transformationseigenschaften von Gitter-
operatoren und zur Konstruktion von Gitteroperatoren mit festen Quanten-
zahlen (IRPC im Detail aus. Das Ergebnis der hier entwickelten Rechnungen
ist die Tabelle 4.1 in Kapitel 4.1. Zunichst behandele ich die Quantenzahlen P,

C und I, anschlieBend dann die Rotationsquantenzahlen.

Quantenzahlen P, C, I .

Die diskreten Transformationen Paritdt P und Ladungskonjugation €, sowie

der Isospin I kdénnen ohne Abstriche auf den Gitterformalismus iibertragen
werden, Zuerst bestimme ich im Kontinuum (mit Minkowski-Metrik (+---=))
diejenigen Transformationen der Feldvariablen, die P und C entsprechen,
tUbertrage sie dann auf die Gittervariablen und wende sie auf einige

Gitteroperatoren an.

Paritit P, Die Lagrangedichte eines gekoppelten Systems hat die Form
Lk = L b J.”_ A’e‘xter"(x,t) . (Aa].)
Unter Raumspiegelung transformiert sich das duBere Feld gemafl [115]

Alstern(®,t) T" An,extern('x’t) J (A.2)

(Mit dieser Schreibweise ist hier und im folgenden eine (aktive)
Transformation wie A#(x) —> A*’'(x") = A,(x") gemeint.) Um Invarianz von L,

zu erreichen, mufl man also fordern
L(,t) ~— L(-%,t) ’ ‘ju(xrt) —  JH(-2,t) ] (A.3)

(d.h. jo = +joy Jx = ~Jisy x=1,2,3; auch nach Wick-Rotation).

Aus dem U(1)-Teil der Lagrangedichte Lgicn + Lyiggs » GL(2.2),(2.4), folgt
fir das U(1)-Higgs-Modell der erhaltene Noether-Strom

g* = - 3% (D*®) + i(D*®)*® ., (A.4)

Der entsprechende Noether-Strom des SU(2)-Teils von Lgjcn + Lyjggs iSt

B = 19t 3P (D) - i (D)t SR e . (A.5)
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Die Invarianzforderung GL(A.3) wird nun in beiden Féllen durch

¢ (R,t) —0 @ (=®,t)
P Ap(R,t) —  Ag(-2,t) (A.8)
A(R,t) — -Ax(-2,t)

erfilllt. (Wegen 5o £(-2) = 5= £(2) geht D, in D iber; darsus folgt die
Iad

Invarianz von L, sowie j, — j¥#.)

Auf dem Gitter folgt hieraus wegen U,, = eig8a8AL(X) GL.(2.46) :

®2,t — ¢3¢
P IJ*,{._’O —3 U_,*’t,o (Au7)

U, e, = Ulyep, e,k .

Damit ist auch die Wirkung von P auf Gitteroperatoren klar. Die raumlich
gemittelten Kantenoperatoren L, und Plaquettenoperatoren P,, wurden in
Gl.(4.1,4.2) definiert., Wie man leicht sieht, werden L, (Kantenoperatoren in
rédumlicher Richtung) und P, {Raum~-Zeit-Plaquette) unter Paritdtstrans—
formationen hermitesch konjugiert, Py; (Raum-Raum-Plaquette, k,1 = 1,2,3)

dagegen ist invariant.

Die Operatoren Re tr L, Re tr Py, Re tr P,y und Im tr P,,, sowie Yg py
und }» p2 haben daher Paritdtsquantenzahl P = +1. Nur die Imaginirteile von
réumlichen Gréflen wie z.B. die (im SU(2)-Fall verschwindenden) Operatoren
Im L, und Im Py, haben P = -1.

Ladungskon jugation C. Im Falle von U(l)-Symmetrie muB8 bei Ladungs-

konjugation der Strom sein Vorzeichen dndern [115]:

C: Ju = = Jup Ay — - A, L— L . (A.8)
Dies kann erreicht werden durch Transformation der Felder gemifB

C: B(x) ~—> $¥(x) y o AR(x) = Au(x) . (A.9)
(Hier wurde eine freie Phase zu 1 gesetzt.) Auf dem Gitter folgt aus Gl.(A.9):

c:  &(x) — ¥¥(x) s Uy, — U¥, . (A.10)
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Fir das SU(2)-Higgs-Modell wurden schon in Tab. 2.1 (Kap. 2.2) die Felder
W*i® eingefithrt. Bei Ladungskonjugation mufl man (bis auf eine Phase)

fordern
c: W — W |, WO — W° , L — I, . (A.11)

Dies wird erreicht durch
C:  #(x) — ¥¥(x) v Ap(x) = TAL(x)T, = AR(x) (A.12)

denn damit geht in Tabelle 2.1 der Term T7;D4(x) in D,(x)T, Ulber und aus
T2D,72 = D}, folgt die Invarianz von W® und L. Die entsprechende Gitter-

transformation lautet

c: &, —> @ y  Uyp = Uty = U, . (A.13)

Ladungskonjugation entspricht also generell der komplexen Konjugation der

Felder auf dem Gitter.

Isospin L Der Isospin betrifft die globale Symmetrie der SU(2)-Higgs—
Lagrangedichte Gl.(2.40) unter der Transformation G1.(2.38,2.45) :

& — &V, Ugp — Uy V e SU(2) .
Die in der Wirkung vorkommenden Terme tr Up 5 tr %8, und tr(d}U, ., 8,+p)

gind hierunter natilirlich invariant. Wie ein Isovektor (I = 1) dagegen

transformieren sich W*»° aus Tabelle 2.1, wegen

I tr(¥U,uein T) = tr(diU, 8,4, VI, V) . (A.14)

Rotationsquantenzahlen.

Die kontinuierliche Rotationssymmetrie des Kontinuums reduziert sich auf dem

Gitter zu einer diskreten kubischen Symmetrie. Wiederherstellung der wvollen

Drehsymmetrie kann erst im Kontinuumslimes geschehen.

Im folgenden werden die zur Gitterdrehgruppe O gehérenden irreduziblen
Darstellungen (ID) vorgestellt. Den 5 IDs von O entsprechen unendlich viele
Spins J = 0,1,2,... im Kontinuum. Glicklicherweise trigt jede dieser IDs nur
zu (hochstens) einem der Spins 0, 1 oder 2 bei; dadurch kann eine praktisch
nutzbare Beziehung zwischen diesen niedrigen Spins und Gitteroperatoren in

fester ID aufgestellt werden. Nach Beschreibung dieser Beziehung behandele
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ich die Bestimmung der irreduziblen Anteile eines gegebenen Gitteroperators
und seine Projektion auf eine ID, und gebe einen Algorithmus daflir ndtiger
Schritte an. Ein Beispiel hierzu wird am Ende dieses Anhangs

durchgerechnet.

Fir die gruppentheoretische Behandlung habe ich in diesem Anhang die
Arbeiten [116] und [117] wverwendet; fir die Anwendung auf Gittereich-

theorien waren die Arbeiten [107,118,49] und vor allem [117] hilfreich.

Oktaeder-Gruppe O,. Die "Dreh"gruppe auf dem Gitter ist die Oktaeder-

Gruppe O mit 24 Elementen. Durch Hinzufligen von Spiegelungen erhiélt man
0, = Owe (I, -I} (A.15)

mit 48 Elementen. O ist isomorph zur Permutationsgruppe von 4 Objekten S,
(¢ Raumdiagonalen des Wiirfels) und zur vollen Tetraeder-Gruppe. "Punkt-
gruppen" wie O sind in der Kristallographie ausfiihrlich untersucht worden.
Die folgenden Rechnungen entsprechen denjenigen zur Multiplett-Aufspaltung
in Kristallen. O enthélt 5 Konjugationsklassen.

Def.: T,U € G heiBlen "konjugiert" :<=> es ex. einR ¢ G, (A.16)
so da3 RTR™! = U,

Die Konjugationsklassen C von O sind (Koordinatenmittelpunkt in Wiirfelmitte):

1I : Identitét

3C, ¢ Rotation um Koordinatenachsen, Winkel @ = 7 ’

8C, : Rotation um Raumdiagonalen, 0 = 2n/3 , (A.17)
6C, : Rotation um Koordinatenachsen, 8 =n/2 ,

6C; : Rotat. um Achsen parallel zu Flachendiag., 6 = n .

Notation: n.C, : n; Elemente g in C, mit g™ = 1 .,

Dabei ist n, die "Multiplizitat" von C. Die ilibrigen 24 Elemente von Oy
erhdlt man durch zusétzliche Spiegelung. (Anmerkung: Halbzahligen Spin
(Gruppe 20, siehe [118]) bekommt man durch Hinzufligen einer negativen
Identitdt J fiir Rotationen um #*2m. Es resultieren 3 neue Konjugationsklassen,

die Strahldarstelilungen filir halbzahligen Spin).
Flir die sp#tere Behandlung von Gitteroperatoren ist es nétig, die Wirkung

je eines Elementes der 5 Konjugationsklassen von O auf einen Vektor (xyz)

zu kennen. Diese Information ist in Tabelle A.1 enthalten.
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11 : X y = 6C, : x 2z -y
3Cz X -y -z X -z ¥y
-X ¥y -z -z ¥y X
-X -y z Zz y -X
8Ca y z X Yy X z
Z X Yy 3 -y X 2
-y -z X 6C, X zy
z ~¥ -y -X =z Yy
~-Z X -y Z -y X
y -2 ~X -7 -y =X
-z =X ¥y y X -%
-y 2z ~-X -y =X -2

Tabelle A.1: Wirkung der 24 Elemente von O auf einen Vektor (xy=z).

Konstruktion irreduzibler Darstellungen. Die Gruppe O, ist endlich. Daher

gibt es unitére Darstellungen und 0, ist vollreduzibel. Die Anzahl der
irreduzible Darstellungen (ID) ist gleich der Anzahl der Konjugationsklassen;

O hat also 5 und Op 10 IDs. Aus dem Satz von Burunside

Y (1ij)* = Anzahl der Gruppenelemente |, (A.18)

1D (1; = Dimension der ID i) '

folgt fir O : lj=1,1 ,2,3 ,3 .

Die entsprechenden IDs heifien : R = Ay , A, ,E, Ty, Tz . (A.19)

(A, ist die triviale Darstellung, T; die Vektordarstellung; s.u.). Die
vollstdndigen Quantenzahlen eines Gitteroperators sind also (I)RPC, analog zu

(I)JPC im Kontinuum,

n,C\R| A1 | Az] E| T | T2
11 |1 1| 2| 3 |3
3¢, [1 | 1] 2|-1 |1
8¢, |1 |1]-1] 0o |o
6C, |1 [-1] o] 1 |-
6c;, |1 |-1| o] -1 |1

Tabelle A.2a: Charaktere xR der Konjugations-
klasse C in der irreduz. Dst. R.

Eine Beziehung zwischen den Konjugationsklassen C und den IDs R wird
durch Tabelle A.2 hergestellt, welche die Charaktere xR(g) = tr DR(g) enthilt,
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wobei DR die Darstellungsmatrix von g in der ID R ist. (Diese Tabelle muB
recht miihsam {ber Orthogonalitidtsrelationen der Charaktere hergeleitet
werden [116].)

Mit Hilfe von GIL.(A.15) kann diese Tabelle auf die Gruppe O, erweitert
werden. Die Darstellungsmatrix DR* ist einfach das Produkt aus DR und der

Darstellung *I von P :

DR* (g ® -I) = = DR* (g ® I) . (A.20)

Die entsprechende Erweiterung von Tabelle A.2a ist daher:

P = +I P=-I
C =01 x& xR
C’ = Co-I xR xR

Tabelle A.2b: Charaktere xR° der Konjugations-
klassen C° von O, in der irreduz.
Darstellung RP.

Zusammenhang zwischen Spin und Gitter-ID. Den 5 IDs auf dem Gitter

entsprechen unendlich viele Spins J = 0,1,2,... im Kontinuum. Die Beziehung
kann daher nicht eindeutig sein; jede Gitter-ID trégt 2zu unendlich vielen
Spins im Kontinuum bei. Den Zusammenhang zwischen R und J gibt die

Muliplizitdt m§ der ID R in der Darstellung D$ zu Spin J:

1 , .
mf = 3 ngo?c xR xt y d =dim O, = 48 . (A.21)

Hier ist xI die Spur der "subduzierten Darstellung" D$ , die man durch
Einbetten von O, in SU(2) erhéalt (d.h. D$ enthdlt genau solche Drehungen,
die auch in O, enthalten sind). Daher kann man die (Kontinuums-)Relation

sin{J+1/2)6
- (A.22)

ipn &
sin o

verwenden., Der Drehwinkel 6 ist innerhalb jeder Klasse C konstant und ist in
Gl.(A.17) angegeben. Die Resultate fiir m} sind in Tab. A.3 aufgefiihrt [107]:
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r\|Oo|[1]2|38]a]s5]...
A [ 1fo]ojof1]o] ...
A, [ojolofj1]lofo]...
E [ofjo|t1]ol1]1]...
T, [o|1joflr)i]z2]...
T, [0]o]1|1}1]1]...

Tabelle A.3: Multiplizititen m; der irreduz. Gitter-
darstellung R in der subduzierten Dar-
stellung D$ zu Spin J, Gl.(A.21).

A, tragt also z.B. nach Spin 0 als néchstes zu Spin 4 bei, Ty nach Spin 1
als nichstes zu Spin 3. Deshalb gibt es in Korrelationsfunktionen von
Operatoren, die sich etwa nach A, transformieren, Beitrdge von (etwaigen)
Kontinuumsteilchen mit Spin 0, Spin 4, etc. Um also Teilchen niedrigen Spins
aus Korrelationsfunktionen extrahieren zu konnen, sollten solche héheren
Spins auch wesentlich hShere Massen besitzen, wie es auch der experimen-

tellen Erfahrung entspricht (Regge-Trajektorien).

Explizite Darstellung von O, auf dem Gitter. Gegeben sei ein Gitteroperator

¥, als Funktion der Gitterrichtungen p = 1,2,3. In Anlehnung an Tabelle A.l
schreibe ich diese Richtungen als (xyz). Die Darstellung M von O, wird nun

iiber die (passive) Transformation
M(g) v( (xyz) ) := ¥( g(xyz) ) , g€ O (A.23)

definiert, wobei g auf die Richtungen (xyz) geméf der in Tabelle A.l

angegebenen Vektordarstellung von O wirkt.

Zur Zerlegung nach ID von O, braucht M als Matrix nicht bekannt zu sein,
sondern nur die mit Hilfe von Tabelle A.1 bestimmte Spur x¥ je eines
Elementes der 10 Konjugationsklassen C° von O;. Die Multiplizitdt der ID RP

von Oy in M ist dann, analog zu Gl.{A.21), durch

mg® = 1 Tn, xB , d=dimO, = 48 . (A.24)
CcOh

gegeben und kann mit Hilfe von Tabelle A.2a und A.2b berechnet werden.
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Projektion auf eine ID. Ein Gitteroperator ¢ wird im allgemeinen Anteile

mehrerer IDs besitzen. Es muB also noch auf die einzelnen IDs projiziert
werden, durch Kombination von Operatoren ¥. Eine Moglichkeit hierzu ist die

Verwendung des Projektionsoperators

e’ . z xRPig) Mg) (A.25)
geL,

d.h. es sind alle Darstellungsmatrizen zu summieren. Basisvektoren zu RP sind

dann durch

$2%

nRP L{/ ] (v;: Operatoren v in allen méglichen Richtungen)
n

gegeben. (Ein Beispiel hierzu fihre ich am Ende dieses Anhangs aus.) Andere

Projektionsoperatoren findet man in {118]. Ein fiir komplizierte Operatoren ¢

glnstigeres Verfahren ist in [107] dargestellt.

Algorithmus., Zur Konstruktion eines Gitteroperators mit Quantenzahlen (IRPC
sind folgende Schritte notig:

L

Wahl eines QGitteroperators ¥ (mit guten CP-Quantenzahlen) gemiB
Gl.(A.7),(A.10),(A.13),

¢ Bestimmung der Charaktere x¥ fir die Anwendung von O, auf ¥, mittels
Gl.{(A.23) und Tabelle A.1,

¢ Bestimmung der irreduziblen Anteile in v, mittels GL.(A.24) und Tabelle
A.z’

¢ Projektion auf einen irreduziblen Anteil, wie im vorigen Abschnitt

beschrieben, und

« Ablesen der erfaBten Spins in Tabelle A.3.

Durch Ausfiihren dieses Algorithmus fiir alle auf (einzelnen) Gitterpunkten,

Kanten und Plaketten definierten Gitteroperatoren erhdlt man schlieBlich die

in Kap. 4.1 angegebene Tabelle 4.1 der Zuordnung von Quantenzahlen und

Gitteroperatoren.

Beispielrechnung. Den angegebenen Algorithmug fiihre ich nun am Beispiel

des Kantenoperators L, in r&dumlicher Richtung (Gl.(4.1)) aus. Wegen Gl.(4.7)
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und (4.12) hat Re L, die Quantenzahlen PC = ++ und Im L, hat PC = -,

Re L, : PC = ++ : Die Elemente von 0O, wirken auf den Operator v = Re L,

wie auf einen Vektor in k-Richtung, aber mit den Betrdgen der Matrix-
elemente, wegen Re L., = Re L. Die Charaktere x¥ kOnnen jetzt fiir jeweils
1 Element jeder Konjugationsklasse aus Tabelle A.1 {(nach Betragsbildung)
entnommen werden, z.B.

X b'e 1
2 C, +Z 2 1

Es ergibt sich
cl1ic ¢ ¢ C
x |33 0 1 1

(A.27)

Einsetzen in Gl.(A.24) ergibt dann unter Verwendung von Tabelle A.2 und n,
aus GL(A.17) die Multiplizitidten

R|A A, E T, T,
mgl1 0o 1 o o

PC = 4+ : . (A.28)

(Die gleiche Rechnung mit P = -1 in Tabelle A.2 hétte nur Nullen ergeben.)

Der Operator Re L, ist also nicht irreduzibel; er transformiert sich nach
einer Kombination der irreduz. Darstellungen "A;" (mit Spinbeitragen 0,4,...;
8. Tabelle A.3) und der Darstellung "E" (Spin-Beitrdge 2,4,...). Der im Spin
niedrigste Kontinuumszustand, zu dem Re L, beitrdgt, hat also die Quanten-
zahlen JPC = O+,

Vor der Projektion von Re L, auf die irreduziblen Darstellungen A; und E

gsei zunfdchst noch der PC = -- Operator ¥ = Im L, auf die gleiche Weise
untersucht:

Im L, : PC = ——: Im L, transformiert sich unter O, genau wie ein Vektor
in k-Richtung; wegen P = -1 inklusive Vorzeichenwechsel bei Spiegelungen.

Die Charaktere x4 erhélt man wieder aus Tabelle A.1, z.B.
¥ > H 1 29
[E——— —_ - -
[Z] C2 {—-Z} X, ’ (4.29)

Zu
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c|l1ic ¢ ¢ C (4.30)
| .

x4 |13 -1 0 1 -1

c

und wie oben bekommt man die Multiplizitdten

R|A A, E T, T
PC = —- : _’ 1.2 - . (A.31)
mgfo o 0o 1 o0

Im L, transformiert sich also irreduzibel nach der Darstellung T; (mit
Spinbeitriagen 1,3,4...). Der im Spin niedrigste Kontinuumszustand, zu dem
Im L, beitrdgt, hat deshalb die Quantenzahlen JPC = 1—.

Projektion auf die irreduziblen Anteile. Nun fehlt noch die Projektion von

Re Ly auf A; und E. Dazu werden die Projektionsoperatoren Gl.(A.25)
berechnet. Die dazu benétigte vollstdndige Darstellungsmatrix M bekommt man,

indem Tabelle A.1 in Matrixform geschrieben wird, z.B.
o1 o
M (Cs,1.Element) = o o0 1 . (A.32)
1 0 ¢

Unter Benutzung von Tabelle (A.2) ergibt GL(A.25) schlieBlich die

Projektionsoperatoren

+ 11 1 + 2 -1 -1
HA1 = 8 111 R HE = 4 -1 2 =1 . (A.33)
101 1 -1 -1 2

(Wegen Gl.(A.28) konnen nur diese beiden Projektionsoperatoren von Null

verschieden sein.)

Die gesuchten Basis-Operatoren zu den irreduziblen Darstellungen sind

also
ATt Re L, + Re Ly + Re L, (JPC = o+, 2+t ) (A.34)
EYY . 2Re L, - Re Ly - Re L, (JPC = 2%, g+, )

(A.35)
oder Permutationen und Linearkombinationen
wie z.B. Re L, - Re L .

womit die Eintrdge (b) und (f) in Tabelle 4.1 hergeleitet sind. Die {ibrigen

Eintrige wurden auf analoge Weise berechnet.
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