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Kapitel 1

Einf

�

uhrung

1.1 Einleitung

Die Entdeckung der Hochtemperatur-Supraleitung (HTSL) in keramischen Kup-

feroxid-Materialien durch J. G. Bednorz und K. A. M

�

uller [Bed86] vor

�

uber 10

Jahren l

�

oste in der theoretischen Festk

�

orperphysik eine immense Forschungsakti-

vit

�

at aus. Dennoch ist die Physik der Kuprate bis heute noch in mancher Hinsicht

unverstanden, da die Eigenschaften dieser Materialien teilweise stark von denen

herk

�

ommlicher Metalle und Halbleiter abweichen. Bisher konnte noch kein theo-

retisches Modell vorgelegt werden, das { im Einklang mit den experimentellen

Fakten { die Eigenschaften der Kuprate umfassend beschreibt. Dies bedeutet

insbesondere, da� noch kein mikroskopisches Bild f

�

ur die hohen Sprungtempera-

turen der Kuprate existiert.

Obwohl im Lauf der Zeit die verschiedensten Gattungen von Hochtemperatur-

Supraleitern mit sehr unterschiedlichen chemischen Eigenschaften hergestellt wur-

den, gibt es eine bedeutende

�

Ubereinstimmung: Allen Kuprat-Supraleitern ge-

mein ist eine ein- oder mehrschichtige Anordnung gegeneinander isolierter Kupfer-

oxid-Ebenen. Es wird vermutet, da� der Mechanismus der HTSL in diesen Ebe-

nen und den darin vorliegenden starken elektronischen Korrelationen zu suchen ist

[Bre95]. Geeignete Modelle, um die Physik der Kuprate { zumindest in Teilaspek-

ten { zu beschreiben, stellen das Ein- [Hub63] und Drei-Band-Hubbard-Modell

[Eme87] dar. Bis heute ist jedoch nicht schl

�

ussig gekl

�

art, ob eines dieser Model-

le eine supraleitende Phase aufweist und dar

�

uber hinaus noch eine quantitative

Erkl

�

arung f

�

ur die hohen Sprungtemperaturen geben kann.

Als realistischste Beschreibung der niederenergetischen Physik der Kuprate gilt

allgemein das Drei-Band-Hubbard-Modell[Dop90]. Dieses stellt aber aufgrund sei-

ner zahlreichen Freiheitsgrade einen schwierigen Ansatzpunkt dar. Es existieren

3
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jedoch

�

Uberlegungen, die eine Abbildung des komplizierten Drei-Band-Modells

auf das weitaus einfachere Ein-Band-Hubbard-Modell rechtfertigen [Zha88]. Das

Ein-Band-Hubbard-Modell gibt daher nur eine stark vereinfachte Beschreibung

der Kupferoxid-Ebenen der Kuprate, da sich die kinetische Energie auf Prozesse

zwischen benachbarten Pl

�

atzen beschr

�

ankt und sich die potentielle Energie auf

eine lokale Wechselwirkung reduziert.

Reale HTSL-Materialien weisen, neben einer komplizierteren Ebenenstruktur, je-

doch auch eine l

�

angerreichweitige Coulomb-Absto�ung auf. Diese d

�

urfte f

�

ur be-

nachbarte Pl

�

atze etwa in der Gr

�

o�enordnung der magnetischen Austauschwech-

selwirkung liegen und kann damit f

�

ur die niederenergetische Physik der Kuprate

wichtig werden [Ede96, Sch98]. Bisher sind jedoch keine systematischen Studien

der l

�

angerreichweitigen Coulomb-Absto�ung in Ebenen und gekoppelten Ebe-

nen mit dem in dieser Arbeit verwendeten Quanten-Monte-Carlo-Verfahren be-

kannt. Daher soll in dieser Diplomarbeit versucht werden, einen Einblick in den

Einu� der l

�

angerreichweitigen Coulomb-Wechselwirkung auf die Eigenschaften

des Ein-Band-Hubbard-Modells zu gewinnen. Dies soll im Rahmen eines Exten-

ded -Hubbard-Modells (EHM) geschehen, das gegen

�

uber dem Ein-Band-Hubbard-

Modell um einen l

�

angerreichweitigen Wechselwirkungsterm erweitert ist.

Im folgenden Abschnitt dieser Einf

�

uhrung soll zun

�

achst auf die Struktur und die

physikalischen Eigenschaften der HTSL-Materialien eingegangen werden. Eine

Beschreibung des verwendeten mikroskopischen Modells beschlie�t das Kapitel.

Die numerischen Methoden, mittels derer die in dieser Arbeit vorgestellten Ergeb-

nisse gewonnen wurden, sind in Kapitel 2 dargestellt. Das Kapitel unterteilt sich

in die Herleitung des gro�kanonischen Quanten-Monte-Carlo-Verfahrens (QMC-

Verfahren), wobei die Implementierung des Extended -Hubbard-Modells beson-

dere Ber

�

ucksichtigung �ndet, und die Gewinnung von dynamischen Daten auf

der reellen Frequenzachse mit der Maximum Entropy-Methode. Das gro�kanoni-

sche QMC-Verfahren erlaubt die Simulation stark korrelierter Systeme bei endli-

chen Temperaturen. Dabei ist die Zeitabh

�

angigkeit der gewonnen Gr

�

o�en auf die

imagin

�

are Achse beschr

�

ankt. Die analytische Fortsetzung dieser Daten

�

uber das

Spektraltheorem erfordert die Invertierung einer Laplace-Transformation. Dieses

mathematisch schlecht konditionierte Problem kann mit dem auf der Bayesschen

Logik basierenden Maximum-Entropy-Verfahren bew

�

altigt werden.

Diese numerischen Methoden sollen im folgenden zur Bestimmung der Eigen-

schaften des EHM f

�

ur unterschiedliche Paramters

�

atze eingesetzt werden. Ka-

pitel 3 behandelt das halbgef

�

ullte

1

Extended -Hubbard-Modell. Das halbgef

�

ullte

System entspricht den undotierten Prototypen der Hochtemperatur-Supraleiter.

Ein st

�

orungstheoretischer Ansatz soll zun

�

achst eine Absch

�

atzung der m

�

oglichen

1

\Halbf

�

ullung" beschreibt die Tatsache, da� ein System im Mittel genau so viele Ladungs-

tr

�

ager enth

�

alt wie Gitterpl

�

atze vorhanden sind.
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Grundzust

�

ande des Systems geben. Dabei wird in Abh

�

angigkeit von der St

�

arke

der Coulombwechselwirkung zwischen direkten Nachbarn ein

�

Ubergang von ei-

ner antiferromagnetisch geordneten (\SDW") in eine ladungsgeordnete (\CDW")

Phase gefunden. Auf dieser Basis kann im Anschlu� der Hamilton-Operator im

Rahmen einer Molekularfeld-N

�

aherung diagonalisiert werden. Anhand dieser Re-

sultate werden die Ergebnisse der Quanten-Monte-Carlo-Simulationen des halb-

gef

�

ullten EHM diskutiert. Dabei werden Ein- und Zweiteilchenanregungen f

�

ur

beide Phasen eingehend auf Auswirkungen der l

�

angerreichweitigen Wechselwir-

kung untersucht und mit experimentellen Daten aus der winkelaufgel

�

osten Photo-

emissions-Spektroskopie verglichen.

Kapitel 4 besch

�

aftigt sich mit dem dotierten Extended -Hubbard-Modell. Dotierte

Systeme sind f

�

ur die die Erforschung der HTSL von besonderem Interesse, da bei

den dotierten Kupraten f

�

ur ausreichend tiefe Temperaturen der

�

Ubergang in die

supraleitende Phase beobachtet werden kann. Oberhalb der Sprungtemperatur

entwickeln sich die HTSL-Materialien mit der F

�

ullung von einem Isolator zu

einem Metall. In der vorliegenden Arbeit wurden Dotierungen von ca. 9% f

�

ur

verschiedene Parameters

�

atze mit dem QMC-Verfahren simuliert.

Gekoppelte Ebenen, und damit der

�

Ubergang zu einer dritten Dimension, wer-

den in Kapitel 5 behandelt. F

�

ur die eigentliche Supraleitung der Kuprate ist die

Kopplung der Kupferoxidebenen essentiell, da eine langreichweitige supraleiten-

de Ordnung in einem rein zweidimensionalen System nicht auftreten kann [Su98].

Die Eigenschaften des Extended -Hubbard-Modells werden sowohl f

�

ur Halbf

�

ullung

als auch f

�

ur Dotierung untersucht. Besonderes Augenmerk gilt der Aufspaltung

der spektralen Dichte in ein bindendes und ein antibindendes Band. Die Beob-

achtung dieser Aufspaltung ist experimentell umstritten und entscheidend f

�

ur

die Bewertung der sogenannte Theorie des Zwischenebenentunnelns (Inter layer

tunneling, ILT), die ein m

�

ogliches Szenario f

�

ur die Hochtemperatur-Supraleitung

darstellt [And97].

Die Zusammenfassung der Ergebnisse in Kapitel 6 beschlie�t die Arbeit.

1.2 Eigenschaften der Hochtemperatur-Supra-

leiter

Das bedeutendste strukturelle Element der Kuprate sind die Kupferoxidebenen

mit der Einheitszelle CuO

2

. Diese Ebenen werden durch Oktaeder, Pyramiden

und Quadrate geformt, in deren Mittelpunkt jeweils ein von Sauersto�atomen

umgebenes Kupferatom sitzt (Abbildung 1.1). Abbildung 1.2 zeigt die Gitter-

struktur zweier Repr

�

asentanten der Kuprate mit den aus den genannten Struktu-

relementen gebildeten CuO

2

-Ebenen. Diese Ebenen bilden eine Schichtstruktur
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Abbildung 1.1: Strukturelemente, die die Kupferoxid-Ebenen der

Hochtemperatur-Supraleiter formen. Das gemeinsame Eigenschaft ist das

von Sauersto� (O) umgebene Kupferatom (Cu) [Ful95].
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2x -y d

3z-r2 2d

dxy dxz dyz

εp

εd

2
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(6)

(2)

(2)

(1)

(2)

CuO

3d

Abbildung 1.3: Bindung eines Cu

2+

und zweier O

2�

Ionen. Das h

�

ochste antibin-

dende Orbital hat d

x

2

�y

2

-Charakter und enth

�

alt ein Loch pro Einheitszelle. Die

Werte in Klammern beziehen sich auf die Besetzungen der einzelnen Zust

�

ande

[Ful95].

mit Atomlagen, die meist aus Alkalimetallen, seltenen Erden und Halogeniden

zusammengesetzt sind. Abh

�

angig von der Anzahl der CuO

2

-Schichten pro Ein-

heitszelle gibt es Ein- , Zwei- oder Drei-Ebenen-Strukturen, wie z.B. in La

2

CuO

4

,

YBa

2

Cu

3

O

6

und Bi

2

Sr

2

YCu

3

O

8

in dieser Reihenfolge. Es ist auch gelungen, Ku-

prate mit einer h

�

oheren Anzahl an CuO

2

-Ebenen pro Einheitszelle herzustellen

[Dag94]. Aufgrund der stark anisotropen Eigenschaften der Kuprate wird weit-

gehend angenommen, da� die f

�

ur die Supraleitung entscheidenden elektronischen

Prozesse in den CuO

2

-Ebenen statt�nden. Dabei werden die Zwischenschichten

als inertes Ladungsreservoir angesehen. Im Rahmen dieser Diplomarbeit soll an-

genommen werden, da� in den Kupraten eine tetragonal ebene Kristallstruktur

vorliegt, obwohl in auch orthorombische Strukturen vorkommen.

Neben der Temperatur ist die Dotierung der essentielle Parameter zur Kon-

trolle der verschiedenen Phasen der HTSL-Materialien. Es ist experimentell gut

best

�

atigt, da� die undotierten Verbindungen wie La

2

CuO

4

und YBa

2

Cu

3

O

6

unter-

halb einer Temperatur T

N

antiferromagnetisch geordnete Isolatoren sind [Bre95].

Diese Eigenschaft wird auf starke Elektronenkorrelationen in diesen Materialien

zur

�

uckgef

�

uhrt, widerspricht sie doch einfachen

�

Uberlegungen zur Bandstruktur:

Abbildung 1.3 zeigt die Energieniveaus und Besetzungszahlen einer CuO

2

-Bin-

dung. Die formalenWertigkeiten von Lanthan, Sauersto� und Kupfer in La

2

CuO

4

sind La

3+

, O

2�

und Cu

2+

. Daher wird die einzige nicht abgeschlossene Scha-

le von der [Ar]3d

9

-Kon�guration des Kupfers gestellt, welche ein einzelnes d-

Loch enth

�

alt [Ful95]. W

�

are ein Modell unabh

�

angiger oder unkorrelierter Elektro-

nen g

�

ultig, so w

�

urde man bei einem Loch pro Einheitszelle einen metallischen

Zustand mit halbgef

�

ulltem Leitungsband erwarten. Die experimentell vorgefun-

denen Isolatoreigenschaften werden daher mit stark korrelierten Elektronen be-
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Abbildung 1.4: Phasendiagramm von (a) La

2�x

Sr

x

CuO

4

und (b) YBa

2

Cu

3

O

6+x

nach [Bre95]. Erl

�

auterung der Abk

�

urzungen: AF=antiferromagnetische Pha-

se, SL=supraleitende Phase, SG=Spinglas-Phase, T

N

=N�eel-Temperatur,

T

c

=Kritische Temperatur.

gr

�

undet[Ful95].

Durch Dotierung der urspr

�

unglichen Kuprat-Verbindungen kann metallisches oder

supraleitendes Verhalten erreicht werden. Dies wird durch heterovalentes Substi-

tuieren erzielt, z.B. mit Strontium in La

2�x

Sr

x

CuO

4

, oder durch Variation des

Gesamt-Sauersto�gehaltes, wie in YBa

2

Cu

3

O

6+x

[Bre95]. Die Dotierung f

�

uhrt

dabei den CuO

2

-Ebenen zus

�

atzliche Ladungstr

�

ager zu. Abbildung 1.4 zeigt die

Phasendiagramme von La

2�x

Sr

x

CuO

4

und YBa

2

Cu

3

O

6+x

�

uber Temperatur und

Dotierung. O�ensichtlich k

�

onnen die Kuprat-HTSL, abh

�

angig von T und x, kon-

tinuierlich auf die m

�

oglichen Phasen eingestellt werden. Da die Dotierung keine

gro�en strukturellen Ver

�

anderungen der Materialien bewirkt, ist es naheliegend,

den elektronischen Korrelationen eine bedeutende Rolle in diesen Systemen zu-

zusprechen [And97].

1.3 Das Hubbard- und Extended-Hubbard-Modell

Die strukturelle Komplexit

�

at der HTSL-Materialien macht bei der Wahl einer

mikroskopischen Beschreibung vereinfachende Annahmen unumg

�

anglich. Wie im

vorhergehenden Abschnitt angesprochen, wird es als vern

�

unftig angesehen, da�

die starken Kupferoxid-Bindungen und die geringe Kopplung der Kupferoxidebe-

nen untereinander eine Beschr

�

ankung des Hamilton-Operators auf Ebenen und



1.3. DAS HUBBARD- UND EXTENDED-HUBBARD-MODELL 9

gekoppelte Ebenen rechtfertigen [Dag94]. Der Hamilton-Operator eines Systems

von wechselwirkenden Elektronen lautet [Elk79]:

H =

X

�

Z

dr  

y

�

(r)h(r) 

�

(r)

+

1

2

X

��

0

Z

drdr

0

 

y

�

(r) 

y

�

0

(r

0

)v(r; r

0

) 

�

0

(r

0

) 

�

(r): (1.1)

 

y

erzeugt ein Elektron am Ort r mit Spin � und  vernichtet es entsprechend.

Der Einteilchen-Hamiltonoperator in Ortsdarstellung wird von h(r) repr

�

asentiert:

h(r) =

�h

2

2m

�+ u(r) (1.2)

mit dem Laplace-Operator � und dem periodischen Gitterpotential u(r). Es wird

angenommen, da� zwischen den Elektronen nur eine reine Coulomb-Absto�ung

v(r; r

0

) =

e

2

4��

0

j r� r

0

j

(1.3)

auftritt. Durch Entwicklung nach Wannier- bzw. Bloch-Zust

�

anden ergibt sich

[Elk79, Fet71]:

H =

X

ij�

t

ij

c

y

i�

c

j�

+

1

2

X

ijlm

X

��

0

v

ijlm

c

y

i�

c

y

j�

0

c

l�

0

c

m�

(1.4)

H =

X

k�

�(k)c

y

k�

c

k�

+

1

2

X

kk

0

q

X

��

0

v

kk

0

(q)c

y

k�

c

y

k

0

�

0

c

k+q�

0

c

k�q�

: (1.5)

Analog zu (1.1) sind hierbei c

y

i�

und c

i�

die Erzeugungs- und Vernichtungsope-

ratoren von Wannier-Zust

�

anden, bzw. c

y

k�

und c

k�

von Bloch-Zust

�

anden. Das

Matrixelement v

ijlm

ist dabei

v

ijlm

=

Z

drdr

0

�

�

i

(r)�

�

j

(r

0

)v(r; r

0

)�

l

(r

0

)�

m

(r): (1.6)

Die um verschiedene Pl

�

atze zentrierten atomaren Wellenfunktionen � zeigen un-

tereinander einen geringen

�

Uberlapp, weshalb das intraatomare Matrixelement

v

iiii

stark dominiert. Die entscheidende Vereinfachung des Hubbard-Modells ist

es nun, die Elektron-Elektron-Wechselwirkung auf diesen Anteil zu beschr

�

anken

und die Elektronenbewegung auf ein H

�

upfen zwischen direkten Nachbarn zu re-

duzieren:

v

ijlm

= U�

ij

�

il

�

im

t

ij

=

�

�t; wenn i und j direkte Nachbarn sind

0 sonst

: (1.7)
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Der Hamilton-Operator des Hubbard-Modells reduziert sich daher zu

H = �t

X

<ij>

X

�

c

y

i�

c

j�

+ U

X

i

n

i"

n

i#

: (1.8)

Die Klammern h: : :i unter dem Summenzeichen bedeuten dabei die Summation

�

uber die direkt benachbarten Pl

�

atze. Identi�ziert man die die Gitterpl

�

atze mit

den Kupferoxid-Zellen in den Kupratebenen, so liegt f

�

ur diese mit dem Hubbard-

Modell eine einfache mikroskopische Beschreibung vor. Jeder Gitterplatz ent-

spricht dabei einem sogenannten Zhang-Rice-Singulett, das von maximal zwei

Elektronen entgegengesetzten Spins besetzt werden kann [Zha88]. Die Coulomb-

wechselwirkung dieser beiden Elektronen wird durch die lokale Wechselwirkung

U beschrieben.

Bei dem zur Beschreibung von stark wechselwirkenden Elektronensystemen wie

z.B. den Kupraten verwandten Hubbard-Modell aus Gleichung (1.8) d

�

urfte es

sich um die einfachste Darstellung handeln, an der das Zusammenspiel von kine-

tischer Energie, Coulomb-Wechselwirkung, Pauli-Prinzip und Bandstruktur stu-

diert werden kann. Es beschr

�

ankt sich auf das Minimum an Bestandteilen, das

notwendig ist, um sowohl bandartiges als auch lokalisiertes Verhalten in den pas-

senden Grenzf

�

allen zu beschreiben.

Um nun die l

�

angerreichweitige Coulomb-Wechselwirkung zu modellieren, werden

im Extended -Hubbard-Modell weitere Potentialterme V

n

hinzugenommen, die die

Elektronen auf einem Platz an die jeweils n-ten Nachbarn koppeln. Das einfachste

Modell mit l

�

angerreichweitiger Wechselwirkung besteht somit aus einer Kopplung

n

�

achster Nachbarn:

H = �t

X

<ij>

X

�

c

y

i�

c

j�

+ U

X

i

n

i"

n

i#

+ V

X

hiji

X

��

0

n

i�

n

j�

0

: (1.9)

Die freien Parameter t, U und V m

�

ussen allerdings noch durch Absch

�

atzun-

gen und den Vergleich mit dem Experiment festgelegt werden. Aus Gr

�

unden der

Einfachheit werden alle Werte in Einheiten des H

�

upfmatrixelements t angege-

ben. Als vern

�

unftiger Wert f

�

ur die lokale Coulombabsto�ung in den Kupraten

wird allgemein U=t = 8 angesehen [Bre95]. Dies ergibt sich aus dem Vergleich

verschiedener Rechentechniken, wie dem QMC-Verfahren, der Lokalen-Dichte-

Approximation (LDA) und der Exakten Diagonalisierung mit dem Experiment.

Die erweiterte Wechselwirkung V wird in einer neueren Arbeit auf einen Wert

zwischen V=t = 2:6 und V=t = 0:37 abgesch

�

atzt [Sch98]. Dabei k

�

onnen auch

andere Wechselwirkungen, wie z.B. mit Phononen, in die Quanti�zierung von V

und U mit eingehen.



Kapitel 2

Numerische Techniken

Zun

�

achst soll eine Einf

�

uhrung in die theoretischen Grundlagen des gro�kano-

nischen Quanten-Monte-Carlo-Verfahrens gegeben werden, wobei der Einbau der

N

�

achste-Nachbar-Wechselwirkung des Extended -Hubbard-Modells im Vordergrund

steht. Die analytische Fortsetzung der dynamischen Daten aus der QMC-Simu-

lation auf die reelle Frequenzachse soll kurz umrissen werden.

2.1 Das gro�kanonische Quanten-Monte-Carlo-

Verfahren

Mit der QMC-Methode steht ein leistungsf

�

ahiges Verfahren zur Gewinnung stati-

scher und dynamischer Korrelationsfunktionen zur Verf

�

ugung. Das hier erl

�

auterte

gro�kanonische QMC erlaubt die Simulation stark korrelierter fermionischer Viel-

teilchensysteme bei endlicher Temperatur. Prinzipiell ist dieses Verfahren stocha-

stisch exakt, da es im Gegensatz zu N

�

aherungsmethoden wie der Fluktuations-

Austausch-N

�

aherung (FLEX) [Hil98] die zu simulierenden Prozesse nicht ein-

schr

�

ankt. Beschr

�

ankungen bestehen in der Praxis bez

�

uglich der erreichbaren Sy-

stemgr

�

o�en (typisch 100 Gitterpl

�

atze) und der Temperaturen bei dotierten Sy-

stemen (typisch T=t/3).

2.1.1 Die Transformation der Zustandssumme

Berechnet werden soll der quantenmechanische Erwartungswert einer physikali-

schen Observablen

^

A bei endlicher Temperatur T = 1=(k

B

�):

h

^

Ai =

Tr

^

Ae

��(H��

^

N)

Tr e

��(H��

^

N )

: (2.1)

11
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^

N bezeichnet den Teilchenzahloperator

^

N =

P

i�

n

i�

. Da bei einem System mit

N

s

Pl

�

atzen 4

N

s

Zust

�

ande zu ber

�

ucksichtigen sind, ist die exakte Berechnung des

Erwartungswertes h

^

Ai nur bis zu einer Systemgr

�

o�e von etwa 18 Pl

�

atzen m

�

oglich.

Mit QMC wird nun ein Verfahren eingef

�

uhrt, mit dem ohne exakte Kenntnis

der Struktur des Phasenraums Aussagen

�

uber Erwartungswerte getro�en werden

k

�

onnen. Die Zustandssumme des durch den Hamilton-Operator H bestimmten

Systems berechnet sich wie folgt:

Z = Tr e

��(H��

^

N)

: (2.2)

Durch Diskretisierung von � in L gleich gro�e Schritte �� =

�

L

, sogenannte

Zeitscheiben, l

�

a�t sich die Zustandssumme als Spur

�

uber ein Produkt schreiben.

Die einzelnen Terme des Hamilton-Operators lassen sich nun unter Verwendung

der Trotter-Suzuki-Formel separieren [Suz76]. Diese Beziehung lautet f

�

ur zwei

Operatoren H

1

und H

2

:

e

���(H

1

+H

2

)

= e

���H

1

e

���H

2

+

��

2

2

[H

1

; H

2

] +O(��

3

): (2.3)

Da die Spur eines Kommutators Null ist, und bei der Produktbildung

�

uber die L

Zeitscheiben eine Ordnung in �� wegf

�

allt, wird insgesamt ein Gesamtfehler der

Ordnung O(��

2

) in Kauf genommen:

Z = Tr

L

Y

l=1

e

���H

t

e

���H

U

e

���H

V

e

���H

�

+O(��

2

): (2.4)

Dabei wurden die einzelnen Terme des Hamilton-Operators wie folgt abgek

�

urzt:

H

t

= �t

X

<ij>

X

�

�

c

y

i�

c

j�

+ h.c.

�

H

U

=

U

2

X

i�

n

i�

n

i;��

H

V

= V

X

<ij>

X

��

0

n

i�

n

j�

0

H

�

= ��

X

i�

n

i�

: (2.5)

F

�

ur die sp

�

atere Anwendung des Formalismus bedeutet dies, da� die Diskretisie-

rung der Zeitscheiben hinreichend fein sein mu�, um im Rahmen der Genauigkeit

der Aussagen mit dem wahren Wert

�

ubereinzustimmen. Durch diskrete Hubbard-

Stratonovich-Transformation [Hir83] k

�

onnen nun die Operatoren n

i�

n

j�

0

in den

Wechselwirkungstermen H

U

und H

V

in bilineare Form gebracht werden, so da�

im folgenden die Spur

�

uber die fermionischen Freiheitsgrade durchgef

�

uhrt werden

kann:

e

���Un

i"

n

i#

=

1

2

X

�=�1

e

�

1

�(n

i"

�n

i#

)�

��U

2

(n

i"

+n

i#

)

: (2.6)

Setzt man die m

�

oglichen Besetzungszahlen ein
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n

i"

n

i#

e

���Un

i"

n

r#

=

1

2

P

�=�1

e

�

1

�(n

i"

�n

i#

)�

��U

2

(n

i"

+n

i#

)

0 0 1 = 1

1 0 1 = cosh (�

1

) e

�

��

2

U

0 1 1 = cosh (�

1

) e

�

��

2

U

1 1 e

�

��

2

U

= e

�

��

2

U

,

so erh

�

alt man daraus eine Bedingung f

�

ur den noch freien Parameter �

1

:

cosh (�

1

) = e

��

2

U

(2.7)

oder

�

1

= arcosh

�

e

��

2

U

�

= 2 artanh

0

@

s

tanh

�

��U

4

�

1

A

: (2.8)

F

�

ur H

V

mu� diese Transformation 8 mal durchgef

�

uhrt werden, einmal f

�

ur jede

Kombination der Spins (�; �

0

) 2 [(""); ("#); (#"); (##)] in n

i�

n

j�

0

und f

�

ur jede

Raumrichtung der Wechselwirkung. 

��

0

und �

��

0

sind dabei die Hilfsfelder in x-

respektive y-Richtung, wie in Abbildung (2.1) dargestellt.

e

���V n

i�

n

j�

0

=

1

2

X

=�1

e

�

2



��

0

(n

i�

�n

j�

0

)�

��V

2

(n

i�

+n

j�

0

)

(2.9)

mit

�

2

= 2 artanh

0

@

s

tanh

�

��V

4

�

1

A

: (2.10)

Setzt man diese Transformationen in die Zustandssumme 2.4 ein

Z = Tr

L

Y

l=1

e

���H

t

e

���H

U

e

���H

V

e

���H

�

+O(��

2

)

= Tr

L

Y

l=1

(

e

���H

t

Y

i

" 

1

2

X

�=�1

e

�

1

�

(

n

i"

�n

i#

)

�

��U

2

(

n

i"

+n

i#

)

!

 

1

2

8

e

�4��

(

n

i"

+n

i#

)

X



""

:::�

##

e

�

2

n

i"

(



""

+

"#

+�

""

+�

"#

)

e

�

2

n

i#

(



#"

+

##

+�

#"

+�

##

)

e

��

2

n

i+1"

(



""

+

#"

)

e

��

2

n

i+1#

(



"#

+

##

)

e

��

2

n

i+n

x

"

(

�

""

+�

#"

)

e

��

2

n

i+n

x

#

(

�

"#

+�

##

)

!

e

���

(

n

i#

+n

i#

)

#)

(2.11)

so lassen sich die Summen

�

uber alle Kon�gurationen der bosonischen Hilfsfelder

aus der Spur ziehen [End96].

Z =

X

f�g

X

f



""

g

: : :

X

f

�

##

g

Tr

L

Y

l=1

(

e

���H

t

1

2

9N
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α

κ κ κ κ

γ

γ

γ

γ

α α

i i i i

i

i

i

i

i i+1

i+nx

Abbildung 2.1: Die Hilfsfelder der Hubbard-Stratonovich-Transformation im Ex-

tended -Hubbard-Modell. Im Gegensatz zur rein lokalen Wechselwirkung U exi-

stieren die Felder der erweiterten Wechselwirkung zwischen den Gitterpl

�

atzen f

�

ur

jede Spinkombination und Raumrichtung.

�

Y

i

Y

�=�1

exp

"

n

i�

 

����

�

��

1

2

U � 2V

�

+ ��

1

� (l; i)

+�

2

(

�"

(l; i) + 

�#

(l; i)� 

"�

(l; i� 1)� 

#�

(l; i� 1)

+�

�"

(l; i) + �

�#

(l; i)� �

"�

(l; i� n

x

)� �

#�

(l; i� n

x

))

!#)

(2.12)

Fa�t man die kinetischen und Wechselwirkungsbeitr

�

age in Matrizen zusammen

K

ij

=

�

�t f

�

ur i und j n

�

achste Nachbarn

0 sonst

(2.13)

A

�

ij

= �

ij

f�� (�� U=2� 4V ) + ��

1

� (l; i)

+�

2

(

�"

(l; i) + 

�#

(l; i)� 

"�

(l; i� 1)� 

#�

(l; i� 1)

+�

�"

(l; i) + �

�#

(l; i)� �

"�

(l; i� n

x

)� �

#�

(l; i� n

x

)

� �

(2.14)

D

l

(�) = e

���c

y

i�

K

ij

c

j�

e

c

y

i�

A

�

ij

c

j�

; (2.15)

so kann die Zustandssumme in

�

ubersichtlicher Form geschrieben werden:

Z =

X

f�g

X

f



""

g

: : :

X

f

�

##

g

Tr

L

Y

l=1

1

2

9N

Y

�=�1

D

l

(�): (2.16)

Die Spur

�

uber die fermionischen Freiheitsgrade kann nun ausgef

�

uhrt werden, wo-

bei unter Verwendung der Identit

�

at

Tre

�c

y

i

A

ij

c

j

e

�c

y

i

B

ij

c

j

= det

�

1 + e

�A

e

�B

�

(2.17)
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eine Determinante resultiert und die Zustandssumme nun ihre endg

�

ultige Form

Z =

1

2

9NL

X

f�g

X

f



""

g

: : :

X

f

�

##

g

Y

�=�1

det

�

1+B

L�

B

L�1�

: : :B

1�

�

(2.18)

bekommt. Zu Abk

�

urzung wurden noch die Matrizen

B

l

(�) = e

A

�

(l)

e

��K

: (2.19)

eingef

�

uhrt. Die verbleibende Summation ist nunmehr nur

�

uber die nicht-fermi-

onischen Hilfsfeldvariablen f�g, f

��

0

g und f�

��

0

g auszuf

�

uhren. Dennoch m

�

ussen

die Summen theoretisch noch

�

uber alle Kon�gurationen der Hilfsfelder ausgef

�

uhrt

werden. F

�

ur die Berechnung nicht-fermionischer, hochdimensionaler Summen und

Integrale existieren allerdings ad

�

aquate L

�

osungsm

�

oglichkeiten wie der Monte-

Carlo-Algorithmus, der in Abschnitt 2.1.3 beschrieben ist.

2.1.2 Die Greensche Funktion

Im eigentlichen QMC-Algorithmus werden nicht Zustandssummen, sondern Green-

sche Funktionen berechnet. Die gleichzeitige Greensche Ein-Teilchen-Funktion ist

de�niert [Fet71, Dop91] als

G

�

ij

(�; �) := hc

i�

(�) c

y

j�

(�)i: (2.20)

Die Klammern h: : :i stehen hierbei f

�

ur gro�kanonische Mittelwertbildung. Die

gleichzeitige Greensche Funktion soll nun durch die im vorhergehenden Kapitel

abgeleiteten Matrizen B

1�

B

2�

: : :B

L�

ausgedr

�

uckt werden. Der Operator c

y

i�

c

i�

l

�

a�t sich in einer hier leicht anwendbaren Form [Loh90] als

c

y

i�

c

j�

=

@

@h

e

hc

y

i�

c

j�

�

�

�

�

�

h=0

=

@

@h

Y

ab�

0

e

hc

y

a�

0

O

�

0

ab

c

b�

0

�

�

�

�

�

h=0

(2.21)

schreiben. Die Matrix O

�

0

ab

besitzt nur ein von Null verschiedenes Element:

O

�

0

ab

=

�

1 f

�

ur a = i; b = j; �

0

= �

0 sonst

: (2.22)

Damit gilt f

�

ur den gro�kanonischen Erwartungswert

hc

y

i�

c

j�

i = �

ij

� G

�

ij

(�; �)

=

1

Z

@

@h

Y

ab�

0

e

�(���

m

)H

e

hc

y

a�

0

O

�

0

ab

c

b�

0

e

��

m

H

�

�

�

�

�

h=0
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=

1

2

9NL

1

Z

@

@h

X

f



""

g

: : :

X

f

�

##

g

�

Y

�

0

det

�

1+B

L�

0

: : :B

m+1�

0

e

hO

�

0

B

m�

0

: : :B

1�

0

�

=

1

2

9NL

1

Z

@

@h

X

f



""

g

: : :

X

f

�

##

g

Y

�

0

Y

�

00

det

�

1+B

L�

00

: : :B

1�

00

�

�

det

�

1+B

L�

0

: : :B

m+1�

0

e

hO

�

0

B

m�

0

: : :B

1�

0

�

Q

�

000

det (1+B

L�

000

: : :B

1�

000

)

; (2.23)

oder k

�

urzer

�

ij

� G

�

ij

(�; �) =

1

2

9NL

1

Z

X

f



""

g

: : :

X

f

�

##

g

p

�

i

(l):::�

##i

(l)

�

�

ij

�G

�

ij

(�

m

; �

m

)

�

:

(2.24)

Hierbei kommt der Gr

�

o�e

p

�

i

(l):::�

##i

(l)

=

1

2

9LN

Z

Y

�

00

det

�

1+B

L�

00

: : :B

1�

00

�

(2.25)

die Aufgabe eines Gewichtes f

�

ur eine Kon�guration von Hilfsfeldern zu.

�

ij

�G

�

ij

(�

m

; �

m

) =

@

@h

Q

�

0

det

�

1+B

L�

0

: : :B

m+1�

0

e

hO

�

0

B

m�

0

: : :B

1�

0

�

Q

�

000

det (1+B

L�

000

: : :B

1�

000

)

�

�

�

�

�

�

�

�

h=0

(2.26)

liefert die Funktion G

�

ij

(�

m

�

m

) f

�

ur eine spezielle Kon�guration von Ising-Spins

f�g,fg und f�g. Der Ausdruck 2.26 l

�

a�t sich mit Hilfe der Beziehung

ln detA = Tr ln A [End96] (2.27)

noch erheblich vereinfachen:

�

ij

�G

�

ij

(�

m

; �

m

) =

@

@h

ln

Y

�

0

det

�

1+B

L�

0

: : :B

m+1�

0

e

hO

�

0

B

m�

0

: : :B

1�

0

�

�

�

�

�

�

h=0

=

@

@h

Tr

X

�

0

ln

�

1+B

L�

0

: : :B

m+1�

0

e

hO

�

0

B

m�

0

: : :B

1�

0

�

�

�

�

�

�

h=0

= Tr

�

�

1+B

L�

: : :B

1�

�

�1

�

�

1+B

L�

: : :B

m+1�

O

�

B

m�

: : :B

1�

��

=

�

B

m�

: : :B

1�

�

1+B

L�

: : :B

1�

�

�1

B

L�

: : :B

m+1�

�

ij

=

�

1 +

�

B

m+1�

�

�1

: : :

�

B

l�

�

�1

�

B

1�

�

�1

: : : (B

m�

)

�1

�

�1

ij

:(2.28)
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In Matrixschreibweise ergibt sich f

�

ur die Funktion G

�

ij

also folgende Beziehung:

G

�

(�

m

; �

m

) =

h

1+B

m�

: : :B

1�

B

L�

: : :B

m+1�

i

�1

: (2.29)

Um nun auch dynamische Greensche Funktionen berechnen zu k

�

onnen, wird der

Operator c

i�

(�

l

) durch Propagation aus dem Operator c

i�

(�

l�1

) gewonnen. Dies

l

�

a�t sich mit den oben de�nierten Matrizen B

l�

bewerkstelligen:

c

i�

(�

l

) = e

i��

(

~

H

l

��

^

N

)

c

j�

(�

l�1

) e

�i��

(

~

H

l

��

^

N

)

=

X

j

�

B

l�

�

ij

c

i�

(�

l�1

)

=

X

j

�

B

l�

B

l�1�

�

ij

c

i�

(�

l�2

)

=

X

j

�

B

l�

B

l�1�

: : :B

1�

�

ij

c

i�

(0) : (2.30)

~

H

l

bezeichnet hierbei den wechselwirkungsfreien Hamilton-Operator bei fester

Kon�guration der Hilfsfelder auf der Zeitscheibe l. Die zeitabh

�

angige Funktion

G

ij

(�; 0) ergibt sich durch einfaches Einsetzen:

G

ij

(�; 0) = hc

i�

(�

l

) c

y

j�

(0)i

f�gfgf�g

=

X

r

�

B

l�

B

l�1�

: : :B

1�

�

ir

hc

r�

(0) c

y

j�

(0)i

f�gfgf�g

: (2.31)

In der Summe steht nun eine gleichzeitige Greensche Funktion, die durch (2.29)

ausgedr

�

uckt werden kann:

G

ij

(�

l

; 0) =

�

B

l�

B

l�1�

: : :B

1�

h

1+B

L�

B

L�1�

: : :B

1�

i

�1

�

ij

: (2.32)

Mit Hilfe der Greenschen Funktion und des Wickschen Theorems k

�

onnen alle

dynamischen Gr

�

o�en dargestellt und somit in imagin

�

arer Zeit berechnet werden

[Pre96, End96]. Dabei ist entscheidend, da� sich das System f

�

ur jede Kon�gu-

ration der Hilfsfelder f�g, f

��

0

g und f�

��

0

g wie ein System aus freien Teilchen

verh

�

alt. Die Vielteilchenphysik wird erst durch die Summation

�

uber alle Hilfsfel-

der reproduziert.

2.1.3 Der Monte-Carlo-Algorithmus

Die Summation

�

uber alle Kon�gurationen der Hilfsfelder f�g, f

��

0

g und f�

��

0

g

soll nun mittels einer Monte-Carlo-Summation durchgef

�

uhrt werden. Eine voll-

st

�

andige Behandlung des Algorithmus ist ausgsprochen platzf

�

ullend und schon in

vielen Arbeiten besprochen worden. F

�

ur detailierte Beschreibungen wird deshalb

auf die Referenzen [End96, Eve97, Ken95, Pre92] verwiesen und an dieser Stelle
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auf die im Rahmen dieser Diplomarbeit durchgef

�

uhrten Erweiterungen eingegan-

gen.

Der in den Simulationen dieser Arbeit zur Anwendung kommende Algorithmus

ist der Heat Bath-Algorithmus [End96, Ken95]. Bei dieser Methode ist die

�

Uber-

gangswahrscheinlichkeit zwischen zwei Kon�gurationen A und A

0

der Hilfsfelder

gegeben durch

W (A! A

0

) =

p(A

0

)

p(A) + p(A

0

)

=

R

1 +R

; (2.33)

wobei das R das Verh

�

altnis der Gewichte p(A

0

)=p(A) ist. Diese

�

Ubergangswahr-

scheinlichkeit erf

�

ullt im besonderen die sogenannte Detailed Balance oder \Mi-

kroskopische Reversibilit

�

at":

W (A! A

0

)p(A) =W (A

0

! A)p(A

0

): (2.34)

Die Menge der erzeugten Kon�gurationen ist damit wie p(A) verteilt. Daher ist

hOi =

P

fAg

O

A

p(A)

P

fAg

1

= lim

K!1

1

K

K

X

k=1

O

k

; (2.35)

wobeiO

k

der Me�wert der Observablen O in der k-ten Kon�guration ist. Wie man

nun einzelne Kon�gurationen vorschl

�

agt, ist f

�

ur die Korrektheit des Verfahrens

prinzipiell nicht wichtig, solange sichergestellt ist, da� jede m

�

ogliche Kon�gura-

tion durch die gew

�

ahlt Methodik erreichbar ist. Der einfachste Fall ist der Single

Spin Flip [End96, Zac96] , bei dem ein Isingspin, d.h. eine lokale Hilfsfeldvariable,

umgedreht wird. Dieser Vorgang garantiert hohe Akzeptanzraten von 0.5, da das

System nur sehr minimal ver

�

andert wird und deshalb die

�

Ubergangswahrschein-

lichkeit hoch ist. Eine andere M

�

oglichkeit ist der Cluster Flip, bei dem mehrere

Spinips gleichzeitig vorgeschlagen werden [Zac96]. In der vorliegenden Arbeit

wurde ausschlie�lich mit dem Single Spin Flip gearbeitet.

Dreht man den normalen Isingspin �, der die lokale Wechselwirkung U entkop-

pelt, am Gitterplatz i auf der Zeitscheibe m um, so

�

andert sich ein Element der

Matrix A

�

aus Gleichung (2.13):

A

�

ii

! A

�

ii

� 2��

1

�(m; i): (2.36)

Dies hat eine

�

Anderung der Matrix B

m

(�) zur Folge, welche sich mit einer Hilfs-

matrix

�

�

pq

(m) =

�

e

�2��

1

�(m;i)

� 1

�

�

iq

�

ip

(2.37)
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relativ einfach als

B

m

(�)! (1 +�

�

(m))B

m

(�) (2.38)

schreiben l

�

a�t. F

�

ur das Drehen eines Isingspins der Hilfsfelder der erweiterten

Wechselwirkung wird die Prozedur ganz analog durchgef

�

uhrt.



��

(m; i) ! �

��

(m; i)

A

�

ii

! A

�

ii

� 2�

2



��

(m; i)

A

�

i+1;i+1

! A

�

i+1;i+1

� 2�

2



��

(m; i)

B

m

(�) ! (1+�

1

+�

2

)B

m

(�)

�

1 kl

=

�

e

�2�

2



��

(m;i)

� 1

�

�

ki

�

il

�

2 kl

=

�

e

2�

2



��

(m;i)

� 1

�

�

k;i+1

�

i+1;l

(2.39)
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(m; i)� 2

�;��

(m; i)

A

�

ii

! A

�

ii

� 2�
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�;��
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A

��

i+1;i+1

! A

��

i+1;i+1

� 2�

2



�;��

(m; i)

B

m

(�) ! (1+�

1

)B

m

(�)

B

m

(��) ! (1+�

2

)B

m

(��)

�

1 kl

=

�

e

�2�

2



�;��

(m;i)

� 1

�

�

ki

�

il

�

2 kl

=

�

e

2�

2



�;��

(m;i)

� 1

�

�

k;i+1

�

i+1;l

(2.40)

�

��

(m; i) ! ��

��

(m; i)

A

�

ii

! A

�

ii

� 2�

2

�

��

(m; i)

A

�

i+n

x

;i+n

x

! A

�

i+n

x

;i+n

x

� 2�

2

�

��

(m; i)

B

m

(�) ! (1 +�

1

+�

2

)B

m

(�)

�

1 kl

=

�

e

�2�

2

�

��

(m;i)

� 1

�

�

ki

�

il

�

2 kl

=

�

e

2�

2

�

��

(m;i)

� 1

�

�

k;i+n

x

�

i+n

x

;l

(2.41)

�

�;��

(m; i) ! �

�;��

(m; i)� 2�

�;��

(m; i)

A

�

ii

! A

�

ii

� 2�

2

�

�;��

(m; i)

A

��

i+n

x

;i+n

x

! A

��

i+n

x

;i+n

x

� 2�

2

�

�;��

(m; i)

B

m

(�) ! (1+�

1

)B

m

(�)

B

m

(��) ! (1+�

2

)B

m

(��)

�

1 kl

=

�

e

�2�

2

�

�;��

(m;i)

� 1

�

�

ki

�

il

�

2 kl

=

�

e

2�

2

��

�;��

(m;i)

� 1

�

�

k;i+n

x

�

i+n

x

;l

(2.42)

Mit den so ver

�

andert B-Matrizen lassen sich nun die Verh

�

altnisse der Gewichte

zweier Kon�gurationen R =

p(A

0

)

p(A)

berechnen. F

�

ur eine

�

Anderung im �-Feld �ndet

man so [End96]

R

�

=

det

�

1 +B

L�

: : :B

m+1�

(1+�

�

(m))B

m�

: : :B

1�

�

det (1+B

L�

: : :B

1�

)
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= det

�

1+

�

1+B

L�

: : :B

1�

�

�1

B

L�

: : :B

m+1�

�

�

(m)B

m�

: : :B

1�

�

= det (1+ (1�G

�

(�

m

; �

m

))�

�

(m)) : (2.43)

Die Matrix � aus Gleichung (2.37) hat allerdings nur ein von Null verschiede-

nes Element, daher kann man die Matrix durch Entwicklung vereinfachen. Der

Quotient der Gewichte wird damit zu

R = R

"

R

#

Y

�

�

1 + (1�G

jj

(�

m

; �

m

))�

�

jj

(m)

�

: (2.44)

Nach etwas aufwendigerer Rechnung ergibt sich f

�

ur die -Felder bei einem Spinip

in 

�;��

R

�

= (1 + (1�G

�

ii

)�

1 ii

) ;

R

��

=

�

1 +

�

1�G

��

i+1;i+1

�

�

2 i+1i+1

�

(2.45)

und in 

��

R

�

= (1 + (1�G

�

ii

)�

1 ii

)

�

1 +

�

1�G

�

i+1;i+1

�

�

2;i+1i+1

�

�G

�

i;i+1

�

1;ii

G

�

i+1i

�

2 i+1i+1

;

R

��

= 1: (2.46)

Die �-Felder folgen vollkommen analog durch Einsetzen der �-Matrizen aus den

Gleichungen (2.41) und (2.42).

Im eigentlichen Simulationslauf wird nun das Gitter auf allen Zeitscheiben und

allen Gitterpunkten durchfahren. Dabei werden f

�

ur alle Hilfsfelder Flipvorschl

�

age

gemacht. Solch ein Spinip wird angenommen, wenn eine gezogene Zufallszahl

kleiner ist als die

�

Ubergangswahrscheinlichkeit W .

2.1.4 Das Vorzeichenproblem

Das Quanten-Monte-Carlo-Verfahren ist in seiner Anwendbarkeit prinzipiell nur

durch eine Tatsache limitiert: Das durch die Gleichung (2.25) de�nierte Gewicht

p

f�gfgf�g

ist nicht notwendigerweise positiv! Es kann negative oder, f

�

ur komplexe

Hamilton-Operatoren, auch komplexe Werte annehmen. Dies ist vor allem in

dotierten Systemen und bei tiefen Simulationstemperaturen der Fall [End96].

Dem Vorzeichenproblem l

�

a�t sich Formal durch Betragsbildung Rechnung tragen.

F

�

ur den reellen Fall gilt:

hAi =

P

f�gfgf�g

�

�

�p

f�gfgf�g

�

�

�Sign

f�gfgf�g

A

f�gfgf�g

P

f�gfgf�g

�

�

�p

f�gfgf�g

�

�

� Sign

f�gfgf�g

�

P

K

k=1

A

k

Sign

k

P

K

k=1

Sign

k

: (2.47)
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Die Gr

�

o�e Sign

f�gfgf�g

ist das Vorzeichen des Gewichtes p

f�gfgf�g

. Zur Erzeu-

gung der K Hilfsfeld-Kon�gurationen wird somit

�

�

�p

f�gfgf�g

�

�

� verwendet, d.h. die

Flipwahrscheinlichkeit ist gegeben durch

R =

�

�

�

�

�

p

f�g

0

fg

0

f�g

0

p

f�gfgf�g

�

�

�

�

�

: (2.48)

Das mittlere Vorzeichen hSigni ist dabei stehts reel und positiv, verh

�

alt sich

jedoch wie exp(��N) bei tiefen Temperaturen und gro�er Anzahl von Gitter-

pl

�

atzen. Wird dieses mittlere Vorzeichen zu klein, kann aufgrund der starken

Fluktuationen von A

k

Sign

k

nur noch mit enormem Aufwand an Rechenzeit si-

muliert werden.

2.2 Die Maximum Entropy-Methode

Wie schon in Abschnitt 2.1.2 beschrieben, k

�

onnen unter Verwendung der zeitab-

h

�

angigen Matsubara-Funktion auch auch alle dynamischen Gr

�

o�en in imagin

�

arer

Zeit berechnet werden. Dies erlaubt einen direkten Vergleich der mit dem QMC-

Verfahren gewonnenen dynamischen Information mit experimentellen Daten. Die-

ser Vergleich wird mit Hilfe des Spektraltheorems m

�

oglich, welches zum Beispiel

f

�

ur die spektrale Dichte folgende Gestalt hat:

G

k

(�

l

) =

Z

1

�1

d!

e

��

l

!

1 + e

��!

A(k; !): (2.49)

G

k

(�

l

) ist dabei die impulsabh

�

angige Greensche Funktion, die sich durch Fourier-

transformation aus der Greenschen Funktion im Ortsraum G

ij

(�

l

) (Gleichung

(2.32)) bilden l

�

a�t. Die Inversion von Gleichung (2.49) ist allerdings ein schlecht

konditioniertes Problem und mit konventionellen numerischen Methoden nicht

m

�

oglich. Der Grund hierf

�

ur liegt in dem exponentiellen Integralkernel e

��

l

!

=(1+

e

��!

), an der endlichen Anzahl von St

�

utzstellen der Funktion G

k

(�

l

) (also der

Anzahl der Zeitscheiben) und den statistischen Fehlern von G

k

(�

l

).

In der vorliegenden Arbeit wurde die Invertierung mittels eines von Prof. Dr. W.

von der Linden entwickelten Programmes vorgenommen, das auf dem Maximum

Entropy-Verfahren (MaxEnt-Verfahren) beruht [Lin95].

Die Grundlagen des Maximum Entropy-Algorithmus wurden schon in der Disser-

tation von H. Endres [End96] und in der Diplomarbeit von C. Gr

�

ober [Gro96]

diskutiert. Eine ausf

�

uhrliche Beschreibung gibt die Dissertation von R. Preuss

[Pre96]. Daher wird das Prinzip des MaxEnt-Verfahrens hier nur kurz erl

�

autert.

Das Programm berechnet die Kurve A(!), die die h

�

ochste Wahrscheinlichkeit

P (A(!)jG(�

l

)) bei gegebenen Datenpunkten G(�

l

) mit Fehlern �(�

l

) besitzt. Mit-
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tels des Bayesschen Theorems [Jay95] l

�

a�t sich diese Wahrscheinlichkeit zu

P (A(!)jG(�

l

)) / e

�S��

2

=2

(2.50)

bestimmen. Dabei ist, bei voneinander unabh

�

angigen Daten,

�

2

=

X

l

 

P

i

K

li

A(

i

)�G

�

l

�(�

l

)

!

: (2.51)

K

li

ist der diskretisierte Integralkern aus Gleichung (2.49):

K

li

=

e

��

l

!

i

1 + e

��!

i

�!: (2.52)

Der Entropieterm S in Gleichung (2.50) ist durch die Shannon-Jaynes-Entropie

S =

X

i

 

A(

i

)�m

i

� A(!

i

) ln

 

A(!

i

)

m

i

!!

(2.53)

gegeben. Man erkennt, da� der zweite Exponentialfaktor in Gleichung (2.50) dem

klassischen Verfahren der �

2

Minimierung [Pre92] entspricht. Der erste Faktor

exp�S tr

�

agt dem Prinzip Rechnung, da� man aus der Menge der Funktionen,

die einen konventionellen �

2

-Test bestehen w

�

urden, diejenige Kurve ausw

�

ahlt,

die dem Vorwissen gegen

�

uber am unbestimmtesten ist. Das Ma� f

�

ur die Unbe-

stimmtheit gegen

�

uber einer gegebenen Funktion m (Default-Modell) ist die oben

de�nierte Entropie S.

� ist ein Regulierungsparameter, mit dem die Wahrscheinlichkeitsfunktion P ab-

getastet wird. um deren Maximum zu �nden. Man startet den Algorithmus bei

sehr gro�en �, was einer Kurve A(!) gleich dem Default-Modell entspricht. �

wird dann schrittweise verkleinert, bis das Maximum gefunden ist.

2.3 Veri�kation der QMC-Ergebnisse

Um die korrekte Implementation der erweiterten Wechselwirkung zu best

�

atigen,

wurde ein von Dipl. Phys. M. G. Zacher entwickeltes Programm zur exakten Dia-

gonalisierung des Hamilton-Operators bei endlichen Temperaturen benutzt. Da

dieses Programm f

�

ur eindimensionale Systeme konzipiert war, wurde eine Erwei-

terung der Programmquellen auf dreidimensionale Systeme vorgenommen. Damit

konnten exakte Ergebnisse f

�

ur statische Gr

�

o�en auf bis zu 8 Pl

�

atzen erzielt wer-

den. Das analoge System wurde bei gleichen Parametern mit dem QMC-Verfahren

berechnet. Die QMC-Ergebnisse sollten nach Gleichung (2.4) eine systematische

Abweichung proportional ��

2

zeigen.

Abbildung 2.2 zeigt die systematische Abweichung der QMC-Werte von dem ex-

akten Ergebnis. Der durch einen quadratischen Fit ermittelte Wert f

�

ur �� = 0

zeigt im Rahmen der Fehler sehr gute

�

Ubereinstimmung.
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Abbildung 2.2: Quanten-Monte-Carlo-Berechnung der Gesamtenergie des Ex-

tended -Hubbard-Modells mit dem Parametersatz �t = 2, U=t = 8, V=t = 1,

�=t = 3:5. Die bei verschiedenen Werten von �� gemessene Gesamtenergie zeigt

einen systematischen Fehler proportional zu ��

2

. Bei �� = 0 ist der durch einen

quadratischen Fit ermittelte Wert eingezeichnet.
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Kapitel 3

Das Extended-Hubbard-Modell bei

Halbf

�

ullung

In diesem Kapitel sollen die Eigenschaften des halbgef

�

ullten Extended -Hubbard-

Modells und ihre Abh

�

angigkeit von der St

�

arke der Coulomb-Wechselwirkung un-

tersucht werden. Einige einfache analytische

�

Uberlegungen zum Verhalten des

Extended -Hubbard-Modells gehen dabei den Ergebnissen der QMC-Simulation

voran. Zun

�

achst soll durch einen st

�

orungstheoretischen Ansatz der Grundzu-

stand des Extended -Hubbard-Modells untersucht werden (Abschnitt 3.1.1). F

�

ur

den halbgef

�

ullten Fall ist aus

�

Uberlegungen zum atomaren Limes des Modells

ein

�

Ubergang von der antiferromagnetischen (\SDW") in eine ladungsgeordne-

te Phase (\CDW") f

�

ur gro�e V bekannt. F

�

ur beide Phasen soll die St

�

orung des

Grundzustandes durch die Elektronenbewegung diskutiert werden. Dabei wird ei-

ne qualitative

�

Ubereinstimmung mit den Simulationsdaten festgestellt. F

�

ur beide

Phasen wird mittels einer Molekularfeldn

�

aherung der Hamilton-Operator diago-

nalisiert (Abschnitt 3.1.2).

Die mit dem Quanten-Monte-Carlo-Verfahren simulierten Systeme sollen zun

�

achst

f

�

ur schwache erweiterte Wechselwirkung unterhalb des abgesch

�

atzten Phasen

�

uber-

ganges untersucht werden (Abschnitt 3.3.1). Dazu werden die Ein- und Zweiteil-

chenanregungen des EHM diskutiert und mit den Ergebnissen der analytischen

�

Uberlegungen verglichen. Dabei sind systematische Ver

�

anderungen in den Ein-

und Zweiteilchenanregungen festzustellen.

F

�

ur st

�

arkere Wechselwirkungen oberhalb eines kritischen Wertes V

c

soll der Pha-

sen

�

ubergang in die CDW-Phase beobachtet werden (Abschnitt 3.3.2). Die QMC-

Ergebnisse zeigen dabei gute

�

Ubereinstimmung mit der Molekularfeldn

�

aherung.

Eine starke Abh

�

angigkeit von der Ein- und Zweiteilcheneigenschaften von der

erweiterten Wechselwirkung V kann beobachtet werden.

25
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3.1 Analytische N

�

aherungen

3.1.1 St

�

orungstheorie zweiter Ordnung

Die st

�

orungstheoretische Behandlung des Extended -Hubbard-Modells bietet eine

interessante M

�

oglichkeit, den Einu� der erweiterten Wechselwirkung V auf den

Grundzustand abzusch

�

atzen. F

�

ur das Hubbard-Modell V = 0 ist das Verfahren

bekannt. St

�

orungstheorie zweiter Ordnung f

�

uhrt dabei im Grenzfall gro�er lokaler

Wechselwirkung U auf die Abbildung des Hubbard-Modells auf den Hamiltonope-

rator des antiferromagnetischen Heisenbergmodells [Nol92]. Es soll nun versucht

werden, f

�

ur das Extended -Hubbard-Modell eine

�

ahnliche L

�

osung zu erreichen.

Es wird zun

�

achst der atomare Grenzfall, also der Fall vollst

�

andig lokalisierter

Elektronen, betrachtet. Der Hamiltonoperator des EHM lautet damit

H

0

=

U

2

X

i�

n

i�

n

i;��

+ V

X

hiji��

0

n

i�

n

j�

0

: (3.1)

Der Operator der Elektronenbewegung

H

1

= �t

X

hiji�

�

c

y

i�

c

j�

+ c

y

j�

c

i�

�

(3.2)

soll als St

�

orung des Grundzustandes von H

0

behandelt werden und wird zun

�

achst

vernachl

�

assigt. In Abh

�

angigkeit von der erweiterten Wechselwirkung V lassen sich

f

�

ur H

0

zwei Grundzust

�

ande �nden [Bor95]:

1. V < V

c

= U=4: Das System be�ndet sich in einem Zustand, in dem s

�

amt-

liche Elektronen gleichm

�

a�ig

�

uber das Gitter verteilt sind. Jeder Platz ist

einfach besetzt. Die Grundzustandsenergie ist damit von der Zahl der Bin-

dungen der erweiterten Wechselwirkung bestimmt, also von der Anzahl der

Elektronen, die in der Reichweite der Wechselwirkung liegen. Die Grund-

zustandsenergie ist

E

0;<

= 2NV: (3.3)

2. V > V

c

: Das System be�ndet sich in einem Zustand, in dem von den La-

dungstr

�

agern keine erweiterte Wechselwirkung wahrgenommen wird. Die

einzelnen Pl

�

atze sind alternierend unbesetzt oder doppelt besetzt. Die Grund-

zustandsenergie ist also durch die Zahl der doppelt besetzten Pl

�

atze be-

stimmt:

E

0;>

= U

N

2

: (3.4)
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Ein beliebiger Zustand des Systems jdw�i ist somit bestimmt durch die Anzahl

der Doppelbesetzungen d und erweiterten Wechselwirkungen w sowie einer Kon-

�guration der Elektronenspins �.

Es soll zun

�

achst der Fall V < V

c

betrachtet werden. St

�

orungstheorie erster Ord-

nung erfordert die L

�

osung der S

�

akulargleichung [Nol92]

det

�

(0)

h00�jH

1

j00�i

(0)

� E

(1)

0;<

�

��

0

�

= 0: (3.5)

Es ist leicht zu erkennen, da� das einmalige Anwenden des Operators H

1

einen

doppelt besetzten und einen leeren Platz erzeugt. Das Matrixelement

(0)

h00�jH

1

j00�i

(0)

verschwindet also. Die Determinante in Gleichung (3.5) kann damit nie Null wer-

den. Es gibt keine Energiekorrektur erster Ordnung.

St

�

orungstheorie zweiter Ordnung erfordert die L

�

osung des Gleichungssystems

[Nol92]

X

�

C

�

8

<

:

d6=0;w 6=2N

X

d;w;

(0)

h00�

0

jH

1

jdwi hdwjH

1

j00�i

(0)

�

E

(0)

0

� E

(0)

d;w

�

�1

� E

(2);<

0

�

��

0

�

= 0: (3.6)

Dies entspricht der Eigenwertgleichung eines e�ektiven Hamiltonoperators H

eff

mit den Matrixelementen

h00�

0

jH

1

d6=0;w 6=2N

X

d;w;

jdwi hdwj

E

(0)

0

� E

(0)

d;w

H

1

j00�i = E

(2)

2

�

��

0

: (3.7)

Benutzt man, da�

(0)

hdw�

0

jH

1

j00�i

(0)

6= 0 h

�

ochstens f

�

ur d = 1 und w = 2N �1,

so ist die Energiedi�erenz E

(0)

0

�E

(0)

d;w

= E

(0)

0

�E

(0)

1;2N�1

= V � U . Man kann also

f

�

ur Gleichung (3.7) weiterhin schreiben:

E

(2)

2;<

�

��

0

= �

1

U � V

h00�

0

jH

1

0

@

X

d;w;

jdwi hdwj

1

A

H

1

j00�i (3.8)

= �

1

U � V

h00�

0

jH

2

1

j00�i : (3.9)

Das Matrixelement�

1

U�V

h00�

0

jH

2

1

j00�i ist nun [Nol92, Fra94] gleich der Grund-

zustandsenergie des Heisenberg-Antiferromagneten mit der Kopplung J = 4t

2

=(U�

V ), also:

E

(2)

2;>

�

��

0

= �4

t

2

U � V

� �: (3.10)



28 KAPITEL 3. HALBF

�

ULLUNG

F

�

ur das eindimensionale Modell l

�

a�t sich der Faktor � exakt zu ln(2) bestim-

men [Hir84]. Im zweidimensionalen System haben numerische Rechnungen mit-

tels QMC einen Wert von 0:585�0:001 ergeben [Reg88]. Damit kann die gest

�

orte

Grundzustandsenergie E

0;<

angegeben werden:

E

<

= N

 

2V �

�4t

2

U � V

� �

!

(3.11)

Der Grundzustand des EHM mit V < V

c

ist also antiferromagnetisch geordnet.

Eine Energieabsenkung gegen

�

uber dem atomaren Grenzfall wird dabei zus

�

atz-

lich durch ein virtuelles H

�

upfen auf einen Nachbarplatz und zur

�

uck erreicht {

dies entspricht der zweimaligen Anwendung des St

�

oroperators H

1

. E�ektiv wird

dadurch eine Kopplung an den Nachbarspin eingef

�

uhrt, die eine antiferromagne-

tische Ordnung bevorzugt.

F

�

ur den Fall V > V

c

l

�

a�t sich die Rechnung v

�

ollig analog abhandeln. Es ist aber

zu beachten, da� H

�

upfen auf einen Nachbarplatz zwar eine Energieabsenkung um

U zur Folge hat, aber die Energie durch die Wechselwirkung mit den n

�

achsten

Nachbarn um 7V angehoben wird. Auch f

�

ur den Fall V > V

c

gibt es keine Ener-

giekorrektur erster Ordnung.

Die Energiekorrektur zweiter Ordnung ist

E

(2)

2;>

�

��

0

= �4

t

2

7V � U

: (3.12)

Die gest

�

orte Grundzustandsenergie wird damit zu

E

>

= N

 

U

2

�

4t

2

7V � U

!

: (3.13)

Abh

�

angig von V wird die Phase mit der jeweils niedrigeren Energie aus E

>

und

E

<

eingenommen. Dabei f

�

allt auf, da� gegen

�

uber dem atomaren Grenzfall die

Energie E

>

f

�

ur V = U=7 divergiert. Der Grundzustand jE

0;>

i sollte also bereits

bei V > U=7 eingenommen werden.

Abbildung 3.1 zeigt die Gesamtenergie E

0

eines 6 � 6-Gitters bei �t = 3 mit

U=t = 4 f

�

ur V -Werte, die den beiden oben unterschiedenen F

�

allen entsprechen.

Im Vergleich mit QMC-Ergebnissen bei endlicher Temperatur gibt die st

�

orungs-

theoretische N

�

aherung zumindest qualitativ eine richtige L

�

osung. F

�

ur V < V

c

steigt E

0

linear mit V an. Die mit dem Quanten-Monte-Carlo-Verfahren berech-

neten Werte liegen dabei systematisch unterhalb der analytischen L

�

osung. Die

Energieabsenkung durch die Elektronenbewegung des St

�

oroperators H

1

tr

�

agt also

st

�

arker zur Grundzustandsenergie bei, als dies in der St

�

orungsrechnung ber

�

uck-

sichtigt wurde. F

�

ur V > V

c

stimmen analytische L

�

osung und QMC-Ergebnis mit

steigendem V zunehmend besser

�

uberein.
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Abbildung 3.1: Vergleich der mit dem QMC-Verfahren berechneten Gesamtener-

gie bei endlicher Temperatur mit der Grundzustandsenergie in St

�

orungstheorie

zweiter Ordnung. Betrachtet wird ein 6 � 6-Gitter bei �t = 3 mit U=t = 4. Die

Werte der erweiterten Wechselwirkung sind auf der x-Achse aufgetragen.

Der Vergleich der QMC-Ergebnisse f

�

ur die kinetische Energie pro Platz mit den

St

�

ortermen zweiter Ordnung (Abbildung 3.2) ergibt eine relativ schlechte

�

Uber-

einstimmung, wobei die Werte erheblich weiter abweichen als dies aus der Ge-

samtenergie zu erwarten w

�

are. Der Wert der Gesamtenergie pro Platz aus der

QMC-Rechnung ergab �0:77t, der durch N

�

aherung berechnete Wert ist �0:59t.

Dagegen ist der Wert der kinetischen Energie pro Platz aus QMC �1:30t, weist

also eine erheblich Di�erenz auf. Es ist jedoch fraglich, ob eine Entsprechung der

St

�

orterme mit der kinetischen Energie

�

uberhaupt besteht.

3.1.2 Spin- und Ladungs-Dichte-Welle-N

�

aherung

Wie im vorhergehenden Abschnitt gezeigt, lassen sich f

�

ur das Extended -Hubbard-

Modell bei Halbf

�

ullung ein antiferromagnetisch spingeordneter und ein alternie-

rend ladungsgeordneter Grundzustand �nden. Es soll nun versucht werden, diese

beiden Zust

�

ande in Form einer Spindichtewelle (SDW) und einer Ladungsdich-

tewelle (Charge density wave, CDW) durch eine Molekularfeldn

�

aherung abzu-

bilden. Dabei wird der Hamiltonoperator des Extended -Hubbard-Modells unter
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Abbildung 3.2: Vergleich der St

�

orterme zweiter Ordnung mit den QMC-Daten

der kinetischen Energie eines 6� 6-Gitter bei �t = 3 mit U=t = 4.

Vernachl

�

assigung von Fluktuationen so vereinfacht, da� eine anschlie�ende Dia-

gonalisierung m

�

oglich ist. Die hier vorgestellte Molekularfeldn

�

aherung folgt ei-

nem

�

ahnlichem Ansatz f

�

ur das Extended -Hubbard-Modell mit l

�

angerreichweiti-

gem H

�

upfen in Referenz [Cha97].

F

�

ur das Hubbard-Modell wurde der SDW-Ansatz bereits eingehend untersucht.

Detaillierte Studien der SDW-Hartree-Fock-L

�

osung [Sch89], wie auch der Random-

Phase-Approximation des Spektrums der kollektiven Anregungen haben dabei

gezeigt, da� dieser Ansatz auch f

�

ur gro�e Werte von U , wo Magnetisierung und

Spin-Wellen-Dispersion des Heisenberg-Modells reproduziert werden, e�ektiv ist

[Cha97].

Grob skizziert w

�

urde sich f

�

ur die beiden in Abschnitt 3.1.1 erl

�

auterten Grund-

zust

�

ande ein Bild wie in Abbildung 3.3 ergeben. Diesen beiden unterschiedlichen

Sachverhalten soll nun im folgenden eine einfache analytische Form gegeben wer-

den. Die Diagonalisierung des vollen Hamiltonoperator stellt ein im allgemeinen

nicht exakt l

�

osbares Problem dar. Die Bewegungsgleichung der Greenschen Funk-

tion f

�

uhrt auf eine unendliche Reihe gekoppelter Gleichungen, deren Hierarchie

an einer Stelle durchbrochen werden mu�, um zu einer L

�

osung zu gelangen. Der

einfachste Ansatz besteht darin, Operatorprodukte unter Vernachl

�

assigung der
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(a) (b)

Abbildung 3.3: Skizziert Ladungs- und Spinverteilung f

�

ur den SDW- (a) und

CDW-Zustand (b).

Wechselwirkung von Fluktuationen zu linearisieren:

A = hAi+ (A� hAi)

AB � AhBi � BhAi+ hAihBi: (3.14)

Wendet man diese N

�

aherung auf dieWechselwirkungsterme des Extended -Hubbard-

Hamiltonoperators an, so erh

�

alt man einen wechselwirkungsfreien Molekularfeld-

Operator

H

MF

= H

0

+

U

2

X

i�

[hn

i�

in

i��

+ hn

i��

in

i�

� hn

i�

ihn

i��

i]

+V

X

hiji

X

��

0

[hn

i�

in

j�

0

+ hn

j�

0

in

i�

� hn

i�

ihn

j�

0

i] ; (3.15)

wobei die jeweils letzten Terme beider Summen als Konstanten in den Hamilton-

Operator eingehen und daher im weiteren unterdr

�

uckt werden. Die beiden in

Abbildung 3.3 skizzierten Zust

�

ande werden nun anhand ihrer mittleren Teilchen-

zahlen charakterisiert [Cha97]. Man teilt nun das Gitter in zwei Untergitter, A

und B, und macht folgenden Ansatz:

hn

i�

i

CDW

=

1

2

+ �

m

2

e

iQR

i

[Ful95] (3.16)

hn

i�

i

SDW

=

1

2

+

p

2

e

iQR

i

: (3.17)

R

i

sind dabei die Gittervektoren und Q = (�; �) der reziproke Gittervektor des

antiferromagnetischen Grundzustandes. Die Gr

�

o�en p und m beschreiben dabei

die Ordnungsparamter des Zustands. m ist die sogenannte Staggered Magneti-

zation (alternierende Magnetisierung)[Ful95]. Sie ist ein Ma� daf

�

ur, wie stark

Antiferromagnetismus im System vorliegt. p ist die im CDW-Zustand analoge

Gr

�

o�e, die die St

�

arke der alternierenden Ladungsordnung beschreibt.

F

�

ur m und p gilt:

m =

�

hn

i;"

� n

i;#

i ; auf Untergitter A

hn

i;#

� n

i;"

i ; auf Untergitter B

(3.18)



32 KAPITEL 3. HALBF

�

ULLUNG

p =

�

hn

i;"

+ n

i;#

i ; auf Untergitter A

�hn

i;"

+ n

i;#

i ; auf Untergitter B

: (3.19)

Diese Beziehungen werden durch den Faktor exp (�iQR

i

) in den Gleichungen

(3.18) und (3.19) sichergestellt. Durch die oben beschriebene Unterteilung in zwei

Untergitter verdoppelt sich die Einheitszelle und die korrespondierende Brillouin-

Zone wird um die H

�

alfte reduziert [Ful95]. exp (�iQR

i

) ist also +1 auf Untergit-

ter A und -1 auf Untergitter B. Durch Einsetzen von (3.18) und (3.19 in (3.23)

und Fouriertransformation

c

k�

=

1

p

N

X

i

e

ikr

i

c

i�

(3.20)

c

y

k�

=

1

p

N

X

i

e

�ikr

i

c

y

i�

(3.21)

(3.22)

l

�

a�t sich der Hamiltonoperator H

MF

folgenderma�en schreiben

H

MF

=

X

k�

0

h

�(k)c

y

k�

c

k�

� �(k+Q)c

y

k+Q�

c

k+Q�

i

+

X

k�

0

�

a

h

c

y

k+Q�

c

k�

+ c

y

k�

c

k+Q�

i

(3.23)

oder

H

MF

=

X

k�

0

�

c

k�

c

k+Q

�

y

�

�(k) �

a

�

a

��(k +Q)

��

c

k�

c

k+Q

�

: (3.24)

Die gestrichene Summe bedeutet dabei die Summation

�

uber die reduzierte Brillouin-

Zone. Die Nebendiagonalelemente wurden dabei wie folgt abgek

�

urzt [Cha97]:

�

SDW

= ��

m

2

U (3.25)

�

CDW

= (

U

2

� 4V )p: (3.26)

Mit Hilfe der unit

�

aren Transformation [Ful95]

�

c

k�

c

k+Q

�

=

�

u

k

v

k�

v

k

�u

k�

��

�

k

�

k

�

(3.27)

kann der Hamiltonoperator H

MF

schlie�lich diagonalisiert werden:

H

MF

=

X

k�

0

E

k

�

�

y

k�

�

k�

� �

y

k�

�

k�

�

: (3.28)
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Die jetzt diagonalen Energieeigenwerte E

k

entsprechen den Eigenwerten der Hamilton-

Matrix aus Gleichung (3.24):

E

k

=

q

�(k)

2

+�

a

2

: (3.29)

Die Amplituden der Transformation (3.27) sind durch

u

k

=

v

u

u

t

1

2

 

1 +

�(k)

E

k

!

v

k

=

v

u

u

t

1

2

 

1�

�(k)

E

k

!

(3.30)

gegeben. Im Grundzustand j
i bei Halbf

�

ullung ist das energetisch tieiegende

Valenzband vollst

�

andig besetzt und j
i kann somit als

j
i =

Y

k�

0

�

y

k�

j0i (3.31)

geschrieben werden.

�

Uber die Berechnung von m und p aus den Gleichungen

(3.18) und (3.19) mit diesem Grundzustand, also hmi = h
jm j
i und analog f

�

ur

p, erh

�

alt man eine selbstkonsistenten Beziehung f

�

ur die Energiel

�

ucke zwischen

den B

�

andern:

1 =

2�

a

N

X

k

1

q

�(k)

2

+�

2

a

: (3.32)

Dabei gilt �

SDW

=

U

2

und �

CDW

=

U

2

� 4V f

�

ur SDW- und CDW-Zustand. Die

beiden Parameter �

SDW

und �

CDW

sind die einzigen Werte,

�

uber die die Wechsel-

wirkungen U und V in die selbstkonsistente Berechnung der Bandl

�

ucke einie�en.

Da V in der SDW-N

�

aherung nicht vorkommt, sagt dieser Ansatz eine weitgehende

Unabh

�

angigkeit der Einteilchen-Anregungen von dieser Gr

�

o�e voraus.

F

�

ur die beiden oben beschriebenen Grundzust

�

ande der CDW- und SDW-Phase

des Extended -Hubbard-Modells soll im folgenden ein Ausdruck f

�

ur die spektrale

Dichte abgeleitet werden. F

�

ur T = 0 ist die spektrale Dichte allgemein als [End96]

A(k; !) = �(!)A

>

(k; !) + �(�!)A

<

(k; !) (3.33)

mit

A

>

(k; !) =

X

l

jh
 jc

k;"

j lij

2

� (! � (E

l

� E

0

)) (3.34)

und

A

<

(k; !) =

X

l

jhl jc

k;"

j
ij

2

� (! � (E

l

� E

l

)) (3.35)
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gegeben. Die Summe

P

l

l

�

auft dabei

�

uber alle Eigenzust

�

ande jli des Hamilton-

Operators H

MF

aus Gleichung (3.28) mit den entsprechenden Eigenenergien E

l

.

Durch Einsetzen der transformierten Operatoren aus Gleichung (3.27) in die De-

�nition der spektralen Dichte folgt:

A

>

(k; !) =

X

l

D




�

�

� u

k

�

k;"

+ v

k

�

k;"

�

�

� l

E

�

D

l

�

�

�u

k

�

y

k;"

+ v

k

�

y

k;"

�

�

�


E

� (! � (E

l

� E

0

)) (3.36)

=

X

l

u

2

k

jh
 j�

k;"

j lij

2

� (! � (E

l

� E

l

)) : (3.37)

Der einzige Eigenzustand jli, f

�

ur den

h
 j�

k;"

j li 6= 0

gilt, ist

�

�

�

~

l

E

= �

y

k;"

j
i. Hierf

�

ur ist

D


 j�

k;"

j

~

l

E

= 1 und E

~

l

� E

0

= E

k

. Also gilt f

�

ur

die Einzelbeitr

�

age der spektralen Dichte

A

>

(k; !) = u

2

k

� (! � E

k

) (3.38)

und analog

A

<

(k; !) = v

2

k

� (! + E

k

) : (3.39)

F

�

ur die spektrale Dichte der SDW- und CDW-Phase in Molekularfeldn

�

aherung

gilt also:

A

SDW=CDW

(k; !) = u

2

k

� (! � E

k

) + v

2

k

� (! + E

k

) : (3.40)

3.2 Stand der Forschung

Im Zusammenhang mit starken Elektronenkorrelationen geh

�

ort das zweidimen-

sionale Hubbard-Modell wohl zu einem der am meisten diskutierten Modelle. Das

Hubbard-Modell zeigt bei Halbf

�

ullung und ausreichend niedrigen Temperaturen

die Eigenschaften eines antiferromagnetischen Isolators, w

�

ahrend bei Dotierung

der

�

Ubergang in einen metallischen Zustand zu beobachten ist [Pre95, Pre96]. Da-

bei k

�

onnen die Daten der winkelaufgel

�

osten Photoemissions-Spektroskopie durch

QMC-Rechnungen qualitativ wie quantitativ recht gut wiedergegeben werden.

Zum Extended -Hubbard-Modell mit l

�

angerreichweitiger Coulomb-Wechselwirkung

sind bisher nur wenige Ver

�

o�entlichungen erschienen. Die meisten Arbeiten be-

schr

�

anken sich dabei auf eindimensionale Systeme. Einige f

�

ur die im weiteren

Verlauf betrachteten Systeme interessante Ergebnisse sollen hier kurz erw

�

ahnt

werden.
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In Abschnitt 3.1.1 wurde eine N

�

aherung f

�

ur den Grundzustand des EHM abgelei-

tet. Dabei war festzustellen, da� das EHM f

�

ur Werte der Coulomb-Wechselwirkung

V zwischen direkten Nachbarn unterhalb eines kritischen Wertes V

c

e�ektiv durch

das antiferromagnetische Heisenberg-Modell mit einer renormierten magnetischen

Austauschwechselwirkung J beschrieben werden kann. Dieser Sachverhalt ist f

�

ur

eindimensionale System mit der Methode der exakten Diagonalisierung bereits

eingehend untersucht worden [Ede96, Bri97]. Dabei zeigt sich, da� in einer Di-

mension die antiferromagnetische Ordnung bis zur CDW-Instabilit

�

at hin erhal-

ten bleibt. Dadurch kann J bis zu unphysikalisch hohen Werten im Bereich des

H

�

upfmatrixelements t hin gesteigert werden. F

�

ur h

�

ohere r

�

aumliche Dimensio-

nen ist dies jedoch wegen der h

�

oheren Koordinationszahl nicht m

�

oglich. F

�

ur

diesen Bereich existieren dennoch experimentelle Fragestellungen, wie z.B. aus

dem Bereich der Fullerene. F

�

ur undotiertes C

60

liegen dabei Ergebnisse aus der

Auger-Spektroskopie vor, die den Wert der lokalen Absto�ung auf U � 1:5eV

absch

�

atzen [Lof92]. Analysen der Exzitonendispersion ergeben einen Wert von

U � V � 0:35eV [Jan95], was in

�

Ubereinstimmung mit anderen experimentellen

Absch

�

atzung steht [Bru93]. Eine Absch

�

atzungen der Abschirmung in den Kupra-

te ergab f

�

ur die Coulomb-Wechselwirkung zwischen direkten Nachbarn V Wert

zwischen V=t = 0:37 und V=t = 2:6 bei einer lokalen Wechselwirkung von U=t = 8

[Sch98]. Diese Werte wurden durch eine Kombination von diagramatischen Me-

thoden und numerischen Rechnungen erzielt.

Der

�

Ubergang von der antiferromagnetisch geordneten SDW-Phase in die alter-

nierend ladungsgeordnete CDW-Phase ist bisher nur f

�

ur eindimensionale Syste-

me untersucht worden [Hir84, Mun97]. Hirsch fand dabei, da� dieser

�

Ubergang,

zumindest f

�

ur eindimensionale Systeme, ab einer lokalen Wechselwirkung von

U=t = 3 erster Ordnung ist. F

�

ur die kritische Wechselwirkung des

�

Uberganges

ist dabei eine Abweichung von dem kritischen Wert im atomaren Grenzfall zu

beobachten.

3.3 QMC-Ergebnisse

3.3.1 Der Bereich schwacher Coulomb-Wechselwirkung:

V < V

c

bei U=t = 8

In diesem Abschnitt sollen die Ergebnisse der Quanten-Monte-Carlo-Simulationen

zum Extended -Hubbard-Modell f

�

ur Wechselwirkungen V � 0:5 unterhalb des

�

Uberganges in die CDW-Phase bei Halbf

�

ullung diskutiert werden. Eine k

�

urz-

lich ver

�

o�entlichte Arbeit

�

uber die Abschirmung der Coulombwechselwirkung in

den Kuprat-Supraleitern sch

�

atzt die erweiterte Wechselwirkung V des Extended -

Hubbard-Modells auf einen Wert zwischen V = 0:37t und V = 2:6t ab [Sch98].
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Die in diesem Abschnitt diskutierten Systeme liegen also an der unteren Grenze

dieser Absch

�

atzung. Daher sollten die Eigenschaften des EHM in diesem Bereich

nur wenig von denen des Hubbard-Modells mit V=t = 0 abweichen. In die im

vorhergehenden Kapitel besprochene SDW-N

�

aherung geht die erweiterte Wech-

selwirkung gar nur als konstanter Energiebeitrag ein, beeinu�t die dynamischen

Eigenschaften also nicht.

Zun

�

achst soll die spektrale Dichte der mit dem QMC-Verfahren simulierten Sy-

steme diskutiert werden.

Abbildung 3.4 zeigt die Entwicklung der Einteilchen-Spektraldichte mit Cou-

lombwechselwirkung V von V=t = 0 zu V=t = 0:5 bei einer inversen Temperatur

�t = 5 und einer lokalen Wechselwirkung von U=t = 8. Der Weg durch den

Impulsraum ist durch die Hochsymmetriepunkte �(k = (0; 0)), M(k = (�; 0))

und M(k = (�; �)) symbolisiert (siehe auch Anhang B). Dunklere Bereiche zei-

gen h

�

oheres spektrales Gewicht. F

�

ur das Hubbard-Modell mit V=t = 0 sind zwei

schmale, niederenergetische Strukturen der Breite � 2t oberhalb und unterhalb

von (! � �)=t = 0 zu sehen, die von einer Reihe h

�

oherenergetischer Anregungen

abgesetzt sind. Dies stimmt mit bereits existierenden Simulationen des Hubbard-

Modells

�

uberein [Pre95, Gro96].

Au�

�

allig ist, da� die hochenergetischen Peaks um den X-Punkt und die niede-

renergetischen Anregungen um den M-Punkt bei einer erweiterten Wechselwir-

kung V = 0:5 stark an Gewicht einb

�

u�en oder verschwinden. Dabei ist unklar,

ob dies ein E�ekt der erweiterten Wechselwirkung ist oder durch numerische

Probleme verursacht wird. Hohe Wechselwirkungspotentiale und niedrige Tem-

peraturen k

�

onnen aufgrund des in Abschnitt 2.1.4 beschriebenen Vorzeichenpro-

blemes zu einer Verschlechterung der Au

�

osung einer QMC-Simulation beitra-

gen [Gro96, End96]. Zudem mu� zur Simulation des Extended -Hubbard-Modells

von einem Rechenaufwand ausgegangen werden, der im Vergleich zum Hubbard-

Modell neunmal h

�

oher liegt. F

�

ur die vorliegenden Systeme wurden mittlere Vor-

zeichen von 1:0 (V=t = 0), 0:835 (V=t = 0:25) und 0:564 (V=t = 0:5) festgestellt.

Bei dem beiden letztgenannten Systemen kann also von einer m

�

oglichen Beein-

tr

�

achtigungen in der Au

�

osung ausgegangen werden, was bei der weiteren Dis-

kussion ber

�

ucksichtigt werden mu�. Dies betri�t vor allem die niederenergetische

Anregung unterhalb der Energie ! = � am �-Punkt. Diese kann in den Simula-

tionen mit V=t = 0 und V=t = 0:5 aufgel

�

ost werden. nicht jedoch f

�

ur V=t = 0:25.

Bei genauerer Analyse der Peakpositionen zeigt sich aber, da� das Maximum der

Intensit

�

at f

�

ur das System (b) in Abbildung 3.4 deutlich zu ! = � hin verschoben

ist und der angesprochene Peak im Rahmen der Maximum Entropy-Analyse mit

dem h

�

oheren spektralen Gewicht vereinigt wurde.

Im vorhergehenden Abschnitt wurde ein Ausdruck f

�

ur die spektrale Dichte im

Rahmen einer Molekularfeldn

�

aherung abgeleitet. Diese gen

�

aherte spektrale Dich-



3.3. QMC-ERGEBNISSE 37

(a)

(b)

(c)

A(k; !), 6� 6, �t = 5, U=t = 8, V=t = 0, hni = 1:0

A(k; !), 6� 6, �t = 5, U=t = 8, V=t = 0:25, hni = 1:0

A(k; !), 6� 6, �t = 5, U=t = 8, V=t = 0:5, hni = 1:0

k

Abbildung 3.4: Einteilchen-Spektraldichte eines 6�6-Gitters bei �t = 5 mit U=t =

8, hni = 1:0. Dunklere Bereich zeigen h

�

oheres spektrales Gewicht. Der Weg durch

den Impulsraum ist durch die Hochsymmetriepunkte symbolisiert: �(k = (0; 0)),

X(k = (�; 0)) und M(k = (�; �)). Die durchgezogene Linie beschreibt eine an die

Maxima des spektralen Gewichtes ange�ttete SDW-N

�

aherung.
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te A(k; !) soll nun mit den Ergebnisse der QMC-Simulation verglichen werden.

Alle Systeme in Abbildung 3.4 zeigen eine Energiel

�

ucke von � 2:4t. In der SDW-

N

�

aherung ist die Energiel

�

ucke durch Gleichung (3.32) bestimmt. Die selbstkonsi-

stente L

�

osung dieser Gleichung f

�

ur eine lokale Wechselwirkung von U=t = 8 ergab

eine Energiel

�

ucke von �

SDW

= 3:57, was der in [Gro96] durchgef

�

uhrten Berech-

nung entspricht. Dies ist jedoch ein zu gro�er Wert, der nicht in

�

Ubereinstimmung

mit den QMC-Daten steht. Der Grund daf

�

ur liegt in der Vernachl

�

assigung der

Fluktuationen quadratischer Ordnung in Gleichung (3.23). Die QMC-Ergebnisse

stellen aber, bis auf einen kontrollierbaren, statistischen Fehler, exakte Werte dar,

in denen diese Fluktuationen ber

�

ucksichtigt sind. Die Abweichung in der Gr

�

o�e

der Energiel

�

ucke wird also durch Vielteilchene�ekte verursacht, die in der einfa-

chen Molekularfeldn

�

aherung nicht enthalten sind. Um dennoch zu einer Aussage

�

uber die G

�

ute der in der SDW-N

�

aherung berechneten Bandstruktur zu kommen,

wurde A

SDW

(k; !) an die Maxima des spektralen Gewichtes der QMC-Ergebnisse

quadratisch ange�ttet. Dieser Fit wird durch die durchgezogenen Linien in Ab-

bildung 3.4 repr

�

asentiert. Die durch den Fit ermittelten Werte sind in Tabelle 3.1

aufgelistet. F

�

ur das Hubbard-Modell (V=t = 0) wird die Spektrale Dichte auch

V=t 0.0 0.25 0.50

t

fit

1:11� 0:21 1:20� 0:08 1:18� 0:08

�

fit

2:38� 0:35 2:36� 0:16 2:45� 0:19

�

2

4.42 1.71 1.29

Tabelle 3.1: Aus dem numerischen Fit an die Maxima des spektralen Gewichtes

eines 6 � 6-Gitters bei �t = 5 mit U=t = 8 und V=t = 0, 0.25, 0.5 gewonnene

Parameter t und � (Vergleiche Abb.3.4). Der Wert von �

2

ist pro Freiheitsgrad

angegeben.

mit dem ange�tteten Wert f

�

ur die Energiel

�

ucke �

fit

und das H

�

upfmatrixelement

t

fit

nur unvollst

�

andig wiedergegeben. Zwar werden qualitativ die Bereiche gro�en

spektralen Gewichtes richtig beschrieben, d.h. der Bereich negativer Energien f

�

ur

M ! � ! X und der Bereich positiver Energien f

�

ur X ! M, eine

�

Uberein-

stimmung im Rahmen der Fehler besteht jedoch nur f

�

ur die niederenergetischen

Anregungen um (!� �)=t = 0. Das System (c) aus Abbildung 3.4 entspricht der

SDW-N

�

aherung etwas besser. Vor allem der Bereich positiver Energien um den

�-Punkt zeigt im Rahmen der Fehler gute

�

Ubereinstimmung. Wie Tabelle 3.1 zu

entnehmen ist, stimmen die ange�tteten Parameter t

fit

und �

fit

f

�

ur verschiedene

Werte der erweiterten Wechselwirkung V im Rahmen ihrer Fehler

�

uberein. Durch

die SDW-N

�

aherung kann also eine Entwicklung der Einteilchen-Spektraldichte

mit der Coulomb-Wechselwirkung zwischen direkten Nachbarn nicht beobachtet

werden, was bereits aus der Herleitung in Abschnitt 3.1.2 abzusehen war.

Insgesamt k

�

onnen mit der SDW-N

�

aherung zwar die Maxima des spektralen Ge-
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wichtes qualitativ wiedergegeben werden, die niederenergetische Physik wird je-

doch nicht ausreichend beschrieben. Dies steht in

�

Ubereinstimmung mit fr

�

uhe-

ren Arbeiten dieses Lehrstuhls, die die Existenz koh

�

arenter, niederenergetischer

Strukturen in der Gr

�

o�enordnung der magnetischen Austauschwechselwirkung

J nachweisen konnten [Pre95, Pre97]. F

�

ur das EHM l

�

a�t sich die quantitative

Entwicklung dieser Strukturen wegen der oben angesprochenen Probleme nicht

eindeutig beobachten. Daher sollen im folgenden noch einzelne Aspekte des Spek-

trums auf eine V -Abh

�

angigkeit untersucht werden. Abbildung 3.5 zeigt die spek-

Abbildung 3.5: Spektrale Dichte A(k =

(0; 0); !) der Systeme (a) und (c) aus

Abbildung 3.4. Die gekennzeichneten

Peaks haben f

�

ur �t = 3 und �t = 5

konstante Positionen bei !=t = �2:8

und !=t = �1:8. Diese in V systemati-

sche Ver

�

anderung liegt allerdings noch

im Rahmen der Fehler aus der Maxi-

mum Entropy-Analyse.

0
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ω
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ω −µ/t
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βt=3, V/t=0.0
βt=5, V/t=0.5
βt=5, V/t=0.0

trale Dichte A(k = (0; 0); !) des Hubbard-Modells mit V=t = 0 und des Exten-

ded -Hubbard-Modells mit V=t = 0:5 bei einer lokalen Wechselwirkung U=t = 8

bei den inversen Temperaturen �t = 3 und �t = 5. Obwohl die in dieser Ab-

bildung gekennzeichneten Peaks sich im Rahmen der Fehler

�

uberdecken (siehe

auch Abbildung 3.4), zeigen sie eine systematische Abh

�

angigkeit von der St

�

arke

der erweiterten Wechselwirkung. Die angezeichneten Positionen dieser Anregung,

!=t = �2:8 und !=t = �1:8, weisen eine Verschiebung um �! = 1 = 2 � �V

auf. Der Peak am X-Punkt liegt f

�

ur die hier diskutierten Systeme jedoch durch-

gehend bei !=t = �2:2. Das koh

�

arente Band unterhalb von (! � �)=t = 0 zeigt

also f

�

ur �! X eine zu negativen Energien hin abfallende Tendenz, wenn eine er-

weitert Coulomb-Wechselwirkung von V=t = 0:5 einbezogen wird. F

�

ur V=t = 0:0

beobachtet man genau die entgegengesetzte Steigung. Experimentelle Studien

der winkelaufgel

�

osten Photoemission von Sr

2

CuO

2

Cl

2

zeigen jedoch die durch

das EHM mit V=t = 0:5 beschrieben negative Steigung. Abbildung 3.6 zeigt die

experimentellen Daten (links) im Vergleich mit den Peakpositionen des EHM.
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Abbildung 3.6: Links: Daten der winkelaufgel

�

osten Photoemissionsspektroskopie

von Sr

2

CuO

2

Cl

2

[Wel95]. Die durchgezogen Linie repr

�

asentiert die Dispersion des

t � J-Modells. Die experimentellen Daten werden durch dieses Modell im � !

X nicht beschrieben. Rechts: Peakpositionen des Hubbard-Modells und des EHM

mit V=t = 0:5. Das EHM beschreibt die Steigung der Dispersion qualitativ besser.

Im gegensatz zu der Dispersion des t � J- und des Hubbard-Modells zeigt das

EHM die qualitativ richtige Dispersion f

�

ur � ! M. Das gleiche Verhalten ist

dabei schon f

�

ur das Hubbard-Modell mit l

�

angerreichweitigem H

�

upfen bekannt

[Gro98]. F

�

ur den �-Punkt k = (�=2; �=2), bei dem in der experimentellen Studie

eine Struktur bei einer Energie von 0:8eV gefunden wird, kann hier keine Aus-

sage getro�en werden, da dieser Punkt auf einem 6 � 6-Gitter nicht darstellbar

ist. Eine quantitative Analyse bleibt also weitergehenden Studien auf gr

�

o�eren

Gittern vorbehalten. Eine verbesserte Auswertung der Peakpostionen ist dabei

zur Zeit am Lehrstuhl f

�

ur Theoretische Physik I in Entwicklung. Sollte sich die

Abh

�

angigkeit der spektralen Dichte von l

�

angerreichweitigen Prozessen best

�

ati-

gen, so k

�

onnen diese zur verbesserten Beschreibung der experimentellen Daten

durch theoretische Modelle beitragen.

Die dynamische Spinsuszeptibilit

�

at �

ss

(k; !) (Abbildung 3.7) der betrachteten

Systeme zeigt eine scharfe, niederenergetische Anregung bei k = (�; �), in der fast

das gesamte Gewicht geb

�

undelt ist.

�

Uber die verbleibenden Impulse verteilt sich

ein Band schwach dispergierender Anregungen mit einer maximalen Anregungs-

energie von ungef

�

ahr t bei k = (�; 0). In fr

�

uheren Arbeiten des Lehrstuhls wurde

bereits gezeigt, da� die Spinanregungen des Hubbard-Modells gut mit der Spin-

wellentheorie des Heisenberg-Antiferromagneten

�

ubereinstimmen [Pre96, Pre97].

F

�

ur das Extended -Hubbard-Modell sollte nach der in Abschnitt 3.1.1 beschriebe-

nen N

�

aherung f

�

ur den Grundzustand ein

�

ahnlicher Sachverhalt vorliegen. Es ist

dabei zu beachten, da� f

�

ur das EHM die Austauschwechselwirkung J durch die
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(a)

(b)

(c)

�

ss

(k; !), 6� 6, �t = 5, U=t = 8, V=t = 0, hni = 1:0

�

ss

(k; !), 6� 6, �t = 5, U=t = 8, V=t = 0:25, hni = 1:0

�

ss

(k; !), 6� 6, �t = 5, U=t = 8, V=t = 0:5, hni = 1:0

k

Abbildung 3.7: Spinsuszeptibilit

�

at �

ss

(k; !) f

�

ur ein 6 � 6� 1-Gitters bei �t = 5

mit U=t = 8,hni = 1:0. Die Werte f

�

ur V betragen von oben nach unten V = 0,

0:25, 0:5
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erweiterte Wechselwirkung renormiert wird (Gleichung (3.11)). Diese

�

Anderung

in J ist jedoch f

�

ur die hier betrachteten Systeme bis V = U=16

�

au�erst gering:

�J

J

=

U

U � V

� 1 � 7%: (3.41)

Die Spinwellendispersion ist gegeben durch

!

sw

= 2J

s

1�

1

4

(cos(q

x

) + cos(q

y

))

2

[Pre97]: (3.42)

Mittels dieser Beziehung wurde J an die Spinanregungen f

�

ur das EHM ange�t-

tet (Abb. 3.7). Der Spinwellendispersion ist dabei durch die durchgezogene Linie

beschrieben. Die mit einem �

2

-Fit ermittelten Werte f

�

ur J sind in Tabelle 3.2

aufgelistet. Wie f

�

ur das Hubbard-Modell werden auch f

�

ur das EHM die Spinan-

V=t 0 0.25 0.5

J 0:48� 0:01 0:49� 0:01 0:50� 0:01

�

2

0.0475 0.124 0.238

Tabelle 3.2: Ange�ttete Werte f

�

ur die magnetische Austauschwechselwirkung J

aus Gleichung (3.42) an die Spinanregungen �

ss

(k; !) aus Abbildung 3.7. Der

Wert f

�

ur �

2

ist pro Freiheitsgrad angegeben.

regungen gut durch die Spinwellendispersion beschrieben. Die mit dem �

2

-Fit er-

mittelte Austauschwechselwirkung J zeigt einen leichten Anstieg von ca. 5% und

entspricht damit in etwa den oben beschriebenen Erwartungen. Interessant ist

die gute

�

Ubereinstimmung des Wertes von J mit dem in St

�

orungstheorie zweiter

Ordnung abgeleiteten J = 4t

2

=(U�V ). Dieser ist zwar aus Rechnungen der exak-

ten Diagonalisierung f

�

ur den Grundzustand best

�

atigt [Ede96], eine Bestimmung

aus dem Hubbard-Modell bei endlicher Temperatur mit dem QMC-Verfahren ist

jedoch in der Literatur bisher nicht bekannt.

Abbildung 3.8 zeigt die impulsaufgel

�

osten Spin- und Ladungs-Strukturfaktoren

f

�

ur die drei oben diskutierten Systeme. Die Strukturfaktoren entsprechen den in

imagin

�

arer Zeit gleichzeitig gemessenen Suszeptibilit

�

aten. Diese Gr

�

o�en indizie-

ren, wie stark Antiferromagnetismus bzw. alternierende Ladungsordnung ausge-

pr

�

agt sind. Beide Strukturfaktoren zeigen mit zunehmenden Wert f

�

ur V und �

einen Anstieg am M-Punkt k = (�; �) (Tabelle 3.3). F

�

ur den Spin-Strukturfaktor

bewegt sich dieser in der Gr

�

o�enordnung von 4% bei �t = 3 und 6% bei �t = 5 , so

da� die antiferromagnetische Ordnung aus Sicht dieser Gr

�

o�e in dem erwarteten

Rahmen entwickelt. Der Ladungs-Strukturfaktor zeigt f

�

ur bei beide betrachteten

Temperaturen einen Anstieg um ca. 12%. Eine Doppelbesetzung in [1; 1]-Richtung

der Gittervektoren kann also deutlich leichter eingenommen werden.
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Abbildung 3.8: Gleichzeitiger Spin- und Ladungs-Strukturfaktor des EHM auf

einem 6�6-Gitter mit einer lokalen Wechselwirkung von U=t = 8 bei Halbf

�

ullung

f

�

ur V=t = 0:0, 0:25 und 0:5. Sowohl S(k) als auch C(k) zeigen mit zunehmender

inverser Temperatur und zunehmender Wechselwirkung V einen Anstieg.

V=t 0 0.25 0.5

S((�; �)) �t = 3 2:73� 0:02 2:76� 0:02 2:84� 0:03

S((�; �)),�t = 5 5:32� 0:05 5:43� 0:05 5:46� 0:06

C((�; �)) �t = 3 0:16940� 0:00003 0:17879� 0:00005 0:18971� 0:00008

C((�; �)) �t = 5 0:18106� 0:00004 0:19100� 0:00005 0:20206� 0:00007

Tabelle 3.3: Spin- und Ladungs-Strukturfaktor des EHM bei Halbf

�

ullung am M-

Punkt
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Abbildung 3.9 zeigt den Vergleich der Spin- und Ladungs-Strukturfaktoren eines

6�6-Gitters mit denen eines 8�8-Gitters bei Halbf

�

ullung und Dotierung. Dabei

sind nur sehr kleine Finite Size-E�ekte festzustellen. Die Di�erenzen zwischen den

einzelnen Gr

�

o�en betragen dabei �S((�; �)) = 0:091� 0:041 und �C((�; �)) =

0:00026� 0:00008 f

�

ur die halbgef

�

ullten und �S((�; �)) = 0:00055� 0:01531 und

�C((�; �)) = 0:0013� :0003 f

�

ur die dotierten Systeme. F

�

ur ein wirkliches Finite

Size Scaling liegen allerdings nicht gen

�

ugend Systeme unterschiedlicher Gr

�

o�e

vor.
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Abbildung 3.9: Vergleich von Spin- und Ladungs-Strukturfaktoren eines 6 � 6-

Gitters und eines 8 � 8-Gitters bei �t = 3, U=t = 8, V=t = 0:25. Die Kurven

f

�

ur Systeme unterschiedlicher Gr

�

o�e zeigen nur sehr geringe Abweichungen. Die

sogenannten Finite Size-E�ekte d

�

urften nach den vorliegenden Daten, zumindest

f

�

ur die inverse Temperatur �t = 3, vernachl

�

assigbar klein sein.

Die dynamische Ladungssuszeptibilit

�

at �

cc

(k; !) des Hubbard-Modell (V=t = 0)

zeigen (Abb. 3.7), wie schon in fr

�

uheren Arbeiten des Lehrstuhls berichtet [Pre96],

eine Energiel

�

ucke von � U=2. Das Hauptgewicht liegt auf den M-Punkt. Im Ge-

gensatz zur Spinsuszeptibilit

�

at wird bei der Ladungssuszeptibilit

�

at �

cc

(k; !) eine

leichte Ver

�

anderung des Peaks bei k = (�; �) zu niedrigeren Energien beobachten.

Die Peakpositionen und ihre Fehler sind in Tabelle 3.4 zusammengefa�t. Dabei

zeigt sich aber, da� im Rahmen der Fehler keine Ver

�

anderung festzustellen ist.
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(a)

(b)

(c)

�

cc

(k; !), 6� 6, �t = 5, U=t = 8, V=t = 0, hni = 1:0

�

cc

(k; !), 6� 6, �t = 5, U=t = 8, V=t = 0:25, hni = 1:0

�

cc

(k; !), 6� 6, �t = 5, U=t = 8, V=t = 0:5, hni = 1:0

k

Abbildung 3.10: Ladungssuszeptibilit

�

at �

cc

(k; !) f

�

ur ein 6 � 6 � 1-Gitters bei

�t = 5 mit U=t = 8, hni = 1:0.Die Werte f

�

ur V betragen von oben nach unten

V = 0, 0:25, 0:5.
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V=t 0.0 0.25 0.50

�

ss

(k = (�; �); !) 9:88� 0:95 9:54� 0:81 8:94� 0:78

Tabelle 3.4: Peak-Positionen der Ladungssuszeptibilit

�

at �

cc

(q; !) bei k = (�; �)

f

�

ur verschiedene V .

3.3.2 Der SDW-CDW-

�

Ubergang bei U=t = 4

Im vorherigen Abschnitt wurde das Extended -Hubbard-Modell f

�

ur kleine Wer-

te der erweiterten Wechselwirkung V bis V = U=16 behandelt. Die Ergebnisse

der QMC-Simulation zeigten dabei nur eine geringe Abh

�

angigkeit der spektralen

Dichte A(k; !) und der Spin- und Ladungssuszeptibilit

�

aten von V . Wie in den

Abschnitten 3.1.1 und 3.1.2 gezeigt, ist neben dem antiferromagnetischen noch

ein ladungsgeordneter Zustand im EHM oberhalb eines kritischen Wertes V

c

zu

erwarten.
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Abbildung 3.11: Zustandsdichten ober- und unterhalb des

�

Ubergangs in die CDW-

Phase. (a): Einteilchen-Zustandsdichte, (b): Ladungs-Zustandsdichte. (c): Spin-

Zustandsdichte.

In diesem Abschnitt soll das Extended -Hubbard-Modell auch f

�

ur V > V

c

un-

tersucht werden. Die Eigenschaften des Modells

�

andern sich dabei in vielf

�

altiger

Weise. Um diesen Vorgang nicht noch durch hohe Potentiale und damit mit ei-

nem zus

�

atzlichen Vorzeichenproblem zu belasten, wurde f

�

ur die hier betrachteten

Systeme eine lokale Wechselwirkung von U=t = 4 gew

�

ahlt. Die erweiterte Wech-

selwirkung wurde zun

�

achst von V=t = 0 bis V=t = 0:5 gesteigert, also bis zur

H

�

alfte des kritischen Wertes im atomaren Grenzfall V

c

= U=4. Dabei zeigte sich,
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V=t 1.25 1.5 2.0

t

Fit

1:18� 0:01 1:192� 0:01 1:20� 0:01

�

Fit

1:99� 0:02 3:21� 0:01 5:49� 0:01

�

2

Fit

0:133 0:067 0:025

2�

QMC

(k = (�; 0)) 4:02� 0:50 6:43� 0:36 10:96� 0:32

�

SK

2.48 3.57 5.69

Tabelle 3.5: Parameter t

Fit

und �

Fit

des Fits der CDW-N

�

aherung an die spektrale

Dichte eines 6� 6-Gitters bei �t = 3 und U=t = 4 f

�

ur V=t = 1:25, 1:5, 2:0.

da� selbst die hier betrachteten, halbgef

�

ullten Systeme unter einem starken Vor-

zeichenproblem leiden, sobald man in die N

�

ahe von V

c

kommt. F

�

ur einen Wert von

V=t = 0:5 lag das Vorzeichen bereits bei 0.60, wobei f

�

ur jede weitere Erh

�

ohung

von V die Simulation mit numerischen Fehlern abgebrochen werden mu�te. Simu-

lationen mit V=t > V

c

zeigen ein stabiles Vorzeichen, das mit steigendem V gegen

1.0 konvergiert, wie aus Anhang A zu entnehmen ist. Eine Zeitreihenanalyse der

Gr

�

o�e

P

i

(�1)

i

n

i

zeigte, da� sich in der QMC-Simulation das System st

�

andig in

einem der beiden

�

aquivalenten CDW-Minima aufhielt und dort uktuierte.

Abbildung 3.11 (a) zeigt die Einteilchen-Zustandsdichte des Extended -Hubbard-

Modells in der CDW- und SDW-Phase. W

�

ahrend das EHM f

�

ur U=t = 4 und

�t = 3 auf einem 6�6-Gitter unterhalb von V

c

keine L

�

ucke in der Zustandsdichte

aufweist, sind in der CDW-Phase oberhalb von V

c

zwei stark separierte Peaks

ohne jede weitere Struktur zu sehen. Die Energiel

�

ucke nimmt mit der erweiterten

Wechselwirkung V nahezu linear zu. Interessant ist dabei, da� die Zustandsdichte

in der SDW-Phase bis an die Phasengrenze auch bei hohen Werten von V stabil

bleibt. Dies ist auch in der Ladungs- und Spin-Zustandsdichte zu beobachten

(Abbildung 3.11 (b) und (c)).

Die Entwicklung der Einteilchen-Spektraldichte in Abh

�

angigkeit von V ist in Ab-

bildung 3.12 zu sehen. Dabei zeigt sich deutlich die Ausbildung der Energiel

�

ucke,

die mit steigender Wechselwirkung V stark zunimmt. Die durchgezogene Linie

repr

�

asentiert die CDW-N

�

aherung, wobei das H

�

upfmatrixelement t und der Gap-

Parameter �

CDW

ange�ttet wurden. Die Ergebnisse des Fits sind in Tabelle 3.5

aufgetragen. Zudem wurden die Energiel

�

ucke 2�

QMC

direkt aus den QMC-Daten

am X-Punkt entnommen. Ange�ttete und direkt entnommene Werte zeigen eine

ausgezeichnete

�

Ubereinstimmung. Der nach Gleichung 3.32 selbstkonsistent be-

rechnete Wert �

SK

stimmt im Rahmen der Fehler nicht mit den aus der QMC-

Simulation entnommenen Werten

�

uberein, wobei die Abweichung mit zunehmen-

dem V deutlich kleiner wird. Die Werte f

�

ur die direkt aus den QMC-Daten ent-

nommene Energiel

�

ucke �

QMC

(k = (�; 0)) und der selbstkonsistent berechnete

Gap �

SC

sind in Abbildung 3.13 aufgetragen.
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(a)

(b)

(c)

A(k; !), 6� 6, �t = 3, U=t = 4, V=t = 1:25, hni = 1:0

A(k; !), 6� 6, �t = 3, U=t = 4, V=t = 1:5, hni = 1:0

A(k; !), 6� 6, �t = 3, U=t = 4, V=t = 2:0, hni = 1:0

k

Abbildung 3.12: Einteilchen-Spektraldichte eines 6 � 6-Gitters bei �t = 3 mit

U=t = 4, hni = 1:0. Die Werte f

�

ur V betragen von oben nach unten V = 1:25 (a),

1:5 (b), 2:0(c). Die durchgezogene Linie entspricht der quadratisch ange�tteten

CDW-N

�

aherung (siehe auch Tab. 3.5 ).



3.3. QMC-ERGEBNISSE 49

0

2

4

6

8

10

12

14

0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4

2∆
(V

)

V/t

QMC
Selbstkonstistent

Abbildung 3.13: QMC-Werte und selbstkonsistente Berechnung des CDW-Gaps

eines 6 � 6-Gitter mit U=t = 4 bei �t = 3 f

�

ur verschieden Werte von V=t. Die

selbstkonsistent errechneten Werte f

�

ur die Energiel

�

ucke zeigen, im Gegensatz zum

Fall V < V

c

, eine erheblich bessere

�

Ubereinstimmung, was darauf hindeutet, da�

in der CDW-Phase Fluktuationen eine untergeordnete Rolle spielen.

Die gute

�

Ubereinstimmung der QMC-Daten mit der in CDW-N

�

aherung berech-

neten spektralen Dichte sowie die geringen Abweichungen der selbstkonsisten-

ten Energiel

�

ucke legen die Annahme nahe, da� die CDW-Phase des Extended -

Hubbard-Modells mit der einfachen Molekularfeldn

�

aherung recht gut beschrieben

wird. Die in der CDW-N

�

aherung vernachl

�

assigten Fluktuationen m

�

ussen also f

�

ur

V > V

c

, im Gegensatz zum SDW-Ansatz bei V � V

c

, eine untergeordnete Rolle

spielen.

Die Spinsuszeptibilit

�

at des halbgef

�

ullten EHM in der CDW-Phase (Abbildung

3.14) zeigt ein Band zusammenh

�

angender Peaks der Breite � 2t. Dieses weist

eine ausgepr

�

agte Energiel

�

ucke auf, die ungef

�

ahr der Einteilchen-Energiel

�

ucke ent-

spricht. Eine niederenergetische Anregung am M-Punkt fehlt hier v

�

ollig. Das Sy-

stem zeigt also keine antiferromagnetische Ordnung mehr. Geht man von einem

CDW-ladungsgeordneten Zustand aus (Abbildung 3.3 (a)), so mu� zur Erzeu-

gung einer Spinanregung eine Doppelbesetzung aufgebrochen und ein Elektron

von einem auf das andere Untergitter verschoben werden. Dies ist mit dem Ener-

gieaufwand der Gr

�

o�e �

CDW

verbunden. Die starke Unterdr

�

uckung des Antifer-

romagnetismus in der CDW-Phase ist auch in den Spin-Strukturfaktoren S(k) in
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(a)

(b)

(c)

�

ss

(k; !), 6� 6, �t = 3, U=t = 4, V=t = 1:25, hni = 1:0

�

ss

(k; !), 6� 6, �t = 3, U=t = 4, V=t = 1:5, hni = 1:0

�

ss

(k; !), 6� 6, �t = 3, U=t = 4, V=t = 2:0, hni = 1:0

k

Abbildung 3.14: Spinsuszeptibilit

�

at �

ss

(k; !) eines 6 � 6-Gitters bei �t = 3 mit

U=t = 4, hni = 1:0. Die Werte f

�

ur V betragen von oben nach unten V=t = 1:25,

1:5, 2:0
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Abbildung 3.15: Gleichzeitiger Spin- und Ladungs-Strukturfaktor des EHM bei

Halbf

�

ullung f

�

ur den Parametersatz �t = 3, U=t = 4. Aus Gr

�

unden der

�

Ubersicht

wurde f

�

ur V < V

c

nur der Wert V=t = 0:5 abgebildet.

Abbildung 3.15 deutlich zu sehen. W

�

ahrend das EHM in der SDW-Phase das f

�

ur

die antiferromagnetische Ordnung charakteristische Verhalten mit dem h

�

ochsten

Wert von S(k = (�; �)) = 1:60 zeigt, sinkt dieser Wert in der CDW-Phase bis

unter 0:1 f

�

ur V=t = 2. V

�

ollig gegenl

�

au�ges Verhalten zeigt dabei der Ladungs-

Strukturfaktor C(k) . Dieser liegt in der SDW-Phase selbst f

�

ur hohe Werte der er-

weiterten Wechselwirkung von V=t = 0:5 bei h

�

ochstens 0:16 (k = (�; �)), w

�

ahrend

in der CDW-Phase ein rapides Anwachsen bis auf C(k = (�; �)) = 31:27 zu be-

obachten ist. Die Werte f

�

ur alle sonstigen Impulse k liegen dabei unterhalb von 1.

Die alternierende Ladungsordnung ist also sehr stark ausgepr

�

agt und wird kaum

durch Fluktuationsprozesse gest

�

ort. Sie entspricht also im Wesentlichen den in

der CDW-N

�

aherung gemachten Annahmen. Dies steht in guter

�

Ubereinstimmung

mit den oben beschriebenen Beobachtungen zur spektralen Dichte.

Abbildung 3.16 zeigt die dynamische Ladungssuszeptibilit

�

at �

cc

(k; !) der oben

diskutierten Systeme in der CDW-Phase. Die scharf gepeakte, niederenergetische

Anregung am M-Punkt ist aller Wahrscheinlichkeit nach ein Artefakt der Ma-

ximum Entropy-Analyse und entspricht einem

�

Uberbleibsel einer Anregung bei

! � 0, die jedoch im Spektrum der retardierten Zweiteilchenfunktionen nicht

sichtbar sein sollte. Die anderen Anregungspeaks bilden ein zusammenh

�

angendes

Band, da� eine Energiel

�

ucke von der Gr

�

o�e des Einteilchengaps aufweist. Die

Breite des Bandes nimmt dabei von � 2t bei V=t = 1:25 bis � 1t bei V=t = 2:0

ab.

Um die Entwicklung der Spin- und Ladungs-Eigenschaften

�

uber den SDW-CDW-
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(a)

(b)

(c)

�

cc

(k; !), 6� 6, �t = 3, U=t = 4, V=t = 1:25, hni = 1:0

�

cc

(k; !), 6� 6, �t = 3, U=t = 4, V=t = 1:5, hni = 1:0

�

cc

(k; !), 6� 6, �t = 3, U=t = 4, V=t = 2:0, hni = 1:0

k

Abbildung 3.16: Ladungssuszeptibilit

�

at �

cc

(k; !) eines 6 � 6-Gitters bei �t = 3

mit U=t = 4, hni = 1:0. Die Werte f

�

ur V betragen von oben nach unten V = 1:25,

1:5, 2:0
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Abbildung 3.17: Gleichzeitiger Spin- und Ladungs-Strukturfaktoren an den Punk-

ten r = (0; 0), k = (0; 0) und k = (�; �) oberhalb und unterhalb des SDW-CDW-

Phasen

�

uberganges. Die Systemparameter sind analog zu den vorhergehend be-

sprochenen Simulationen (6� 6, U=t = 4, �t = 3).
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Phasen

�

ubergang noch einmal deutlich zu machen, sind in Abbildung 3.17 die

Spin- und Ladungs-Strukturfaktoren an ausgesuchten Punkten als Funktion der

Gr

�

o�e V=U aufgetragen. Interessant ist vor allem, da� alle betrachteten Gr

�

o�en

im Bereich V=U < 0:25 ein nahezu konstantes Verhalten zeigen, w

�

ahrend f

�

ur

h

�

ohere Werte von V=U eine sprunghafte

�

Anderung zu sehen ist. Die antiferro-

magnetisch geordnete SDW-Phase zeigt also eine ausgepr

�

agte Stabilit

�

at gegen

den Einu� einer Coulomb-Wechselwirkung zwischen direkten Nachbarn. Dies

steht in

�

Ubereinstimmung mit Untersuchungen des eindimensionalen Extended -

Hubbard-Modells [Ede96] mit der Methode der exakten Diagonalisierung.

3.3.3 Attraktive Wechselwirkung zwischen direkten Nach-

barn

Der in den vorhergehenden Abschnitten beobachtete Einu� der repulsiven er-

weiterten Wechselwirkung auf die Eigenschaften des Hubbard-Modells legt eine

�

Uberpr

�

ufung dieser Ver

�

anderungen im Bereich attraktiver Wechselwirkung nahe.

Die Simulation eines solchen EHM dient dem Zweck, die generelle Bedeutung der

Coulomb-Wechselwirkung im EHM zu zeigen.

Abbildung 3.18 (a) zeigt die spektrale Dichte des halbgef

�

ullten Extended -Hubbard-

Modells auf einem 6 � 6-Gitter mit �t = 3, U=t = 8 und V=t = �0:5. Wie auch

f

�

ur die in den vorhergehenden Kapiteln betrachtete repulsive Wechselwirkung

zwischen direkten Nachbarn zeigt sich die spektrale Dichte in den Hauptmerk-

malen stabil gegen V . Ver

�

anderungen treten auf kleiner Skala und am Rande

der Au

�

osbarkeit auf. Wie schon in Abschnitt 3.3.1 soll die spektrale Dichte

am �-Punkt eingehender Untersucht werden. Abbildung 3.19 zeigt die spektrale

Dichte A(k = (0; 0); !) unterhalb der Energie ! = � f

�

ur repulsive (V/t=0.5), ver-

schwindende (V/t=0) und attraktive (V/t=-0.5) erweiterte Wechselwirkung. Die

in Abbildung 3.5 f

�

ur repulsives V beobachtete Verschiebung des Peaks nahe des

Fermi-Niveaus ! = � setzt sich dabei im Bereich anziehender Wechselwirkung

deutlich fort.

Auch die dynamische Ladungs- und Spinsuszeptibilit

�

at (Abbildung 3.18 (b) und

(c)) zeigen sich in den Hauptmerkmalen stabil gegen eine attraktive erweiterte

Wechselwirkung. Die Spinsuszeptibilit

�

at �

ss

(k; !) weist die f

�

ur antiferromagne-

tische Ordnung typische Spinwellendispersion des Heisenberg-Antiferromagneten

auf (Vergleiche Abbildung 3.7). Der Spin-Strukturfaktor S(k) (Abbildung 3.20)

ist am M-Punkt im Vergleich zum Hubbard-Modell (V=t = 0) leicht vermindert.

Die Werte f

�

ur S(k = (�; �)) sind 2:73 � 0:02 f

�

ur V=t = 0 und 2:66 � 0:02 f

�

ur

V=t = �0:5. Der dominante Peak an diesem Punkt belegt jedoch die antifer-

romagnetische Ordnung. Etwas st

�

arker als f

�

ur S(k) sind die Ver

�

anderungen im

Ladungs-Strukturfaktor C(k). Die Wert am repr

�

asentativen M-Punkt betragen
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(a)

(b)

(c)

A(k; !), 6� 6, �t = 3, U=t = 8, V=t = �0:5, hni = 1:0

�

ss

(k; !), 6� 6, �t = 3, U=t = 8, V=t = �0:5, hni = 1:0

�

cc

(k; !), 6� 6, �t = 3, U=t = 8, V=t = �0:5, hni = 1:0

k

Abbildung 3.18: Spektrale Dichte, Spin- und Ladungssuszeptibilit

�

at eines 6� 6-

Gitter bei �t = 3 mit U=t = 8, V=t = �0:5 mit hni = 1:0.
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Abbildung 3.19: Vergleich der spek-

tralen Dichte A(k = (0; 0); !) des

halbgef

�

ullten Extended -Hubbard-

Modells f

�

ur repulsive und attraktive

erweiterte Wechselwirkung bei einer

lokalen Wechselwirkung von U=t = 8

und einer inversen Temperatur von

�t = 3. Die f

�

ur repulsives V beobachte-

te Verschiebung des Peaks nahe ! = �

setzt sich in den Bereich attraktiver

Wechselwirkung fort.
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Abbildung 3.20: Vergleich des impulsaufgel

�

osten Spin- und Ladungs-

Strukturfaktors f

�

ur repulsive und attraktive erweiterte Wechselwirkung.
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0:16940�0:00003 f

�

ur V=t = 0 und 0:15294�0:00005 f

�

ur V=t = �0:5. Beide Struk-

turfaktoren zeigen f

�

ur V < 0 die bereits im Bereich der repulsiven erweiterten

Wechselwirkung gefundenen Tendenzen.
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Kapitel 4

Das dotierte

Extended-Hubbard-Modell

Der dotierte Bereich ist f

�

ur die Beschreibung der Kuprate von besonderem Inter-

esse, da hier f

�

ur ausreichend tiefe Temperaturen die Supraleitung einsetzt (siehe

Kapitel 1, Abschnitt (1.2)). Oberhalb der kritischen Temperatur wird experimen-

tell mit der Dotierung ein Metall-Isolator-

�

Ubergang beobachtet. Dabei werden

Kupferoxid-Ebenen Ladungstr

�

ager entnommen (Lochdotierung) oder zugef

�

uhrt

(Elektronendotierung). Im Experiment wird dies z. B. durch heterovalente Sub-

stitution oder

�

Anderung des Gesamtsauersto�gehaltes erreicht, w

�

ahrend in der

QMC-Simulation das chemische Potential � auf einen geeigneten Wert gesetzt

wird.

Es sollen im folgenden Dotierungen von 9-10% bei verschiedenen Werten der er-

weiterten Wechselwirkung V betrachtet werden. Da die Simulation von dotierten

Systemen mit einem starken Vorzeichenproblem belastet ist, waren dabei nur

Temperaturen von T = 0:33 bzw. �t = 3 m

�

oglich.

4.1 Das dotierte EHM in der SDW-Phase

F

�

ur den Bereich schwacher Coulombwechselwirkung wurden zwei Systeme mit

einer Dotierung von etwa 10% simuliert. Dabei gelang die Einstellung der mittle-

ren Teilchenzahl nicht so genau, da� exakt die gleiche Dotierung erreicht werden

konnte. Die Simulationen weisen zudem ein mit der St

�

arke der Wechselwirkung

V zunehmendes Vorzeichenproblem auf. So betr

�

agt das mittlere Vorzeichen der

Simulation eines 6� 6-Gitters mit U=t = 8 und V=t = 0:25 bei �t = 3 nur 0.35.

F

�

ur V=t = 0:5 reduziert es sich gar auf 0.17. Die daraus resultierende schlechte

Konvergenz mu�te mit erh

�

ohtem Rechenaufwand ausgeglichen werden.

59
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Die Zustandsdichte des Extended -Hubbard-Modells f

�

ur verschiedene V ist in Ab-

bildung 4.1 aufgetragen. Es zeigt sich ein scharfer Peak um (! � �)=t = 0 f

�

ur

alle betrachteten St

�

arken der Wechselwirkung V . Abbildung 4.2 zeigt die spek-

Abbildung 4.1: Zustandsdichte eines

6 � 6-Gitters, �t = 3 und U=t = 8.

Bei (! � �)=t = 0 zeigt sich bei allen

Systemen ein ausgepr

�

agter Peak.

0

0.25

0.5

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

V
/t,

D
(ω

 )

(ω − µ)/t

trale Dichte des Extended -Hubbard-Modells f

�

ur erweiterte Wechselwirkung V=t

von 0, 0.25 und 0.5. F

�

ur jeden dieser Werte zeigt sich ein schmales, koh

�

arentes

Band um den Wert (! � �)=t = 0 der Breite � 2t. Dies ist qualitativ konform

mit den experimentellen Daten, die ein solches Band mit der Breite 1eV f

�

ur den

normalleitenden Zustand beschreiben [She95]. Weiterhin ist f

�

ur alle Systeme ein

breiter, inkoh

�

arenter Hintergrund zu sehen. Wie schon bei Halbf

�

ullung ist der

niederenergetische Peak, den das Hubbard-Modell V=t = 0 f

�

ur negative Energien

am �-Punkt k = (0; 0) aufweist, f

�

ur V=t = 0:25 nicht aufzul

�

osen. Dies ist unter

den schlechten Simulationsbedingungen (Vorzeichen-Problem!) leicht denkbar.

In einer k

�

urzlich ver

�

o�entlichten Arbeit [Pre97] wurde eine gute

�

Ubereinstim-

mung der mit dem Quanten-Monte-Carlo-Verfahren berechneten spektralen Dich-

te mit den Daten der winkelaufgel

�

osten Photoemissions-Spektroskopie [Mar96]

festgestellt. F

�

ur schwache Dotierungen von etwa 7% bei �t = 4 wird dabei im

Einklang mit den experimentellen Daten am X-Punkt eine ache Struktur in ei-

ner Entfernung von etwa J unterhalb des Fermi-Niveaus beobachtet, die dieses

von X ! � nicht durchst

�

o�t. Das Band knickt dabei zu negativen Energien hin

ab. F

�

ur nahezu optimale Dotierungen wird das Fermi-Niveau von � ! M und

von M ! X durchsto�en.
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(a)

(b)

(c)

A(k; !), 6� 6, �t = 3, U=t = 8, V=t = 0, hni = 0:904

A(k; !), 6� 6, �t = 3, U=t = 8, V=t = 0:25, hni = 0:912

A(k; !), 6� 6, �t = 3, U=t = 8, V=t = 0:5, hni = 0:918

k

Abbildung 4.2: Spektrale Dichte A(k; !) f

�

ur ein 6 � 6-Gitter bei �t = 3 mit

U=t = 8 V=t = 0:0; 0:25; 0:5 von oben nach unten, hni � 0:91



62 KAPITEL 4. DAS DOTIERTE EXTENDED-HUBBARD-MODELL

Das Extended -Hubbard-Modell soll nun darauf hin

�

uberpr

�

uft werden, ob zumin-

dest eine qualitative

�

Ubereinstimmung mit den experimentellen Daten bei Dotie-

rung gefunden werden kann. Abbildung 4.3 zeigt den Vergleich der experimen-

tellen Bandstruktur mit dem in der QMC-Simulation f

�

ur V=t = 0:5 berechnet

Spektrum. Dargestellt sind die Maxima des spektralen Gewichtes f

�

ur die koh

�

aren-

te Struktur nahe des Fermi-Niveaus. Qualitativ ist dabei eine

�

Ubereinstimmung

mit den experimentellen Daten f

�

ur schwache Dotierung (obere Linie) festzustel-

len. Im Experiment wie auch in der QMC-Simulation wird das Fermi-Niveau etwa

bei k = (�=2; �=2) und in der N

�

ahe des X-Punktes k = (�; 0) durchsto�en. Die

ache Struktur am X-Punkt ist aufgrund der in der Simulation vorliegenden be-

grenzten Impulsau

�

osung auf einem 6�6-Gitter nicht vollst

�

andig wiedergegeben.

In

�

Ubereinstimmung mit [Pre97] liegt das Maximum des spektralen Gewichtes an

diesem Punkt jedoch bei � J unterhalb des Fermi-Niveaus.

Qualitativ zeigen sich keine Unterschiede in der spektralen Dichte f

�

ur verschie-

dene Werte der erweiterten Wechselwirkung. Wie schon bei den Halbf

�

ullungs-

eigenschaften dieser Systeme diskutiert, ist die relevante Energieskala bei den

vorliegenden Systemparametern wahrscheinlich zu gro�, um eine

�

Anderung der

Gr

�

o�enordnung V = U=16 aufzul

�

osen. F

�

ur st

�

arkere V tendiert das Extended -

Hubbard-Modell jedoch schon zu der in Abschnitt (3.3.2) beschriebenen CDW-

Phase. Diese N

�

ahe des Phasen

�

uberganges tr

�

agt schon bei Halbf

�

ullung zu einer

Verst

�

arkung des Vorzeichenproblemes bei, so da� ein Untersuchung des EHM f

�

ur

tiefere Temperaturen und/oder gr

�

o�ere V enorm erschwert wird.

Abbildung 4.4 zeigt die Spinsuszeptibilit

�

at des EHM f

�

ur die diskutierten Wechsel-

wirkungen. Im Gegensatz zu den bei der inversen Temperatur �t = 5 diskutierten,

halbgef

�

ullten Systemen l

�

a�t sich die Spinwellendispersion bei �t = 3 und einer

Dotierung von 10% nicht mehr eindeutig beobachten. Die starke Konzentration

des Gewichtes auf eine niederenergetische Anregung amM -Punkt (k = (�; �)) ist

jedoch ein Indiz f

�

ur die antiferromagnetische Spinordnung in diesen Systemen, die

qualitativ also erhalten bleibt. Dies wird auch durch die Spin-Strukturfaktoren

gest

�

utzt, die in Abbildung 4.5 dargestellt sind. Die Werte f

�

ur k = (�; �) sind mit

Fehlern gesondert in Tabelle 4.1 aufgelistet. Wie schon bei den halbgef

�

ullten Sy-

stemen ist eine Zunahme mit steigendem V au�erhalb der Fehler zu beobachten.

Sie betr

�

agt ca. 8%. Im Vergleich mit den halbgef

�

ullten System verliert der Spin-

Strukturfaktor am M-Punkt allerdings stark an Gewicht. Im Zusammenhang mit

der dynamischen Spinsuszeptibilit

�

at verliert also die antiferromagnetische Ord-

nung bei Dotierung deutlich an St

�

arke (siehe z. B. auch Abb. 3.9).

Die Ladungsanregungen des Extended -Hubbard-Modells zeigen ein breites An-

regungsspektrum mit einer maximalen Energie am M -Punkt k = (�; �). Die

im Falle der Halbf

�

ullung festgestellte Energiel

�

ucke ist nicht mehr zu beobachten.

Dies entspricht den Aussagen, die in Referenz [Pre96] getro�en werden. Allerdings

nimmt die Breite des Spektrums mit steigender erweiterter Wechselwirkung V et-
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Abbildung 4.3: Vergleich der spektralen Dichte der QMC-Simulation des EHM

mit den Daten der winkelaufgel

�

osten Photoemissions-Spektroskopie (ARPES)

[Mar96]. Die obere Kurve in (a) zeigt die Photoemissionsdaten bei maximaler

Dotierung. Diese stimmen zumindest qualitativ mit den Ergebnissen der Simula-

tion des EHM (b) bei �t = 3 mit U=t = 8, V=t = 0:5 und einer Dotierung von

etwa 9%

�

uberein.

was ab. Im Rahmen der Fehler ist dieser E�ekt jedoch nicht eindeutig.

Abbildung 4.7 zeigt den Ordnungsparameter der d

x

2

�y

2

-Supraleitung

D

��

y

E

ge-

messen in gleichzeitiger imagin

�

arer Zeit und aufgetragen

�

uber die Dotierung f

�

ur

verschiedene V . Die Messung entspricht dabei einer Mittelung

�

uber alle Abst

�

ande,

kann also die Entwicklung der sogenannten O� diagonal long range order nur in

der Finite size-Entwicklung zeigen. Dennoch k

�

onnen Tendenzen in den Paarbil-

dungsprozessen auch bei konstanter Gittergr

�

o�e verdeutlicht werden. Mit zuneh-

mendem repulsivem V zeigt sich danach eine Unterdr

�

uckung von Paarbildungs-

prozessen w

�

ahrend eine attraktive Wechselwirkung zwischen direkten Nachbarn

diese verst

�

arkt. Die in Abbildung 4.7 eingezeichneten Linien dienen der Kenn-

zeichnung zusammengeh

�

origer Punkte und sollen keinen funktionalen Zusammen-

hang beschreiben.



64 KAPITEL 4. DAS DOTIERTE EXTENDED-HUBBARD-MODELL

(a)

(b)

(c)

�

ss

(k; !), 6� 6, �t = 3, U=t = 8, V=t = 0, hni = 0:904

�

ss

(k; !), 6� 6, �t = 3, U=t = 8, V=t = 0:25, hni = 0:912

�

ss

(k; !), 6� 6, �t = 3, U=t = 8, V=t = 0:5, hni = 0:918

k

Abbildung 4.4: Spinsuszeptibilit

�

at �

ss

(k; !) f

�

ur ein 6 � 6-Gitter bei �t = 3 mit

U=t = 8 V=t = 0:0; 0:25; 0:5 von oben nach unten, hni � 0:91
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Abbildung 4.5: Gleichzeitiger Spin- und Ladungs-Strukturfaktor des EHM bei

einer Dotierung von ca. 9%. W

�

ahrend S(k) gegen

�

uber dem halbgef

�

ullten System

deutlich reduziert ist, zeigt C(k) ein mit der Dotierung ansteigendes Verhalten

(siehe auch Abb. 3.8).

V=t 0.0 0.25 0.5

S(k = (�; �)) 1:54� 0:01 1:61� 0:01 1:67� 0:01

C(k = (�; �)) 0:24010� 0:00008 0:24673� 0:00013 0:25668� 0:00030

Tabelle 4.1: Gleichzeitiger Spin- und Ladungs-Strukturfaktor des EHM bei einer

Dotierung von ca. 9 % am M -Punkt.
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(a)

(b)

(c)
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(k; !), 6� 6, �t = 3, U=t = 8, V=t = 0, hni = 0:904
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(k; !), 6� 6, �t = 3, U=t = 8, V=t = 0:25, hni = 0:912
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Abbildung 4.6: Ladungssuszeptibilit

�

at�

cc

(k; !) f

�

ur ein 6 � 6-Gitter bei �t = 3

mit U=t = 8 V=t = 0:0; 0:25; 0:5 von oben nach unten, hni � 0:91
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Abbildung 4.7: Ordnungsparameter der d

x

2

�y

2

-Wellen-Supraleitung

D

��

y

E

ge-

messen in gleichzeitiger imagin

�

arer Zeit. Diese Gr

�

o�e entspricht einer Mittelung

�

uber alle Abst

�

ande. Die Linien dienen zur Kennzeichnung zusammengeh

�

origer

Punkte und stellen keinen funktionalen Zusammenhang dar.
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4.2 Das dotierte EHM in der CDW-Phase

In Abschnitt (3.3.2) wurde das halbgef

�

ullte Extended -Hubbard-Modell in der

CDW-Phase beschrieben. Im Gegensatz zu den Systemen mit geringer erweiterter

Wechselwirkung V � J zeigte sich dabei ein wenig von Fluktuationen beeinu�ter

Isolator. Ebenso wie f

�

ur den SDW-CDW-Phasen

�

ubergang im Zweidimensionalen

System ist eine Untersuchung des dotierten EHM in der CDW-Phase mit QMC-

Methoden in der Literatur bisher nicht bekannt. Daher wurde f

�

ur das Halbgef

�

ullte

System (c) aus Abbildung 3.12 (�t = 3, U=t = 4, V=t = 2) eine Simulation mit

einer Dotierung von 10% durchgef

�

uhrt. Interessant ist dabei vor allem, ob die

Dotierung des Systems zu einer Verminderung der stark ausgepr

�

agten alternie-

renden Ladungsordnung und damit zu einer Zunahme von Fluktuationen f

�

uhrt.

In Abschnitt 3.3.2 konnte gezeigt werden, da� Fluktuationen im halbgef

�

ullten

CDW-Zustand eine untergeordnete Rolle spielen.
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Abbildung 4.8: Spin- und Ladungs-Strukturfaktor des EHM auf einem 6�6-Gitter

bei �t = 3 mit U=t = 4 und V=t = 2 bei F

�

ullungen von 1.0 und 0.9.

Spektrale Dichte, Spin -und Ladungssuszeptibilit

�

at des dotierten EHM in der

CDW-Phase sind in Abbildung 4.9 zu sehen. Die spektrale Dichte zeigt dabei

ein � 2t breites Band, das auch bei Dotierung noch vollst

�

andig unterhalb der

Energie ! = � verl

�

auft. F

�

ur das EHM in der SDW-Phase war hier eine Struktur

zu beobachten, die das Fermi-Niveau kreuzte, also metallisches Verhalten zeigt.

Bei dem hier diskutierten System liegt noch immer die charakteristische Disper-

sion der Molekularfeld-N

�

aherung aus dem halbgef

�

ullten System vor (siehe auch

Abb. 3.12). Im Bereich positiver Energien verl

�

auft dabei eine Reihe inkoh

�

arenter

Anregungen mit einer Gesamtbreite von � 5t. Im Gegensatz zum halbgef

�

ull-
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(a)

(b)

(c)

A(k; !), 6� 6, �t = 3, U=t = 4, V=t = 2:0, hni = 0:900

�

ss

(k; !), 6� 6, �t = 3, U=t = 4, V=t = 2:0, hni = 0:900

�

cc

(k; !), 6� 6, �t = 3, U=t = 4, V=t = 2:0, hni = 0:900

k

Abbildung 4.9: Spektrale Dichte, Spin- und Ladungssuszeptibilit

�

at eines 6 � 6-

Gitter bei �t = 3 mit U=t = 4 V=t = 2:0 mit hni � 0:90.
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ten System weist die dynamische Spinsuszeptibilit

�

at �

ss

(k; !) (Abbildung 3.12

(b)) niederenergetische Anregungen mit dem Hauptgewicht auf dem M -Punkt

auf, die ein der Spinwellendispersion

�

ahnliche Struktur bilden. Dies deutet dar-

auf hin, da� spinangeregte Zust

�

ande aufgrund der verminderten Elektronendichte

wieder vermehrt eingenommen werden k

�

onnen. Der Spin-Strukturfaktoren S(k)

am M-Punkt (Abbildung 4.8) steigt im Vergleich zum halbgef

�

ullten System auf

mehr als den doppelten Wert. Aus dem Ladungs-Strukturfaktor C(k) l

�

a�t sich auf

eine trotz der Dotierung anhaltend starke alternierende Ladungsordnung schlie-

�en. C(k) wird dabei von dem Wert am M-Punkt dominiert. Die dynamische

Ladungssuszeptibilit

�

at �

cc

(k; !) zeigt sich gegen

�

uber dem halbgef

�

ullten System

kaum ver

�

andert. Die Interpretation dieses Systems ist

�

au�erst schwierig, da sich

die unphysikalisch gew

�

ahlten Parameter in den f

�

ur die Physik der Kuprate irrele-

vanten Eigenschaften wiederspiegeln. Die Betrachtung eines solchen Extremfalles

kann daher nur akademischer Natur sein.

4.3 Das dotierte EHM bei attraktivem V

Analog zu der in Abschnitt 3.3.3 behandelten attraktiven Wechselwirkung im

EHM soll hier das entsprechende System bei Dotierung vorgestellt werden. Simu-

liert wurde ein 6 � 6-Gitter bei einer inversen Temperatur von �t = 3 mit einer

lokalen Wechselwirkung U=t = 8 und attraktiver erweiterter Wechselwirkung von

V=t = �0:5. Die Dotierung betr

�

agt 8%. Abbildung 4.10 zeigt die spektrale Dichte,

die Spin- und die Ladungssuszeptibilit

�

at dieses Systems. Wie f

�

ur eine repulsive

erweiterte Wechselwirkung bleibt auch hier die schmale, das Fermi-Niveau kreu-

zende Struktur des Hubbard-Modells in der spektralen Dichte erhalten (Abb.

4.10 (a)). Auch die Spin- und Ladungssuszeptibilit

�

at zeigen durch die attrak-

tive Wechselwirkung keine relevanten Ver

�

anderungen (Abb. 4.10 (b) und (c)).

Bemerkenswert ist der in Abbildung 4.7 eingezeichnete, stark erh

�

ohte Wert des

Ordnungsparamters der d

x

2

�y

2

-Wellen-Supraleitung f

�

ur das dotierte System bei

attraktiver erweiterter Wechselwirkung.

Bei sehr stark attraktiven Wechselwirkungen V (V � �U=3) tritt im EHM Pha-

senseparation auf. Ein solches System wurde bei U=t = 4 zur

�

Uberpr

�

ufung eines

von Prof. C. L. Henley vorgeschlagenen, exakt SO(5)-Symmetrischen Modells si-

muliert [Hen98]. Wegen der Natur der Phasenseparation sind diese Simulationen

jedoch numerisch schwierig und ergeben bisher keine eindeutige Aussage.
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(a)

(b)

(c)

A(k; !), 6� 6, �t = 3, U=t = 8, V=t = �0:5, hni = 0:92

�

ss

(k; !), 6� 6, �t = 3, U=t = 8, V=t = �0:5, hni = 0:92

�

cc

(k; !), 6� 6, �t = 3, U=t = 8, V=t = �0:5, hni = 0:92

k

Abbildung 4.10: Spektrale Dichte, Spin- und Ladungssuszeptibilit

�

at eines 6� 6-

Gitter bei �t = 3 mit U=t = 8 V=t = �0:5 mit hni = 0:92.
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Kapitel 5

Das Extended-Hubbard-Modell in

zwei Ebenen

F

�

ur die eigentliche Supraleitung der Kuprate ist die Kopplung der Kupferoxide-

benen essentiell. Das Hubbard-Modell kann in zwei Dimensionen einen Kosterlitz-

Thouless-artigen Phasen

�

ubergang, nicht aber O� diagonal long range order auf-

weisen. Dies wurde, den Argumenten von Mermin und Wagner folgend, rigo-

ros gezeigt [Su98]. Auch kann die Kopplung der Ebenen die Sprungtempera-

tur stark beeinussen [Dar96]. Wie schon in Abschnitt 1.2 beschrieben kom-

men die verschiedenen Arten der Kuprate in ein- bis dreilagigen Strukturen

vor. Dabei ist besonders bemerkenswert, da� die h

�

ochsten Sprungtemperatu-

ren bei dreilagigen Kupraten vorgefunden werden. Bisher ist jedoch ungekl

�

art,

welche Rolle die Lagenstruktur f

�

ur die Entwicklung hoher Sprungtemperatu-

ren spielt (siehe auch Abschnitt 5.3). Im folgenden Kapitel soll das Extended -

Verbindung Tl

2

Ba

2

CuO

6

Tl

2

CaBa

2

Cu

2

O

8

Tl

2

Ca

2

Ba

2

Cu

3

O

10

n

p

1 2 3

T

c

=K 85 105 125

Tabelle 5.1: Sprungtemperatur T

c

in Abh

�

angigkeit von der Anzahl der

Kupferoxid-Lagen n

p

am Beispiel einer Tallium-Verbindung (nach [Cyr92]).

Hubbard-Modell f

�

ur gekoppelte Ebenen untersucht werden. Es folgt zun

�

achst ana-

log den oben diskutierten Systemen eine Betrachtung der Ein- und Zweiteilchen-

Eigenschaften. Die Einteilchen-Eigenschaften sollen dabei vor allem auf die Exi-

stenz einer Aufspaltung der Bandstruktur zwischen A(k = (k

x

; k

y

; 0); !) und

A(k = (k

x

; k

y

; �); !)

�

uberpr

�

uft und diese, wenn m

�

oglich, quanti�ziert werden.

Eine Analyse der Koh

�

arenz des Zwischenebenentunnelns zwischen den Ebenen

schlie�t sich daran an.

73
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Zur Simulation gekoppelter Extended -Hubbard-Ebenen mu� der Hamilton-Ope-

rator (1.9) um einen Term erweitert werden, der die Elektronenbewegung zwi-

schen den Ebenen repr

�

asentiert. Analog zum H

�

upfen in der Ebene k

�

onnen die

Elektronen sich dabei nur zu einem direkt benachbarten Platz der anderen Ebe-

ne fortbewegen. Der Hamilton-Operator des Extended -Hubbard-Modells in zwei

gekoppelten Ebenen lautet damit

H = �t

X

<ij>

jj

�

�

c

y

i�

c

j�

c

y

j�

c

i�

�

� t

?

X

<ij>

?

�

�

c

y

i�

c

j�

c

y

j�

c

i�

�

+U

X

i

n

i"

n

i#

+ V

X

hiji

jj

X

��

0

n

i�

n

j�

0

: (5.1)

Das H

�

upfmatrixelement t

?

beschreibt das H

�

upfen zwischen n

�

achsten Nachbarn

hiji

?

verschiedener Ebenen.

Die Simulation gekoppelter Ebenen unter Einbeziehung einer erweiterten Cou-

lombwechselwirkung erwies sich in der Durchf

�

uhrung als

�

au�erst schwierig. Wie

schon in f

�

ur das einlagige EHM in den Kapiteln 3 und 4 erl

�

autert, wirkt sich die

erweiterte Wechselwirkung V , vor allem bei Dotierung, erheblich auf die Stabilit

�

at

der Simulation aus. Daher gelang es mit vertretbarem Aufwand an Rechenzeit

nicht, eine Simulation des dotierten Extended -Hubbard-Modells in gekoppelten

Ebenen f

�

ur eine inverse Temperatur von �t = 3 durchzuf

�

uhren.

Bisherige Unersuchungen von Systemen gekoppelter Ebenen mit numerischen Me-

thoden beschr

�

anken sich bisher weitgehend auf die Diskussion statischer Werte

[Het94, Sca94, San95]. Die Untersuchung dynamischer Gr

�

o�en wie der spektra-

len Dichte ist nur aus wenigen Studien mit der Quanten-Monte-Carlo-Methode

[Gro96] und der Fluktuations-Austausch-N

�

aherung [Gra96, Gra97, Lie95] be-

kannt. Alle bisherigen Studien vernachl

�

assigen dabei die l

�

angerreichweitge Coulomb-

Wechselwirkung. Diese k

�

onnte jedoch, wenn auch in anderer als der hier ange-

wandten Form, f

�

ur die Hochtemperatur-Supraleitung eine entscheidende Rolle

spielen [Leg98].

5.1 Einteilchen-Anregungen

In diesem Abschnitt soll die spektrale Dichte gekoppelter Extended -Hubbard-

Ebenen f

�

ur den halbgef

�

ullten und dotierten Fall betrachtet werden. Im Gegensatz

zu den rein zweidimensionalen Systemen ist f

�

ur die gekoppelte Ebenen in der

Literatur bisher keine Analyse der impulsaufgel

�

osten Einteilchen-Anregungen mit

dem QMC-Verfahren bekannt. Abbildung 5.1 zeigt die spektrale Dichte zweier

gekoppelter Extended -Hubbard-Ebenen bei Halbf

�

ullung. Simuliert wurde ein 6�

6� 2-Gitter bei der inversen Temperatur �t = 2 f

�

ur U=t = 8 mit V=t = 0:0 und
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(a), V=t = 0, k

z

= 0

(b), V=t = 0, k

z

= �

(c), V=t = 0:5, k

z

= 0

(d), V=t = 0:5, k

z

= �

Abbildung 5.1: Spektrale Dichte eines halbgef

�

ullten 6� 6� 2-Gitters bei �t = 2

mit U=t = 8 und t

jj

=t = 0:3. (a): V=t = 0:0, k

z

= 0, (b):V=t = 0:0, k

z

= �, (c):

V=t = 0:5, k

z

= 0, (d):V=t = 0:5, k

z

= �.
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V=t = 0:5. Das Zwischenebenen-H

�

upfmatrixelement t

?

wurde dabei analog zu

einer fr

�

uheren Arbeit des Lehrstuhls [Gro96] auf t

?

= 0:3t gesetzt.

Die in Abschnitt 3.3.1 beschriebenen, schmalen niederenergetischen Strukturen

um ! = � lassen sich in der spektralen Dichte der gekoppelten Ebenen nicht

vollst

�

andig au

�

osen. Dies betri�t vor allem die Bereiche um den �-Punkt f

�

ur

! < �. Abbildung 5.2 zeigt die spektrale Dichte des Hubbard-Modells (V=t = 0)

am �-Punkt f

�

ur k

z

= 0 und k

z

= �. Obwohl am �-Punkt spektrales Gewicht

im gekennzeichneten Bereich ! � � = �2t vorhanden ist, besitzt dieser Peak zu

wenig Signi�kanz f

�

ur eine Darstellung durch MaxEnt. Durch gesteigerten Rechen-

aufwand ist hier aber eine Verbesserung m

�

oglich. Die schmale koh

�

arente Struktur

Abbildung 5.2: Spektrale Dichte A(k =

(0; 0; 0); !) und A(k = (0; 0; �); !) des

Hubbard-Modells f

�

ur U=t = 8 bei �t =

2. Die gekennzeichneten Peaks k

�

onnen

durch die Maximum-Entropy-Methode

nicht mehr vollst

�

andig aufgel

�

ost wer-

den.

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

-10 -8 -6 -4 -2 0

A
(k

,ω
)

(ω− µ)/t

A(k=(0,0,0),ω)
A(k=(0,0,π),ω)

ist in gekoppelten Ebenen und auch bei einer inversen Temperatur von �t = 2

also durchaus noch vorhanden. Wegen der angesprochenen Au

�

osungprobleme

k

�

onnen diese Anregungen hier jedoch nicht diskutiert werden. Zwischen X- und

M-Punkt erstreckt sich dagegen eine sehr ausgepr

�

agte Struktur bei !�� � �2t,

die in dieser Deutlichkeit am M-Punkt bei den einlagigen Systemen bei der in-

versen Temperatur �t = 5 aus Abschnitt 3.3.1 nicht zu beobachten war. Ein Ver-

gleich mit Referenz [Gro96] zeigt, da� diese Anregungen im Hubbard-Modell bei

�t = 10

�

uberhaupt nicht zu sehen sind. Die referenzierte Simulation wurde dabei

auch mit einer lokalen Wechselwirkung von U=t = 8 durchgef

�

uhrt, allerdings auf

einem 8�8�2-Gitter. Dennoch liegt ein direkter Vergleich nahe. Demnach sollte

es sich bei den Peaks bei ! � � � �2t um den M-Punkt um stark temperatu-

rabh

�

angige Anregungen handeln, die f

�

ur hohes � zumindest stark an spektralem

Gewicht verlieren. Ein systematischer Einu� der erweiterten Wechselwirkung V



5.1. EINTEILCHEN-ANREGUNGEN 77

(a), V=t = 0, k

z

= 0

(b), V=t = 0, k

z

= �

(c), V=t = 0:5, k

z

= 0

(d), V=t = 0:5, k

z

= �

Abbildung 5.3: Spektrale Dichte eines dotierten 6� 6� 2-Gitters bei �t = 2 mit

U=t = 8 und t

jj

=t = 0:3. (a): V=t = 0:0, k

z

= 0, (b):V=t = 0:0, k

z

= �, (c):

V=t = 0:5, k

z

= 0, (d):V=t = 0:5, k

z

= �. Die Dotierung betr

�

agt 10% f

�

ur das

Hubbard-Modell und 9% f

�

ur das EHM mit V=t = 0:5.
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auf die spektrale Dichte des halbgef

�

ullten EHM kann jedoch nicht festgestellt

werden. Die Peaks der System mit V=t = 0 und V=t = 0:5 sind im Rahmen der

Fehler klar identisch. Belegbare Tendenzen innerhalb der Fehlerbalken wie bei

den einlagigen Systemen sind nicht festzustellen. Daher mu� auf weitergehende

Studien verwiesen werden.

Die spektrale Dichte des dotierten Extended -Hubbard-Modells in gekoppelten

Ebenen f

�

ur eine Temperatur von �t = 2 ist in Abbildung 5.3 zu sehen. Die Do-

tierung betr

�

agt dabei 10% f

�

ur das Hubbard-Modell (links) und 9% f

�

ur das EHM

(rechts). Analog zu den einlagigen Systemen aus Abschnitt ist ein Band der Brei-

te � 2t zu sehen, das die Energie des chemischen Potentials kreuzt (X ! M

und M ! �). Von besonderem Interesse ist die ausgedehnte, ache Struktur des

unteren Hubbard-Bandes in der N

�

ahe der Energie !�� = 0 am X-Punkt. Dieser

\Sattelpunkt" wird in der Literatur f

�

ur zweilagige Materialien eingehend disku-

tiert. Grund der Diskussion ist eine m

�

oglich Aufspaltung des Spektrums nahe des

Fermi-Niveaus in ein bindendes und ein antibindendes Band, die experimentell

nicht eindeutig gekl

�

art ist. Daher soll die Aufspaltung der spektralen Dichte im

nachfolgenden Abschnitt eingehender untersucht werden.

5.2 Die Aufspaltung der Bandstruktur

Die ache Struktur nahe ! = � am X-Punkt ist seit einiger Zeit Teil einer inten-

siven Diskussion

�

uber die Rolle von viellagigen Strukturen in Hochtemperatur-

Supraleitern. Dabei liegen viele unterschiedliche und sich teilweise widersprechen-

de Vorhersagen und Interpretationen vor [Lie95]. Ein m

�

ogliches Szenario ist da-

bei, da� Supraleitung durch elektronische Korrelationen unterst

�

utzt wird, die

das Einteilchentunneln zwischen den Ebenen stark unterdr

�

ucken sollen, w

�

ahrend

das Paartunneln nicht beeinu�t wird [And97] (siehe auch 5.3). Durch winke-

laufgel

�

oste Photoemission-Spektroskopie des Energiespektrums nahe der Fermi-

Energie von zweilagigen Materialien k

�

onnte diese Frage nach der Natur der bin-

denden und antibindenden B

�

ander nahe des Fermi-Niveaus grunds

�

atzlich beant-

wortet werden. Die Ergebnisse hierzu sind allerdings widerspr

�

uchlich. Im folgen-

den sollen die Resultat experimenteller und numerischer Studien kurz beschrieben

und mit den Ergebnissen dieser Arbeit verglichen werden.

5.2.1 Stand der Forschung

Von der lokalen Dichte-N

�

aherung (Local density approximation, LDA) wird f

�

ur die

Bandstruktur von YBa

2

Cu

3

O

7

eine Aufspaltung am X-Punkt von � 0:8eV in der

N

�

ahe der Fermi-Energie vorhergesagt. Da beim

�

Ubergang vom halbgef

�

ullten Iso-
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lator zum dotierten Metall die Vielteilchene�ekte weniger dominant [Gro96] sind

und die LDA l

�

angerreichweitige Korrelationen nur unvollkommen ber

�

ucksichtigt,

k

�

onnen f

�

ur gro�e Dotierungen die experimentellen Spektren recht gut wiederge-

geben werden. Allerdings werden die B

�

ander von der LDA im allgemeinen um

den Faktor 2 bis 5 breiter vorhergesagt, als dies im Experiment beobachtet wird

[She95].

Die Fluktuations-Austausch-N

�

aherung (FLEX) best

�

atigt die Aufspaltung der

spektralen Dichte [Lie95]. Dabei wurden neben dem H

�

upfmatrixelement zwischen

n

�

achsten Nachbarn, t (0:5eV), auch die t

0

(�0:3t) und t

00

(0:2t

0

) f

�

ur l

�

angerreich-

weitiges H

�

upfen im Hamilton-Operator ber

�

ucksichtigt. F

�

ur das Zwischenebenen-

H

�

upfmatrixelement wurde t

?

= 0:15 gew

�

ahlt. Die Berechnung wurde f

�

ur eine

Temperatur von 150K durchgef

�

uhrt. Der festgestellte Wert betr

�

agt � 0:04eV am

X-Punkt. F

�

ur ein unkorreliertes Modell betr

�

agt die Aufspaltung 2t

?

, in diesem

Fall 0:3eV. Es wird also eine deutliche Reduktion auf ca. 13% des urspr

�

unglichen

Wertes durch Vielteilchen-E�ekte festgestellt. Eine

�

ahnlich Studie, die aber er-

weiterte H

�

upfprozesse vernachl

�

assigt [Gra96, Gra97] �ndet ein erheblich weniger

stark reduzierte Aufspaltung von � t

?

.

Auch eine Analyse der Bandstruktur von gekoppelten Ebenen mit dem QMC-

Verfahren zeigt eine Aufspaltung der Bandstruktur [Gro96]. Diese wird mit 0:24�

0:21 in Einheiten des H

�

upfmatrixelements angegeben. Der Messung liegt dabei

eine Simulation eines 8� 8� 2-Gitters bei einer inversen Temperatur von �t = 3

zugrunde. Die Ebenen wurden

�

uber ein H

�

upfmatrixelement von t

?

= 0:3t gekop-

pelt. Die Dotierung des Systems betrug 12%.

Aus den numerischen Methoden l

�

a�t sich also zusammenfassend zumindest die

Existenz einer Aufspaltung ablesen, auch wenn deren Gr

�

o�e durch die verschie-

denen Vorhersagen nicht eindeutig zu quanti�zieren ist.

Experimentelle Studien der winkelaufgel

�

osten Photoemission zeigen jedoch wi-

derspr

�

uchliche Resultate. F

�

ur BSCO-2212 wird dabei durch eine Messung ein

einziges Band an der Fermi-Fl

�

ache festgestellt [Din95], w

�

ahrend eine andere Mes-

sung eine klare Aufspaltung zeigt [She95]. Abbildung 5.4 zeigt die Daten einer

solchen Messung f

�

ur YBCO-123, die eine Aufspaltung von � 0:4eV zeigt. Da die

Qualit

�

at der Daten stark von der G

�

ute der verwendeten Probe abh

�

angt, kann

daher aus den experimentellen Daten keine klare Aussage gezogen werden.

5.2.2 Ergebnisse der QMC-Simulation

Die im Rahmen dieser Diplomarbeit simulierten Systeme zweier gekoppelter Ebe-

nen im EHM sollen im folgenden auf eine Aufspaltung der spektralen Dichte

hin untersucht werden. Dabei erweist es sich als schwierig, eine Aufspaltung der
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Abbildung 5.4: Daten aus der winkelaufgel

�

osten Photoemission an einem

YBa

2

Cu

3

O

7

-Kristall von Z.-X. Shen (in [Gro96]). Die Bandstruktur spaltet am

X-Punkt deutlich in bindendes (bonding) und ein antibindendes (antibonding)

Band. Die Beschriftung der x-Achse beschreibt den Weg durch die Brillouin-

Zone: � = (0; 0) ! X = (

�

a

x

; 0) ! S = (

�

a

x

;

�

a

x

) ! Y = (0;

�

a

x

) ! � = (0; 0) !

S = (

�

a

x

;

�

a

x

)

Gr

�

o�enordnung t

?

= 0:3t festzustellen, da die relativ gro�e Zahl der Gitterpunkte

(72) und der durch die erweiterte Wechselwirkung stark erh

�

ohte Rechenaufwand

(Faktor 9) bei limitierter Rechenzeit zu einer \Aufweichung" der Ergebnisse auf-

grund der, im Vergleich zu kleineren Systemen, schlechteren Statistik f

�

uhren. Da-

her soll zun

�

achst versucht werden, eine systematische Aufspaltung der spektralen

Dichte am und um den X-Punkt zu zeigen.

Abbildung 5.5 zeigt die Peakpositionen der spektralen Dichte A(k; !)j

k

z

=0

und

A(k; !)j

k

z

=�

f

�

ur das Hubbard-Modell (V=t = 0) bei �t = 3 und �t = 2 und

das EHM bei �t = 2 und einer erweiterten Wechselwirkung von V=t = 0:25 und

V=t = 0:5. Die lokale Wechselwirkung betr

�

agt in allen F

�

allen U=t = 8 (siehe

auch Abbildung 5.3). Alle simulierten Systeme zeigen dabei eine systematische

Aufspaltung der Bandstruktur, d.h. es wird nicht ein einziges mal eine

�

Uberkreu-

zung der Peakstrukturen f

�

ur k

z

= 0 und k

z

= � festgestellt. Der gr

�

o�te Wert am

X-Punkt liegt bei �!=t = 0:32 (�t = 2, V=t = 0), der kleinste bei �!=t = 0:18

(�t = 2, V=t = 0:25). Die Aufspaltung �! ist f

�

ur alle Punkt deutlich kleiner

als der Wert f

�

ur das unkorrelierte System von 2t

?

= 0:6. Die gefundenen Werte

entsprechen damit den in Referenz [Gro96] gefundenen Aufspaltungen. Der in

der Fluktuations-Austausch-N

�

aherung gemessene Wert f

�

ur ein analoges System

entspricht mit �! � t

?

den QMC-Messungen gut [Gra96, Gra97]. Der in FLEX-

Berechnungen mit l

�

angerreichweitigen H

�

upfprozessen [Lie95] ermittelte Wert in

Einheiten von t

?

ist �!=t

?

= 0:3, also erheblich kleiner als die hier gefundenen

Aufspaltungen, zwischen �!=t

?

= 0:6 und �!=t

?

= 1:1 liegen.

Die Aufspaltung liegt f

�

ur die meisten Punkt innerhalb der mit MaxEnt ermit-

telten Fehler, kann also f

�

ur einen einzigen Punkt nicht quantitativ nachgewie-
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Abbildung 5.5: Aufspaltung der Bandstruktur eines 6 � 6 � 2-Gitter bei �t =

3 (Links oben) und �t = 2. Die lokale Wechselwirkung betr

�

agt U=t = 8. Die

erweiterte Wechselwirkung wurde zwischen V=t = 0 und V=t = 0:5 variiert.

Dargestellt sind die Peakmaxima.



82KAPITEL 5. DAS EXTENDED-HUBBARD-MODELL IN ZWEI EBENEN

sen werden. Auch eine Interpretationen des Verhaltens der Bandaufspaltung mit

zunehmender Wechselwirkung V ist wegen der qualitativen Betrachtung wenig

sinnvoll. Der hier beobachtete, systematische Unterschied in den Positionen des

Maxima des spektralen Gewichtes deutet jedoch darauf hin, da� Korrelationsef-

fekte eine Aufspaltung der Bandstruktur nicht vollst

�

andig unterdr

�

ucken, eventuell

aber vermindern.

5.3 Koh

�

arenz und Inkoh

�

arenz des Einteilchen-

h

�

upfens

Seit l

�

angerem steht der von P. W. Anderson vorgeschlagene Zwischenebenen-

Tunnelmechanismus (Interlayer Tunneling, ILT im folgenden) als m

�

ogliche Er-

kl

�

arung der hohen Sprungtemperaturen der Hochtemperatur-Supraleiter zu Dis-

kussion [And97]. Diese elegante, wenn auch nicht unumstrittene Theorie [Leg98]

stellt einen Mechanismus zur Verf

�

ugung, der, ohne die Ursache der Bildung von

supraleitenden Paaren zu spezi�zieren, koh

�

arentes Paartunneln nur auf Grund des

Auftretens von inkoh

�

arentem Einteilchentunnelns beschreibt. Dieses wird zwar

in der ILT-Theorie zwischen gekoppelten Luttinger-Fl

�

ussigkeiten betrachtet, ist

aber durchaus auch zwischen den Kupferoxid-Ebenen der HTSL denkbar, falls

sich das eindimensionale Konzept der Luttinger-Fl

�

ussigkeit auf zwei Dimensionen

erweitern l

�

a�t. In diesem Fall w

�

urde ein unterdr

�

ucktes koh

�

arentes Einteilchentun-

neln zwischen den Ebenen ein koh

�

arentes Paartunneln erm

�

oglichen, durch das die

Gesamtenergie abgesenkt werden kann. Das Modell favorisiert also Paarbildungs-

prozesse, die die hohen Sprungtemperaturen in den Mehrschicht-HTSL erkl

�

aren

k

�

onnten. Inkoh

�

arentes Einteilchentunneln f

�

uhrt jedoch auch zu einer Reduzierung

der im vorherigen Abschnitt beschriebenen und in den QMC-Simulationen syste-

matisch beobachteten Bandaufspaltung der Fermi

�

ache. Im Folgenden soll nun

versucht werden, eine direkte Aussage

�

uber die Koh

�

arenz des Einteilchentunnelns

zwischen den Ebenen des Extended -Hubbard-Modells zu erreichen.

5.3.1 Das Zwei-Niveau-System

Von D. G. Clarke und S. P. Strong wurde ein Beispielmodell vorgeschlagen, an

welchem sich inkoh

�

arentes Verhalten veranschaulichen l

�

a�t [Cla95]. Diese Zwei-

Niveau-System (Two-Level-System, TLS) besteht aus einem quantenmechani-

schen Freiheitsgrad, z. B. einem Spin, der an ein Bad harmonischer Oszillatoren

gekoppelt ist:

H

TLS

=

1

2

��

x

+

X

i

"

1

2

m

i

!

i

x

2

i

+

p

2

i

2m

i

#

+

1

2

�

z

X

i

C

i

x

i

: (5.2)
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�

x

und �

z

sind hierbei Pauli-Matrizen. x

i

und p

i

repr

�

asentieren Orts- und Im-

pulsoperatoren der harmonischen Oszillatoren sowie m

i

deren Massen.

�

Uber C

i

ist der Spin an das Reservoir der Oszillatoren gekoppelt. Dadurch beeinussen

die Oszillatoren das Tunneln zwischen den beiden m

�

oglichen Zust

�

anden j �

z

;+i

und j �

z

;�i des Spinsystems. Zur Zeit t = 0 sei das Spinsystem in seinem Ei-

genzustand j �

z

;+i pr

�

apariert. Die Wahrscheinlichkeit P (t) das System zu einem

Zeitpunkt t > 0 wieder im Anfangszustand zu messen, ist

P (t) = j h�

z

;+ j e

iHt

j �

z

;+i j

2

; (5.3)

wobei der Erwartungswert des Operators �

z

(t) durch

h�

z

i = 2P (t)� 1 (5.4)

gegeben ist. Sind das Spinsystem und das Reservoir der Oszillatoren entkoppelt,

also C

i

= 0, so l

�

a�t sich der Erwartungswert h�

z

(t)i angeben:

h�

z

i = 2 j h�

z

;+ j e

iHt

j �

z

;+i j

2

�1

=

1

2

j (h�

x

;+ j +h�

x

;� j) e

iHt

(j �

x

;+i+ j �

x

;�i) j

2

�1

=

1

2

j e

i�t

2

+ e

�i�t

2

j

2

�1

= cos(�t): (5.5)

Der Erwartungswert oszilliert also mit einer Frequenz �, die der Energiedi�erenz

seiner beiden Eigenzust

�

ande j �

x

;+i und j �

x

;�i entspricht. Der Anfangszu-

stand j �

z

;+i ist eine Superposition der beiden Eigenzust

�

ande mit einer festen

Phasenbeziehung zwischen ihnen. Wird das Spinsystem nicht durch das Bad der

Oszillatoren gest

�

ort, so liegt diese Phase f

�

ur alle Zeiten fest.

Bei nicht verschwindender Kopplung C

i

kann allerdings Energie zwischen den

Oszillatoren und dem Spinsystem ausgetauscht werden. F

�

ur gro�e C

i

wird dabei

die feste Phasenbeziehung zerst

�

ort. Durch kanonische Transformation

H

0

TLS

= UH

TLS

U

�1

(5.6)

U = exp

 

�

1

2

�

z

X

i

C

i

m

i

!

2

i

p

i

!

(5.7)

wird der Hamiltonoperator des TLS in eine f

�

ur dieses Problem leichter handhab-

bare Form

�

uberf

�

uhrt:

H

0

TLS

=

�

2

�

�

+

e

i


+ h.c.

�

+

X

i

"

1

2

m

i

!

i

x

2

i

+

p

2

i

2m

i

#

(5.8)


 =

X

i

C

i

m

i

!

2

i

p

i

: (5.9)
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Dabei ist �

+

ein Leiteroperator mit der Wirkung �

+

j �

z

;�i !j �

z

;+i. Geht

man auf die Darstellung in Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren

�

uber, zeigt

sich, da� in dieser Form neben dem reinen Tunneln auch Anregungen im Bad

der Oszillatoren erzeugt und vernichtet werden. Im Ohmschen Regime [Leg87],

das hier betrachtet werden soll, sind die Zustandsdichte des Bades und seine

Kopplung an den Spin dergestalt, da� die spektrale Dichte des Bades durch

J(!) =

�

2

X

i

C

i

m

i

!

i

�(! � !

i

)

= 2��!e

�

!

!

c

(5.10)

gegeben ist, wobei � > 0 die St

�

arke der Kopplung repr

�

asentiert und !

c

eine ul-

traviolette Abschneidefrequenz ist. F

�

ur die anfangs betrachtet Wahrscheinlichkeit

P (t) ergibt sich durch Entwicklung in O(�

2

) mit !

c

t� 1

P (t) � 1� ��

2

!

�2�

t

2�2�

Z

1

0

dx

sin

2

(x)

x

3�2�

: (5.11)

Nach Kopplungsst

�

arken klassi�ziert, zeigt P (t) also folgendes Verhalten:

0 < � < 0:5 0:5 < � < 1

P (t) entspricht einer ged

�

ampften

Oszillation mit der Frequenz

! = cos(��=(2� 2�))

und der D

�

ampfung

� = sin(��=(2� 2�)):

Das System zeigt koh

�

arentes Ver-

halten.

P (t) zeigt exponentielles Abklin-

gen mit der D

�

ampfung

� � �

�

�

!

c

�

�=(1��)

ohne jede Oszillation. Das System

verh

�

alt sich inkoh

�

arent.

P
(t

)

t

P
(t

)

t

5.3.2 Gekoppelte Nicht-Fermi-Fl

�

ussigkeiten

Wesentlich interessanter als das im vorhergehenden Kapitel behandelte Modell-

system ist die allgemeine Betrachtung zweier durch das H

�

upfmatrixelement ge-
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koppelter Nicht-Fermi-Fl

�

ussigkeiten:

H = H

(1)

NFF

+H

(2)

NFF

+ t

?

X

i�

�

c

(1)y

i�

c

(2)

i�

+ c

(2)y

i�

c

(1)

i�

�

: (5.12)

F

�

ur Zeiten t < 0 sollen die beiden Systeme unterschiedliche F

�

ullungen mit der

Di�erenz �N = N

1

�N

2

besitzen, der Teilchenaustausch jedoch unterdr

�

uckt sein,

also t

?

= 0. Wird zum Zeitpunkt t = 0 die Kopplung eingeschaltet (t

?

6= 0), so

wird sich die Besetzungsdi�erenz abbauen und f

�

ur gro�e Zeiten verschwinden.

Betrachtet man nun, in Analogie zum TLS, die Wahrscheinlichkeit

P (t) =j hS

1

S

2

j e

iH

0

t

e

iH

K

t

j S

1

S

2

i; j

2

(5.13)

das System wieder im Anfangszustand mit der Teilchenzahldi�erenz �N vor-

zu�nden, so stellt sich die Frage, ob P (t) in diesem Zusammenhang einen mit

oszillatorischem Verhalten abf

�

allt oder nicht. Man spricht dann von von koh

�

aren-

tem bzw. inkoh

�

arentem Enteilchenh

�

upfen zwischen den beiden Systemen.

5.3.3 Einteilchen-H

�

upfen im Extended-Hubbard-Modell

Es soll nun mit Hilfe eines passenden diagnostischen Operators versucht werden,

die Frage nach koh

�

arentem Einteilchen-H

�

upfen im Extended -Hubbard-Modell zu

beantworten [End96]. Obwohl eine Aussage wie in Gleichung (5.13) in QMC nicht

direkt zug

�

anglich ist, erlaubt die Wahrscheinlichkeit

~

P (t) =j hc

(1)

k

jj

(t)c

(2)y

k

jj

i j

2

(5.14)

eine zu Abschnitt (5.3.2) vergleichbare

�

Uberlegung: Durch c

(1)

k

jj

c

(2)y

k

jj

wird ein Teil-

chen im System (1) vernichtet und in System (2) erzeugt. Dadurch entsteht eine

Teilchenzahldi�erenz von �N = 2. Der zeitliche Verlauf von

~

P (t) zeigt also das

oben beschriebene oszillatorische Verhalten, falls �N durch koh

�

arentes H

�

upfen

abgebaut wird [Gro96]. Die Fourier-Transformierte von

~

P (t)

~

P (E) =

Z

1

0

dtP (�)e

iE�

(5.15)

sollte bei koh

�

arentem H

�

upfen Peaks bei den Frequenzen aufweisen, die zur Oszil-

lation von

~

P (t) beitragen. Ist das H

�

upfen zwischen den Systemen inkoh

�

arent, so

erwartet man eine monoton abfallende Verteilung von

~

P (E) um E = 0.

~

P (E) ist

durch

~

P (E) =

�

4

Z

1

�1

d!

~

A(k; !)

1 + e

��!

~

A(k; ! � E)

1 + e

��(!�E)

(5.16)

mit der im QMC-Verfahren einfach zug

�

anglichen Gr

�

o�e

~

A(k

jj

; !) =

1

2

A(k; !)

�

�

�

�

k

z

=0

�

1

2

A(k; !)

�

�

�

�

k

z

=�

(5.17)
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Abbildung 5.6: Aufspaltung der spektralen Dichte A(k; !) am X-Punkt k

jj

=

(�; 0) f

�

ur das Hubbard- und Extended -Hubbard-Modell. Die Peakpositionen und

ihre Fehler sind in Tabelle 5.2 aufgelistet.

V=t

k

0 (�t = 3) 0 (�t = 2) 0.25 (�t = 2) 0.5 (�t = 2)

�! 0:26� :32 0:32� 0:33 0:18� 0:33 0:32� 0:39

Tabelle 5.2: Di�erenzen der Peakpositionen am X-Punkt f

�

ur das Hubbard-Modell

und EHM.

gegeben. Die Fourier-Transformierte

~

P (E) der Wahrscheinlichkeit P (t) soll im fol-

genden aus den Daten der QMC-Simulationen f

�

ur das Hubbard- und und Exten-

ded -Hubbard-Modell berechnet werden. Dabei kann zum einen eine Aussage

�

uber

die Temperaturentwicklung des Einteilchenh

�

upfens im Hubbard-Modell getro�en,

als auch der Einu� der Coulomb-Wechselwirkung zwischen direkten Nachbarn

im EHM untersucht werden. Wie schon erw

�

ahnt l

�

a�t sich die Aufspaltung der

spektralen Dichte nicht au�erhalb der mit der Maximum Entropy-Methode be-

rechneten Fehler nachweisen. Auch st

�

ort der inkoh

�

arente Hintergrund bei hohen

negativen Frequenzen die Auswertung. Allerdings konnte in Abschnitt 5.2.2 eine

systematische Aufspaltung gezeigt werden, so da� man von einem realen E�ekt

ausgehen kann. Die nachfolgende Analyse mu� daher unter den eben genannten

Voraussetzungen betrachtet werden.
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Abbildung 5.6 zeigt die spektrale DichteA(k = (�; 0; 0); !) und A(k = (�; 0; �); !)

f

�

ur das Hubbard-Modell (V=t = 0) bei einer inversen Temperatur von �t = 3 und

�t = 2 und f

�

ur das EHM mit V=t = 0:5 bei einer inversen Temperatur von �t = 2.

Alle Simulationen wurden auf einem 6� 6� 2-Gitter mit einer lokalen Wechsel-

wirkung von U=t = 8 durchgef

�

uhrt. Die Peakpositionen und ihre Fehler sind in

Tabelle 5.2 aufgelistet. Au�allig ist, die Verschiebung der Maxima des spektralen

Gewichtes zu negativen Frequenzen im Spektrum des EHM (V=t = 0:5) (siehe

auch Abb. 5.5). Aus diesen Spektren wurde nach der oben beschriebenen Me-

thode zun

�

achst die Di�erenz-Dichte

~

A(!) nach Gleichung (5.17) und dann die

Wahrscheinlichkeit

~

P (E) durch Faltung nach Gleichung (5.16) gewonnen. Die

Wahrscheinlichkeit

~

P (E) ist in Abbildung 5.7 dargestellt. Die Di�erenz-Dichte

~

A(!) ist aus Platzgr

�

unden nur f

�

ur das Hubbard-Modell bei �t = 2 abgebildet

(Abb. 5.7 oben links). Die Wahrscheinlichkeit

~

P (E) zeigt f

�

ur alle betrachten Sy-

steme ein ausgepr

�

agtes Maximum bei E=t = 0 und jeweils zwei Minima bei einer

endlichen Frequenz �E

m

. Die Wahrscheinlichkeit P (�) zeigt also oszillierendes

Verhalten. Mithin ist das Einteilchentunneln zwischen den Ebenen der hier be-

trachteten Systeme nicht inkoh

�

arent [Gro96]. Die in Abbildung 5.7 dargestellten

Wahrscheinlichkeiten lassen jedoch noch weitere Aussagen zu. Betrachtet man

die Temperaturentwicklung der Wahrscheinlichkeit

~

P (E) des Hubbard-Modells

(V=t = 0) von �t = 2 nach �t = 3, so zeigen die Minima eine konstante Position

von E

m

=t � 1:25. Die Frequenz der Oszillation von P (�) ist also in dem hier

betrachteten, sehr schmalen Bereich nicht temperaturabh

�

angig, wenn man die

oben beschriebenen Einschr

�

ankung auf die G

�

ultigkeit der Daten ber

�

ucksichtigt.

F

�

ur das EHM wandern die Minima geringf

�

ugig: E

m

=t � �1:25 bei V=t = 0 zu

E

m

=t � �1:60 bei V=t = 0:25 (nicht dargestellt) und E

m

=t � �1:8 bei V=t = 0:5.

Wegen der geringen Zahl der Messungen und den oben angef

�

uhrten Vorbehal-

ten w

�

are eine de�nitive Aussage

�

uber Temperaturverhalten und den Einu� der

Coulombwechselwirkung zwischen n

�

achsten Nachbarn auf die Koh

�

arenz des Ein-

teilchentunnelns jedoch Spekulation und mu� in weitergehenden Untersuchungen

gekl

�

art werden.
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Abbildung 5.7: Di�erenz-Dichte

~

A(k = (�; 0); !) und Fouriertransformierte

~

P (!)

der Wahrscheinlichkeit

~

P (�) des Hubbard- und Extended -Hubbard-Modells bei

�t = 3 (V=t = 0) und �t = 2 (V=t = 0 und V=t = 0:5). Die Di�erenz-Dichte

(oben links) ist nur f

�

ur das Hubbard-Modell bei �t = 2 dargestellt.
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Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurde das Extended -Hubbard-Modell in Ebenen und

gekoppelten Ebenen untersucht. Dieses Modell ist gegen

�

uber dem konventionellen

Hubbard-Modell um einen Coulomb-artigen Wechselwirkungsterm V erweitert.

Mittels numerisch exakter Berechnungen wurde dieses Modell auf diskreten Git-

tern mit bis zu 72 Pl

�

atzen simuliert.

Zu dieser Simulation wurde das gro�kanonische Quanten-Monte-Carlo-Verfahren

verwendet. Dieses Verfahren wurde f

�

ur das Extended -Hubbard-Modell ausf

�

uhr-

lich dargestellt. Dabei stand die Implementation der erweiterten Wechselwir-

kung im Mittelpunkt. Die Entkopplung der Wechselwirkungsterme mittels diskre-

ter Hubbard-Stratonovich-Transformation f

�

uhrt im Extended -Hubbard-Modell zu

acht zus

�

atzlichen Hilfsfeldern, die einen erheblich h

�

oheren Rechenzeitbedarf be-

deuten. Daher wurde das zum Einsatz kommende Quanten-Monte-Carlo-Pro-

gramm an die neuesten dem Lehrstuhl Theoretische Physik I zug

�

anglichen Paral-

lelrechner angepa�t. Zur

�

Uberpr

�

ufung der Implementation der erweiterten Wech-

selwirkung wurde ein am Lehrstuhl vorhandenes Programm zur exakten Dia-

gonalisierung des Hamilton-Operators des eindimensionalen Extended -Hubbard-

Modells auf dreidimensionale Systeme erweitert. Die Ergebnisse der QMC-Simu-

lationen f

�

ur kleine Systemgr

�

o�en wurden mit den exakten Ergebnissen verglichen

und auf das zu erwartende Skalierungsverhalten mit ��

2

�

uberpr

�

uft. Dabei konn-

ten im Grenzfall �� ! 0 die exakten Werte sehr gut reproduziert werden.

Zur Absch

�

atzung der Auswirkungen einer erweiterten Wechselwirkung wurde die

Grundzustandsenergie mittels St

�

orungstheorie zweiter Ordnung in t berechnet.

Damit konnte ein Phasen

�

ubergang des zweidimensionalen Extended -Hubbard-

Modells identi�ziert werden, der oberhalb eines kritischen Werte V

c

von einer

spingeordneten Phase (\SDW") in eine ladungsgeordnete Phase (\CDW") f

�

uhrt.

Die analytische berechneten Grundzustandsenergien wurden mit den Ergebnis-

sen der Quanten-Monte-Carlo-Simulation f

�

ur beide Phasen verglichen und eine

89
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qualitative

�

Ubereinstimmung gefunden. F

�

ur beiden Phasen wurde eine Moleku-

larfeldn

�

aherung f

�

ur das Extended -Hubbard-Modell durchgef

�

uhrt und damit der

Hamilton-Operator diagonalisiert.

Das zweidimensionale Extended -Hubbard-Modell wurde bei inversen Tempera-

turen von �t = 3 und �t = 5 bei Halbf

�

ullung und �t = 3 bei Dotierung f

�

ur

verschiedene Parameters

�

atze der lokalen und erweiterten Wechselwirkung simu-

liert. F

�

ur die einzelnen Systeme wurden die Spektrale Dichte, die Ladungs- und

die Spin-Suszeptibilit

�

at mittels des Maximum Entropy-Verfahrens analysiert.

Der halbgef

�

ullte Fall hni = 1 wurde zun

�

achst f

�

ur kleine Wechselwirkungen V < V

c

untersucht. Daf

�

ur wurde vom Hubbard-Modell mit V=t = 0 ausgehend die erwei-

terte Wechselwirkung bis zur St

�

arke des Austauschintegrals J gesteigert. Das

Extended -Hubbard-Modell erwies sich f

�

ur die betrachteten V , in

�

Ubereinstim-

mung mit den Eigenschaften der Modellsubstanzen f

�

ur die halbgef

�

ullten HTSL,

als Mott-Hubbard-Isolator mit antiferromagnetischer Ordnung. Die selbstkon-

sistente Berechnung der Energiel

�

ucke aus der SDW-Molekularfeldn

�

aherung er-

brachte kein mit den QMC-Daten vertr

�

agliches Ergebnis. Eine bessere

�

Uber-

einstimmung konnte durch An�tten des SDW-Spektrums an die exakten Resul-

tat erzielt werden. Dennoch beschreibt die Molekularfeldn

�

aherung die Einteilche-

neigenschaften des Extended -Hubbard-Modells nur unzureichend. Die spektrale

Dichte des Extended -Hubbard-Modells wurde mit den experimentellen Daten der

winkelaufgel

�

osten Photoemissions-Spektroskopie verglichen. Eine systematische

Entwicklung der spektralen Dichte auf der Skala V konnte gezeigt werden. Diese

beschreibt die Dispersion der experimentellen Ergebnisse im Vergleich mit dem

Hubbard-Modell qualitativ besser.

Die Spinsuszeptibilit

�

at des halbgef

�

ullten Extended -Hubbard-Modells wurde aus-

f

�

uhrlich untersucht und zeigt sehr gute

�

Ubereinstimmung mit der Spinwellen-

dispersion des Heisenberg-Antiferromagneten. Diese

�

Ubereinstimmung ist un-

ter Voraussetzung der Ergebnisse der St

�

orungstheorie zweiter Ordnung gut be-

gr

�

undet. Ein numerischer Fit unter der Annahme der G

�

ultigkeit der Spinwellen-

dispersion ergab erstmals einen in QMC gemessenen Wert f

�

ur die magnetische

Austauschwechselwirkung des Hubbard-Modells bei �t = 5 von J=t = 0:48�0:01

in

�

uberraschend guter

�

Ubereinstimmung mit dem st

�

orungstheoretischen J =

4t

2

=(U � V ). Die aus der St

�

orungstheorie zweiter Ordnung zu erwartende Re-

normierung der Austauschwechselwirkung ist sehr klein. Sie konnte daher in den

Spektren der Spinanregungen tendenziell, allerdings innerhalb der statistischen

Fehlergrenzen, beobachtet werden

Der Phasen

�

ubergang des Extended -Hubbard-Modells von der SDW- in die CDW-

Phase wurde bei Halbf

�

ullung untersucht. Selbst f

�

ur gro�e Werte von V = U=8

bleibt das EHM dabei antiferromagnetisch geordnet. Simulationen f

�

ur V > U=8

konnten wegen numerischer Probleme in der N

�

ahe des Phasen

�

uberganges nicht
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durchgef

�

uhrt werden. Da f

�

ur V > 5U=8 stabile Simulationen in der CDW-Phase

m

�

oglich waren, kann f

�

ur die kritische Wechselwirkung des Phasen

�

uberganges

U=8 < V

c

< 5U=8 angegeben werden. Dies stimmt mit der Absch

�

atzung U=7 <

V

c

< U=4 aus der St

�

orungstheorie zweiter Ordnung und dem atomaren Grenz-

fall

�

uberein. Das Verhalten der Systemgr

�

o�en

�

uber den Phasen

�

ubergang wurde

im Rahmen der numerischen M

�

oglichkeiten ausf

�

uhrlich beschrieben. In der la-

dungsgeordneten CDW-Phase ist die spektrale Dichte des Extended -Hubbard-

Modells durch eine charakteristische Bandstruktur gepr

�

agt, die sich gut mit der

renormierten CDW-Molekularfeldn

�

aherung beschreiben l

�

a�t. Auch die selbstkon-

sistent berechnete Einteilchen-Energiel

�

ucke stimmt erheblich besser mit den Si-

mulationsergebnissen

�

uberein als im Fall V < V

c

. Die in der CDW-N

�

aherung

vernachl

�

assigten Fluktuationen scheinen f

�

ur diese Phase keine bedeutende Rolle

zu spielen.

Das dotierte Extended -Hubbard-Modell (U=t = 8, �t = 3) wurde f

�

ur mittlere Teil-

chenzahl von hni � 0:91 und St

�

arken der erweiterten Wechselwirkung zwischen

V=t = 0:0 und V=t = 0:5 simuliert. Die spektrale Dichte des Hubbard-Modells

(V=t = 0) zeigt ein schmale, koh

�

arente Struktur (Breite � 2t), die die Energie

! = �

�

uberkreuzt. F

�

ur V=t = 0:25 und V=t = 0:5 l

�

a�t sich keine systemati-

sche Ver

�

anderung beobachten, die au�erhalb der Fehler nachweisbar w

�

are. Ein

Vergleich mit experimentellen Daten und bestehenden Simulationen zeigte eine

qualitativ richtige Beschreibung der Photoemissionsdaten durch das Extended -

Hubbard-Modell.

Das Extended -Hubbard-Modell wurde in gekoppelten Ebenen f

�

ur V=t = 0 bei

�t = 3 und f

�

ur V=t = 0,V=t = 0:25 und V=t = 0:5 bei �t = 2 und einer lokalen

Wechselwirkung U=t = 8 simuliert. Dabei wurden F

�

ullungen von hni = 1:0 und

hni � 0:9 betrachtet. Die spektrale Dichte wurde diskutiert und eine systemati-

sche Aufspaltung zwischen A(k; !)j

k

z

=0

und A(k; !)j

k

z

=�

gefunden, w

�

ahrend die

Aufspaltung f

�

ur einzelne Impulse noch nicht numerisch signi�kant war. Die Auf-

spaltung wurde mit experimentellen Ergebnissen und bestehenden numerischen

Studien verglichen und eine gute

�

Ubereinstimmung der gefundenen Aufspaltung

von � t

?

mit den Ergebnissen aus FLEX- und QMC-Rechnungen gefunden.

Koh

�

arenz und Inkoh

�

arenz des Zwischenebenentunnelns im Extended -Hubbard-

Modell wurden mittels eines diagnostischen Operators untersucht. Auch dabei

wurde koh

�

arentes Verhalten gefunden.

Zum Abschlu� soll ein Ausblick auf eine m

�

ogliche weitere Behandlung des Themas

gegeben werden. Die im Rahmen dieser Diplomarbeit gesammelten Daten sind

so zahlreich und

�

uber ein so gro�en Parameterraum verteilt, da� eine umfassende

Behandlung jedes einzelnen Aspektes nicht m

�

oglich war. Viele der simulierten Sy-

steme fanden daher wenig oder keinen Platz. Auch die hier besprochenen Aspekte

k

�

onnen mit zus

�

atzlichem Aufwand noch erheblich mehr Aussagekraft gewinnen.

Dies betri�t vor allem die analytische Fortsetzung der QMC-Daten auf die reelle
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Frequenzachse durch dieMaximum Entropy-Methode. Beispielsweise ist durch die

Verwendung zus

�

atzlicher Randbedingungen hier eine deutlich h

�

ohere Au

�

osung

zu erwarten. Eine Auswertung der physikalisch relevanten Breiten der Peaks der

Spektren und eine Fehlerauswertung der Peakpositionen sind dabei zur Zeit im

Entstehen. Damit w

�

aren z.B. eine systematische Auswertung der magnetischen

Austauschwechselwirkung J f

�

ur verschiedene St

�

arken der lokalen und erweiterten

Wechselwirkung oder eine quantitative Analyse der Aufspaltung der spektralen

Dichte bei gekoppelten Ebenen mit bestehendem Datenmaterial m

�

oglich.



Anhang A

�

Ubersicht der QMC-Simulationen

Gitter �t U/t V/t hni hsigni

8� 8 3 8 0.25 1.0 0.932

8� 8 3 8 0.25 0.988 0.773

8� 8 3 8 0.25 0.911 0.216

6� 6 5 8 0 1.0 1.000

6� 6 5 8 0.25 1.0 0.835

6� 6 5 8 0.50 1.0 0.564

6� 6 3 8 0.25 1.0 1.000

6� 6 3 8 0.25 0.912 0.348

6� 6 3 8 0.50 0.918 0.180

6� 6 3 8 -0.50 1.0 0.856

6� 6 3 8 -0.50 0.919 0.243

6� 6 3 6 0.00 1.0 1.000

6� 6 3 6 0.1875 1.0 0.931

6� 6 3 6 0.375 1.0 0.771

6� 6 3 4 0.00 1.0 1.000

6� 6 3 4 0.125 1.0 0.989

6� 6 3 4 0.25 1.0 0.936

6� 6 3 4 0.5 1.0 0.599

6� 6 3 4 1.25 1.0 0.784

6� 6 3 4 1.5 1.0 0.967

6� 6 3 4 2.0 1.0 0.997

6� 6 3 4 2.0 0.900 0.389

Tabelle A.1: Tabellarische

�

Ubersicht der QMC-Simulationen in einer Ebene
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�

UBERSICHT DER QMC-SIMULATIONEN

Gitter �t U/t V/t hni hsigni

6� 6� 2 3 8 0.0 1.0 1.0

6� 6� 2 3 8 0.0 0.90 0.364

6� 6� 2 3 8 0.25 1.0 0.908

6� 6� 2 2 8 0.0 1.0 1.0

6� 6� 2 2 8 0.0 0.896 0.958

6� 6� 2 2 8 0.25 1.0 0.983

6� 6� 2 2 8 0.25 0.904 0.872

6� 6� 2 2 8 0.5 1.0 0.937

6� 6� 2 2 8 0.5 0.910 0.731

Tabelle A.2: Tabellarische

�

Ubersicht der QMC-Simulationen in gekoppelten Ebe-

nen.



Anhang B

Darstellung der ersten

Brillouin-Zone

Alle in dieser Diplomarbeit dargestellten Spektren durchlaufen den Impulsraum

auf dem sogenannten Standard-Weg durch die erste Brillouin-Zone. Dieser Weg

ist in Abbildung B.1 dargestellt. Er umfa�t die Hochsymmetriepunkte des Impuls-

raumes: �(0; 0), X (�; 0), M (�; �) und � (�=2; �=2). Der �-Punkt kann jedoch

in den hier simulierten 6� 6-Gittern nicht dargestellt werden.

x

k y

k

X’

0
0

Γ X

M

Σ

π

π

Abbildung B.1: Standardweg durch die erste Brillouin-Zone.
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