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Einleitung

Seit der Einfiihrung im Jahr 1963 [1,2] ist das
Hubbard-Modell von hohem Interesse zur Beschrei-
bung von stark korrelierten Fermionensystemen. Ins-
besondere durch die Entdeckung der Hochtemperatur-
Supraleiter (HTSL) durch G. Bednorz und K.A. Miil-
ler [3] vor bereits 10 Jahren wurde dieses Modell Ge-
genstand von weltweiter Forschungsaktivitdat und gilt
heute als der vielversprechendste Ansatz, der zu ei-
nem mikroskopischen Verstdndnis der HTSL fiihren
kann. Die Relevanz des Hubbard-Modells fiir die
keramischen Supraleiter wird bereits durch die un-
gewohnlichen normalleitenden Eigenschaften dieser
Kupferoxid-Verbindungen unterstiitzt, die auf ein Ma-
terial mit starken, elektronischen Wechselwirkungen

hinweisen [4].

Abb. 1.1: Die Kristallstruk-
tur von YBayCu3O7_4, einem
HTSL mit T, ~ 92K bei opti-

maler Dotierung.

Als priméar verantwortlich fiir die entscheidenden physikalischen Eigenschaften dieser

Materialien konnen die CuO,-Schichten angesehen werden, die allen HTSL gemein-

sam sind. Abb. 1.1 zeigt den atomaren Aufbau von YBay;Cu3O;_ 4, einem typischen

Vertreter der Hoch-T,’s mit einer Ubergangstemperatur von 7, ~ 92K bei optimaler

Dotierung [5]. Die Kristallstruktur enthilt zwei CuOy-Ebenen pro Einheitszelle, die

durch Yttrium-Ionen voneinander getrennt sind. Diese Schichtstruktur fiihrt zu einer

starken Anisotropie, die sich in den Transportgréfien - z.B. der Leitfihigkeit - deutlich

widerspiegelt. Zur Beschreibung dieser Systeme wurden daher meist zweidimensionale
(2D) Hubbard-Modelle, wie z.B. das 2D-Ein-Band-Modell [4] oder das 2D-Drei-Band-

bzw. Emery-Modell [6], herangezogen. Diese sind allerdings nicht exakt 16sbar, vor al-
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6 EINLEITUNG

lem konnte deren Fliissigkeitsverhalten (Fermi- bzw. Luttinger-Fliissigkeit) bisher nicht

endgiiltig geklart werden.

Bereits in einer Dimension weicht die Physik des Ein-Band-Hubbard-Modells erheb-
lich von einer gewohnlichen Fermi-Fliissigkeit ab. Das mit Hilfe des Bethe-Ansatzes in
einer Dimension exakt 16sbare Modell [7] besitzt keine quasiteilchen-artigen elementa-
ren Anregungen in der Ndhe der Fermikante. Stattdessen wird die niederenergetische
Physik durch kollektive Moden beschrieben, d.h. durch langwellige Fluktuationen der
Spin- oder Ladungsdichte. Das Spektrum besteht schliellich aus spinlosen Ladungs-
anregungen und Spin—%—Anregungen, die keine Ladung tragen. Diese Spin- und La-
dungsfreiheitsgrade breiten sich mit unterschiedlichen Geschwindigkeiten unabhéngig
voneinander aus (Spin-Ladungs-Trennung). Die Asymptotik, d.h. das langreichweiti-
ge Verhalten der Spin- und Ladungskorrelationsfunktionen, 148t sich mit Hilfe von
Bosonisierungstechniken und des Bethe-Ansatzes berechnen und zeigt potenzartiges
Verhalten, welches von einem einzelnen Parameter K, bestimmt wird [8,9]. Die nie-
derenergetischen Anregungen dieses Systems sind identisch zu den Eigenschaften des
Tomonaga-Luttinger-Modells zur Beschreibung einer sog. ,,Luttinger-Fliissigkeit*. Die-
ses Modell ist mit Hilfe der Bosonisierung exakt l6sbar [8,10], welche zu einem Ha-
miltonoperator fiihrt, in dem die Spin- und Ladungsfreiheitsgrade vollig entkoppelt

sind.

Das entsprechende Szenario in zweidimensionalen Hubbard-Modellen ist, trotz ihrer
Bedeutung fiir die Hochtemperatur-Supraleiter, noch weitgehend unklar, vor allem die
Frage, ob das Konzept einer Luttinger-Fliissigkeit auf zwei Dimensionen iibertragbar
ist. In der vorliegenden Arbeit soll dieser Ubergang von dem exakt lésbaren, eindi-
mensionalen Fall in das zweidimensionale, physikalisch fiir die HTSL relevante Sy-
stem untersucht werden. Hierzu werden hauptsichlich Systeme von zwei gekoppelten
Hubbard-Ketten betrachtet, die in jiingster Zeit wegen ihrer zusitzlichen experimentel-
len Realisierbarkeit (z.B. in Systemen wie (VO),P207 [11], SrCuz03 [12] oder LaCuOs 5
[13]) weltweit ein hohes Interesse erzeugten. Die Verbindung SrCu,O3 enthilt beispiels-
weise in ihrer Kristallstruktur Leitersysteme aus Kupfer- und Sauerstoffatomen, wobei
pro Kupferplatz ein freier Elektronenspin vorhanden ist, der iiber die Sauerstoffplatze
durch eine effektive, antiferromagnetische Austauschwechselwirkung an den Spin auf
den benachbarten Kupferpldtzen koppelt [12,14,15]. Die einzige bisher bekannte Sub-
stanz, die das Dotieren von derartigen gekoppelten Ketten erlaubt, ist die von Z. Hiroi

und M. Takano [13] gefundene Verbindung LaCuO, 5. Diese zeigt im dotierten Fall
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jedoch keinen Ubergang in eine supraleitende Phase, der theoretisch erwartet wurde
[16,17].

In einer Reihe von neueren Veroffentlichungen wurden zudem Modelle von Leitersyste-
men auf die vorerst rein theoretische Frage untersucht, ob das Hiipfen zwischen den
Ketten bei kleiner Kopplung ¢, kohérent oder inkohérent ablauft [18-21]. Als Folge ei-
ner inkohérenten Ketten-Kopplung ist das System nicht in der Lage, durch kohé&rentes
Hiipfen seine Energie abzusenken. Trotzdem ist ein Absenken der Gesamtenergie durch
kohérente Hiipfprozesse von Paaren mdoglich, wodurch eine stirkere Tendenz zu supra-
leitender Paarung erreicht wird [18]. Aufgrund von stérungstheoretischen Betrachtun-
gen kommen D.G. Clarke, S.P. Strong und P.W. Anderson [19, 20] zu dem Schluf}, daf
derartige inkohérente Hiipfprozesse bei Systemen von gekoppelten Luttinger-Fliissig-
keiten moglich sind. In Ubereinstimmung damit konnte in der vorliegenden Arbeit
erstmals ein klarer Hinweis auf inkohérentes Verhalten bei Systemen aus gekoppelten
Hubbard-Ketten gefunden werden (siehe Abschnitt 4.4). Trifft die Theorie von P.W.
Anderson [22] zu, die das Auftreten von Luttinger-Fliissigkeitseigenschaften in zwei-
dimensionalen Systemen vorhersagt, so kann dieses inkohirente Einteilchen-Hiipfen
ein mogliches Szenario fiir die hohen Sprungtemperaturen von HTSL sein, die mehrere
CuOs-Ebenen pro Elementarzelle besitzen. Systeme aus gekoppelten Ketten sind somit
ein erster Schritt zum Verstindnis von gekoppelten, stark korrelierten Fermionensyste-

men, die in den Hoch-T,-Supraleitern auftreten.

Nach einer physikalischen Einfiihrung und Motivation (Kapitel 1) sollen in einem ersten
Teil der vorliegenden Arbeit gekoppelte Hubbard-Ketten sowohl bei Halbfiillung als
auch bei Dotierung mit Hilfe der numerisch exakten Quanten-Monte-Carlo (QMC)
Methode untersucht werden. Das QMC-Verfahren erlaubt im Gegensatz zur exakten
Diagonalisierung die Simulation von groflen Gittersystemen mit bis zu 300 Plétzen.
In Verbindung mit dem Verfahren der maximalen Entropie (MaxEnt) ist es zudem
moglich, komplette Spektren in Abhingigkeit von der reellen Frequenz zu berechnen.
Auf diese Weise 1483t sich z.B. die Impulsabhingigkeit der Spektralfunktion A(E,w)
bestimmen, deren Peakstrukturen und -breiten in einer bestimmten N&herung (Sudden-
Approzimation) den Maxima (Quasiteilchen-Anregungen) und deren Breiten (inverse

Lebensdauer) in den experimentellen Photoemissionsdaten entsprechen.

Die Moglichkeit, derartige dynamische Spektren zu berechnen, ist zusétzlich ein Vor-
teil der QMC-Methode gegeniiber dem sog. Dichte-Matrix-Renormierungsgruppen-Ver-

fahren, das neben der Beschrinkung auf quasi-eindimensionale Systeme zumindest
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im gegenwirtigen Stand der Entwicklung keine Berechnung von dynamischen Gréflen
zuladBt. Mit Hilfe der Kombination QMC/MaxEnt konnten somit erstmals sowohl Ein-
teilchen- als auch Zweiteilchen-Spektren von gekoppelten Hubbard-Ketten berechnet

werden.

Der erste Teil der vorliegenden Arbeit ist dabei folgendermafien gegliedert: In Kapitel
2 werden zuerst die verwendeten numerischen Methoden vorgestellt. Dabei enthalt Ab-
schnitt 2.1 und 2.2 eine ausfiihrliche Darstellung des QMC-Algorithmus mit Hinweisen
auf eine effiziente numerische Implementierung, wihrend in Abschnitt 2.3 das Prinzip
der analytischen Fortsetzung mit Hilfe des Verfahrens der maximalen Entropie erldutert
wird. In Kapitel 3 wird auf die Physik von gekoppelten Hubbard-Ketten bei Halbfiillung
eingegangen, wobei zwischen verschiedenen Kopplungsstirken ¢, unterschieden wird.
Zudem werden die Ergebnisse der QMC-Rechnung jeweils durch einfache, analytische
Bilder, wie z.B. die Spin-Dichte-Welle-Nédherung, die Random-Phase-Approximation
(RPA) und die lokale Singulett-Naherung, erklart und veranschaulicht.

Kapitel 4 beschéftigt sich schliellich mit gekoppelten Hubbard-Ketten bei Dotierung.
Die spektralen Eigenschaften bei kleiner (Abschnitt 4.1) und mittlerer Dotierung (Ab-
schnitt 4.2) konnen dabei wieder durch einfache Bilder (RPA, Slave-Boson-Mean-Field-
Berechnung und lokale Singulett-Niherung) verstanden werden. In Abschnitt 4.3 wird
das Leitersystem fiir einen physikalisch relevanten Parametersatz auf das Auftreten
von supraleitender Ordnung untersucht, wihrend Abschnitt 4.4 sich schliellich mit der
Frage nach kohédrentem und inkoh&rentem FKEinteilchen-Hiipfen bei kleiner Kopplung
t, < t beschiftigt.

Im zweiten Teil der Arbeit soll der Ubergang zu zwei Dimensionen vollzogen werden.
In einer Reihe von Veroffentlichungen von G. Dopf et al. [23-26] wurde gezeigt, daf3
das 2D-Drei-Band-Hubbard-Modell mit Hilfe eines universellen Parametersatzes ein
breites Spektrum von Normalzustandseigenschaften in zum Teil quantitativer Uberein-
stimmung mit dem Experiment reproduzieren kann. Dariiber hinaus konnte eine at-
traktive Paarwechselwirkung im erweiterten s*-Kanal nachgewiesen werden, die das im
Experiment beobachtete Dotierungsverhalten besitzt [25]. Jedoch wurde von G. Dopf
et al. [24] kein Hinweis auf langreichweitige, supraleitende Ordnung (off-diagonal-long-
range-order, ODLRO) gefunden. Dieses Ergebnis konnte von F.F. Assaad et al. [27]
durch Berechnung der FluBquantisierung bei der Temperatur 7" = 0 und der Ableitung
der superfluiden Dichte nach der Temperatur (T > 0) bestéitigt werden.
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Motiviert durch technische Fortschritte im 7' = 0 Projektor-QMC-Formalismus und
durch zu fritheren Untersuchungen widerspriichliche Veréffentlichungen von K. Kuroki
und H. Aoki [28], die Hinweise auf eine langreichweitige, supraleitende Ordnung im
dg2_,2-Kanal finden, wird beim Ubergang auf zwei Dimensionen die zentrale Frage nach
der Supraleitung (ODLRO) im 2D-Drei-Band-Modell untersucht (Kapitel 5). Dabei
kommt ein fiir die Projektor-QMC-Methode entwickeltes Verfahren einer optimierten
Testwellenfunktion zum Einsatz, welches trotz des Vorzeichenproblems die Simulation

von sdmtlichen Dotierungen in Systemgrofien bis zu 8 x 8 Einheitszellen erlaubt (siehe
auch Abschnitt 2.2.5).

Eine Zusammenfassung in Kapitel 6 rundet schlieffilich die Arbeit ab.



Kapitel 1

Einfithrung und Motivation

1.1 Die Physik von gekoppelten Ketten

Systeme von gekoppelten Ketten sind in Ma-
terialien wie z.B. (VO)2P207 [11], SrCuy03
[12] oder LaCuOy5 [13] realisiert. Abb. 1.2
zeigt die aus V**-Tonen bestehenden Ketten
der Verbindung (VO),P,0;. Die V**-Tonen
besitzen eine [Ar]4s-Elektronenkonfiguration
und somit einen Gesamtspin S = % Die
Kopplung dieser Spins iiber die Sauerstof-
fionen fiihrt zu einer effektiven, antiferro-
magnetischen Wechselwirkung, so daf§ sich
das Kettensystem mit Hilfe eines Heisenberg-
Modells beschreiben lafit. Das Anpassen der
magnetischen Suszeptibilitit des Heisenberg-
Modells zweier gekoppelter Ketten, mit ei-
ner Wechselwirkung .Jj innerhalb der Ketten
und einer Wechselwirkung J, senkrecht zu
den Ketten, an die experimentell gemesse-
ne Suszeptibilitit von (VO),P,0y fithrt zu
Kopplungsstarken von J; = 7.76 meV und
J, =7.82meV [29]. Diese Parameterwerte

10
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Abb. 1.2: Das System aus gekoppelten
Ketten von Sauerstoff- und Vanadiumio-
nen der Verbindung (VO)2P207, entnom-

men aus [11].
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entsprechen einem Singulett-Triplett-Spingap von AEHeisenbers — 3 94 meV [29], wel-
ches experimentell mit Hilfe von inelastischer Neutronenstreuung an (VO)2P207 be-
stitigt wurde (AEExperiment — 3.7 4 (0.2 meV, [30]).

Vor einem Jahr gelang es Z. Hiroi und M. Takano [13] zum ersten Mal, die aus gekop-
pelten Cu-O-Ketten bestehende Substanz LaCuQs 5 durch Substitution der La3*-Tonen
mit Sr’>* zu dotieren. Das dotierte System zeigt experimentell die theoretisch erwartete
Reduzierung des Spingaps [31], es wurde jedoch kein Ubergang in eine supraleitende
Phase bei tiefen Temperaturen gefunden, der ebenfalls theoretisch vorhergesagt wurde
(siehe z.B. [16,17]). Eine mogliche Ursache fiir das Fehlen des supraleitenden Uber-
gangs wird beim Betrachten der Kristallstruktur (Abb. 1.3) deutlich: Der rdumliche
Abstand zwischen den Kupfer- und Sauerstoffionen zwischen zwei Leitern ist lediglich
geringfiigig grofler als der entsprechende Abstand innerhalb der beiden Ketten. Dies
fiihrt zu einer nicht unbedeutenden dreidimensionalen Kopplung, die den Ubergang in

die supraleitende Phase verhindern kann.

c

Abb. 1.3: Kristallstruktur von LaCuOs 5, entnommen aus [13]. Deutlich erkennbar sind die
gekoppelten Ketten aus Kupfer- und Sauerstoffionen.
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Zur Beschreibung derartiger Systeme bieten sich verschiedene Modelle an. Wie bereits
erwiahnt, kann bei Halbfiillung das Heisenberg-Modell herangezogen werden. In Er-
weiterung dessen beriicksichtigt das fiir den dotierten Fall relevante ¢J-Modell zuséitz-
lich Hiipfprozesse zwischen benachbarten Platzen. Beide Modelle erlauben jedoch kei-
ne Doppelbesetzung der Gitterpliatze und konnen so als Grenzfall des allgemeineren
Hubbard-Modells fiir unendlich hohe lokale Coulomb-Abstoflung angesehen werden. In
dieser Arbeit soll daher ausschliefflich das realistischere Hubbard-Modell zur Beschrei-

bung der Leitersysteme herangezogen werden.

1.2 Das Ein-Band-Hubbard-Modell

Der Hamiltonoperator des Ein-Band-Hubbard-Modells in beliebiger Geometrie mit rein

lokaler Wechselwirkung 148t sich in zweiter Quantisierung folgendermaflen schreiben:

H=- Z (tijc;[o'cjo' + h-C-) + Uznnnu- (1.1)

ij,0

i

Dabei lauft die Summe ¢ und j jeweils iiber alle N Gitterpldtze, c;, bzw. ¢, sind die

Fermionenerzeuger bzw. -vernichter am Platz ¢ mit Spin o, n;, = cgacia ist der lokale
Dichte-Operator und ¢;; das Hiipfmatrixelement zwischen den Plétzen ¢ und j. Durch
die lokale Coulomb-Wechselwirkung U liegt ein System aus korrelierten Fermionen
vor, welches keine einfache Losung in Form einer Slater-Determinante besitzt. Fiir
eine Leiter aus zwei gekoppelte Ketten der Linge L wird zur Vereinfachung folgende

Notation verwendet:

H = —t Z(C;[,AaciJrl,)\a +he)—tL Z(cg,laci,% + h.c.)

A0 i,

R

+U Y nixnipng + > Ve D (nint + niag) (M st + Nigrny)- (1.2)

i r=1 A

Dabei numeriert A = 1,2 die beiden Ketten und 7z = 1...L die Leitersprossen, ¢ ist
das Hiipfmatrixelement innerhalb der Ketten und ¢, die Stirke der Kopplung zwischen
den Ketten. Ferner ist ein zusétzlicher Wechselwirkungsterm proportional zu V, mit
r = 1...R eingefiihrt, der eine Coulomb-Wechselwirkung der Reichweite R beschreibt
(siehe hierzu Abschnitt 4.4). Abb. 1.4 zeigt die verschiedenen Hiipfmatrixelemente und

Wechselwirkungen in der Geometrie des Hamiltonoperators Gl. 1.2.
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Abb. 1.4: Geometrie von zwei gekoppelten Hubbard-Ketten mit der lokalen Wechselwirkung
U, der lingerreichweitigen Wechselwirkung V, und dem Hiipfen parallel (t) und senkrecht
(t1) zu den Ketten.

In den letzten Jahren wurden zahlreiche Arbeiten verdffentlicht, die sich mit der Physik
des Ein-Band-Hubbard-Modells in Leitersystemen beschéftigen. Zum einen sind hier
Weak-coupling Analysen zu nennen, d.h. die Untersuchung der Ketten in Abhéngig-
keit von den Parametern ¢; und U im Limes kleiner Kopplung U, beispielsweise mit
Hilfe von Renormierungsgruppen-Techniken (siehe z.B. [32-34]). Besonders erwiahnens-
wert ist ein von L. Balents und M.P.A. Fisher [35] erstelltes Phasendiagramm (siehe
Abb. 1.5) im Limes U — 0+, jedoch fiir beliebige Werte von ¢, . Insgesamt sind im
Weak-coupling-Bild neun verschiedene Phasen mdglich: Sowohl im Spin- als auch im
Ladungskanal kénnen maximal zwei gaplose Moden auftreten (jeweils fiir eine der bei-
den moglichen ITmpulskomponenten k£; = 0 und k; = 7 senkrecht zu den Ketten). Die
entsprechenden Phasen werden nach Ref. [35] mit CmSn bezeichnet, wobei m = 0,1, 2
fiir die Anzahl der gaplosen Ladungsmoden und n = 0, 1,2 fiir die Zahl der gaplosen
Spinmoden steht. Beispielsweise entspricht die Bezeichnung C1S0 einer Phase mit einer

gaplosen Ladungsmode und einer Energieliicke im Spinkanal (Spingap). Von den neun
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moglichen Phasen wurden im Weak-coupling-Limes insgesamt sieben gefunden, die in
Abb. 1.5 eingezeichnet sind.

20
C1S1
C0S1
Sy
My C1S1 C0S0
C2S1
10 B ClSO 7]
0150\ (
C1s2
C232 N~
C10
0.0 !
0 1/2 1

<n>

Abb. 1.5: Weak-coupling-Phasendiagramm fiir zwei gekoppelte Hubbard-Ketten im Limes
U — 0+, entnommen aus Ref. [35].

Besonders erwdhnenswert ist hier die Phase C1S0, die in Abb. 1.5 grau unterlegt ist.
In diesem Bereich des Phasendiagramms besitzen die gekoppelten Ketten eine einzelne
gaplose Ladungsmode und ein endliches Spingap. Das Analogon dieser Phase in einer
Dimension ist die sog. Luther-Emery-Fliissigkeit, die entweder dominante supraleitende
Korrelationsfunktionen (SC) oder Ladungs-Dichte-Wellen (CDW) besitzt (siehe hierzu
Ref. [36-38]). In diesem Bereich kénnte somit bei endlichen, realistischen Werten der

Wechselwirkung U eine supraleitende Phase auftreten.

R.M. Noack, S.R. White und D.J. Scalapino untersuchten in einer Reihe von Arbeiten
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[16,31,39] zwei und mehrere gekoppelte Heisenberg- und Hubbard-Ketten mit Hilfe
eines Resonating-valence-bond-Bildes (RVB) und vor allem mit dem Dichte-Matrix-
Renormierungsgruppen-Verfahren (DMRG) [40,41]. Fiir einen realistischen Wert der
Wechselwirkung U = 8¢ zeigt sich in der von L. Balents und M.P.A. Fisher [35] be-
schriebenen Phase C1S0 tatsdchlich das Auftreten eines Spingaps [31] und metallisches
Verhalten, d.h. die Abwesenheit einer Ladungsliicke [16]. Ferner liegt eine interessan-
te Korrelation zwischen der Stérke der supraleitenden Paar-Paar-Korrelationsfunktion
und dem Spingap vor [16], die auf das Auftreten einer supraleitenden Phase hin-
weist. Die dominante Paar-Paar-Korrelationsfunktion besitzt eine modifizierte dg»_ -
Symmetrie mit potenzartigem langreichweitigen Verhalten. Inwiefern jedoch, analog
zum t.J-Modell [17], wirklich dominante, supraleitende Paarung auftritt, ist noch weit-

gehend ungeklart.

1.3 Das Drei-Band-Hubbard-Modell

Um den Ubergang zu zwei Dimensionen zu vollziehen, findet schlieflich das von V.J.
Emery [6,42] vorgeschlagene Drei-Band-Hubbard-Modell in der vorliegenden Arbeit
Anwendung. Dieses Modell beinhaltet sowohl die Sauerstoff p,- und p,-Orbitale als
auch die Kupfer d,2_,2-Orbitale der CuO,-Ebenen in den Hochtemperatur-Supraleitern
und stellt somit einen realistischen Ansatz zur Beschreibung dieser Materialien dar.
In zweiter Quantisierung 148t sich der Hamiltonoperator dieses Modells im Lochbild

folgendermaflen schreiben [43,44]:

Hyp = =3 (5 dipi, +hec) +Us 3o
ij,0 E
— > (#plpy, +he.)
ii'se

+eq Y nd +epy 0l (1.3)
1,0 7,0

Dabei zdhlt ¢ jeweils die Kupfer- und j die Sauerstoffplitze. Enthalten ist die Hybridisie-

rung tff der d-Orbitale mit den p-Orbitalen, wobei die entsprechenden Phasenfaktoren

mitgenommen werden; d.h. tff = t,q fiir die Uberlappung zweier Orbitale mit dem

gleichen Vorzeichen, bzw. tff = —t,q fiir Orbitale mit entgegengesetztem Vorzeichen.

pp
tjjl

beschreibt Uy die lokale Coulomb-Wechselwirkung zweier Locher an einem Kupferplatz,

Analog kontrolliert der Parameter ein direktes Sauerstoff-Sauerstoff Hiipfen. Ferner
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wihrend A = ¢, — ¢4 den Unterschied der lokalen Energieniveaus an den Kupfer- und

Sauerstoffplitzen angibt.

In einer Reihe von Arbeiten von G. Dopf et al. [23-26] konnte gezeigt werden, daf
sich durch dieses Modell mit Hilfe eines universellen Parametersatzes (U/t,q = 6,
A/tya = 4 und t,,/t,a = 0) ein breites Spektrum von Normalzustandseigenschaften
in zum Teil quantitativer Ubereinstimmung mit dem Experiment reproduzieren lift.
Dariiber hinaus zeigt sich eine attraktive Paarwechselwirkung im erweiterten s*-Kanal,

die das im Experiment beobachtete Dotierungsverhalten besitzt [25].

Eine neuere Verdffentlichung von K. Kuroki und H. Aoki [28] untersucht das Drei-Band-
Modell mit Hilfe des Projektor-QMC-Algorithmus auf langreichweitige, supraleitende
Ordnung. Die Autoren verwenden dabei einen Parametersatz von A/t,; = 2.7 und
Ua/tpa = 3.2, der eine Simulation ohne schwerwiegendes Vorzeichenproblem erméglicht.
Hier zeigt sich bei Systemgrofien bis zu 8 x 8 Einheitszellen ein Hinweis auf mdégliche
d-Wellen-Paarung. Jedoch ist nicht klar, inwiefern diese Parameterwerte in der Lage
sind, die physikalischen Eigenschaften der HTSL im Normalzustand wiederzugeben.
Das in der vorliegenden Arbeit entwickelte Verfahren der optimierten Testwellenfunk-
tion ermoglicht es jedoch, der Frage nach supraleitender Ordnung im universellen Pa-
rametersatz (Uy/t,qa = 6, A/ty,q = 4) direkt im Grundzustand nachzugehen, um so die

Ergebnisse von G. Dopf et al. [23-26] zu vervollstindigen.



Kapitel 2

Numerische Methoden

In der vorliegenden Arbeit wird neben verschiedenen Naherungsverfahren, wie z.B. der
Spin-Dichte-Welle-Theorie bzw. der lokalen Singulett-Ndherung (Kapitel 3) und der
sogenannten Random-Phase-Approzimation (Kapitel 4), hauptsichlich die numerische
Quanten-Monte-Carlo-Methode (QMC) zur Analyse des Hubbard-Modells angewandst.
Dieses Verfahren ist zum einen in der Lage, bis auf statistische Fehler exakte Ergebnisse
zu liefern, und zum anderen erlaubt es dies Analyse von Systemen mit bis zu 300
Gitterplatzen. Ferner konnen durch weiteres Aufbereiten der QMC-Daten zuséitzlich

dynamische Eigenschaften des Hubbard-Modells untersucht werden.

Im folgenden soll zundchst das Prinzip des QMC-Verfahrens fiir ein kanonisches und
groflkanonisches Ensemble vorgestellt werden. Anschlielend wird auf die Schwierigkei-
ten, wie z.B. Stabilisierungstechniken und das Vorzeichenproblem, eingegangen, die
bei der numerischen Implementation entstehen. In Kapitel 2.3 soll schliellich die Me-
thode der maximalen Entropie erldutert werden, die zur Gewinnung von dynamischen

Eigenschaften aus den ,rohen“ QMC-Daten verwendet wird.

2.1 Das Quanten-Monte-Carlo-Verfahren

Die Quanten-Monte-Carlo-Methode ermoglicht es, den Erwartungswert einer beliebigen
Observable A sowohl im Grundzustand (Projektor-QMC) des Hamiltonoperators H
(siehe Gl. 1.1) als auch bei endlicher Temperatur (grofkanonisches QMC) numerisch

exakt zu berechnen. Im 7" = 0-Formalismus wird die Grundzustandswellenfunktion

17
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|¥y) durch Anwendung des von Sugiyama und Koonin [45] vorgeschlagenen Operators
e PH/2 auf eine sogenannte Testwellenfunktion |¥7) im Limes 3 — oo herausgefiltert:
ol AT rle PH/2 Ae=PH/2| T
<A>0:<°| |°>:lim<T|e ;3{ ¥r)
(Wo|Wo)  b=0 (Ve PH [T
Entscheidend fiir die Tauglichkeit dieses Verfahrens ist die Wahl der Testwellenfunktion

|¥7), auf die in Kapitel 2.2.5 noch néher eingegangen wird. Bei endlichen Temperaturen

(2.1)

ist der Erwartungswert von A gegeben durch
Tr e BH-1N) 4
(4) = R
Tr e B(H—puN)
wobei die mittlere Teilchenzahl (n) = (n; + n;) durch das chemische Potential

(2.2)

kontrolliert wird (N = Y_; nir +n;y steht fiir den Teilchenzahloperator). Der Parameter
B entspricht jetzt der inversen Temperatur § = 1/kgT.

2.1.1 Abbildung auf ein klassisches Ising-Feld

In beiden Fillen, kanonisch und grofkanonisch, muf der Propagator e ## numerisch
berechnet werden. Bei einem fiir QMC-Methoden gut zuginglichen System von N = 50
Plitzen besitzt der Hamiltonoperator H bereits eine Basis mit 4V ~ 103° Eigenvek-
toren. In Matrixdarstellung besteht e #H also aus insgesamt ~ 10%° Elementen, so
daf} eine direkte Diagonalisierung unmoglich ist. Der zugrundeliegende Hamiltonope-
rator (Gl. 1.1) 148t sich jedoch in einen kinetischen Anteil, der das Teilchenhiipfen
zwischen den Gitterpldtzen enthélt, und einem potentiellen Anteil, der die Coulomb-

Wechselwirkung beinhaltet, zerlegen, die beide leicht diagonalisiert werden konnen:

H = Hygp + Hyoy (2.3)
mit
Hkin = — Ztijcgacja + h.c. und (24)
iJ,0
Hpot = UZ”iTnu- (25)

Vollig analog wird der Drei-Band-Hamiltonoperator (Gl. 1.3) aufgespalten. Aus Griin-
den der Ubersicht soll im folgenden ohne Beschrinkung der Allgemeinheit das Quanten-
Monte-Carlo-Verfahren nur am Ein-Band-Hubbard-Hamiltonoperator erldutert wer-
den. Mit Hilfe der Trotter-Suzuki-Formel [46],

A 2
o~ AT(A+B) _ —ATA -ATB _ TT[A’ Bl + 0O (AT?’) ’ (2.6)



2.1. DAS QUANTEN-MONTE-CARLO-VERFAHREN 19

kann e P schlieBlich folgendermafen geschrieben werden:

L L
efﬁH — H e*AT(Hkin‘}'HPOt) ~ H efATHki”eiATHpo"’_ (27)

1=1 1=1
Der Parameter L = /At steht dabei fiir die Anzahl der sogenannten Zeitscheiben
(Time-slices). Es 148t sich zeigen, dafl der Gesamtfehler, der durch die Trotter-Suzuki-
Aufspaltung in Kauf genommen wird, von der Ordnung O (A7?) ist. Die Ergebnisse
einer QMC-Simulation miissen somit stets auf den Wert A72 — 0 extrapoliert werden
(siehe Abschnitt 2.2.2). In der Praxis wird meist ein Wert von A7 verwendet, der
klein genug ist, damit der durch A7 induzierte Fehler im Bereich der noch zuséitzlich

auftretenden statistischen Fluktuationen liegt.

Der kinetische Anteil Hy;, ist bilinear in den Fermionenoperatoren und somit leicht
diagonalisierbar. Problematisch ist lediglich der Anteil H,,, der die Wechselwirkung
Unitni, enthélt. Dieser kann mit Hilfe einer Hubbard-Stratonovich-Transformation wei-

ter umgeformt werden [47]:

e—ATU Zz nipnNg, He_ATUniTni'L — QLN Z He)\ai(n,-T—ni¢)—ATU(niT+ni¢)/2 (28)

mit A = 2arctanhy/tanh(A7U/4). Dabei wurde ein zusitzliches, diskretes Ising-Feld
a; = +1 eingefiihrt, wobei >,y fiir die Summe iiber alle 2NV Tsing-Konfigurationen
steht. Der Ausdruck auf der rechten Seite von Gl. 2.8 ist jetzt ebenfalls bilinear in den
Fermionenoperatoren und somit leicht berechenbar. Die Wechselwirkung in H,, wurde
also durch die Summe iiber das Ising-Feld ersetzt. Der gesamte Propagator e #H ergibt
sich schliefilich durch Spurbildung iiber alle 2V* Tsing-Konfigurationen {«;(I)} auf N
Platzen und L Zeitscheiben.

Die noch zusédtzlich notwendige Spurbildung iiber die Exponentialfunktionen der fer-
mionischen, bilinearen Operatoren 148t sich mit Hilfe einer Determinante ausdriicken.

Allgemein gilt:
tgL tp tp B! _B BL
Tr e %85 .. e B e By = det(1+e e B e ). (2.9)

Ein ausfiihrlicher Beweis dieser Identitdt findet sich im Anhang einer Veréffentlichung

von J.E. Hirsch [48]. Fiir die grofikanonische Zustandssumme Z folgt somit:

q 1
Z =Tre PH BN — STW S [Idet(1+ B ---B*B!) (2.10)
{a:)} @
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mit den Matrizen

BlO’ — 6V0(l)6—ATK, (211)
Ki]' = —ti]' und (212)
Vi) = 0 (Aoai(l) + Ar(u—U/2)). (2.13)

Die beiden Spin-Anteile o =1, | sind nach der Hubbard-Stratonovich-Transformation

vollig unabhéngig und konnen getrennt behandelt werden.

Im Fall des T = 0 Projektor-QMC-Formalismus (siehe Gl. 2.1) ist fiir Testwellen-
funktionen, die durch eine Slaterdeterminante dargestellt werden kénnen, eine ebenso

kompakte Schreibweise moglich:

) = |¥F) ®[¥)
chltf peo MN U|O> (2'14)

N, bezeichnet dabei die Anzahl der Teilchen im System mit Spin ¢. Die Fermionenope-
ratoren c,,, bzw. c;fw sind durch eine unitdre Transformation P mit den urspriinglichen

Erzeugern und Vernichtern des Hamiltonoperators verkniipft:

Durch eine analoge Umformung wie im Fall des groflkanonischen Algorithmus ergibt

sich schliefllich fiir den 7" = 0 Formalismus [49] (siehe Gl. 2.10):
1
(Up|e ™ PH| W) = SEF > [ det(P{B* ---B*B'P%). (2.16)
{ai()} @

(Pf)ui = (PF)* bzw. (Pg)iy = Py, sind dabei Matrizen der Dimension N? x N bzw.
N x N7 und représentieren die Testwellenfunktion. Es erweist sich als niitzlich, noch

zusitzlich folgende Abkiirzungen einzufiihren:

L(r) = P3B*...B"'" und (2.17)
R°(r) = BY...BYP% (2.18)

mit 7, =1 - A7. Somit folgt:

Zy = (Uple PH|W) =

2(: [T det(L7 (n)R7 (1)) (2.19)
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2.1.2 Die Greensche Funktion

Im eigentlichen QMC-Algorithmus werden nur Greensche Funktionen berechnet. Die
gleichzeitige (Equal-time) Greensche Funktion ist dabei definiert als [24, 50]

G5(1,7) = (i (T)elq (7)), (220)

wobei (...) entweder fiir die groBkanonische Mittelwertbildung oder fiir den Erwar-
tungswert beziiglich der T' = 0 Grundzustandswellenfunktion steht. Im folgenden soll
die Greensche Funktion ebenfalls durch die Matrizen B'?, B2, ... B ausgedriickt

werden. Der Operator ¢l ¢, 1aBt sich schreiben als [49]

jo“io
0 et 0 it o
T _ he): _c. _ he! ,09 ¢
cloci = —eioCio = — "o PknCnot , (2.21)
g Oh heo Oh ho
wobei OF; = 1 das einzige von Null verschiedene Element der Matrix 07 ist. Im
groflkanonischen Formalismus folgt somit
51— GT () = 2Ty B (H ) ghel O, 1 o~ (i)
1] 1] my 'm Zah o
1 0 Lo’ 1o’ _hO°' o’ 10’
= W%{%)}Hdet(l—FB "'Bm+ e B™ ...B )hzo
= > Pay 0 = G(Tm, ), (2.22)
{ai(D}
mit )
Lo lo

o

und der Greenschen Funktion GY(7m,T,) fiir eine spezielle Konfiguration der Ising-
Spins {a;(1)}:

0 det(1 4 Bl7...Bmt17h0"Bm ... Bl7)
oh det(1 + BLe...Bl7)

51’]' - G%(TmaTm) - (224)

h=0

Diese Ausdruck fiir G7;(7m, 7n) 148t sich mit Hilfe der allgemeingiiltigen Beziehung'

Indet A =Tr InA (2.25)

'Fiir eine diagonalisierbare Matrix A = UTSU I8t sich Gl. 2.25 leicht einsehen:

Indet A = IndetU'SU =IndetS :1nHSi = ZlnSi

Tr InS =Tr Uf(InS)U = Tr InA.
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noch erheblich vereinfachen:

0 o
0ij — G (T, Tm) = oh Indet(1+ B ... B 7O B 'Bla)‘hzo
. 0 Lo m-+1oc _hO% pmo lo
N %’I‘rln(l—i—B B e B™.--B )h:0

- Ty (1 + BLO‘ L Bla)_1 BLO‘ L Bm+laoaBma . Bla
— [Bma___Bla(l +BLJ___Bla)leLa___Bm+laj|”
ij
_ [1 + (Bm-i-la)—l L (BLO’)—I(BIO’)—I L (Bma)—l]i ' (2.26)
ij
Daraus ergibt sich fiir die Greensche Funktion in Matrixschreibweise folgende einfache

Beziehung [48,49]:

G (T, Tm) = [L+ B™ ... BBY ... B™1] (2.27)

(GroBkanonisches QMC)

Auf analoge Weise 148t sich mit Hilfe der Definitionen aus Gl. 2.17 und GI. 2.18 die

Greensche Funktion im Projektor-Formalismus schreiben:

gg,ij(Tm’Tm) = Z p({Jai(l)} Gg,z‘j(Tm’Tm)) (2.28)
{ai (1)}
mit )
p({]ai(l)} = 2LTZ0 H det(L7 (770)R (i) )- (2.29)

Die Greensche Funktion fiir eine Ising-Konfiguration lautet schliefilich [49]:

GJ(Tm, ™m) =1 — R (1) [L"(Tm)R"(Tm)]_1 Lo (7). (2.30)

(Projektor QMC)

Entscheidend ist, dafl sich in beiden Fillen das System fiir jede einzelne Konfigurati-
on der Ising-Spins wie ein System aus freien Teilchen verhélt. Somit ist das Wicksche
Theorem anwendbar und kann zur Berechnung jedes beliebigen Operators aus den
Greenschen Funktionen in Gl. 2.27 bzw. Gl. 2.30 benutzt werden. Den Vielteilchen-
eigenschaften wird also erst durch die Summation iiber alle Ising-Konfigurationen Rech-
nung getragen. Ist beispielsweise Ay, (1)} der Erwartungswert des Operators A gebildet
aus den Greenschen Funktionen fiir eine Ising-Konfiguration {«;(l)}, so ergibt sich der

tatsichliche Erwartungswert (A) als

(A) = > Py A} (2.31)
(o)}
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wobei P,y fiir die in Gl. 2.23 bzw. Gl. 2.29 definierten Gewichte p¢q, )y bzw. p({’ai(l)}
steht. Die Berechnung von Ag,, ()} kann im groflkanonischen Fall durch eine Mittelung
iiber alle Zeitscheiben erfolgen, wihrend im Projektor-Formalismus ein Operator A,
der nicht mit H vertauscht, lediglich auf der mittleren Zeitscheibe m = L/2 gemes-
sen werden darf. Die Summe in Gl. 2.31 muB, wie bereits erwihnt, {iber 22V Ising-
Konfigurationen ausgefiihrt werden. An dieser Stelle kommt der eigentliche Monte-
Carlo-Algorithmus ins Spiel, der entsprechend den Gewichten Pj,, ) nur diejenigen

Konfigurationen auswihlt, die einen wichtigen Beitrag zur Berechnung von (A) liefern.

2.1.3 Importance Sampling — Die Markov-Kette

Entsprechend den Gewichten Py, (), wird somit eine sogenannte Markov-Kette von K
speziellen Ising-Konfigurationen {o;(1)}1, {a;(1)}2...{a;(l)} k erzeugt. Fiir jede Konfi-
guration k£ = 1... K wird der Erwartungswert A; des Operators K gemessen, so daf}

sich ein Schétzwert von (A) angeben 1afit:
-1 X
(Aym A== Ay (2.32)
K=

Diese Nédherung ist um so besser, je mehr Ising-Konfigurationen K fiir die Mittelung
benutzt werden. In Abschnitt 2.2.4 wird zusétzlich darauf eingegangen, wie aus den

MefBwerten A; der Fehler von A abgeschitzt werden kann.

Die Erzeugung der Markov-Kette wurde in dieser Arbeit hauptsichlich mit einem
sogenannten single Spin-flip Algorithmus durchgefiihrt. In diesem Fall wird, ausge-
hend von einer festen Konfiguration {a;()}, fiir jeden Ising-Spin a;(m) am Ort j
der Zeitscheibe m die Wahrscheinlichkeit R ermittelt, diesen Spin umzudrehen (d.h.
aj(m) = aj(m) = —a;(m)). R wird dabei aus dem Verhiltnis der Gewichte Ppa,q)

vor und nach dem Spin-flip berechnet:
= ——1 (2.33)

wobei sich {a;(l)} und {«;(1)}' lediglich durch den Ising-Spin am Ort j der Zeitschei-
be m unterscheiden. Durch Einfiihrung der Matrix A% (m) mit nur einem von Null

verschiedenen Element,

(Ag(m)) = eFalm) 1, (2.34)

713
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148t sich dieser Spin-flip einfach darstellen:

aj(m) — aj(m) = —a;(m). (2.35)
Viim) — Vi(m)' = Vi(m)F 2 a;(m). (2.36)
B™ — (B™) = (1+AJ(m))B™. (2.37)

Im Fall des Projektor-QMC Formalismus ergibt sich durch Einsetzen des Gewichtes
Pl (Gl 2:29) in Gl. 2.33:

R = R'R' mit
det (L7 (1 + A?)R”)
det (L°R7)
= det (1+ (L'R%) 'L°AJR?). (2.38)

RO’

Die Determinante in der letzten Gleichung wird dabei iiber eine N7 x N7 Matrix
berechnet. Mit Hilfe der allgemeingiiltigen Beziehung fiir beliebige, nicht-quadratische
Matrizen A und B der Dimension N x M bzw. M x N (siehe z.B. [49]),

det (1N + AB) = det (lM + BA) y (239)
kann Gl. 2.38 noch weiter vereinfacht werden:

R” =det (1+R7(L'R7) 'L7AJ(m)) = det (1+ (1 - G§) AJ(m)).  (2.40)
Analog ergibt sich die Flipwahrscheinlichkeit R = R'R* fiir den grofilkanonischen Al-
gorithmus durch Einsetzen von py,,) aus Gl. 2.23 in Gl. 2.33:

det (1 + BL7---B™17 (14 AZ(m)) B™ ... B1?)
det (1 + BLe ... Bl7)
— det (1 +(1+BY...BY) B ... B™ A7 (m)B™ - -B“f)

RO'

= .. =det (1+ (1= G"(m, 7)) AT (m)). (2.41)

Dieses Ergebnis ist vollig identisch zur Flipwahrscheinlichkeit des Projektor-QMC-
Algorithmus (GI. 2.40). Da die Matrix A7(m) nur ein von Null verschiedenes Element,
besitzt, 148t sich die Determinante in der letzten Gleichung entwickeln. Somit ergibt
sich schliellich die Wahrscheinlichkeit R, den Spin am Ort j zur imagindren Zeit m zu

drehen, zu

R=RR =] [1 + (1= G, (Tmy 7)) (A;(m))j]] . (2.42)

(o

(GroSikanonisch und Projektor)
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Fiir die tatsidchliche Wahrscheinlichkeit P, einen Ising-Spin umzudrehen, wurde in die-
ser Arbeit der sog. ,, Heat-bath* Algorithmus verwendet:

R
RETY
Wenn der Wert von P grofier ist als eine Zufallszahl im Intervall [0, 1], dann wird der

Plaj(m) — —oj(m)] (2.43)

Spin-flip akzeptiert, ansonsten bleibt das Ising-Gitter unverdndert. Wird der Ising-Spin
a;j(m) schlieBlich umgedreht, so folgt fiir die grofkanonische Greensche Funktion (die
Abhingigkeit von der imaginiren Zeit 7, wurde der Ubersichtlichkeit halber weggelas-
sen):
G = (G7) = [1+(1+Af)B™...BYBX...B"7]
= G'[1+A7 (G - 1)G7]
-1
= G'1+A71-G")] . (2.44)

Da die Matrix A%(1 — G?) nur diinn besiedelt ist, 148t sich mit Hilfe der Sherman-
Morrison-Formel [51]
A ue(v-ATY

A T=AT -
(At+uav) l1+v-A-l.u

(2.45)

die neue Greensche Funktion (G (7,,, 7, ))' numerisch effektiv berechnen. A steht dabei
fir eine invertierbare Matrix, u, v sind Vektoren und u ® v mit (u ® v);; = u;v;
das duflere Produkt. Analog kann die Greensche Funktion fiir den Projektor-QMC-
Algorithmus bestimmt werden. Somit folgt sowohl fiir den groflkanonischen QMC als
auch fiir den Projektor-QMC-Formalismus [49, 52]:

1

(G (T, Tm)) = G (Tim, Tm) — Ro

G (Tm, Tm)A;’(m) (1 -G (T, Tm)) - (2.46)

(GroBkanonisch und Projektor)
Da die Matrix A7 (m) (siehe Gl. 2.34) nur ein von Null verschiedenes Element enthélt,
erfordert diese in der Literatur als ,, Updating" bezeichnete Neuberechnung der Green-
schen Funktion lediglich einen Rechenaufwand von der Ordnung O(N?), wihrend die
direkte Berechnung durch Gl. 2.27 bzw. Gl. 2.30 vom Aufwand O(N?) ist.

2.2 Numerische Realisierung der QMC-Methode

Im Abschnitt 2.1 wurden sdmtliche elementaren Gleichungen explizit hergeleitet, die

zur numerischen Simulation von Hubbard-Modellen notwendig sind. Der Ablauf des
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gesamten QMC-Algorithmus 148t sich dabei folgendermaflen verstehen:

Zuerst wird das Ising-Feld aufgebaut, d.h. die Ising-Variablen «;(l) werden zufillig
mit den Werten +1 oder —1 belegt. Mit Hilfe von Gl. 2.27 bzw. Gl. 2.30 148t sich
anschliefend die Greensche Funktion fiir die erste Zeitscheibe (m = 1) berechnen.
Nun kann der erste Monte-Carlo-Sweep durchgefiihrt werden. Hierzu wird fiir jede
Zeitscheibe m und fiir jeden Gitterplatz j die Wahrscheinlichkeit R, den Ising-Spin
a;(m) umzudrehen, nach Gl. 2.43 berechnet und der Spin eventuell abgeindert. Mit
Gl. 2.46 kann die Greensche Funktion schnell fiir die neue Ising-Konfiguration bestimmt

werden. Um von einer Zeitscheibe zur néchsten zu gelangen (Wrapping), geniigt?

G (Tms1, Tmi1) = B™M7G (T, 7)) (B™17)™"  bzw. (2.47)
G (T 1,Tm1) = (B™)'G (7, 7n)B™. (2.48)

Somit 148t sich das gesamte Ising-Feld durchfahren. Bevor die eigentliche Messung,
d.h. die Berechnung von Observablen aus den Greenschen Funktionen, beginnen kann,
ist eine bestimmte Anzahl von Temperierungsschritten (Warm-ups) notwendig. Bei
tiefen Temperaturen (hohen Werten von () empfiehlt es sich zusitzlich, wihrend des

Warm-ups die inverse Temperatur ( schrittweise langsam zu erhohen.

Im folgenden Kapitel soll auf die zusdtzlichen numerischen Probleme und deren Lésung,
die bei der programmtechnischen Realisierung des eben beschriebenen Algorithmus auf-
treten, eingegangen werden. Dies sind die aufgrund der endlichen Rechengenauigkeit
notwendige Stabilisierung (Abschnitt 2.2.1), das Speichern der Matrizen im Compu-
ter, die Checkerboard-Zerlegung zur Minimierung der Rechenzeit (Abschnitt 2.2.2), das
Vorzeichen bzw. Phasenproblem (Abschnitt 2.2.3), sowie die Bestimmung des Stan-
dardfehlers der QMC-Daten (Abschnitt 2.2.4). Schlielich soll noch zusdtzlich die ge-
eignete Wahl einer Testwellenfunktion fiir den Projektor-QMC-Algorithmus diskutiert
werden (Abschnitt 2.2.5).

2.2.1 Stabilisierung

Um die Greensche Funktion mit Gl. 2.27 bzw. Gl. 2.30 zu berechnen, miissen vor

allem bei grofien Werten von 3 zahlreiche Matrizen B!° aufmultipliziert werden. Da

2Gl. 2.47 148t sich durch Multiplikation von Gl. 2.27 bzw. Gl. 2.30 mit B! und (B!”)"! leicht

beweisen (der Term [L7 (7,,)R7(7,,,)] " in GL. 2.30 ist unabhéingig von m).
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im Extremfall die Matrixelemente dieses Produkts zwischen 1071% und 101% liegen
konnen, ist die direkte Multiplikation numerisch sehr schlecht konditioniert. Durch
eine geschickte Darstellung der Matrizen im Computer lassen sich diese Skalen jedoch
besser kontrollieren. Hierzu wird das Produkt von M Matrizen, wobei M klein genug
sein soll, um stabil eine direkte Multiplikation durchfiihren zu kénnen, in drei Matrizen
U, D und V zerlegt [45,49] (der Spin-Index wurde aus Griinden der Ubersichtlichkeit
weggelassen):

BMB¥~1...B' = UDV. (2.49)

Dabei ist U eine orthonormale, D eine diagonale und V eine obere Dreiecksmatrix. Le-
diglich die Matrix D enthélt jetzt Elemente iiber einen grofien Skalenbereich. Da diese
Matrix diagonal ist, kann die Multiplikation mit D im n&chsten Stabilisierungsschritt
trotzdem stabil erfolgen. Das Ergebnis wird anschliefend wieder in drei Matrizen UDV
zerlegt:

B*M...B' =B>™...BY"'UDV = UD(VV) = UDV. (2.50)

UDV

Auf diese Weise 148t sich das Produkt B™? ... BBL? ... B™*1% zur Berechnung der
groffkanonischen Greenschen Funktion (siehe Gl. 2.27) numerisch stabil bestimmen
und als Matrixprodukt UDV darstellen. Fiir die gesamte Greensche Funktion folgt
schliefllich:

G (Tm,Tm) = [1+UDV] ' =V~ [U'V-4+D] U~
= v [0DV] 'ut= [¥v] "D [ul] . (2.51)
Einfacher sieht das Ergebnis im Projektor-Algorithmus aus. Zuerst werden die Matrizen

L = V;D;U; und R’ = U;D;V (sieche Gl. 2.30) nach obiger Vorschrift zerlegt.
Fiir die Greensche Funktion ergibt sich dann:

Gg(Tm, Tm) = 1- URDRVR [VLDLULURDRVR]_I VLDLUL
— 1-UgDRVyV;' D3 [U,Ug 'D;'V;'V, D, U,
= 1-Ug[U,Ug] 'Uy. (2.52)

Dabei sind Dy, Dg, V; und Vg quadratische Matrizen der Dimension N7 x N7,
wahrend die Matrizen Uz, und Ug die Dimensionen N? x N bzw. N X N? besitzen. Im
Projektor-Formalismus hat diese UDV-Zerlegung also zusétzlich den Vorteil, dafl die

Matrizen D und V und somit die problematischen Skalen in D nicht zur Berechnung
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der Greenschen Funktion beitragen. Ferner 148t sich eine zu GIl. 2.46 entsprechende
Beziehung herleiten, die nur das Updating von [U,Ug] " beschreibt. Der hierfiir not-
wendige numerische Aufwand ist somit von der Ordnung O((N?)?) anstelle von O(N?).
Dies ist vor allem bei der Simulation des Drei-Band-Modells (Gl. 1.3) von Vorteil, bei
dem die Anzahl der Teilchen im System typischerweise um den Faktor 3 kleiner ist als
die Zahl der Gitterplatze.

Fiir die konkrete Realisierung geniigt im Projektor-Algorithmus somit die Orthonor-
mierung des Produktes aus B'”-Matrizen, beispielsweise mit Hilfe des Gram-Schmidt-
Verfahrens [53]. Fiir den groflkanonischen Algorithmus wurde die aufwendigere House-
holder-Transformation [51] verwendet, die selbst bei tiefen Temperaturen eine stabile

Berechnung der Greenschen Funktion erlaubt.

2.2.2 Minimierung der Rechenzeit

Die direkte Implementierung des bisher vorgestellten Algorithmus ist enorm rechenzeit-
aufwendig: Pro QMC-Sweep wird das Gitter fiir alle L Zeitscheiben auf allen N Gitter-
pliatzen durchfahren. Wird ein Spinflip akzeptiert, so ist ein Updating der Greenschen
Funktion nach Gl. 2.46 von der Ordnung O(N?) notwendig. Da trotz der Stabilisierung
sich die numerische Fehler beim Updating sowie beim Wrapping akkumulieren, ist eine
vollige Neuberechnung der Greenschen Funktion nach Gl. 2.27 bzw. Gl. 2.30 wéihrend
eines Sweeps alle vier bis acht Zeitscheiben notwendig. Dies fiihrt insgesamt zu einem
Rechenaufwand von der Ordnung O(L?N?) fiir das groBkanonische QMC-Verfahren
(O(L2N(N7)?) fiir den Projektor-Formalismus).

Durch geschicktes Speichern der Zwischenprodukte bei der Neuberechnung der Green-
schen Funktion ist jedoch eine erhebliche Reduzierung der Rechenzeit moglich: Die
Greensche Funktion soll beispielsweise alle vier Zeitscheiben neu berechnet werden.
Hat die letzte Neuberechnung zur ,Zeit“ m; stattgefunden, dann wird die Greensche
Funktion nach dem Durchfahren von sidmtlichen Gitterplatzen auf allen vier Zeitschei-

ben folglich zur Zeit my = my + 4 neu bestimmt:

G (Ting, Tmy) = [1 + B™7 ... B™7 ... BI/Blo ... gmetlo)—1, (2.53)

unverindert

Die Matrizen B™¢ ... BI?BLo ... B™2+17 blieben wihrend der Zeitentwicklung von m;

nach my unverindert, d.h. durch geschicktes Abspeichern der Zwischenprodukte bei der
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Neuberechnung der Greenschen Funktion kann der Rechenaufwand auf 4 Matrixmulti-
plikationen reduziert werden. Die Gesamtrechenzeit ist somit von der Ordnung O(LN?)
(O(LN(N7?)?) fiir den Projektor-Formalismus).

Eine zuséitzliche Reduzierung des Rechenaufwandes kann bei der Multiplikation mit
den Matrizen B!? (Gl. 2.11) erreicht werden. Diese Multiplikation wird sowohl bei der
Neuberechnung der Greenschen Funktion als auch bei der Propagation der Greenschen
Funktion auf die nichste Zeitscheibe ( Wrapping) bendtigt. Die direkte Berechnung des
kinetischen Anteils e 27X fiihrt zu einer dicht besiedelten Matrix und somit zu einem
Aufwand von O(N3) bei der Multiplikation. Durch erneutes Anwenden der Trotter-

Suzuki-Zerlegung 148t sich dieser kinetische Beitrag jedoch weiter vereinfachen:

€7ATK — eATE@j)(tij) ~ H eAT(tiJ')’ (254)
(i5)

wobei 37y die Summe iiber alle Paare von Gitterpldtzen bezeichnet, die durch Hiipf-
elemente ¢;; # 0 miteinander verbunden sind. Ferner steht (t;;) fiir eine N x N-Matrix

mit lediglich zwei von Null verschiedenen Elementen ¢;; und ¢;; = ¢;. Somit folgt:

O --- 0 --- 0 --- 0

0 0 ti; 0
e ATK o [[expAr|: : : :
(i) 0 -~ & -+ 0 -+ 0
0 o --- 0 0

1 ... 0 0 e 0

(:) cosh(&|tij|) %J:Lsinh‘(AﬂtijD 0

) <1}> 0 %smh:(mw) cosh(AT|ti,-|) -

0 .. 0 0 o

Auf diese Weise erfordert die Multiplikation mit dem kinetischen Anteil e 27X einen
Rechenaufwand der Ordnung O(N?) anstelle von O(N?). Diese Art der Matrixbe-
handlung wird in der Literatur als Checkerboard-breakup bezeichnet. Abb. 2.1 zeigt die
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Gesamtenergie E(AT) eines 2 x 12-Systems in Abhéngigkeit von A7?, sowohl fiir ein
reelles (®/®y = 0) als auch fiir ein komplexes Hiipfmatrixelement t;; (®/®, = 0.25).
Auf die Bedeutung von komplexen Hiipfmatrixelementen bzw. der Phase ® wird in
Abschnitt 4.3 ndher eingegangen. Aus der Abbildung wird ersichtlich, da§ der zusétz-
liche Fehler, der durch die Checkerboard-breakups erzeugt wird, von untergeordneter
Bedeutung ist gegeniiber dem systematischen Fehler, der durch die Aufspaltung von
kinetischen und potentiellen Anteil des Hamiltonoperators (sieche Gl. 2.7) entsteht.
Abb. 2.1 zeigt zudem, da die Differenz E(®/®, = 0.25) — E(®/®y = 0) fiir die be-
trachteten Werte von A7 nicht von A7 abhéngt. D.h. fiir die Berechnung der Gréfle
E(®/®y = 0.25) — E(®/®, = 0), die mit der superfluiden Dichte identifiziert wer-
den kann (siehe Abschnitt 4.3), ist keine Extrapolation der QMC-Daten auf A7 = 0

notwendig.

I I I I I I I
-22.8 X— ‘I>/¢‘() =0.25 _

-22.9

Ohne Checkerboard-Breakup

-23

-23.1 ~ Mit Checkerboard-Breakup

E(AT)/t

-23.2 -

-23.3 -

Rt

-923.4 | | | | | | |
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016

(AT - t)?

Abb. 2.1: Gesamtenergie eines 2 x 12-Systems in Abhéangigkeit des Parameters At% mitt| = t,
U/t = 4 und Bt = 8 bei einer Dotierung von (n) = 0.75. Gezeigt wird das Ergebnis bei
direkter Berechnung der Matrix e *"™¥ (&) und bei Verwendung des Checkerboard-breakups
(Q), jeweils mit (®/®¢ = 0.25) und ohne (®/®( = 0) angelegtem magnetischen Fluf.
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2.2.3 Das Vorzeichen- bzw. Phasenproblem

Eines der ungelosten Probleme der Quanten-Monte-Carlo-Simulation von Fermionen
ist das sog. Vorzeichen- oder Minus-sign-Problem. Die Fermionendeterminante, die in
GL. 2.23 bzw. GI. 2.29 definiert wird, ist nicht notwendigerweise stets positiv. D.h. die
Gewichte Ppq, )y (Gl. 2.31) konnen negativ, im Fall eines komplexen Hamiltonoperators
sogar komplex werden. Dies ist vor allem in dotierten Systemen und bei tiefen Simula-
tionstemperaturen der Fall. Formal 148t sich diesem Vorzeichen- bzw. Phasenproblem

durch Betragsbildung Rechnung tragen. Im reellen Fall gilt:

K
> ‘P{ai(l)}‘ Sign,myAfesy Y. Ay Signy,

{ei (D)} _
(A) = > ‘P ‘Sign ~ B : (2.55)
{ei(D} {ei ()} .
{ai (D)} k;l Slgnk

wobei Sign{ai(l)} = P{ai(l)}/ ‘P{ai(l)}‘ das Vorzeichen des Gewichtes Pfq,()) ist. Zur Er-
zeugung der K Ising-Konfigurationen wird somit ‘P{ai(l)}‘ verwendet, d.h. die Flipwahr-
scheinlichkeit R ist gegeben durch (siehe Gl. 2.33):

R= ‘P e )

. (2.56)
Pio,y

Analog 143t sich in Falle eines komplexen QMC-Verfahrens der Erwartungswert der
Observable A berechnen: .
Z A;, Phasey,
(Ay w2 (2.57)

K
> Phasey
k=1

mit der komplexen Phase Pya,q)}/ ‘P{ai(l)}‘. Das mittlere Vorzeichen (Sign) bzw. die
mittlere Phase (Phase) ist dabei stets reell und positiv, verhélt sich jedoch wie e #V
bei tiefen Temperaturen und einer grolen Anzahl von Gitterpldtzen [24, 54]. Wird dieses
mittlere Vorzeichen zu klein, kann aufgrund der starken Fluktuationen von Ay Sign,
bzw. A, Phase;, nur noch mit enormen CPU-Zeitaufwand simuliert werden. Mit den zur
Zeit vorhandenen Algorithmen und Supercomputern sind Simulationen bei mittleren

Vorzeichen von bis zu ~ 0.1 mdglich.

Da sich im Falle eines komplexen QMC-Algorithmus die Phase mit jeden Spin-flip
dndert, ist es zusétzlich notwendig, die Phasefs, 1y = Pra;1)}/ ‘P{ai(l)}‘ nach einigen
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Zeitscheiben vollig neu zu berechnen, um numerische Fehler zu vermeiden. Aus GI.
2.23 bzw. Gl. 2.29 folgt fiir die Phase der Ising-Konfiguration {a;(1)}:

. det(1 + B ... Bl7)
Ph GroBkanonisches QMC 2.58
A% (1)} 1;[ |det(1 + BLo .. Blo)|’ (2:58)
. det(L7 (1,,)R7(71n))
Ph Projektor QMC m m 2.59
A5€{a, (1)} 1;[ |det(Le (7,,) R (7n))|” (259

wobei die Determinanten sich jeweils direkt numerisch entwickeln lassen.

2.2.4 Die ,,Jackknife“~-Methode in QMC

Bei einer QMC-Simulation werden K Daten A und entsprechend viele Werte des
Vorzeichens bzw. der Phase erzeugt, die im folgenden mit s; (k= 1...K) bezeichnet
werden sollen. Der Mittelwert A der Simulation ergibt sich dann nach Gl. 2.55 bzw.

Gl. 2.57 zu
K

S

(A) ~ A=21d— (2.60)
> sk
k=1

mit z; = Agsg. Diese direkte Berechnung von (A) ermdglicht allerdings nicht die Be-

stimmung des statistischen Fehlers der Messung. Um dennoch eine Fehlerrechnung
durchfithren zu kénnen, werden die K Messungen iiberlicherweise zu Ng Gruppen
(Bins) mit jeweils K = K/Ng Mefiwerten zusammengefafit. Auf diese Weise 148t sich

ein Schitzwert (A)piased von A und dessen Varianz 0,4 ermitteln:

1 Y
(A)biased = N—Zfi, (2.61)
G i=1
1 DNe '
o-l?)iased = N, _1Z(fi_<A>biased)2 mit (262)
G i=1
G
T
fi = —&, (2.63)
S
iK,
& = =S i zp und (2.64)
i k .
Ke k=(i—1)Kg+1

1 iKG
s = — Y s (2.65)
=(-1)Kg+1

=
Q
o~
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Der Vorfaktor 1/(Ng — 1) der Varianz of,,..q wurde dabei so gewdhlt, daB der Er-
wartungswert (oZ,,..4) mit der tatsichlichen Varianz ((f; — (f;))?) der Daten f; iiber-
einstimmt. Bei dieser Bestimmung der Observablen A ist folgendes zu beachten: Zum
einen muf} die Zahl der Messungen K pro Gruppe so gewahlt werden, dafy die Daten
fi in guter Ndherung statistisch voneinander unabhéingig sind, d.h. die Autokorrelati-
onsfunktion A(l) = f; fiy;— 7.2 muB hinreichend klein sein. Das zweite, grofiere Problem
bei der Berechnung von (A)piaseq nach Gl. 2.61 ist der zusitzlich auftretende systema-
tische Fehler: Da im allgemeinen (f)/(g) # (f/g) ist, stimmt selbst im Limes Ng — oo
der Erwartungswert von (A)piaseq nicht mit dem exakten Ergebnis (A) iiberein. Dieser
zusitzliche Fehler, der besonders bei kleinen Werten des mittleren Vorzeichens bzw. der
mittleren Phase von entscheidender Bedeutung ist, kann z.B. durch eine Vergréflerung
der Messungen pro Gruppe K systematisch verringert werden. Wesentlich eleganter
148t sich dieser Fehler jedoch durch Anwendung des sog. , Jackknife“-Verfahrens ver-

meiden. Dabei werden jeweils Ng—1 Gruppen zu einer neuen Gruppe zusammengefafit:

> ai

i
fl= S (2.66)
i’

Aus diesen Werten f/ mit ¢ = 1...Ng 148t sich nun der sog. Jackknife-Estimator

(A)iacc der Observablen A berechnen und dessen Varianz o2, angeben [55, 56]:

jack
1 e
<A>jack = —Zfzj und (267)
Ne =
Ng
Uj2ack = (Ne¢—1) Z(fij - <A>jack)2- (2.68)
i=1

Der Vorfaktor (Ng—1) in der letzten Gleichung berticksichtigt zusétzlich die statistische
Abhéngigkeit der Messungen f/. Bei Verwendung dieser Jackknife-Methode ist der sy-
stematische Fehler ((A)jack) — (A) von der Ordnung O(1/N¢) und kann im allgemeinen

gegeniiber dem statistischen Fehler der QMC-Simulation vernachlissigt werden.

2.2.5 Die Wahl der Testwellenfunktion

In diesem Abschnitt soll ndher auf die Wahl der Testwellenfunktion |¥r) fiir das 7 =0
Projektor-QMC Verfahren eingegangen werden. Entsprechend Gl. 2.1 wird der Grund-
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zustand |¥o) durch Anwendung des Projektionsoperators e ##/2 auf |¥r) herausge-
filtert. Dies 148t sich durch eine Entwicklung von |¥r) nach Eigenzustinden von H

besser verstehen:

8
2

e Uy = e T S (W, U0 |T,,)

n

= e (<%|qu To) + 3 e 5 (Fnm E°)<fon|\11T>|fon>> , (2.69)
n>0
wobei |¥,,) die Eigenzustinde mit den entsprechenden Eigenenergien E,, des Hamilton-
operators H sind. Die Energiedifferenz E,, — Ej ist stets positiv, d.h. im Limes 8 — oo
verschwindet der letzte Term in GIl. 2.69. In der Praxis wird der obige Ausdruck fiir
einen endlichen Wert von (3 berechnet, fiir den die Mef3iwerte innerhalb der Fehlerbalken
bereits auskonvergiert sind. Das Ziel ist also, eine Testwellenfunktion zu finden, bei der
diese Konvergenz bereits bei einem Wert von [ erreicht wird, bei dem aufgrund des

Vorzeichenproblems noch simuliert werden kann.
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Abb. 2.2: Verschiedene Startkonfigurationen im Spinraum zur Berechnung einer optimierten
Testwellenfunktion. Zugrunde liegt jeweils eine antiferromagnetische Spinordnung, wobei die

einzelnen Spins innerhalb eines Karos (¢, Teil (a)) der Kantenldnge d bzw. innerhalb eines

Quadrates (O, Teil (b)) der Kantenlinge d nochmals ,geflippt* sind.

Uberlicherweise wird als Testwellenfunktion die Losung des wechselwirkungsfreien Ha-
miltonoperators (U = 0) verwendet. Dies ist besonders sinnvoll bei Dotierungen, die
einer geschlossenen Schale im k-Raum ( Closed-shell Konfiguration) entsprechen. In die-
sem Fall ist gewdhrleistet, dafl die Testwellenfunktion bereits die richtige Symmetrie

des Grundzustandes aufweist (z.B. ist der Gesamtspin dieser wechselwirkungsfreien
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Testwellenfunktion stets (S2) = 0). Somit ist die Uberlappung zwischen der Testwel-
lenfunktion und den niedrigsten Anregungszustinden, die im allgemeinen eine andere
Symmetrie als der Grundzustand aufweisen, exakt Null. Da der niedrigste Eigenzustand
|¥,/), der eine nichtverschwindende Uberlappung mit der Testwellenfunktion besitzt,
bereits eine relativ grofle Energiedifferenz E,, — Ey zum Grundzustand aufweist, kon-

vergiert eine derartige Testwellenfunktion duflerst gut.

Groéfie Anzahl Teilchen- /0 Hinter- d Groéfie Anzahl Teilchen- /0 Hinter- d
Ny + N dichte grund Ny + N dichte grund
(n) F/AF (n) F/AF

4 X 4 16 1.00000 AF 0 8% 8 64 1.00000 AF 0

18 1.12500 m] AF 2 66 1.03125 < AF 2

20 1.25000 m] AF 2 68 1.06250 < AF 4

22 1.37500 m] AF 2 70 1.09375 (o4 AF 4

24 1.50000 m] AF 2 72 1.12500 (o4 AF 6

6 X6 36 1.00000 AF 0 74 1.15625 (o4 AF 6

38 1.05556 o AF 2 76 1.18750 < AF 6

40 1.11111 o AF 4 78 1.21875 < AF 8

42 1.16667 o AF 5 80 1.25000 < AF 7

44 1.22222 m] AF 4 82 1.28125 (o4 AF 7

48 1.33333 m] AF 2 84 1.31250 m] AF 2

50 1.38889 o F 4 88 1.37500 < AF 2

52 1.44444 o F 5 90 1.40625 < AF 5

54 1.50000 o F 6 92 1.43750 < AF 5

94 1.46875 m] AF 2

96 1.50000 (o4 AF 5

Tabelle 2.1: Startkonfigurationen zur Erzeugung von optimierten Testwellenfunktionen im
Drei-Band-Hubbard-Modell mit Ug/t,q = 6 und A/t,q = 4. In sdmtlichen Féllen wurde
U(ii“it /tpa = 0.5 gewahlt. Angegeben ist die Geometrie im Spinraum (Karo < oder Quadrat
O), deren Breite d und der Spinhintergrund (ferromagnetisch (F) oder antiferromagnetisch

(AF)).

Eine zweite Moglichkeit zur Erzeugung einer Testwellenfunktion ist ein von N. Fu-
rukawa und M. Imada [57,58] vorgeschlagenes Verfahren. Verwendet wird hier eine
selbstkonsistente Losung des uneingeschriankten Hartree-Fock-Hamiltonoperators (,, un-
restricted Hartree-Fock“, UHF). Im Fall des Ein-Band-Modells 148t sich dieser effektive

Hamiltonoperator folgendermafien schreiben (siehe hierzu auch Abschnitt 3.1.2):
HUHF = — Ztijc;-fgcjg =+ I’L.C. + []init Z(nu)nn + <niT>ni¢ — (nzT> <7’Lz¢> (270)
ij,0 i

Im Gegensatz zu der in Abschnitt 3.1.2 vorgestellten antiferromagnetischen Hartree-
Fock-Nédherung sind in diesem Fall die Werte von (n;+) und (n;) vollig unabhéngig

voneinander. In einem 8 x 8-Gitter miissen so beispielsweise insgesamt 128 Variablen
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17 |

-18 -

-19 Urit =0.0---¢-- -
init __

4 Uipit = 6.0 -~

921 + _

22 2 =

E(B)/tpa

-23 -

24 - ' _

-95 | | | | | | |

Abb. 2.3: Gesamtenergie E(3) in Abhingigkeit vom Projektionsparameter (3 fiir Ug/tpq = 6
und A/tyq = 4 in einem 6 x 6-System bei einer Lochdotierung von (n) = 1.167. Gezeigt ist
init

das Ergebnis einer freien Testwellenfunktion (U™ /tp,q = 0.0), einer optimierten Testwellen-

funktion (UMt /t,; = 0.5) und einer Testwellenfunktion mit optimierter Geometrie, jedoch
mit UPE /t,; = 6.0.

selbstkonsistent bestimmt werden. Dabei ist der Wert von U™ nicht notwendigerweise

identisch zu dem eigentlichen Wert von U der QMC-Simulation.

Entscheidend fiir die Qualitdt der Testwellenfunktion sind die Anfangswerte von (n;;)
und (n;,), von denen die selbstkonsistente Iteration gestartet wird. Wird beispielswei-
se mit einer paramagnetischen Belegung (n;;) = (n;;) # f(i) begonnen, so fihrt die
selbstkonsistente Berechnung zu einer paramagnetischen Testwellenfunktion, die keine
bessere Konvergenz zum Grundzustand aufweist als die wechselwirkungsfreie Losung
des Hamiltonoperators. Als Startkonfiguration wurde in dieser Arbeit eine homogene
Verteilungen im Ladungsraum ((n;; +n;) = const.) gewéhlt. Die verschiedenen mogli-
chen Anfangskonfigurationen im Spinraum sind in Abb. 2.2 dargestellt. Ausgehend von
einer antiferromagnetischen Spinanordnung wird dabei jeder Spin auf der Geometrie
eines Karos (Abb. 2.2(a)) bzw. eines Quadrates (Abb. 2.2(b)) zusitzlich gedreht. Fiihrt

eine derartige Konfiguration zu einer stabilen Losung der UHF-Gleichungen, so ergibt
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sich im allgemeinen eine ,,gute” Testwellenfunktion.

Tabelle 2.1 zeigt fiir verschiedene Gittergr6f8en und Dotierungen die Anfangskonfi-
gurationen im Spinraum, die zu einer optimierten Testwellenfunktion im Drei-Band-
Hubbard-Modell fiihren. Die angegebenen Werte sind fiir den von G. Dopf bestimmten
Parametersatz fiir den Hochtemperatur-Supraleiter Las SryCuOy4 (Us/t,a = 6 und
A/tyq = 4) getestet [23,25]. In allen Fillen wurde innerhalb der UHF-Berechnung eine
Wechselwirkung von UMt /t,; = 0.5 verwendet, die zu einer besseren Konvergenz der

Testwellenfunktion fiihrt als U = U,.

In Abb. 2.3 ist die Energie F(f) in Abhéngigkeit vom Projektionsparameter g fiir
verschiedene Testwellenfunktionen dargestellt. Wahrend bereits die wechselwirkungs-
freie Testwellenfunktion deutlich schneller konvergiert als die Losung der unrestricted
Hartree-Fock-Gleichungen mit UMt /t,; = 6.0, liefert die optimierte Testwellenfunktion
mit UM /t,; = 0.5 das beste Ergebnis. Die Qualitéit der optimierten Wellenfunktion
wird bei Betrachtung des mittleren Vorzeichens noch deutlicher (Abb. 2.4). Hier zeigt
sich ein grofleres Vorzeichen gegeniiber der wechselwirkungsfreien Testwellenfunktion,
so dafl Simulationen bei hoheren Werten von 3 durchgefiihrt werden kénnen. Das mitt-
lere Vorzeichen ist zwar fiir U /t,; = 6.0 am vielversprechendsten, jedoch ist hier der
Wert von (3, der zum Erreichen von Konvergenz bei der Messung von Observablen (siehe
z.B. Abb. 2.3) notwendig ist, aufgrund des Vorzeichenproblems nicht mehr simulier-
bar. Somit ist es nur durch das Verfahren der optimierten Testwellenfunktion méglich,
jede Dotierung fiir einen relevanten Parametersatz im Drei-Band-Hubbard-Modell in

Systemen mit bis zu 8 x 8 Einheitszellen zu berechnen.

2.3 Die analytische Fortsetzung

Zusétzlich zur Berechnung von statischen Observablen erlaubt die grofSkanonische QMC
Methode die Berechnung von zeitabhéngigen Greenschen Funktionen, die zur Bestim-
mung von dynamischen Gréfien notwendig sind. Nach der Durchfithrung der Hubbard-
Stratonovich-Transformation liegt ein wechselwirkungsfreies System vor, und somit 1483t
sich der Operator ¢;,(7;) an der Zeitscheibe [ mit Hilfe der oben definierten Matrizen

B!? schreiben:

Cia(ﬂ) = eiAT(gliuN)Cw(Tlfl)eiiAT(iIliﬂN) = Z (Bla) - Ci’a(Tlfl)- (271)
i

il



38 KAPITEL 2. NUMERISCHE METHODEN

- .

0.8

0.6

(sign)

0.4 Uinit = 0.0 ---0--

Ut =0.5 —B—
0.2 Uit = 6.0 —-a- ]
o
0 b i —]
| | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Abb. 2.4: Mittleres Vorzeichen in Abhangigkeit vom Projektionsparameter 3 fiir verschiedene

Testwellenfunktionen. Die Parameterwerte sind identisch zu Abb. 2.3.

Hier ist H; der wechselwirkungsfreie Hamiltonoperator am Time-slice [. Durch Einset-

zen in die Definition der zeitabhédngigen Greenschen Funktion folgt:

(eip(n)el,(0)) = 32 (BBE7-BY) (e, (0)cl, (0)). (2.72)

i’

Zusammen mit Gl. 2.27 ergibt sich die zeitabhingige Greensche Funktion zu [48]

C. T CT- 0)) = BlJB(lil)a s Bla 1+ BLJB(Lil)a s Bla ! . 2.73
i jo
ij

Analog gilt:

<C;[U(Tl)cjo'(0)> = ([1 + BLo‘B(L—l)O' . Blo-] -1 BLUB(L—2)0' . B(l—l—l)o’) ) (274)

ji

Mit Hilfe dieser beiden Matsubara-Greenschen-Funktionen, der statischen Greenschen
Funktion (Gl. 2.27) und des Wickschen Theorems kénnen alle dynamischen Groflen
dargestellt und somit in imaginéirer Zeit berechnet werden. Um mit dem Experiment
vergleichen zu koénnen, sind jedoch die spektralen Funktionen in Abhéngigkeit von
der reellen Frequenz w notwendig. Diese lassen sich durch analytische Fortsetzung der

QMC-Daten auf die reelle Frequenzachse mit Hilfe des Spektraltheorems berechnen.
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Fiir die spektrale Dichte A(E, w), die experimentell durch Photoemission bzw. inverse

Photoemission gemessen werden kann, gilt beispielsweise (siehe [59-61]):

o0 e—le 5
G () = [ AW, (2.75)
Hier ist Gy, (1) = <cﬁa(n)c;%a(0)> die impulsabhingige Greensche Funktion, die sich
durch Fourier-Transformation aus <cw(n)c;-a(0)> (Gl. 2.73) bestimmen laft. Gl. 2.75

ist formal eine Laplacetransformation, deren Invertierung aufgrund des exponentiellen
Kernels e /(1 + ¢7P¥) numerisch duferst schlecht konditioniert ist. Dies wird durch
die endliche Zahl der Zeitscheiben bei einer QMC-Simulation und die dabei auftreten-

den statistischen Fehler noch weiter erschwert.

In dieser Arbeit wurde die Invertierung des Spektraltheorems mit Hilfe des Verfah-
rens der maximalen Entropie (MaxEnt) durchgefiihrt: Bei einer gegeben Greenschen
Funktion G(7) fiir einen speziellen Wert von k lifit sich die wahrscheinlichste spektrale

Dichte A(w;) fiir diskrete Werte w; durch Maximierung von
2
P[A(w)/G(m)] o 5 = X7/2 (2.76)

gewinnen [59, 60, 62, 63]. Hierbei ist x* gegeben durch

=3 (Zi KiiA(wi) — G(Tl)>2, (2.77)

1 U(Tl)

mit dem diskretisierten Kernel

e—lei

Ky (2.78)

T 14e B

und den QMC-Fehlern o(7;) der Greenschen Funktion. Die sog. Shannon-Jaynes-En-
tropie S ist ferner definiert durch

m;

S = Z (A(wi) —m; — A(w;) In M) Aw, (2.79)

wobei m; das Startmodell (Default-Modell) fiir die spektrale Dichte A(w;) ist. a ist
schlielich ein statistischer Regularisierungsparameter. Begonnen wird mit einem gro-
en Wert von « und somit mit dem Startmodell. Anschlieend wird a schrittweise

verkleinert, wodurch sich die Daten dem korrekten A(w) nihern.
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In der vorliegenden Arbeit wurde die Maximierung von Gl. 2.76 mit Hilfe eines von W.
von der Linden und R. Preuss entwickelten und optimierten Programmes [60, 62] durch-
gefiihrt. Dieses erlaubt auflerdem das Einbringen von zusitzlicher Information (,, Vor-
wissen“) iiber die berechnete Spektralfunktion. So fand zum einen die sog. Momenten-
methode Verwendung, die dem MaxEnt-Code weitere Information iiber die spektrale
Dichte A(k,w) zur Verfiigung stellen kann [61]. Die Momente 4y, sind dabei folgender-
maflen definiert:

P, = /oo Ak, w)w™dw. (2.80)

Die ersten drei Momente pg, p1 und pe konnen analytisch exakt berechnet werden. Im
Fall des Ein-Band-Hubbard-Modells mit rein lokaler Wechselwirkung U gilt [61]:

po = 1, (2.81)
py = e(k)—p+3U(n) und (2.82)
pe = (e(k) = p)’ + U(e(k) — p)(n) + 3 U*(n), (2.83)

wobei (n) die mittlere Teilchendichte, y das chemische Potential und (k) die wechsel-

wirkungsfreie Bandstruktur ist.

Um zusétzlich der statistischen Abhangigkeit der rohen QMC-Daten auf verschiedenen
Zeitscheiben Rechnung zu tragen, wurde zum zweiten die sogenannte Fehler-Kovarianz-

matrix und deren Fehler im QMC-Algorithmus gemessen und im Maximum-Entropie-
Code beriicksichtigt [64].



Kapitel 3

Gekoppelte Hubbard-Ketten bei
Halbfiillung

Im folgenden Kapitel sollen die dynamischen Eigenschaften von gekoppelten Hubbard-
Ketten bei Halbfiillung mit Hilfe von Quanten-Monte-Carlo-Methoden untersucht und
durch einfache physikalische Bilder erklart werden. Dies sind zum einen die spektrale
Dichte A(E, w), die mit den experimentellen Daten der Photoemission und der inversen
Photoemission verglichen werden kann, und zum anderen dynamische Suszeptibilitdten
zur Berechnung der elementaren Spin- und Ladungsanregungen. Fiir kleine Werte von
t, St entsprechen die dynamischen Einteilchen- und Zweiteilchen-Spektren qualitativ
dem Bild einer Spin-Dichte-Welle (siehe Abschnitt 3.1.2), wihrend bei groien Werten
von t| 2t eine lokale Singulett-Niherung in zum Teil quantitativer Ubereinstimmung
die Physik der Systeme beschreiben kann (siehe Abschnitt 3.1.3).

3.1 Die Einteilchen-Spektraldichte

3.1.1 Ergebnisse der QMC-Rechnung

Die spektrale Dichte A(k,w) bei Halbfiillung wurde fiir drei verschiedene Werte von
t, (t./t = 0.5, ¢, /t = 1.0 und ¢, /t = 2.0) mit Hilfe des QMC-Verfahrens und der
Methode der maximalen Entropie berechnet. Die Ergebnisse fiir ein 2 x 16-System mit
U/t = 8 und Bt = 10 sind fiir alle Werte von k = (k, k. ) in Abb. 3.1 (t./t = 0.5),

41
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in Abb. 3.2 (¢, /t = 1.0) und in Abb. 3.3 (¢, /t = 2.0) dargestellt. Dabei entspricht
der isotrope Fall ¢, = ¢ der physikalisch relevanten Kopplung (J; ~ J) in den ex-
perimentell realisierbaren Verbindungen wie z.B. (VO)3P507 oder LaCuOy 5. Teil (a)
und (b) der Abbildungen sind jeweils dreidimensionale Darstellungen in der w-k Ebene
fir k;, = 0 und k; = 7. Teil (c) zeigt fiir den k; = 0 Kanal die Bandstruktur w(k),
wobei die schattierten Flichen die Verteilung des spektralen Gewichtes wiedergeben.
Die Maxima der Gewichtsverteilung sind zuséitzlich durch Karos (<) mit Fehlerbalken
gekennzeichnet. Ferner gibt die durchgezogene Linie die Dispersion in der SDW-Néhe-
rung (siehe Abschnitt 3.1.2) an. Durch die beiden gestrichelten Linien in Abb. 3.3 ist
auBerdem die Bandstruktur in der lokalen Singulett-Naherung (LRA1 und LRA2, siehe
Abschnitt 3.1.3) dargestellt.

In allen drei Abbildungen 148t sich bis auf statistische Fehler die Teilchen-Loch-Sym-
metrie erkennen: Die spektrale Dichte A(E,w) fiir k;, = 7 kann durch Spiegelung von
kan7n/2 (k— m—k)und w an 0 (w — —w) aus dem Ergebnis fiir k; = 0 abgeleitet
werden, d.h. A(k,7,w) = A(m — k,0, —w). Da diese Symmetrie nicht im Maximum-
Entropy-Verfahren erzwungen wird, ist sie nicht exakt in den Daten zu erkennen und

gibt somit Aufschlufl iiber die Genauigkeit der analytischen Fortsetzung.

Im Fall ¢, /t = 2.0 (Abb. 3.3) ist im k; = 0-Kanal das gesamte spektrale Gewicht
fast vollstdndig in einem kohédrenten Band der Breite &~ 3¢ im Photoemissionsbereich
(w < 0) des Spektrums konzentriert, wihrend im inversen Photoemissionsbereich (w >
0) nahezu kein spektrales Gewicht vorhanden ist. Dies ist (aufgrund der Teilchen-
Loch-Symmetrie) im k; = m-Kanal umgekehrt, so da§ von einem Zwei-Band-Isolator
gesprochen werden kann. Die Bander sind jeweils ~ 2t von der Fermikante entfernt, und
somit ist eine Energieliicke von etwa 4t vorhanden. Im Gegensatz dazu ist das spektrale
Gewicht fiir ¢, /t = 1.0 (Abb. 3.2) als auch fiir ¢, /¢ = 0.5 (Abb. 3.1) auf vier Binder
verteilt, und zwar in beiden %k, -Kanélen auf jeweils ein Band im Photoemissions- (w <
0) und inversen Photoemissionsbereich (w > 0). Das System kann somit als Vier-
Band-Isolator bezeichnet werden. Fiir ¢, /t = 0.5 (Abb. 3.1) ist fiir beide Werte von
ki das spektrale Gewicht zwischen & = 0 und k¥ = 7/2 im Photoemissionsbereich
und zwischen k = 7/2 und k£ = 7 im inversen Photoemissionsbereich konzentriert. Im
isotropen Fall (¢, /t = 1.0, Abb. 3.2) wird ein Teil dieses spektralen Gewichtes fiir k;, =
0 zum Photoemissionsbereich und fiir k; = 7 zum inversen Photoemissionsbereich

transferiert.
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Abb. 3.1: QMC-Berechnung der spektralen Dichte A(k,w) fiir alle Werte von k = (k, k) mit
t;/t=0.5,U/t =8 und Bt = 10 in einem 2 x 16-System.
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Abb. 3.2: QMC-Berechnung der spektralen Dichte A(k,w) fiir alle Werte von k = (k, k) mit
t;/t=1.0,U/t =8 und Bt = 10 in einem 2 X 16-System.
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Abb. 3.3: QMC-Berechnung der spektralen Dichte A(k,w) fiir alle Werte von k = (k, k) mit

t;/t=20,U/t =8 und Bt = 10 in einem 2 x 16-System.
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Die Maxima der Photoemissionsbander, d.h. der k-Wert, an dem die minimale La-
dungsliicke auftritt, liegt fir ¢, /t = 2.0 bei k* = 7, fiir ¢, /t = 1.0 bei k* ~ 0.77 und
fiir t| /t = 0.5 bei k* = 7/2. Somit wiirde man im Experiment erwarten, ein Maximum

im Photoemissionsband bei k* ~ 0.77 zu sehen.

Im Fall ¢, /t = 0.5, sowie im isotropen Fall ¢, /t = 1.0, lassen sich zwei zusitzliche
Eigenschaften erkennen, die bereits mit Hilfe der hochauflésenden Maximum-Entropie-
Technik in einer [60, 62] und zwei [60, 65] Dimensionen beobachtet wurden. Zum einen
zeigt A(k,w) sowohl im besetzten als auch im unbesetzten Teil des Spektrums einen
nahezu dispersionslosen ,,inkohirenten Hintergrund®, der sich iiber eine Breite von
mehreren t erstreckt. Zum zweiten ist bei niedrigen Energien ein schmales Band, dessen
Breite von der Gréfienordnung der effektiven Austauschwechselwirkung J = 4t /U ist,
zu erkennen. Letzteres Band konnte in fritheren Ein- und Zweidimensionalen-QMC-
Simulationen nicht einzeln aufgelost werden [66-68]. Fiir grofiere Werte von U (U/t ~

12) ist dieses kohdrente Band klar vom hoherenergetischen Hintergrund getrennt [65].

In den folgenden Abschnitten wird gezeigt, wie sowohl die Dispersion als auch die
Verteilung des spektralen Gewichtes der kohdrenten Anteile von einfachen Bilder aus-
gehend verstanden werden kénnen. Dies ist zum einen die Spin-Dichte-Welle-N&herung
(Abschnitt 3.1.2) fiir kleine Werte von ¢, und zum anderen die lokale Singulett Néhe-
rung (Abschnitt 3.1.3) fiir grofie Werte von ¢ .

3.1.2 Schwache Kopplung: Die Spin-Dichte-Welle-Ndherung

Eine entscheidende Gréfle, die die unterschiedlichen Kopplungsbereiche charakterisiert,

ist der magnetische Strukturfaktor:
S(r) = (=1)"(S5S70) (3.1)

mit S7\ = (nyat — nra,,). Diese Grofle gibt die Reichweite der antiferromagnetischen
Ordnung der Spins zwischen den Sprossen an. In Abb. 3.4 ist S(r) fiir eine lokale
Coulomb-Wechselwirkung von U/t = 8 fiir verschiedene Werte von ¢, aufgetragen. Die
Daten wurden mit dem Verfahren der Dichte-Matrix-Renormierungsgruppe (DMRG)
fiir offene Randbedingungen in Richtung der Ketten von R. Noack erzeugt [69]. Die
Spin-Spin-Korrelationsfunktion zeigt exponentielles Verhalten A exp(—r/€), wobei sich
die Korrelationslange ¢ fiir ¢, /t = 2.0 zu £ = 0.83, fiir ¢, /t = 1.0 zu £ = 4.3 und fiir
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t,/t = 0.5 zu £ = 9.5 bestimmen 148t. Deutlich ist die Abhingigkeit der Spin-Spin-
Korrelationsfunktion von der Kopplungsstirke zu erkennen. Bei schwacher Kopplung
t| St iiberwiegt das Hiipfmatrixelement ¢ zwischen den einzelnen Sprossen und fiihrt
somit zu einer starken, ladngerreichweitigen antiferromagnetischen Ordnung innerhalb
der Ketten. Mit wachsenden Werten von ¢; nimmt diese antiferromagnetische Ordnung
ab und die Spins zwischen den Sprossen verhalten sich zunehmend unkorreliert. Der
Limes schwacher Kopplung ¢, sollte sich somit durch eine Spin-Dichte-Welle (SDW)
approximativ beschreiben lassen, bei der von einer antiferromagnetischen Ordnung der
Spins ausgegangen wird. Bei starker Kopplung bricht dieses SDW-Bild zusammen und
das System 148t sich mit Hilfe einer lokalen Naherung (siehe Abschnitt 3.1.3) verstehen.

lerm—T77 7 71 ]
. o t, /t=05 — 0.17 e /% 1
=t /t=1.0 0.23 e /43 A
o t,/t=2.0 -- 0.25 ¢ /08
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Abb. 3.4: Spin-Spin-Korrelationsfunktion S(r) fiir U/t = 8 in einem 2 x 32-System bei

verschiedenen Werten von t | .
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Im folgenden sollen die theoretischen Grundlagen der SDW-N&herung behandelt wer-
den. Zugrunde gelegt wird eine antiferromagnetische Spin-Anordnung [70, 71],
o 1 )

(=1)%(s;) = 5(—1)Z<nz¢ —ny) =S, (3.2)
wobei fiir zwei gekoppelte Ketten (—1)¢ durch (—1)** zu ersetzen ist. Somit ist S die
Grofle des antiferromagnetischen Ordnungsparameters. Um den Hamiltonoperator mit
dieser Annahme l6sen zu kénnen, miissen zusétzlich Dichtefluktuationen vernachléssigt
werden:

(it — (nar)) (nay — (nay)) =~ 0. (3.3)
Das Einsetzen dieser Approximation in Gl. 1.1 ergibt zusammen mit Gl. 3.2 den wech-

selwirkungsfreien Hamiltonoperator der antiferromagnetischen Hartree-Fock-Ndherung
(AFHF):

HAFHF = — Z (tijc;facja + hC) +U Z<7’Lz¢>nﬁ+ <7’LiT>TLz¢— <TLZ¢> <7’Lz¢> — K Z Nig- (34)

ij,0
Durch Transformation in den k-Raum (c; = Zei’;'ﬁcia/ V'N) folgt bei Halbfiillung

((nip +mnqy) = 1):

1
Z(nu)n“ = 3 Z CIETCET — SC%TCEJFQ»T, (3.5)
i K
1
Z(nzﬁnu = 5 Z C%icéi + SCI%CE-FQL’ (36)
i i

> (i) (ny) = N(i—Sz), (3.7)

7

wobei Cj fiir den antiferromagnetischen Nesting-Vektor steht (in zwei Dimensionen
sowie im Fall gekoppelter Ketten ist Q = (m,m)). Der Hartree-Fock-Hamiltonoperator
1Bt sich im k-Raum somit schreiben als
N (b S e(k) —oUS Cio

Harpr = % (ck ek, @U) ( US4 0) ) ( . ) , (3.8)
wobei e(k) = —2t cos(k) — 2t, cos(k ) die wechselwirkungsfreie Bandstruktur ist. Die
Summe Y ; ' lduft hierbei nur iiber die magnetische Brillouin-Zone, die entsprechend
Abb. 3.5 festgelegt ist. Innerhalb dieser Zone 148t sich der Hamiltonoperator H rpr

mit Hilfe der unitiren Transformation
o, = UpCip, + OV5Ciy Go (39)

Bie = ViCh, — OURCR, Go (3.10)
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schliefllich diagonalisieren:

Huruar = Z,E;; (04;%604;0 - 5,{*55,;0) . (3-11)

ko

(@

1 (0,1) (m,m)

Magnetische

Magnetische
Zone

1. Brillouin-Zone

Abb. 3.5: Magnetische Brillouin-Zone fiir ein zweidimensionales quadratisches Gitter (a) und

fiir zwei gekoppelte Ketten (b) im Vergleich mit der gewéhnlichen ersten Brillouin-Zone.

Die Amplituden dieser Transformation sind

up = \/% (1+e(k)/E;) und (3.12)

v = \/% (1-e(k)/E) (3.13)

mit der Energiedispersion Ej = \/e(k)2 + A% und dem SDW-Gap A = US. Das
urspriingliche Band ¢(k) innerhalb der ersten Brillouin-Zone wurde innerhalb dieser
antiferromagnetischen N&herung auf zwei Bénder E; und —E; in der magnetischen
Brillouin-Zone abgebildet. Im halbgefiillten Fall ist im Grundzustand |Q2) das untere
Band —Ej} (Valenzband) vollstandig besetzt, d.h.
!
Q) = [ 8L |vac). (3.14)
ko
Mit Hilfe dieses Zustandes und GI. 3.2 1483t sich nun das SDW-Gap A selbstkonsistent
bestimmen [70]. Es folgt:

U A

A==S"—_—
NZ,;: Ve(k)? + A2

(SDW —Gapgleichung)

(3.15)
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Fiir grole Werte von U > t,t, ist A ~ U/2, d.h. die Energieliicke im Einteilchen-
Spektrum betriagt erwartungsgemifl ~ U. In Abb. 3.6 ist das SDW-Gap A fiir verschie-
dene Werte von U in Abhéngigkeit der Kopplungsstéirke ¢, zwischen zwei Hubbard-
Ketten aufgetragen. Bereits in dieser Niherung 148t sich ein Ubergang zwischen ei-
nem Band-Isolator und einem Mott-Hubbard-Isolator erkennen: Ohne Wechselwirkung
(U = 0) beschreibt das System bei kleinen Werten von ¢, einen Leiter und bei grofien
Werten ¢ /t > 2 einen Zwei-Band-Isolator. Im letzten Fall sind das bindende und anti-
bindende Band energetisch voneinander getrennt, so dafl bei Halbfiillung das bindende
(k, = 0) Band vollstandig besetzt und das antibindende (k; = 7) Band vollstindig leer
ist. Durch das Einschalten von U 6ffnet sich im Rahmen der SDW-Niherung fiir kleine
t, ein Hubbard-Gap, welches fiir grole Werte von U proportional zur Wechselwirkung
U ist. Insgesamt liegen im Fall ¢, /t S2 also vier Béinder (+Ejx, —o und +Egx —r)
vor. Bei grofien ¢, verschwindet das SDW-Gap (siehe Abb. 3.6) und die Bandstruktur
wird dem wechselwirkungsfreien Fall identisch. Somit ist das System bei eingeschalteter
Wechselwirkung U fiir alle Werte von ¢ isolierend, jedoch tritt bei ¢, /t ~ 2 (abhéngig

von U) ein Ubergang von einem Vier-Band-Isolator zu einem Zwei-Band-Isolator auf.

8 T T T T T
Tk U =8 s
6 | ’ -
5 - —
=
4 Ut =4
3T ——— -
2 [~ ‘\\ -1
\\‘
= k
1k U/ ' -
—’/_\ “
0 1 1 HE | 1
0 1 2 4 5 6

3
1o/t

Abb. 3.6: Spin-Dichte-Welle-Energieliicke 2A, berechnet durch die antiferromagnetische
Hartree-Fock-Niherung auf einem 2 x 100-Gitter fiir verschiedene Werte von U in Abhingig-

keit von ¢t .
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Im folgenden soll die spektrale Dichte fiir diesen AFHF-Grundzustand abgeleitet wer-
den. Fiir 7" = 0 ist die spektrale Dichte allgemein als

Ak, w) = O(w)A” (k,w) + O(—w) A< (K, w), (3.16)
mit
A% (kw) = ; [(Qleje JD)[? - 6(w — (& — &))  und

AS(k,w) = 3 [leg, ] 6(w — (&0 — &)).
I
gegeben. Die Summe Y; 1duft dabei iiber alle Eigenzusténde |I) des Hamiltonoperators

(Gl. 3.11) mit den entsprechenden Eigenenergien &;. Durch Auflésen von Gl. 3.9 und
Gl. 3.10 nach ¢, und Einsetzen in die Definition der spektralen Dichte folgt:

A7 (kw) = Z<Q|ukakT + 0B, 1D (Uugal, + vgBL1Q) - 6(w — (& — &)
= Zu (g |l W2 b(w — (& — &)). (3.17)
Der einzige Eigenzustand |I) von Hsprgr, der nach Vernichten eines Teilchens g, eine

endliche Uberlappung mit dem Grundzustand |Q) besitzt, ist |I) = 044 |Q> Hierfiir ist
(Qlag,|l) =1 und & — & = Ep, d.h.

A7 (B, w) = u2 - §(w — E). (3.18)
Analog folgt
A< (k,w) = v} 8(w + Ep), (3.19)
und somit
Ak, w) =12 §(w — Ep) + 02 §(w + E). (3.20)

(Spektrale Dichte im AFHF —Grundzustand)

Die Verteilung des spektralen Gewichtes innerhalb der AFHF-Naherung ist schematisch
in Abb. 3.7 fiir verschiedene Werte von t, dargestellt. Fiir kleine ¢, verteilt sich das
Gewicht in beiden k-Kanilen auf beide Bander +£FE; (Vier-Band-Isolator), wéhrend
bei grofen Werten von ¢, 5t das gesamte Gewicht analog zum wechselwirkungsfreien
Fall verlauft (Zwei-Band-Isolator).
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Abb. 3.7: AFHF-Bandstruktur fiir verschiedene Werte von t | . Die Breite der einzelnen Biander
veranschaulicht die Verteilung des spektralen Gewichtes entsprechend Gl 3.20. Die wech-
selwirkungsfreie Dispersion (U = 0) ist zusédtzlich durch die durchgezogene diinne Kurve

gekennzeichnet.
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Um das Ergebnis der SDW-Niherung mit den exakten QMC-Daten vergleichen zu
koénnen, ist die SDW-Bandstruktur jeweils als durchgezogene Linie in den Abbildun-
gen 3.1-3.3 eingezeichnet. Aufgrund der vernachléssigten Fluktuationen (siehe Gl. 3.3)
wird dabei in allen drei Féllen die Energieliicke deutlich zu grofl wiedergegeben. Die
Bandstruktur ist ndherungsweise identisch mit der QMC-Bandstruktur, jedoch ist die
Bandbreite im Fall ¢, /t = 2.0 (Abb. 3.3) um den Faktor ~ 2 zu klein, wihrend fiir
kleine ¢, (sieche Abb. 3.1) die Bandbreite anndhernd korrekt wiedergegeben wird. Die
Maxima der Photoemissionsbinder im k; = 0-Kanal liegen innerhalb der SDW-Néhe-
rung fiir t; < 2t bei cosk* = —t, /2t, d.h. fiir ¢, /t = 0.5 bei k* ~ 0.58, fiir ¢, /t = 1.0
bei k* = 27 /3 und fiir ¢, /t = 2.0 bei k* = 7. Diese stimmen jeweils mit den QMC-
Daten {iberein (siehe Abbildungen 3.1-3.3). Eine zusitzliche Berechnung der Band-
struktur mit Hilfe der Slave-Boson-Mean-Field-Methode [72,73] fiir ¢, /t = 0.5 ergab
eine um etwa 15% verkleinerte Energieliicke und eine um 3% reduzierte Bandbreite,

aber ansonsten keine qualitative Anderung gegeniiber der AFHF-Rechnung.

Interessant ist der Vergleich der Verteilung des spektralen Gewichtes nach Gl. 3.20 mit
dem QMC-Ergebnis. Abb. 3.8 zeigt das spektrale Gewicht innerhalb der AFHF-Nahe-
rung fiir ¢, /t = 2.0 (Teil (a)) und ¢, /t = 0.5 (Teil (b)) in einer dreidimensionalen
Darstellung fiir £, = 0 und k; = 7. Das spektrale Gewicht ist fiir beide Werte von ¢
etwa gleichverteilt zwischen dem Photoemissionsband und dem inversen Photoemissi-
onsband, sowohl fiir k; = 0 als auch fiir k; = 7. Diese Verteilung stimmt fiir ¢, /t = 0.5
(und auch fiir den nichtgezeigten, isotropen Fall ¢, /¢t = 1.0) gut mit den QMC-Daten
tiberein, wihrend die Verteilung des spektralen Gewichtes fiir ¢, /¢t = 2.0 durch die
AFHF-N&herung vollig falsch wiedergegeben wird: Sowohl fiir £, = 0 im oberen Band
(w > 0) als auch fiir k&, = 7 im unteren Band (w < 0) liefert die SDW-Berechnung
zuviel spektrales Gewicht, d.h. es wird ein Vier-Band-Isolator beschrieben, wéihrend

die exakten QMC-Daten einen Zwei-Band-Isolator zeigen.

Zusammenfassend bedeutet dies, dafl die AFHF-Naherung in der Lage ist, fiir kleine
und mittlere Werte von ¢, die Photoemissions- und inversen Photoemissionsdaten fiir
gekoppelte Hubbard-Ketten bei Halbfiillung qualitativ zu beschreiben, wéhrend fiir
grofle Werte von ¢, vor allem im Hinblick auf die Verteilung des spektralen Gewichtes

ein falsches Bild erzeugt wird.
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Abb. 3.8: Verteilung des spektralen Gewichtes innerhalb der SDW-Naherung fiir (a) t, /t =
2.0 und (b) t; /t = 0.5 mit U/t = 8 in beiden k  -Kanélen.

3.1.3 Starke Kopplung: Die lokale Singulett-Ndherung

Fiir grole Werte von ¢, 148t sich das System aus gekoppelten Ketten besser durch
ein lokales Bild beschreiben: Die einzelnen Sprossen der Leiter sind im Limes t; >t
anndhernd unabhingig (siehe auch die Spin-Spin-Korrelationsfunktion, Abb. 3.4). Dies
legt nahe, das Zwei-Platz-System einer Sprosse exakt zu l6sen und anschliefflend die
Kopplung t zwischen den Sprossen als Stérung zu behandeln. Eine einzelne Sprosse an

der Stelle ¢ = 1... L wird dabei durch folgenden Hamiltonoperator beschrieben:

HP = —t1 Y (el 10090 + 1oe) + U D minimin. (3.21)
A

(o
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Die Notation ist dabei identisch zum Hamiltonoperator in GI. 1.2. Pro Platz sind vier
Zustinde (|0, |1), [1) und [1])) méglich, so daB der Hamiltonoperator H; "¢ insge-
samt 16 verschiedene Eigenzustinde enthélt. Die einzelnen Energien und Eigenzustinde
sind in Tabelle A.1 im Anhang A aufgefiihrt. Abb. 3.9 zeigt ein schematisches Dia-
gramm sdmtlicher Eigenzusténde fiir U = 8 und ¢, = 2 bei Halbfiillung. Der niedrigste
Energiezustand ist ein Spin-Singulett mit Gesamtimpuls k; = 0 und der Gesamtener-
gie (HPP™° _ N = -3 (U +4/U?+ lﬁti). Die Anregung mit geringster Energie bei
gleicher Teilchenzahl ist eine Anregung mit Impulsiibertrag Ak, = 7 zu einem Spin-
Triplett-Zustand mit Gesamtenergie —U (siehe Tabelle A.1). Das Zwei-Platz-System

besitzt somit eine Spinliicke von
AEZte — ( JU2+ 168 — U)
Af2
_l

T fir U >t,. (3.22)

Die letzte Gleichung gibt die effektive Heisenbergkopplung J, = 4t2 /U im Limes grofier

U senkrecht zu den Ketten wieder.

Im Fall der Photoemission wird ein Teilchen mit einem Impuls k aus dem System
herausgeschlagen. Fiir eine einzelne Sprosse bedeutet dies einen Ubergang von einem
Zweiteilchen-Zustand zu einem Einteilchen-Zustand. Entsprechend Abb. 3.9 gibt es
insgesamt zwei jeweils zweifach entartete Einteilchen-Energiezustéinde, wobei der ener-
getisch tiefste einen Gesamtimpuls von k; = 0 und der Zustand dariiber einen Ge-
samtimpuls von k, = 7 besitzt. Im folgenden soll der Ubergang vom Grundzustand
zum niedrigsten Einteilchen-Zustand, also im k£, = 0 Photoemissionskanal, betrachtet

werden:

Fiir t = 0 148t sich der Grundzustand des halbgefiillten Systems als Produkt der

Singulett-Grundzustidnde der einzelnen Sprossen schreiben:

[%0) = [51)[S2) - -[SL)- (3.23)

Dabei ist |S;) der Singulett-Grundzustand der Sprosse ¢ (Zustand |¥yp) in Tabelle A.1).
Der Zustand |1)g) ist eine gute Nidherung fiir den Grundzustand der gekoppelten Ketten
bei grolen Werten von ¢, da bereits bei ¢, /t = 2.0 und U/t = 8 die Bindungsenergie
eines Singuletts senkrecht zu den Ketten etwa um den Faktor vier groffer ist als ein

entsprechendes Singulett innerhalb der Ketten.
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Abb. 3.9: Die Grafik zeigt alle 16 exakten Eigenzustinde einer isolierten Sprosse fiir U = 8
und t| = 2. An der horizontalen Achse ist die Gesamtteilchenzahl der Zustdnde aufgetragen.
Die vertikale Achse gibt die Gesamtenergie (HZS prosse _ N ) wieder, wobei das chemische
Potential fiir Halbfiillung durch y = U/2 gegeben ist.

Zur Berechnung des spektralen Gewichtes werden zusétzlich die Matrixelemente von
ci. (siehe Gl 3.16) bendtigt. In einer ersten Ndherung muf} somit die Uberlappung
zwischen dem halbgefiillten Zustand GI. 3.23 und einem Zustand mit einem zusétzlich
entfernten Teilchen berechnet werden. Der niedrigste Energiezustand, der sich inner-
halb des lokalen Bildes (Abb. 3.9) mit einem Teilchen pro Sprosse erreichen 1afit, ist
11y = |¥y) = %(|O,¢> + [J,0)) und besitzt den Gesamtimpuls k; = 0. (Ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit wurde ein Teilchen mit Spin-up entfernt.) Insgesamt

folgt somit fiir einen Zustand mit einem entfernten Teilchen an der Sprosse ¢:

|y = 1S1)[S2) .. |de) - |SL)- (3.24)
Dieser Zustand |¢) ist in Abb. 3.10 grafisch veranschaulicht (LRA1, Local-Rung-Appro-
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zimation). Mit Hilfe eines Bloch-&hnlichen Ansatzes 148t er sich zusétzlich delokalisieren
(74, 75]:
1

L
|91 (k _\/ZZQW (3.25)

=

LRAL: w<O0: I I

1 2 N L
Sng['“etts Eln TeIChen

y \\\
w>0: I I H
. k:\\f.
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[y

5 Tei!chen
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Abb. 3.10: Dargestellt sind die Eigenfunktion von Hy in Ortsdarstellung, die zur Berechnung

der verschiedenen Dispersionen LRA1 und LRA2 (siehe Text) verwendet wurden.

Um das Hiipfen parallel zu den Ketten im Grenzfall ¢, >> t storungstheoretisch be-
trachten zu konnen, ist es sinnvoll, den gesamten Hamiltonoperator von Gl. 1.2 in
H = Hy+ Hj zu zerlegen, wobei Hj die einzelnen Sprossen enthélt und Hj die ,, Wech-

selwirkung“ der Sprossen untereinander:

Sprosse

i

== —tJ_ Z(C;[,laci,mf —+ hC) —+ U Z ZH NN LTHNE) (326)
1,0 A
H = —t Z(cg,)\aciﬂ,)\g + h.c.), (3.27)

i,\0
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Der Zustand |¢1(k)) (Gl. 3.25) ist trivialerweise ein exakter Eigenzustand von Hy. In
Stérungsrechnung 1. Ordnung ist die Energiedispersion w(k) von A(k,w) im k; = 0-

Kanal somit gegeben durch

w(k) = (YolH|vo) — (r(k)|H ¢ (k)) —

= (Yo|Holtho) + (ol Hrlto) — (¢n(k )|H0|¢1( ) — (Y1 (k)|Hr[Y1 (k) — p
:LEa =0 :(L—]_)Ea_tJ_

= E,+t, —~ Ze“”’ (0|H 0. (3.28)
ZZ’

Dabei ist E, = (U — /U? + 16t%)/2 die Energie des Grundzustandes einer einzelnen
Sprosse mit zwei Teilchen (sieche Anhang A). Der Term (¢|H/|¢') ist nur fiir ¢/ = ¢+ 1

von Null verschieden mit
((Hi e+ 1) = —t> (llc), 1 cenll+1)
A

= —t > (Tel(Serlehiiacont|Se) | Test)
A

2
=+t [(Selef It - (3.29)
A
Ferner ist
1 By
(Slehilt0) = o (1 57) (3.:30)

mit B, = (U + /U?+16t3)/2 und N, = 4/2+ EZ/2t3 (sieche Anhang A). Durch

Einsetzen in GI. 3.29 folgt somit

Ey
(UHTE+ 1) = 5 <1+E> . (3.31)

Hieraus ergibt sich die Dispersion im £; = 0-Kanal fiir w < 0:

1
w(k) :—5\/U2+16t2l+tl—2tAcosk, (3.32)

(Dispersion in lokaler Singulett—N&herung)

mit dem Renormierungsfaktor der Bandbreite A = (1 + E,/2t,)?/(2 + EZ/2t*). Diese
Dispersion wurde in Abb. 3.3 zusétzlich eingezeichnet (gestrichelte Linie LRA1 fiir
w < 0). Obwohl der Wert ¢, /¢ = 2.0 noch vom eigentlichen Limes ¢, > ¢ entfernt ist,

ergibt sich eine hervorragende Ubereinstimmung.
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Die identische Berechnung der Dispersion w(k) fiir w > 0 liefert im k; = 0-Kanal
ein weitaus schlechteres Ergebnis (siehe Abb. 3.3). Fiir w > 0 (inverse Photoemission)
wurde ein Zustand mit drei Teilchen auf einer Sprosse und Impuls £, = 0 entsprechend
Gl. 3.25 berechnet, der allerdings eine um 2¢, hohere Energie als der entsprechende Zu-
stand im Photoemissionsbereich besitzt (siehe Abb. 3.9). Fiir U/t = 8 und ¢, /t = 2.0
ist dieser Zustand energetisch von der gleichen Gréflenordnung wie ein Dreiteilchen-
Zustand mit Impuls 7 lings einer Kette (sieche LRA1 fiir w > 0 in Abb. 3.10). D.h.
um den w > 0-Bereich korrekt zu beschreiben, miissen derartige Zustdnde zusétzlich
beachtet werden. Dies kann z.B. durch exakte Diagonalisierung von vier Pldtzen mit
insgesamt fiinf Teilchen geschehen (siehe LRA2 in Abb. 3.10). Der entsprechende Zu-

stand analog zu Gl. 3.24 kann im Ortsraum folgendermaflen geschrieben werden:
|(, LRA2) = |S51)|Ss) ... |50)|Ses2) ... |SL)- (3.33)

Hierbei ist |5,) der exakte Eigenzustand mit niedrigster Energie im k; = 0-Kanal

mit fiinf Teilchen auf vier Pldtzen an den Sprossen ¢ und ¢ 4+ 1. Ebenso 148t sich ein
entsprechender Zustand im k-Raum definieren:
1 L

|1, Lra2(k)) = A Ze’klw LRA2) (3.34)

N =1

mit der Normierungskonstante Ay = L(1 + 2(¢|{ + 1) cos k). Somit folgt nach analoger
Rechnung wie im Fall LRA1 fiir die Dispersion w(k):

w(k) = —p— (olH|[tho) + (Y1,Lra2(k)|H Y1, LrA2(F))
= —% — LE, + Ai ((L|H|C) + 2(L|H |+ 1) cos k + 2(¢|H|¢ + 2) cos 2k) .
N

(3.35)

Fiir den hier betrachteten Fall U/t = 8 und ¢, /¢ = 2.0 wurden die notwendigen Matrix-
elemente durch exakte Diagonalisierung von vier Pliatzen numerisch berechnet. Die
einzelnen Werte, die zur Bestimmung von w(k) ben6tigt werden, sind in der folgenden

Tabelle gegeben:



60 KAPITEL 3. GEKOPPELTE HUBBARD-KETTEN BEI HALBFULLUNG

Matrixelement | Wert
(10 +1) —0.058025
(C|H L) 8.040610t + LE,
(L|H|t+ 1) —0.256724t + L{¢|{ + 1)E,
(L|H|C+ 2) 0.008498t

Tabelle 3.1: Matrixelemente zur Berechnung der Dispersion w(k) fiir die lokale Singulett—
N&herung LRA2.

Das Ergebnis dieser Rechnung (LRA2) ist in Abb. 3.3 im Vergleich mit den QMC-
Daten eingezeichnet. Die Ubereinstimmung ist bedeutend besser als die der einfacheren
LRA1-Berechnung.

Inwiefern das System tatsdchlich in guter Ndherung von den Zustinden LRA1 und
LRA2 beschrieben wird, folgt aus der Betrachtung der Verteilung des spektralen Ge-
wichtes. Zur Berechnung der Gewichtsverteilung in A(k,w) miissen nach Gl. 3.16 die
Matrixelemente (11 (k)[cg ,[to) und (¥olej 1|1, 1ra2) bestimmt werden. Im ersten Fall
folgt:

(1 (k)cg4lvho) = Ni? Ze_”“ €|\/—L Z e (o1t + co21) o)
(=1

1 &
- e* 0 (Lylco 1t + co2t]Se)

V2L 00=1

— o O+ (4 00) (14,0) + 10,4 + 520, 4) + [1,0)))

_ 1+ Ep/2t, (3.36)

V2 + EE/2t%
Das spektrale Gewicht fiir LRA2 (|(1o|cj +|91,.ra2)|?) wurde analog mit Hilfe der exak-
ten Diagonalisierung der vier Platze berechnet. Abb. 3.11 zeigt die Gewichtsverteilung
dieser LRA-Niherung in hervorragender Ubereinstimmung mit dem QMC-Ergebnis
(siehe Teil (a) der Abb. 3.3). An dieser Stelle sei nochmals darauf hingewiesen, daf das
Spektrum in Abb. 3.11 nur mit Hilfe der Systemparameter ¢, ¢ und U, also ohne Fit-
parameter, berechnet wurde. Ferner war im Gegensatz zur AFHF-Niherung das Losen

einer selbstkonsistenten Gleichung nicht notwendig.
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Abb. 3.11: Verteilung des spektralen Gewichtes fiir U/t = 8 und t, /t = 2.0, berechnet durch
die Ndherungen LRA1 fiir w < 0 und LRA2 fiir w > 0 im k| = 0-Kanal.

3.2 Spin- und Ladungskorrelationsfunktionen

Um einen Einblick in die Natur der niederenergetischen Anregungen des Systems zu
erhalten, sollen im folgenden die Spin- und Ladungssuszeptibilititen x;.(¢,w) genauer
untersucht werden. In der Lehmann-Darstellung sind beide Suszeptibilititen gegeben
als .
— ? — —(Bw
Xoel@w) = 2 e P (1= e PO, @I 6w — (Ev - &), (3.37)
Ll

Hilfe des Spektraltheorems kann diese Grofle aus den ,,rohen* QMC-Daten berechnet

werden:
o0 e*T(JJ

(045.e(q, 7) 04 o(—7,0)) quic: = —i /

. m){s,c((f, w)dw (338)
Die Invertierung dieser numerisch schlecht konditionierten Gleichung wurde analog zur
Berechnung der spektralen Dichte A(k,w) mit Hilfe des Verfahrens der maximalen

Entropie (siehe Abschnitt 2.3) durchgefiihrt.

In Abb. 3.12 ist die Spinsuszeptibilitit x,(q,w) dargestellt, und zwar fiir ¢, /t = 0.5
in Teil (a), fir ¢, /t = 1.0 in Teil (b) und fiir ¢, /¢t = 2.0 in Teil (c). Die Maxima der
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Abb. 3.12: Spinsuszeptibilitit xs(q,w) firt; /t = 0.5 (a), t,/t = 1.0 (b) und ¢t /t = 2.0 (c)
in beiden q,; = 0, 7-Kanélen. Die Berechnungen wurden bei U/t = 8 in einem 2 x 16-System

bei einer inversen Temperatur von Bt = 10 durchgefiihrt.
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Suszeptibilitdt sind dabei zusétzlich durch Karos (<) mit den entsprechenden Fehler-
balken gekennzeichnet. Die Verteilung des Gewichtes in (¢, w) wird durch die Stérke
der Grauschattierung angegeben. Hier 148t sich deutlich der Unterschied zwischen dem
Limes ¢, <2t (Vier-Band-Isolator) und ¢, 2 2t (Zwei-Band-Isolator) erkennen. Im Fall
t,/t = 0.5 und im isotropen Fall ¢, /t = 1.0 existieren in beiden ¢, -Kanilen dispersive
Béinder, die an der Stelle ¢ = (7, ) das meiste Gewicht besitzen. Die Dispersion geht
fiir § — (0,0) und ¢ — (m, 7) in beiden Féllen scheinbar gegen Null, jedoch liegt auch in
diesem Parameterbereich ein endliches Spingap vor. Die Grofle dieser Spinliicke 148t sich
mit Hilfe der Dichte-Matrix-Renormierungsgruppe berechnen [69]. Fiir ¢, /t = 0.5 ist
das Spingap AEs ~ 0.05¢ und fiir ¢, /t = 1.0 ist AEg &~ 0.12¢. Fiir das hier betrachtete
2 x 16-System wurde die Spinliicke zusétzlich mit dem Projektor-QMC-Formalismus
gemessen. Hier ergibt sich in Ubereinstimmung mit dem Ergebnis der Renormierungs-
gruppe AEg/t = 0.075+£0.027 fiir ¢, /t = 0.5 und AEg/t = 0.104+0.021 fiir ¢, /¢t = 1.0.

Sowohl fiir ¢, /t = 0.5 als auch fiir ¢, /t = 1.0 ist die Spinliicke kleiner bzw. von der
GroBenordnung der Simulationstemperatur £7'/t = 0.1, so daf sich das System in bei-
den Fillen mit Hilfe der ,,gaplosen” Spin-Dichte-Welle-Theorie beschreiben 1at. Es
zeigt sich die Charakteristik eines Antiferromagneten, bei dem aufgrund der gebroche-
nen Symmetrie gaplose, elementare Anregungen, die sog. Goldstone-Moden, auftreten.
Diese w = 0-Moden lassen sich durch Anwenden der Random-Phase-Approzrimation
(RPA) auf den SDW-Grundzustand analytisch beschreiben [70]. Eine ausfiihrlichere
Erlduterung der RPA-N&herung fiir das Hubbard-Modell wird in Abschnitt 4.2.2 gege-

ben.

Auf dem Hintergrund des SDW-Grundzustandes |Q2) (siehe Gl. 3.14) sind die Suszep-
tibilitdten gegeben durch

(G.q 1) = 2N<Q|qu< )og ()|, (339)
@'t = 5 (QUTSHS L (0)[Q), (3.40)
2N

wobei pg = 325, c;;w’gcﬁ,g, 7 Zp,aa B, 0% 51Cy o, T der Zeitordnungsoperator und
o' die Paulimatrizen mit ot = 0% 4 i0¥ sind. Daraus lassen sich die energieabhingigen

Suszeptibilitdten berechnen [70]:
XP@,¢"w) = (07 ,w) =577 X0 (@), (3.41)
V@G W) = G X (@ W)+ g X5 (@), (3.42)
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wobei

(5 ) R (1 e+ N) _

2N % EsFy.

1 1
+ )
<w—Eﬁ+(j—Eﬁ+z’5 —w—Eﬁ+q‘—Ep‘+i5>

(3.43)
) = (- P
2N EsEsiq
1 N 1
w—Eﬁﬁ—Eﬁ—i—z’é —w—Eﬁ+q‘—Ep‘+i5 ,
(3.44)
Y (Gw) = +i /2A< 1 N 1 )
Q ’ 2Nﬁ Ep‘ w—Eﬁ+q*—E‘5‘+7:(5 —w—Eﬁ+q*—Ep‘+7:(5 .
(3.45)
Durch Einsetzen dieser Response-Funktion in die RPA-Gleichung folgt [70]:
(—» =/ ) X (J’il CL)) (346)
7w .
Xrpa () G 1+ Ux0(q, w)
- =/ Xzz(q_‘,q_‘,,w)
2z 3.47
XRPA(Qa q ,w) 1 — UXO()(—», ) ( )
Xiea (4,4, w) = Zx (@ P w)1=Ux" (,q",w)] . (3.48)

Hier steht [1 — Ux ™ (p,q',w)] ! fiir die Inversion einer 2 x 2-Matrix mit

[1-Uxg (F+ Qa W)]5ﬁ,rj’ + ngi(ﬁa w)é‘f)‘q‘ -4
1-Uxi Glll-Uxi G+ Qo) - U Bl
3.49)

1= U @7 -

Die aufgrund des Goldstone-Theorems zu erwartende, gaplose Mode ist in der Suszep-
tibilitiat xgpa(d, ¢ ', w) enthalten. Die Dispersionsrelation wrp4(q) folgt somit aus den
Nullstellen des Nenners von GI. 3.49:

1 - Uxg (@w(@)1 = Uxg (§+ @, w(@)] - [UxS (@ w(@)] =0. (3.50)

Die numerische Losung dieser Gleichung ist fiir ¢, /t = 0.5 und ¢, /t = 1.0 fiir beide
Werte von ¢, in Abb. 3.12 eingezeichnet (durchgezogene Linie in Abb. 3.12 (a) und

(b)). Es zeigt sich eine hervorragende Ubereinstimmung, die darauf schliefen 148t, daf
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die elementaren Spinanregungen in dem System der gekoppelten Ketten fiir kleine und

mittlere Werte von ¢, denen eines Antiferromagneten entsprechen.

Fiir groe Werte von ¢ tritt eine drastische Abweichung vom SDW-Bild auf (siehe Abb.
3.12 (c)). Dies liegt, wie bereits erwihnt, zum einen an der extremen Kurzreichweitig-
keit der Spinkorrelation und zum anderen an den relativ grofflen Wert der Energieliicke
im Spinanregungsspektrum. Mit Hilfe der Projektor-QMC-Methode wurde fiir den hier
gezeigten Fall von ¢, /t = 2.0 eine Spinliicke von AFg/t = 0.81440.015 gemessen, d.h.
die mittlere thermische Verbreiterung bei gt = 10 ist klein gegeniiber diesem Spingap.

Innerhalb der lokalen Singulett-N&herung fiir grofle Werte von ¢, existiert im ¢, = 0-
Kanal kein Ubergang vom S = 0-Grundzustand zu einem S = 1-Zustand bei gleicher
Teilchenzahl (siehe Abb. 3.9). Somit ist lediglich ein signifikanter Beitrag von spektra-
lem Gewicht fiir ¢, = 7 zu erwarten. Dies wird von den QMC-Ergebnissen in Abb.
3.12, Teil (c) bestatigt. Fiir ¢, = m ist das spektrale Gewicht nahezu vollstindig in
einem dispersiven Band mit einer Breite von &~ ¢t und einem Minimum bei ¢ = 7
enthalten. Um diese Dispersion in der lokalen Ndherung explizit zu ermitteln, ist eine
Storungsrechnung in zweiter Ordnung notwendig. Fiir den relevanten ¢, = m-Kanal

folgt (die Berechnung ist ausfiihrlich in Anhang B dargestellt):

64£(A,4,)°
2, — U

A2 A2
wSpin(Q) = _Ea ! 2 ) )

— 16t%sin?(q/2
sin(a/2) (E,, T T

(Spin—Dispersion der LRA —Naherung)

mit E,p = (U F /U2 +16t2)/2 und A, = (1 F Ey/2t,)/+/4+ EZ/t2. Fiir t, /t = 2.0

ergibt sich eine effektive Dispersion von wspin(q) = J+.7¢/f cos(q) mit J7 /t = 1.187
und J¢///t = 0.646, die zusétzlich in Abb. 3.12 (c) im ¢, = m-Kanal eingezeichnet ist.
Wie bereits im Fall der spektralen Dichte stimmt die LRA-N&herung hervorragend
mit dem QMC-Ergebnis iiberein. Zuséatzlich ist die Spinliicke AFEg, die mit Hilfe des

Projektor-QMC-Verfahrens bestimmt wurde, und das Spingap AEg™® einer einzelnen

Sprosse in die Abb. 3.12 eingezeichnet (gestrichelte Linien).

Das QMC-Ergebnis der Ladungskorrelationsfunktion y.(q,w) ist in Abb. 3.13 darge-
stellt. Fiir ¢, /t = 0.5 und ¢, /t = 1.0 (Abb. 3.13 (a) und (b)) ist das spektrale Ge-
wicht anndhernd gleichméifig auf beide ¢, -Kanile verteilt. Fiir ¢ = (0,0) ist O.((0,0))

identisch zum Teilchenzahloperator N , der mit dem Hamiltonoperator H vertauscht.
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Dies fiihrt zu einer Auswahlregel (die Matrixelemente in Gl. 3.37 verschwinden), die
Ubergénge fiir ¢ = (0, 0) verbietet, d.h. das spektrale Gewicht fiir x.((0,0), w) ist exakt
Null.

In beiden ¢ -Kanilen ist die Groe der Ladungsliicke fiir ¢, /t = 0.5 ungefiahr 5¢ und
fiir t, /t = 1.0 ungefahr 4¢. Ferner existiert eine breite Struktur von mehreren ¢ sowohl
fiir t,/t = 0.5 als auch fiir ¢, /t = 1.0. Fiir ¢, = 0 ist vor allem fiir ¢, /t = 0.5
die Andeutung eines dispersiven Bandes mit einem Maximum bei ¢ = 7 und einer

Bandbreite von etwa 3t zu erkennen.

Die breite Struktur in der Ladungssuszeptibilitéit 148t sich qualitativ mit Hilfe der spek-
tralen Dichte A(k,w) (Abb. 3.1 und Abb. 3.2) verstehen. In A(k,w) existieren jeweils
vier dispersive Bédnder mit einem zusétzlichen breiten, inkohdrenten Hintergrund, die
zu der beobachteten Struktur sowohl fiir ¢, = 0 als auch fiir ¢, = 7 fithren. Hierdurch
148t sich die kleinste Teilchen-Loch-Anregungsenergie abschétzen. Fiir beide Werte von
ty,t;/t =0.5 und ¢, /t = 1.0, ergibt sich eine Liicke von etwa 4¢, die mit den Ener-

gieliicken in x.(¢,w) iibereinstimmt.

Fiir diese Werte von ¢, wurde zusitzlich x%p, (siehe Gl. 3.46) berechnet, wobei, wie
oben beschrieben, ein antiferromagnetischer Spinhintergrund zugrunde gelegt wird. In
dieser RPA-Naherung zeigt sich ebenfalls eine breite Struktur in beiden ¢,-Kanélen
oberhalb des Chargegaps. Die minimale Anregungsenergie von x%ps ist zusitzlich in
Abb. 3.13 (a) und (b) eingezeichnet (durchgezogene Linie mit ausgefiillten Punkten).
Wie bereits in Abschnitt 3.1.2 erwdhnt wird auch hier deutlich, dafl die SDW-Né&herung
die Ladungsliicke zu grofl wiedergibt.

Im Limes grofler Werte von ¢, 148t sich die Ladungs-Response-Funktion wieder durch
das lokale Singulett-Bild verstehen. In diesem LRA-Szenario entsteht ein Ladungsiiber-
gang durch Anregung eines Singuletts an einer Sprosse unter Erhaltung der Teilchen-
zahl und des Gesamtspins. D.h. der niedrigste Ubergang entsprechend Abb. 3.9 verliuft
zwischen dem S = 0-Grundzustand und dem niedrigsten S = 0-Anregungszustand bei
zwei Teilchen pro Sprosse im ¢, = m-Kanal. Der energetisch hohere Ubergang im
q; = 0-Kanal ist im lokalen Bild verboten, da der entsprechende Operator O.(0) mit

dem Hamiltonoperator einer Sprosse vertauscht.

Das QMC-Ergebnis fiir ¢, /t = 2.0 (Abb. 3.13 (c)) spiegelt in guter Ubereinstimmung
dieses lokale Singulett-Bild wieder. Im ¢, = 0-Kanal ist nahezu kein spektrales Gewicht

vorhanden (der verbleibende restliche Gewichtsanteil ist auf die Abweichung vom exak-
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Abb. 3.13: Ladungssuszeptibilitit x.(q,w) fir t; /t = 0.5 (a), t; /t = 1.0 (b) und t, /t = 2.0

(c) in beiden q; = 0,m-Kanélen. Die Berechnungen wurden bei U/t = 8 in einem 2 x 16—

System bei einer inversen Temperatur von 5t = 10 durchgefiihrt.
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ten LRA-Zustand zuriickzufiihren). Das spektrale Gewicht fiir ¢; = 7 ist hauptséichlich
um w = 10 konzentriert und entspricht der optischen Anregungsenergie AE¢ osite €iner

Sprosse fiir ¢, = 7 (durchgezogene Linie).

Um den Ursprung des vom LRA-Bild abweichenden dispersiven Bandes im ¢, =
m-Kanal in Abb. 3.13 zu verstehen, ist es notwendig, die mdoglichen Teilchen-Loch-
Anregungen in der spektralen Dichte A(k,w) (siche Abb. 3.3) zu betrachten. In der
Zweiteilchen-Ladungs-Response-Funktion ist ein signifikanter Gewichtsanteil zu erwar-
ten, wenn ein entsprechender Teilchen-Loch-Ubergang fiir ein bestimmtes ¢ = (g, 1)
und ein bestimmtes w in A(k,w) existiert. Um beispielsweise den Beitrag in x.(q,w)
zu verstehen, muf iiber alle moglichen Ubergiinge zwischen dem Photoemissionsband
und dem inversen Photoemissionsband in A(k,w) (Abb. 3.3) summiert werden, die
den Impuls ¢ iibertragen. Die minimalen Anregungsenergien dieser Konstruktion sind
in Abb. 3.13 (c) fiir ¢ = = mit Hilfe der durchgezogene Linie mit den ausgefiillten
Punkten eingezeichnet. Die Energien, die auf diese Weise berechnet wurden, sind durch-
gehend kleiner als die entsprechende Resultate der QMC/MaxEnt-Berechnung. Diese
Abweichung ist auf folgende Weise zu verstehen: Wenn die Einteilchen-Binder zur Be-
rechnung der Ladungs-Response-Funktion herangezogen werden, entspricht dies der
Bestimmung der Zweiteilchen-Anregungen in niedrigster Ordnung der diagrammati-
schen Storungsentwicklung, allerdings mit den exakten Einteilchen-Propagatoren. Hier-
bei werden alle Teilchen-Loch-Wechselwirkungen vernachlissigt. Diese Teilchen-Loch-
Wechselwirkungen fithren jedoch zu einer Erhéhung der Ladungs-Anregungsenergien
um einen signifikanten Betrag [76], der in dem QMC-Ergebnis fiir x.(¢,w) beobachtet

wird.



Kapitel 4

Dotierte Hubbard-Ketten

In diesem Abschnitt sollen analog zu Kapitel 3 gekoppelte Hubbard-Ketten bei Dotie-
rung untersucht werden. Die Ergebnisse der QMC-Berechnung lassen sich dabei zum
Teil wieder durch einfache Modelle beschreiben. Bei kleiner Dotierung und grofien Wer-
ten von ¢, liefert das lokale Singulett-Bild (LRA) gute Ergebnisse (Abschnitt 4.1). Bei
mittlerer Dotierung (n) ~ 0.875 entspricht der dispersive Anteil der spektralen Dich-
te A(E,w) qualitativ dem Ergebnis einer Slave-Boson-Mean-Field-Berechnung (siehe
Abschnitt 4.2.1), wihrend die Spin- und Ladungssuszeptibilitdten x;.(q, w) durch ei-
ne Random-Phase-Approrimation bereits in niedrigster Ordnung angendhert werden
konnen (Abschnitt 4.2.2). Ferner zeigt das Leitersystem fiir eine isotrope, physikalisch
relevante Kopplung keinen Hinweis auf einen Kosterlitz-Thouless-Phaseniibergang bei
Temperaturen bis zu kg7 = 0.1t (Abschnitt 4.3). In Abschnitt 4.4 wird schliefilich
die Natur des Einteilchen-Hiipfens zwischen den Ketten auf inkohirentes Verhalten

untersucht.

4.1 Die lokale Singulett-Niherung bei kleiner Do-
tierung
Auch im dotierten Fall ist die Beschreibung von gekoppelten Hubbard-Ketten im

lokalen Singulett-Bild fiir ¢, >> t moglich. Fiir verschwindende Dotierung (Uber-

gang von einem Zustand mit einem Loch zu einem Zustand mit zwei Léchern) ist

69
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eine analytische Rechnung fiir die spektrale Dichte A(E,w) analog zum halbgefiill-
ten Fall durchfiihrbar: Hierzu mufl zuerst der Grundzustand des Systems mit einem
Loch bestimmt werden. Ein Zustand mit einem Loch mit Impuls & ist allgemein durch
1 (k)) = Sk, e*¢) //L gegeben (siehe Gl. 3.25). Fiir die Energie (k) dieses Zu-
standes in 1. Ordnung Stérungsrechnung gilt (siehe auch Gl. 3.28):

Ei(k) = (1 (k)| H|¢n (k) = (L — 1)E, — t, + 2tAcosk, (4.1)

mit A = (1 + E,/2t,)?/(2 + E?/2t%). Der energetisch niedrigste Zustand wird somit

fiir kK = 7 erreicht, d.h. fiir den Grundzustand des Systems mit einem Loch folgt:

|w1Loch Z |Sl |S2 | ¢g> - |SL>, (4'2)

mit der Energie EiX% = (L — 1)E, —t, — 2tA. Dieser Zustand besteht aus Eigen-
zustdnden von einzelnen Sprossen, die alle einen Impuls senkrecht zu den Ketten von
ki = 0 besitzen. Der entsprechende Gesamtimpuls K| des Zustandes [¢°%) be-
tragt somit Null. Das Herausschlagen eines weiteren Teilchens aus diesem 1-Loch-
Grundzustand ist energetisch mit £, = 0 am giinstigsten (siehe Abb. 3.9), weshalb
im folgenden nur die Photoemission im k; = 0-Kanal im LRA-Bild betrachtet werden
soll. Der entsprechende Zustand mit zwei Léchern, der zur Berechnung des Photoemis-
sionsspektrum A(k, k; = 0,w) notwendig ist, 148t sich somit schreiben als

W) = e, o 631), (4.3)
mit der Normierungskonstante By. Die Spinrichtung wurde dabei ohne Beschriankung
der Allgemeinheit so gewéhlt, daf} die 2-Komponente des Gesamtspins S, verschwindet.
Nach einer aufwendigen Rechnung, die hier nicht wiedergegeben werden soll, folgt fiir

die Dispersion im k; = 0-Kanal fiir w < 0:
witet (k) = —2t A™eN (1 4 cos k), (4.4)

mit Aeh = (1 4+ Ey/2t,)%/(2 + E2/2t2). Der Faktor AM™°M ist exakt identisch zur
Renormierung der Bandbreite im halbgefiillten Fall innerhalb der LRA-N&herung. D.h.
die effektive Bandbreite hingt zumindest bei grolen Werten von ¢, in der Nihe von

Halbfiillung in 1. Ordnung nicht von der Dotierung ab.

Analog zu Kapitel 3 wurde zum Vergleich mit der LRA-Berechnung ein 2 x 16-System
mit U/t = 8 und ¢, /t = 2.0 herangezogen. In Abb. 4.1 ist das Ergebnis der QMC-

Simulation dieses Parametersatzes sowohl fiir £, = 0 (Teil (a)) als auch fiir k;, = 7
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(Teil (b)) dargestellt. Die mittlere Teilchendichte betrdgt (n) = 0.96875 und entspricht
somit einer Dotierung von einem Loch. Die inverse Temperatur konnte aufgrund des

Vorzeichenproblems maximal ft = 8 gewahlt werden.
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Abb. 4.1: Spektrale Dichte A(E, w) fiirt, /t =2, U/t = 8 und St = 8 in einem 2 x 16-System
mit einer Dotierung von (n) = 0.96875 (1 Loch). Teil (a) zeigt den k; = 0-Kanal und Teil
(b) den k| = w-Kanal.
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Die durchgezogene Linie im k; = 0-Kanal in Abb. 4.1(a) zeigt das Ergebnis der lokalen
Singulett-Nzherung (Gl 4.4). Wie im halbgefiillten Fall ist die Ubereinstimmung mit
der Dispersion der exakten QMC-Daten hervorragend, obwohl fiir den Wert ¢, /t = 2.0
die Bedingung ¢, > t nicht erfiillt ist. Im k£, = m-Kanal ist ein entsprechendes Band
zwischen w ~ 4t und w ~ 8t zu erkennen, dessen Bandbreite innerhalb der Fehlerbalken
mit der Bandbreite im k|, = 0-Kanal identisch ist. Aufgrund der schlechteren Auflésung
des MaxEnt-Verfahrens bei grolen Werten von w ist die Dispersion in diesem £, -Kanal
nicht so deutlich ausgeprigt wie im k; = 0-Kanal. Der gréfite Teil des spektralen
Gewichtes ist in diesen dispersiven Bédndern enthalten, jedoch sind fiir beide Werte
von k; Anzeichen fiir einen zusétzlichen, inkohédrenten Hintergrund zu erkennen, der
ebenso bei Halbfiillung beobachtet wird.

5
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Abb. 4.2: Spin- und Ladungssuszeptibilitdt (xs(¢,w): Teil (a) und (b), x.(¢,w): Teil (c) und
(d)) firt, /t = 2, U/t = 8 und Bt = 8 in einem 2 x 16-System mit einer Dotierung von
(n) = 0.96875 (1 Loch). Teil (a) und (c) zeigen jeweils den q, = 0-Kanal, Teil (b) und (d)

den q, = w-Kanal.
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In Abb. 4.2 sind die Spin- und Ladungssuszeptibilitidten fiir den gleichen Parameter-
satz dargestellt. Nahezu das gesamte spektrale Gewicht der Spin-Response-Funktion
ist im ¢, = w-Kanal enthalten. Dies 148t sich durch Betrachtung von x,(¢,w) in
Lehmann-Darstellung (Gl. 3.37) verstehen: Im ¢, = 0-Kanal vertauscht der Opera-
tor O(q) mit dem Hamiltonoperator Hy (Gl. 3.26). Somit sind die Matrixelemente
(1|04(q)|l") diagonal in [ und !' und damit die Suszeptibilitdt x,(q, ¢, = 0,w) bei Ver-
nachliassigung von H; (d.h. fiir ¢, > t) exakt Null. Im Gegensatz hierzu enthilt der
q. = m-Kanal den grofiten Teil des spektralen Gewichtes in einer cosinus-dhnlichen
Dispersion (Abb. 4.2(b)) zwischen w ~ 1.9t und w = 0.8¢. Dieses Band ist inner-
halb der QMC-Fehlerbalken mit dem Band im halbgefiillten Fall (sieche Abb. 3.12)
identisch. Es kann somit mit den Magnon-Anregungen der LRA-Niherung (siehe Ka-
pitel 3.2) identifiziert werden. Die Spinliicke kann aufgrund der endlichen Tempera-
tur Bt = 8 und der begrenzten Auflosung der QMC/MaxEnt-Methode nicht genau
genug bestimmt werden, um eine Abweichung vom halbgefiillten Fall zu erkennen
(AESHPHE /4 — (0814 + 0.015). Das Weak- Coupling-Phasendiagramm (siehe Abb.
1.5) von L. Balents und M.P.A. Fisher [35] sagt in diesem Parameterbereich eine gaplose
Spin- und Ladungsmode (C1S1-Phase), d.h. keine Spinliicke voraus. Ein Hinweis darauf
ist auch bei dieser relativ starken Kopplung von U/t = 8 im ¢, = 0-Kanal erkennbar

(Abb. 4.2(a)), der eine schwach ausgeprigte, gaplose Mode enthilt.

Abb. 4.2(c) und (d) zeigen die Ergebnisse der Ladungssuszeptibilitit x.(¢,w). Fiir einen
Impulsiibertrag von ¢, = m tritt eine breite, g-unabhingige Anregung um w ~ 9t auf,
die der elementaren Ladungsanregung einer Sprosse entspricht und ebenso im halb-
gefiillten Fall vorhanden ist (Abb. 3.13(c)). Aufgrund des zunehmenden Vorzeichen-
problems bei Dotierung ist hier keine entsprechend gute Auflésung wie bei Halbfiillung
moglich. Interessant ist das Resultat im ¢, = 0-Kanal: Obwohl innerhalb des LRA-
Bildes kein Signal auftreten sollte (analog zu x,(q, w) vertauscht O.(¢q, ¢, = 0) mit dem
Hamiltonoperator Hy), ist eine deutlich ausgeprigte w — 0-Mode fiir ¢ — 0 mit einer
Anregungsgeschwindigkeit von v./t = 0.594-0.29 zu erkennen, die bei Halbfiillung nicht
vorhanden ist. Diese Mode spiegelt den Metall-Isolator-Ubergang wieder, der bereits

bei verschwindend kleiner Dotierung weg von Halbfiillung auftritt.
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3

0 /4 /2 3 /4
k

Abb. 4.3: Spektrale Dichte A(E,w) fiirt, /t =1, U/t =4 und Bt =5 in einem 2 x 64-System
mit einer Dotierung von (n) = 0.8776 + 0.0001. Teil (a) zeigt den k; = 0-Kanal und Teil (b)
den k| = w-Kanal. Die durchgezogene Linie ist das Ergebnis der Slave-Boson-Mean-Field-

Berechnung.
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4.2 Der Bereich mittlerer Dotierung

Im folgenden soll der Bereich mittlerer Dotierung (n) = 0.875 im physikalisch rele-
vanten, isotropen Fall ¢; = ¢ betrachtet werden. Hierfiir wurde ein 2 X 64-System
mit U/t = 4 und einer inversen Temperatur von (Bt = 5 simuliert. Aufgrund der
Beschriankung durch das Vorzeichenproblem ist der Wert 5t = 5 bei diesen System-
parametern die tiefste Temperatur, die sich mit derzeitigen Methoden in vertretbarem

Rechenzeitaufwand erreichen 148t.

4.2.1 Die Einteilchen-Spektraldichte

Abb. 4.3 zeigt die spektrale Dichte A(E,w) fiir dieses System. Deutlich sind zwei ver-
schiedenartige Strukturen zu erkennen: Der grofite Anteil des spektralen Gewichtes ist
in einer bandihnlichen, cosinus-férmigen Strukur enthalten, die sich im k; = 0-Kanal
von w &~ —2.8t bis w ~ 1.6t und im k;, = m-Kanal von w ~ —0.7t bis w ~ 4.4t er-
streckt. Zum zweiten fiihrt die Korrelation der Teilchen in beiden k| -Kanélen zu einem
breiten, inkohé&renten Hintergrund mit geringem spektralem Gewicht, sowohl im Photo-
emissionsbereich (w < 0) als auch im inversen Photoemissionsbereich (w > 0). Dieser
Hintergrund tritt analog in ein- und zweidimensionalen Hubbard-Modellen auf und

wurde in einer Reihe von Arbeiten von R. Preuss et al. [60, 65] ausfiihrlich untersucht.

Die Dispersion, die den grofiten Teil des spektralen Gewichtes enthélt, entspricht quali-
tativ dem cosinus-Verhalten der wechselwirkungsfreien Bandstruktur, wobei die Wech-
selwirkung zu einer Renormierung der Bandbreite fiihrt. Diese Renormierung laft
sich mit Hilfe der Slave-Boson-Mean-Field (SBMF) Methode beschreiben (siehe z.B.
[73,77,78]): Mit Hilfe eines paramagnetischen Ansatzes folgt fiir die Dispersion

sSBMF(IZ) = —zi(2t cosk +tycosk,)+ A — u, (4.5)

mit dem Renormierungsfaktor z, und dem Lagrangemultiplikator Ag. Fiir ¢, = ¢ und
U/t = 4 ergeben sich bei der betrachteten Dotierung von (n) = 0.875 folgende Werte
[72]:

22 = 0.9066,
Ao/t = 1.6040 und
p/t = 1.3728.
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Diese Dispersion ist in Abb. 4.3 eingezeichnet (durchgezogene Linie). Die Uberein-
stimmung ist in beiden k,-Kanilen in der Nidhe der Fermienergie (der Bereich bester
Auflésung von MaxEnt) hervorragend. (Eine mogliche Aufspaltung der quasiteilchen-
dhnlichen Struktur nahe der Fermikante in getrennte Spin- und Ladungsanregungen,
die in einer eindimensionalen Luttinger-Fliissigkeit auftritt, kann aufgrund der stati-
stischen Fehler der QMC-Daten und der dadurch reduzierten MaxEnt-Auflésung nicht
beobachtet werden [60,79].) Im hoherenergetischen Bereich, vor allem bei £ = 7 im
k. = m-Kanal, wird die Ubereinstimmung der QMC-Daten mit der SBMF-Rechnung
zunehmend schlechter. Dies 148t sich auf folgende Weise verstehen: Fiir diese Systempa-
rameter ist analog zum halbgefiillten Fall ein sog. spin-wave-shake-off-Effekt zu erwar-
ten: Eine selbstkonsistente diagrammatische Berechnung der Selbstenergie innerhalb
eines SDW-Zustandes fiihrt bei Halbfiillung zu zusétzlichen Beitrdgen in der spektra-
len Dichte, die vor allem in den Zentren der magnetischen Brillouin-Zone, d.h. bei k = 0
und k£ = 7 in beiden k| -Kanailen, auftreten. Verantwortlich fiir diesen shake-off-Effekt
ist die Diagrammklasse zur Beschreibung der transversalen magnetischen Fluktuatio-
nen (siehe hierzu [80]). Im dotierten Bereich ist immer noch eine kurzreichweitige an-
tiferromagnetische Spinkorrelation vorhanden und somit der reminiszente Charakter
einer Spin-Dichte-Welle. D.h. analog zum halbgefiillten Fall ist die Ausbildung eines
spin-wave-shake-off-Effektes zu erwarten. Trotz der hohen Temperatur (Gt = 5) der
QMC-Simulation und des Vorzeichenproblems, welches zu starken Fluktuationen in
den QMC-Daten fiihrt, sind die Anzeichen hierfiir in Abb. 4.3, vor allem bei k = 7 im

k| = m-Kanal, zu erkennen.

4.2.2 Die Random-Phase-Approximation

Die Spin- und Ladungsanregungen des obigen Systems lassen sich qualitativ mit Hil-
fe der Random-Phase-Approzimation (RPA) verstehen. Die Grundziige dieser Néhe-
rung sollen im folgenden aus diagrammatischer Sicht kurz erlautert werden: Innerhalb
der RPA-Niherung wird die reine Coulomb-Wechselwirkung V(7 wn) im Impuls-
raum durch eine effektive Wechselwirkung VREA(7, wy) ersetzt, in der Abschirmpro-
zesse des korrelierten Vielteilchensystem beriicksichtigt werden. Diagrammatisch 148t
sich diese Abschirmung der Coulomb-Wechselwirkung durch Einschieben von Elektron-

Lochanregungen in die ,nackte“ Wechselwirkung erreichen (siehe Abb. 4.4).

Somit folgt, unter Beachtung der Feynman-Regeln, fiir die abgeschirmte Wechselwir-



4.2. DER BEREICH MITTLERER DOTIERUNG 77

Voo (§0,)
N ANAAAANS —
AN =
kv, o,
k-‘rq v, ’+q v,

V;S (é)!w ) < (q CU ) o ‘U'(é)’ wn)
+ @ @ -

Abb. 4.4: Diagrammatische Entwicklung der effektiven Wechselwirkung VRPA(

halb der RPA-N&herung.

q,wr) inner-

kung VEEA(G, w,):

VRPA( )

VEPA(G, wn) = V20 (, wn) +— > Voo (@ wn) G vn — wn) G, ()

k Wn,o!!

(4.6)
wobei w, und v,, die Matsubara-Frequenzen und G (wn) die freien Propagatoren eines
Teilchens mit Impuls % und Spin o sind. Mit Hllfe der Dichte-Response-Funktion des
wechselwirkungsfreien Systems (Lindhard-Funktion),

Xo(dwn) = — 575 X0 Gialtn —n) Gz, 00, (47)

k,wn

kann die Wechselwirkung V,*54(, wy) folgendermafen geschrieben werden (G -(wy)

ist unabhéngig von o):
VRPA(Qa wn) - VO(q—: wn) - NXO (‘ja wn)VO((j, wn)VRPA(q_)a wn)' (48)

Hier sind VRPA(F w,) und V(7 ,w,) 2 x 2-Matrizen im Spinraum und VOVEPA die
entsprechende Matrixmultiplikation. Die letzte Gleichung 4.8 148t sich nun nach VRPA
auflosen:

VEPA(G w,) = [14+ Nxo(@ wn) V@ wn)] V(G wn). (4.9)
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Im Fall der dreidimensionalen Coulomb-Wechselwirkung V%" (g, w,) = 4me?/q?
folgt beispielsweise fiir die abgeschirmte Wechselwirkung im langreichweitigen Limes

(r — o00): )

Vrp(r) — e—B_FTFT, (4.10)
r

wobei I'rr die Thomas-Fermi- Abschirmung bezeichnet [50, 81]. Fiir das hier betrachtete
Hubbard-Modell mit nur lokaler Wechselwirkung U ist V°(q,w,) gegeben durch:

250,,0,. (4.11)

Va('],a" ((j’ wn) = N

Somit folgt fiir VREPA(g, w,,):

VRPA(7 () v L (_UXO(J’“’”) L ) (4.12)

N1 - U2 (x0(q,wn))” 1 —Uxo(q, wn)

Mit Hilfe dieser effektiven Wechselwirkung sollen nun die Ladungs- und Spinsuszep-
tibilitdten abgeleitet werden. Diese lassen sich in imagindrer Zeit auf folgende Weise
schreiben (siehe auch Gl. 3.37):

NXc,s((fa 7') = <Oc,s((fa T)OC,S(_(T’ 0)> - <OC,S(®>2 5(720
= ST ED (e (Pep g (e e 1) — (0@ 540

k' 0.0’
— ; Z(jzl)wm’ <TT |:CE+(7,O'(T)CE’—(T,O"(0)62,0(7—1—)0%’,0"(0_'_)]>
kK o0’

— (Oc,s(D))” 07=0. (4.13)

Nach Anwendung der Feynman-Diagrammregeln und Transformation in den Matsu-
bara-Frequenzraum bleiben bei Beschrankung auf die Bubble-Diagramme (linear in der
effektiven Wechselwirkung VEPA(§, w,)) zwei von Null verschiedene Terme erhalten

(sieche Diagrammdarstellung in Abb. 4.5). Somit folgt:

NYEEANGwn) = 2Nxo(qwn) — D (E1)7H VR (G, wa) N?X0(d, wn)”

o0’

= 2Nx0(q,wn) <1 -

Uxo(q, wn) £2 — 2Uxo(F, wn) )

2 1-U(xo(q wn))”
1+ Uxo(q, wn) F Uxo(q, wn)
1+ UXO(‘j, wn)

= 2Nxo(q, wn) : (4.14)
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Abb. 4.5: Diagrammatische Entwicklung der Ladungs- und Spinsuszeptibilitét x s wn)

in RPA-N&herung.

Fiir reelle Werte von w (iw, — w +id) ergibt sich somit fiir die Ladungs- und Spinsus-

zeptibilitit xht*(¢,w) im Frequenzraum:
2x0(7, w)
Xew (T, w) = (4.15)

1+ Uxo(q,w)

(Ladungs— und Spin—Response in RPA)

In Abb. 4.6 ist dieses Ergebnis fiir das oben betrachtete 2 x 64-System mit U/t = 4
im isotropen Fall | =t bei einer Dotierung von (n) = 0.875 dargestellt. Dabei zeigen
die Teile (a) und (c) das Resultat der RPA-Berechnung fiir 7 — 0 fiir beide Werte
von q,, wobei die Pole von x®FPA(F, w), d.h. die Nullstellen des Nenners in Gl. 4.15,
durch Karos (¢) und die Gréfle des Imaginérteils von 24 (§,w) durch die Stérke
der Grauschattierung gekennzeichnet sind. Die Teile (b) und (d) der Abb. 4.6 zeigen
die Berechnung von x.(q,w) mit Hilfe der QMC/MaxEnt-Methode fiir eine inverse
Temperatur von ft = 5. Abgesehen von dem durch die Statistik bedingten Rauschen
in den QMC-Daten ist die Ubereinstimmung hervorragend. Im ¢, = 0-Kanal 148t sich in
den QMC-Daten eine deutliche Mode erkennen, die sich von w = 0 bei ¢ = 0 bis w ~ 5t
bei ¢ = 7 erstreckt. Fiir ¢ — 0 entspricht diese Mode einer Ladungsgeschwindigkeit
von v/t = 1.74+0.17. Dies ist analog zur RPA-Berechnung, bei der sich der grofite Teil
des spektralen Gewichtes in einer banddhnlichen Struktur befindet, die qualitativ mit
den QMC-Daten iibereinstimmt. Die RPA zeigt zudem ein breites Spektrum unterhalb
dieser stark ausgeprigten Mode mit zwei zusdtzlichen gaplosen Anregungen bei ¢; =
17m/32 und ¢» = 257/32. Diese beiden zusétzlichen ¢ — 0 Moden sind ebenfalls
andeutungsweise in den QMC-Daten vorhanden, jedoch aufgrund des QMC-Rauschens

und des geringen Anteils an spektralem Gewicht nicht deutlich aufgeldst.

Ein entsprechendes Bild zeigt der ¢, = m-Kanal (Abb. 4.6 (c) und (d)). Der grofite
Teil des spektralen Gewichtes liegt in beiden Féllen (RPA und QMC) in einer deutlich
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ausgepragten bandiahnlichen Struktur, die sich von w & 2.5t bei ¢ = 0 bis w & 6t bei ¢ =
7 erstreckt. Unterhalb dieser Mode ist im Fall der RPA-Naherung ein breites Spektrum
mit zwei gaplosen Anregungen bei g3 = 117/32 und ¢4 = 287/32 zu erkennen. Die
QMC-Daten (Abb. 4.6(d)) zeigen wieder andeutungsweise diese Struktur.
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Abb. 4.6: Ladungssuszeptibilitét x.(q,w) fiir den isotropen Fall t| =t mit U/t = 4 in einem
2 X 64-System und einer Dotierung von (n) = 0.875. In den Teilen (a) und (c) ist fiir beide
q1-Kanile das Ergebnis der RPA-Naherung fiir T = 0 dargestellt (Grauschattierung und
Karos <), wahrend die Teile (b) und (d) die QMC-Ergebnisse fiir 5t = 5 zeigen.

Das zuséitzliche Auftreten der gaplosen Anregungen in den RPA-Daten bei ¢; und go
im ¢, = 0-Kanal sowie bei ¢3 und ¢4 im ¢, = w-Kanal 148t sich bereits durch die
wechselwirkungsfreie Bandstruktur des Systems verstehen. Abb. 4.7 zeigt das binden-
de (k. = 0) und antibindende (k;, = m) Band (k) ohne eingeschaltete Wechselwir-
kung (U = 0) mit den entsprechenden Fermivektoren kg, und kp,. Aus dieser Darstel-
lung wird deutlich, daf} insgesamt vier gaplose, elementare Anregungen moglich sind,

und zwar zwei innerhalb eines Bandes (Intraband-Anregungen) und zwei zwischen den
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Bindern (Interband-Anregungen). Die beiden Intraband-Anregungen (¢, = 0) liegen
dabei im k£ = 7m-Band bei ¢; = 2kp, und im k; = 0-Band bei ¢o = 27 — 2kp, (iiber den
Rand der Brillouinzone). Die Interband-Anregungen (g, = 7) ergeben sich aus Abb.
4.7 zu q3 = kp, — kp, und g4 = kg, + kp,. Diese vier liickenlosen Anregungen sind der

Ursprung der oben beschriebenen, zusitzlichen w — 0-Moden im Ladungsspektrum.

1 . . . . . .

2 | ..... q1 : ..o.. -
() Ir kr, i

0 =

LLoe A 1

2+ q4 -

e

Abb. 4.7: Bandstruktur fiir den wechselwirkungsfreien Fall (U = 0) in einem 2 x 64-System
mit t| /t = 1.0 und einer Teilchendichte von (n) = 0.875.

Abb. 4.8 zeigt das QMC-Ergebnis sowie die RPA-Berechnung der Spinsuszeptibilitét
Xs(q, w) fiir die gleichen Parameterwerte. Die Darstellung ist dabei analog zu Abb. 4.6.
Die Ubereinstimmung der RPA- und QMC-Berechnung ist hier nur noch qualitativ
vorhanden. Im ¢, = 0-Kanal ist in den QMC-Daten eine einzelne w — 0-Mode sichtbar,
die bis w ~ 1.5t bei ¢ = 7 verlduft. Im Gegensatz hierzu zeigt die RPA-N&herung
ein breites Spektrum, welches sich bis w &~ 4t bei ¢ = 7 erstreckt, wobei der grofite
Teil des spektralen Gewichtes in zwei zusétzlichen, gaplosen Moden mit Polen bei
¢s ~ 137/32 und ¢¢ ~ 277 /32 enthalten ist. Die Abweichung der beiden Ergebnisse
148t sich folgendermaflen verstehen: Zum einen fiihrt die hohe Temperatur der QMC-
Simulation (St = 5) zu einer kiinstlichen Verbreiterung der Strukturen, so daf§ die

einzelnen Pole selbst bei exakten Daten (frei von statistischen Fehlern) nicht mehr
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aufgelost werden konnen. Zum zweiten ist aus DMRG-Berechnungen bekannt [31], daf
selbst bei Dotierung eine endliche Spinliicke in gekoppelten Hubbard-Ketten vorhanden
ist. Dieses Spingap darf aufgrund der Fermi-Fliissigkeitseigenschaft der RPA-Theorie
nicht in den RPA-Daten erwartet werden, fiithrt jedoch in der exakten QMC-Simulation
zum Verschwinden der stark ausgeprédgten ¢ — 0-Moden bei g5 und gg.

Im ¢, = mKanal (Abb. 4.8 (¢) und (d)) zeigt die RPA-N&herung drei gaplose Anre-
gungen an den Stellen ¢; ~ 117/32, g3 =~ 207 /32 und go =~ 287/32. In den QMC-Daten
ist davon lediglich das obere Ende der ¢;-Dispersion, welches fiir ¢ — 0 bei w = t liegt,
deutlich erkennbar. Der gréfite Teil des spektralen Gewichtes ist im Gegensatz zur
RPA-Niherung in den QMC-Daten jedoch im ¢, = 7 Kanal fiir groe Werte von ¢ S
um w = 0.5t konzentriert. Diese Verteilung des spektralen Gewichtes im ¢, = m-Kanal
ist mit der cosinus-Dispersion bei kleiner Dotierung (Abb. 4.2 (b)) vergleichbar und
entspricht der Propagation eines Triplett-Zustandes auf einer Sprosse in einem Spin-
Singulett Hintergrund. Die QMC-Daten fiir x(q,w) zeigen somit in beiden ¢, -Kanélen

Angzeichen fiir das Auftreten eines Spingaps.

4.3 Supraleitende Ordnung in dotierten Hubbard-
Ketten

Dieser Abschnitt beschéftigt sich mit der moglichen Existenz eines Kosterlitz-Thouless-
Phaseniibergangs in gekoppelten Hubbard-Ketten. Dabei findet ein von F.F. Assaad
et al. [27,82,83] entwickeltes Verfahren Anwendung, welches direkt die Bestimmung
der superfluiden Dichte eines Systems erlaubt. Hierzu wird das Leitersystem auf die
Geometrie eines Zylinders abgebildet (siehe Abb. 4.9); der von einem magnetischen
Flu} & = fFé . d_j‘ durchsetzt wird. Ein Teilchen mit Ladung +e, welches auf der
Zylinderoberfliche um eine Fluflinie bewegt wird, erhélt dabei eine zusétzliche Phase

e~ie®/he — ¢=2mi2/%0 (siche auch [84]), wobei ®; = hc/e das elementare FluBquantum

=e
ist. Der Hamiltonoperator dieses Ein-Band-Hubbard-Modells mit angelegtem Magnet-

feld in Richtung der Ketten 148t sich dann folgendermaflen schreiben:
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(4.16)
(4.17)
(4.18)

)

2

InTr e AH@)—uN)

1
g

F(®) =

i,A0

_tJ_ Z(C;[,laci,Za + ]’LC) —+ U Z N x5 N -
F(®) - F(® =0) = (®/®0)" Ds(f) + O ((<I>/<I>0)4) -

T T —— 1 F T T T = m 1% .M
O =
ﬁ =& 7
2 —— T 54 g
= =" 2 5 &8 8
—— S -y =
—— Ny < +w .Q
- | 1 =
™ ~ o
—— 'S5 %
* 28 »
—— —— N P
——  — — = 1m 3 R 5
—— = — [a] <
4 F = — 4~ =
g = — = - 5509 5
— > — —— = = o e
—— — —— = Q
- —_— g 3 £
b QO ~ ..J.l..vl
— o “ P
—— — — 0 S .@_0
—— — < - T a0 O o
—— 1F — 10> = ~ 195} .m_L
—— — ——| & N w < .2 ~
o i & — F = = ..m ,e
I - Il —_—— ——i 8 g © 9
. Ft — — S 20 +
o ] S —— w. . Il <5 IS
] o)
-Tﬂ ~ | ~<
! 1 1 ! 1 b 1 1 1 = =] Lm —,& T C —
oocooob o o J o 4 Fo o oTo o of o o Eooooooolo 4 & .Nu 0. nm M lp_tl
W00 0 O O O O O o © 0 0 0 0 0 O O OmMOOO0O X (Sant Q Q
@000 0 0 6 O 0 O O © 0 0 0 O 0 O O G0000000 O 0O g __ \M
— @000 00 O O O O o O . O O O O O O @WO000000 O 00 ) W g —
] @000 0O O 6 0 o6 O © L 0 0 0 O O O w000 00000 00 O S \n/ =i Pm Q
~ @000 0 0 6 0 0 0 O O Bl |oc>— o o o o o o @0 00000 00 [ m alo
WO OO O 6 O O O O O O 00 0 0 0 0 O 0 O OWWPOWX 00000 R T _.o.
@000 0 O 0 0 O ° 0 O o © 0 0 0 0 0 O O O wWOWO0O 00O =t S~ =i -~ & e
@000 O 00 0 0 6 0 0 =H 0o o o 0 O O O O O WOWMOOO O L ﬂ — m HaM = 2_L
W00 O O 00 O O O O © 00 0 0 0 0 O O O O O WPONVO O o w N o) [\3)
@000 06 O 6 O o o 60060 0 6 0 O O O O OBWBOO O ~ 8 1 =} ~ \
®00OO 606 O 6 O O O 6000 0 0 0 O O 0 O O Wo0oO T =} A =
@000 00 0 O O O O O 000600 0 0 6 60 0 6 O @SOS (c\u = P
— W0000 0 0 0 0 O O O 00000 06 0 0 00 O O O W00 O > ~ 0
3 @0000 0 00 O O 0 O O 000000 0 0 0 00 O O O @000 .a.bv R ~— -+~
- W00 6O O O O OO O O @000 00 00 06 00 0 0 © @00 -~ R~y Iy o _
@00000 00 0 00 6 0 o acoo0000 060 0 0 o o o 4~ o :w Q Q o~
M WO000 0O O 00 O O WOOCO OO O 00 O O O @ o & o~ D e} .nd
=28 WOO0OO O O 0O O O WOOCOO O O OO0 O O O ® o = o T
®00C00 6 00 O O @00000 0 00 O O O 0o u.D 3 m __
W0OOO O 0O O O W00 00O O O o - st g .9
/OCOOO OO O O @000 0 00 O O O p o e} .m —
@000 00 0 O @0000 0000 O of <8 o <) TO._
W00 000 O W00 0000 O oo | nﬂ ~ W.O e}
@aooo000e 8 - - @WOOOOOOO O ®o - ~— =) n n
@000 —~ @wooc0o o ® o & n = 53 n_r.w H
o @000 O = 3 @00000 O @ ° [w] 7 h
W0 O T @000 & ® o o~ m S
I pdy, = >N - 28T g
— @ O - m @ o ® 8 »n S
p @ o s I - o e .o Wu kc -
ec o [s¢) wn ' Av
1 1 1 1 1 E 1 1 1 1 1< ~H h [}
~+ o 2~ — < ~ o ™~ — = M < %
] K_ o
= = o X <
Iy ~ — K
3 3 < & >

Die superfluide Dichte Dg kann hieraus durch Entwicklung der freien Energie,
bis zur zweiten Ordnung im angelegten magnetischen Flufl abgeleitet werden:



84 KAPITEL 4. DOTIERTE HUBBARD-KETTEN
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Abb. 4.9: Geometrie eines Leitersystems bei angelegtem &duferen Magnetfeld senkrecht zu
den Ketten.

Somit folgt fiir die Differenz der inneren Energie E = 9(8F)/08 mit und ohne ange-
legtem Magnetfeld:

B(®) - B8 =0) = 3 (9F(®) - pF(®=0))
— % (BDs(8)) (2/®0)* + O ((®/Pp)") . (4.19)

Die linke Seite der obigen Gleichung a8t sich direkt mit Hilfe eines komplexen QMC-
Verfahrens (sieche Kapitel 2) numerisch berechnen. Die rechte Seite beinhaltet die
Ableitung der superfluiden Dichte nach der Temperatur, d(8Ds)/05. Im Fall eines
Kosterlitz-Thouless-Phaseniibergangs ist ein Sprung in der superfluiden Dichte bei der
Ubergangstemperatur Tk zu erwarten. Dies fiihrt auch fiir endliche Systeme zu einem
§-formigen Signal in d(B3Ds)/08 bei Tkt [27,83], das mit Hilfe einer QMC-Simulation

nachgewiesen werden kann.

In Abb. 4.10 ist die Energiedifferenz E(®) — E(0) fir ®/®, = 0.25, d.h. die Ableitung
der superfluiden Dichte nach der Temperatur, fiir ein System aus gekoppelten Hubbard-
Ketten bei einer mittleren Teilchenzahl von (n) = 0.75 und einer isotropen, physikalisch
relevanten Kopplung von ¢, = ¢ dargestellt. Die Simulation wurde fiir verschiedene
Systemgroflen (2 x 8, 2 x 16 und 2 x 24) bis zu einer maximalen inversen Temperatur
von [t = 10 durchgefiihrt. Abb. 4.10(a) zeigt das Ergebnis fiir eine repulsive Hubbard-
Wechselwirkung U/t = 4, wiahrend in Teil (b) der wechselwirkungsfreie Fall U/t = 0
abgebildet ist.
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Abb. 4.10: Ableitung der superfluiden Dichte nach der Temperatur fiir t| /t = 1 bei einer
Dotierung von (n) = 0.75. Teil (a) zeigt das Ergebnis der QM C-Berechnung fiir U/t = 4 und
Teil (b) die finite-size-Abhédngigkeit des wechselwirkungsfreien Falls (U/t =0).

Der Vergleich der Ergebnisse fiir U/t = 4 und U/t = 0 macht deutlich, da§ der beob-
achtete Anstieg der Ableitung der superfluiden Dichte bei kgT'/t = 0.1---0.2 fiir das
2 x 16-System (Abb. 4.10(a)) lediglich auf die endliche Systemgrofie zuriickzufiihren
ist: Das Verhalten des Systems bei eingeschalteter Wechselwirkung U/t = 4 ist analog
zum wechselwirkungsfreien Fall, bei dem sicherlich keine supraleitende Ordnung vor-
liegt. Dieser finite-size-Effekt wird durch den Riickgang des Anstiegs im 2 x 24-System

zusitzlich untermauert. Ein mdoglicher Kosterlitz-Thouless-Phaseniibergang kann also
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hochstens bei Temperaturen kgT'/t < 0.1 auftreten, die der grofikanonischen QMC-

Simulation aufgrund des Vorzeichenproblems nicht zuginglich sind.

Um zu klédren, ob ein supraleitender Phaseniibergang bei tieferen Temperaturen vor-
liegt, mufl somit ein komplexer Projektor-QMC-Algorithmus angewandt werden [27,
82]. Auf diese Weise 148t sich die Fluquantisierung, d.h. die Abhéngigkeit der Grund-
zustandsenergie vom magnetischen Flufl @, untersuchen, die direkt Auskunft iiber eine

zugrundeliegende supraleitende Ordnung gibt [27, 82, 84].

4.4 Kleine Kopplungsstiarke t, < ¢t — Kohirenz und

Inkohéarenz

In einer Reihe von Arbeiten von P.W. Anderson et al. (siehe z.B. [19,20] und darin
enthaltene Referenzen) wird auf das moégliche Auftreten von inkoharentem Einteilchen-
Hiipfen zwischen zwei Ketten von gekoppelten Luttinger-Fliissigkeiten hingewiesen,
welches im Widerspruch zu dem gewohnlichen Fermi-Fliissigkeitsverhalten steht. Ein
derartiges inkohdrentes Einteilchen-Hiipfen ist ebenso zwischen zwei Kupferoxid-Ebe-
nen der HTSL denkbar, falls sich das eindimensionale Konzept der Luttinger-Fliissig-
keit auf zwei Dimensionen extrapolieren 148t (siehe hierzu z.B. [22]). Ein System aus
inkohdrent gekoppelten Luttinger-Fliissigkeiten ist nicht in der Lage, die Gesamtener-
gie durch kohérentes Einteilchen-Hiipfen zu senken. Jedoch ist eine Energie-Absenkung
durch kohédrentes Paarhiipfen moglich, und somit eine Stabilisierung des Paarungspro-
zesses. D.h. eine inkohérente Kopplung zwischen den CuO,-Ebenen stellt ein mogliches
physikalisches Szenario dar, um die hohen Sprungtemperaturen der Mehrschicht-HTSL
theoretisch zu kliren [18].

Ein inkohérentes Einteilchen-Hiipfen fiihrt ferner zu keiner Aufspaltung der Fermifldche
zwischen bindenden und antibindenden Béndern. Die Existenz dieser Aufspaltung wird
zwar durch Bandstruktur-Rechnungen vorhergesagt [85,86], jedoch ist die Frage nach
einer oder zwei Fermiflichen experimentell noch nicht endgiiltig geklirt (die Gruppe
von X. Shen [87] beobachtet zwar diese Aufspaltung, wihrend Ding et al. [88,89] eine
einzelne Fermifliche in ihren Photoemissionsdaten sehen). Als weiterer experimenteller
Hinweis auf inkohdrentes Verhalten kann die anomale c-Achsen-Leitfahigkeit gesehen
werden, deren Frequenzabhingigkeit keinen Drudepeak aufweist [90-92], der im Fall

einer kohdrenten Ebenenkopplung zu erwarten wére.
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4.4.1 Das Zwei-Niveau-System

Als Beispielmodell, mit dessen Hilfe sich inkohéirentes Verhalten veranschaulichen 148t,
soll zunéchst das Zwei-Niveau-System ( Two-level-System, TLS) betrachtet werden [20,

93]. Der Hamiltonoperator dieses Systems 1a8it sich folgendermaflen schreiben:

A 1 1 1
Hrrs = 5 0e + Z {577%%2%2 + ip?/mz} + 30 ZC’zxz (4.20)

01 1 0
Dabei sind o, = ( Lo ) und o, = ( 0 ) die gewohnlichen Pauli-Matrizen und

x; bzw. p; die Orts- und Impulsoperatoren eines Bades aus harmonischen Oszillatoren
mit den Massen m; und Eigenfrequenzen w;. Der Hamiltonoperator beschreibt somit
zwei Energieniveaus +A/2 und —A/2, die iiber die Konstanten C; mit dem Bad aus

Ostzillatoren gekoppelt sind.

Das System wird zunéchst zur Zeit 7o = 0 im Zustand |1) prapariert, d.h. in einem Ei-
genzustand von o,. Betrachtet wird schliefilich die Wahrscheinlichkeit P(7), das System
zur Zeit 7 > 0 wieder im Zustand |1) anzutreffen. Dabei ist P(7) gegeben durch

P(r) = 3 ((0(r)) + 1), (4.21)

wobei (o,(7)) der Erwartungswert des Operators o, zur Zeit 7 ist, d.h.
(o.(7)) = (1] oe T |1). (4.22)

Fiir den freien Fall C; = 0 (ohne Kopplung zu den harmonischen Oszillatoren) 148t

sich (o,(7)) leicht bestimmen. In Matrixschreibweise gilt:

—tHT 1 _ 1 efz'AT 2 1 eiAT 2 1
rla)ater ) (B)p e

(0,(T)) = cos AT. (4.24)

Somit folgt

Der Erwartungswert von o, zeigt also oszillatorisches Verhalten mit der Frequenz A.
Dies 148t sich auf folgende Weise verstehen: Zur Zeit 7 = 0 wurde das System in
einem Zustand prépariert, der eine Superposition der beiden Eigenzustinde des Ha-
miltonoperators ist. Diese beiden Zustdnde besitzen verschiedene Energien und somit
verschiedene, aber wohldefinierte Phasen. Die quantenmechanische Interferenz der bei-

den Zustinde mit fester Phasenbeziehung fiihrt zu der beobachteten Oszillation.
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Diese Oszillation bleibt beim Einschalten einer schwachen Kopplung C; zunéchst er-
halten, wird jedoch durch den Energieaustausch mit dem Oszillatoren-Bad geddmpft.
Falls diese Dampfung, d.h. die Stirke der Kopplungen C}, grofl genug ist, kommt kein
Interferenzeffekt mehr zustande und der Erwartungswert von o, verschwindet expo-
nentiell ({(o,(7)) ~ e I") [20]. Ein Analogon aus der klassischen Mechanik ist der
geddmpfte, harmonische Oszillator, der bei grofler DAmpfung vom Schwingfall in den
Kriechfall iibergeht (siehe z.B. [94]). Das Verhalten des Systems wird als kohdrent be-
zeichnet, falls (o,(7)) und damit P(7) einen oszillatorischen Anteil enthilt, ansonsten

liegt Inkohdrenz vor.

4.4.2 Analyse des Ein-Band-Hubbard-Modells

Die eben beschriebenen Ergebnisse des Zwei-Niveau-Systems kénnen nicht prézise auf
das Ein-Band-Hubbard-Modell fiir gekoppelte Ketten abgebildet werden, jedoch ist
ein Analogieschlufl moglich. Der Hamiltonoperator aus Gl. 1.2 des Leitersystems ist

gegeben durch

H=HpP+HD .Y (cl1,¢i0, + hc.), (4.25)
S— i,0
HID

wobei Hf)[‘,) jeweils der gesamte Hamiltonoperator (mit Wechselwirkungstermen) einer
isolierten Kette A = 1,2 ist. Dabei entspricht die Teilchendifferenz AN = N; — N, wo-
bei N, fiir die Anzahl der Teilchen auf Kette A steht, dem Erwartungswert (o,(7 = 0)).
Die Rolle des Bades aus Oszillatoren wird hier von bosonischen Spin- und Ladungsan-
regungen iibernommen, die in den beiden Ketten bei t; = 0 vorliegen. Da das Hiipfen
eines Teilchens von einer Kette in die Zweite das ,,Aufbrechen® dieser Spinonen bzw.
Holonen notwendig macht, fiilhrt die Ausbildung einer Luttinger-Fliissigkeit in den ein-
zelnen Ketten zu einer Dampfung des Ausgleichs einer Teilchenzahldifferenz AN. Als
ein Mafl fiir die Stédrke der Dampfung kann der universelle Parameter o angesehen
werden (in niedrigster Ordnung Stérungsrechnung ist die Trennung der Spin- und La-
dungsgeschwindigkeit v, — v proportional zu \/a [19]), der zudem die Zustandsdichte
N(w) = |w|* einer Luttinger-Fliissigkeit an der Fermikante beschreibt [95]. Auf den
Einflu} dieser anomalen Dimension « auf die Natur des Einteilchen-Hiipfens zwischen

den Ketten wird in Abschnitt 4.4.3 noch ndher eingegangen.
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Im folgenden sollen nun verschiedene Mef3groflien vorgestellt werden, mit deren Hilfe
derart ungewohnliches, inkohirentes Einteilchen-Hiipfen numerisch nachgewiesen wer-
den kann. Der erste numerische Versuch, gekoppelte Ketten auf inkohirentes Verhalten
zu untersuchen, wurde von F. Mila und D. Poilblanc [21] durchgefiihrt. Die Autoren
berechneten im t.J-Modell eine zu Gl. 4.21 analoge Wahrscheinlichkeit P(7), die fol-

gendermaflen definiert ist:

P(r) = |(L1 Ly|e™P7e 7| Ly Ly) 2. (4.26)

(Diagnostic Operator I)

Das System wird zur Zeit 7 = 0 in einem Eigenzustand |LiLs) = |L1) ® |Ls) des
Hamiltonoperators Hyp (siehe Gl. 4.25), der zwei isolierte Ketten beschreibt, mit einer
Teilchenzahldifferenz AN # 0 zwischen beiden Ketten prapariert. Bei eingeschaltetem
t, propagiert dieser Zustand fiir die Zeit 7, so da P(7) die Wahrscheinlichkeit angibt,
das System zur Zeit 7 > 0 wieder im Zustand |L; L,) zu finden. Der Faktor ¢!127 in Gl.
4.26 dient dabei lediglich der Normierung von P(7) und ist so gewahlt, daB P(r) =1

ist fir ¢, = 0.

Bei eingeschaltetem ¢, wird die Teilchenzahldifferenz AN fiir 7 — oo ausgeglichen,
dh. P(r — c0) — 0. Findet dieser Ausgleich der Teilchenzahl kohirent statt, so ist
zusitzlich zum zeitlichen Abfall von P(7) ein oszillatorisches Verhalten zu erwarten.
Tm inkohirenten Fall fillt P(7) ohne zusitzliche Oszillation auf Null ab. Die Frage,
ob ein inkohérentes Einteilchen-Hiipfen vorliegt, kann somit durch direktes Betrachten
der Zeitabhingigkeit von ]3(7') geschehen. Einfacher ist die Untersuchung der Fourier-
Transformierten P(E) = [ P(7)e!* dr, die nur im Fall von kohéirentem Hiipfen einen

isolierten Peak bei endlichen Werten von E aufweist.

F. Mila und D. Poilblanc [21] fanden durch Untersuchung dieser Gréfe P(7) im t.J-
Modell kohdrentes Verhalten fiir integrable Werte von J, d.h. fiir J/t =0 und J/t = 2,
ansonsten verhélt sich das System stets inkohérent. Die Natur des Einteilchen-Hiipfens
im tJ-Modell ist somit abhédngig von der Integrabilitit des eindimensionalen Systems
und héngt nicht vom Parameter o ab, der fiir 0 < J/t < 2 im Intervall [0, 1/8] liegt.
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Allerdings ist der Zustand |L;Ls) vom Gleichgewichtszustand des Systems bei t; # 0
weit entfernt. D.h. beim Einschalten von ¢, zeigt die Gré8e P(7) neben dem Ausgleich
der Teilchenzahldifferenz auch noch den Ubergang des Systems von einem Eigenzustand
der beiden isolierten Ketten zu einem Eigenzustand des Gesamtsystems mit endlichem
t|. Besser ist es somit, eine Teilchenzahldifferenz AN im bereits vorhandenen Gleich-
gewichtszustand des Gesamtsystems zu erzeugen. Die entsprechende Grole P(7), die
zum Nachweis von Kohédrenz bzw. Inkohédrenz herangezogen werden kann, ist dabei
gegeben durch [96,97]:

Pya(7) = [{eg a9 () ek i) (4.27)

(Diagnostic Operator IT)

Die spitzen Klammern (---) beziehen sich hierbei auf den (groBkanonischen) Erwar-
tungswert des Gesamtsystems, d.h. bereits bei eingeschaltetem ¢; # 0. Ferner ist
Ch o = 2. eik”ci,m / V'L der Fourier-Transformierte Fermionenvernichter auf der Kette
A. Im Limes 3 — oo beschreibt Gl. 4.27 somit die Propagation des Zustandes CL,1T|¢0>7
wobei [1)y) der tatsichliche Grundzustand des Gesamtsystems ist. P; o(7) gibt schliefi-
lich die Wahrscheinlichkeit an, das System zur Zeit 7 > 0 wieder im Zustand c};,”hpo)
(Py(7)) oder im Zustand CL’2T|¢0> (Py(7)) zu finden, der durch das Hiipfen des er-
zeugten Teilchens auf die Kette A = 2 entsteht. Das Einteilchen-Hiipfen zwischen den
Ketten verlauft koharent, wenn P;(7) oder P»(7) oszillatorisches Verhalten aufweisen,
ansonsten liegt eine inkohédrente Kopplung der beiden Ketten vor. Dieser ,Diagnostic
Operator” fiir inkohérentes Verhalten 148t sich im Energieraum auflerdem mit Hilfe der
spektralen Dichte A(k,k,,w) des Systems ausdriicken (sieche Anhang C):

Ajo(k,w) Ay 2(kyw — F
Py (E =1 /oo 11_i o B 11—7—(6 T E))dw (4.28)
mit
Avalk,w) = 3 (Ak, ki = 0,0) £ Ak, ki = ,0)). (4.29)
Fiir grole Werte der inversen Temperatur 5 (T — 0) vereinfacht sich diese Gleichung
Al
Pa(B) =] /E Aok, ) Ars(k, w — E)dw. (4.30)

Der Wert von k sollte dabei so gewédhlt werden, dafl zum einen k£ mdglichst nahe an
der Fermikante ist, und zum zweiten der Hauptteil des spektralen Gewichtes fiir beide
Werte von k; (0 und 7) im inversen Photoemissionsbereich des Spektrums liegt, um

ein moglichst groBes Signal in P 5(E) zu gewahrleisten.
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Abb. 4.11: QMC-Ergebnis der spektrale Dichte A(k,w) fiir alle méglichen Werte von k =
(k,k1) in einem 2 x 16-System mit U/t = 4, V./t = 0 und ¢, /t = 0.2 bei einer inverse
Temperatur von t = 10 und einer Dotierung von (n) = 0.75. Teil (a) und (b) zeigen jeweils
das Resultat fiir k; = 0 und k; = 7w, wobei die vertikale, gestrichelte Linie denjenigen k- Wert

markiert, der fiir die Auswertung von P »(E) (siehe Text) herangezogen wurde.
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Im folgenden soll das Verhalten von P; »(E) fiir einen Parametersatz mit einem relativ
hohen Wert von ¢, /t = 0.2, bei dem koh&rentes Verhalten zu erwarten ist, getestet
werden. Abb. 4.11 zeigt die spektrale Dichte A(k,w) fiir diesen Wert von ¢, mit U/t =
4, V,/t = 0 und Bt = 10 bei einer Dotierung von (n) = 0.75. Deutlich sind zwei
quasiteilchen-dhnliche Bander zu erkennen, die in beiden k| -Kanilen von w ~ —t bis
w ~ 2t verlaufen. Der Wert k = m/2 (gestrichelte Linie in Abb. 4.11) ist derjenige
k-Wert, der der Fermikante am néchsten liegt und bei dem fiir beide Werte von £k, das
meiste spektrale Gewicht im Photoemissionsbereich (w > 0) enthalten ist. Abb. 4.12
zeigt die einzelnen Schritte, die zur Bestimmung von P »(E) fiir £ = /2 notwendig
sind. In Abb. 4.12(a) sind die spektralen Dichten A(k,k,,w) fir k;, =0und k;, =«
im relevanten Energiefenster dargestellt. Der grofite Teil des spektralen Gewichtes ist
dabei in zwei Maxima enthalten, wobei im Fall £, = 0 noch zusitzlich ein weitaus
schwicherer, inkohirenter Hintergrund zu erkennen ist. Teil (b) zeigt die Differenz
dieser beiden Kurven entsprechend Gl. 4.29 fiir Ay(k,w). Das Ergebnis der Faltung
(Gl. 4.28) ist in Abb. 4.12(c) fiir P;(£) und in Abb. 4.12(d) fiir P,(E) abgebildet.

In Abb. 4.12 wird deutlich, wie ein Signal bei endlichen Werten von E = Ej in Py 5(E)
zustande kommt: Die Aufspaltung der beiden Bander (Abb. 4.12(a)) fithrt zu zwei
getrennten Peaks in A »(k,w), die bei der Berechnung von P; »(E) genau dann ein
starkes Signal in P; o(E) hervorrufen, wenn E = 0 ist oder E der Aufspaltung A der
beiden Bénder entspricht. Dieses Signal ist in P»(E) deutlicher zu sehen alsin P (F), da
aufgrund der beschriankten Auflosung des QMC/MaxEnt-Verfahrens die beiden Signale
bei E = 0 und E = E, vor allem bei gleichen Vorzeichen (P;(E)) schwer zu trennen
sind. Fiir ¢, /t = 0.2 ist bei Ey ~ 0.42t ein deutliches Minimum und somit koh&rentes
Verhalten vorhanden. Bei kleineren Werten von ¢, bleibt dieses Signal bestehen, es

verschiebt sich jedoch zu kleineren Energiewerten.

Aufgrund der endlichen Breite der urspriinglichen Maxima in A(E, w) wird es bei kleinen
Werten von ¢, immer schwieriger, das Signal aufzulésen (siehe Abb. 4.12(d)). Hier 148t
sich jedoch ein einfacheres Verfahren anwenden: Im Fall rein lokaler Wechselwirkung
ist der grofite Teil des spektralen Gewichtes in einem quasiteilchen-dhnlichen Band
enthalten, d.h. der inkohérente Hintergrund in A(k,w) ist zur Berechnung von P 5 (E)
vernachléssigbar. Somit kann die Frage nach kohirentem oder inkohérentem Verhalten
durch die Aufspaltung der Bandstruktur an der Fermikante beantwortet werden. Im
Fall t, /t = 0.2 liefert der MaxEnt-Algorithmus eine Aufspaltung von A/t = 0.327 +

0.052. Dieser Wert besitzt einen relativ groflen statistischen Fehler und ist somit fiir
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Abb. 4.12: Berechnung von P, 5(7) fiir k = 7/2 mit identischen Parametern wie in Abb. 4.11.
Teil (a) zeigt die spektrale Dichte A(k = w/2,k, ,w) fiir beide Werte von k; = 0, w, Teil (b)
ist die Differenz As(k,w) entsprechend GI. 4.29, Teil (c¢) die Wahrscheinlichkeit Py(E) und
Teil (d) die Wahrscheinlichkeit Py(E).

die Analyse ungeeignet. Um den Fehler zu reduzieren, wurde daher folgendes Verfahren

angewandt:

Die Maxima von A(k,w) kénnen an eine cosinus-Funktion gefittet werden, wodurch
eine relativ genaue Bestimmung der Steigung de/0k der Bandstruktur moglich ist
(sieche Abb. 4.11(a)). Diese Steigung erlaubt zusammen mit der Aufspaltung Ak im
Impulsraum, die entsprechend Abb. 4.13 mit Hilfe der mittleren Besetzungszahlen

(ng) = Yy(ng,) bestimmt werden kann, die Berechnung der Bandaufspaltung:

Oe

A=
ok|,,

- Ak. (4.31)

Auf diese Weise ergibt sich ein Wert von A/t = 0.288 £ 0.010 fiir ¢, /¢ = 0.2, d.h. eine
Reduzierung des Fehlers um den Faktor ~ 5. Abb. 4.14 zeigt die auf diese Weise berech-

nete Aufspaltung der Binder an der Fermikante in Abhangigkeit von ¢, . Zwischen der
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(k)

Abb. 4.13: Besetzungszahlen (ny ) fiir alle Werte von (k, k) in einem 2 x 64-System mit
U/t =4, V,./t =0 und t,/t = 0.2, berechnet mit dem QMC-Verfahren bei einer inversen

Temperatur von 3t = 10 und einer mittleren Teilchendichte von (n) = 0.75.

Aufspaltung im wechselwirkungsfreien Fall (U/¢t = 0) und der Aufspaltung bei U/t =4
148t sich deutlich eine Reduzierung beobachten. Jedoch ist die Abhéngigkeit von ¢,
wie bei einer Fermi-Fliissigkeit zu erwarten, auch fiir U/t = 4 immer noch linear, d.h.

es liegt kein Hinweis auf inkohérentes Verhalten vor.

Bei grofleren Werten von a wird der inkohédrente Anteil des Spektrums relevant und
ist somit bei der Untersuchung von P; »(E) nicht mehr vernachlédssigbar [97]. Als Al-
ternative 13t sich jedoch direkt die Aufspaltung der Fermifliche in der mittleren Be-

setzungszahl (nyy ) betrachten:

Afn’kF = <nkF,kL:0 - nkF,kL:ﬂ'> . (432)

(Diagnostic Operator IIT)

Hierbei ist (ngp i, ) = ZU<0LF,chkF,kN> = 2[° A(k,k,,w)dw und enthilt somit
sowohl den quasiteilchen-dhnlichen Peak als auch den inkohérenten Hintergrund des
Spektrums. Inkohéirentes Verhalten spiegelt sich also im Fehlen der Aufspaltung der
Fermifliche in einen bindenden und antibindenden Anteil wieder [19]. Ferner sind zur

Bestimmung dieser Grofle keine dynamischen Korrelationsfunktionen notwendig, d.h.
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Abb. 4.14: Energieaufspaltung der quasiteilchen-dhnlichen Bandstruktur zwischen A(k,0,w)
und A(k,m,w) in Abhéingigkeit von t|. Die Berechnungen wurden in einem 2 x 16-System
durchgefiihrt, ansonsten sind die Parameterwerte identisch zu Abb. 4.13. Die gestrichelte

Linie entspricht dem wechselwirkungsfreien Ergebnis (U = 0).

die Berechnung mit dem QMC-Verfahren ist weniger rechenzeitaufwendig und somit
genauer durchfiihrbar. Dies ermoglicht auflerdem die Verwendung der ldngerreichwei-
tigen Wechselwirkung V,., die aufgrund von wvier zusétzlichen Ising-Feldern pro Wech-
selwirkungsterm >, n;,n o zu einem verstirkten Vorzeichenproblem und somit zu
erheblich mehr Rechenzeit fiihrt (siehe hierzu auch Abschnitt 2.1.1).

Abb. 4.15 zeigt das Ergebnis der Berechnung von Ang, in Abhéngigkeit von ¢, fiir
verschiedene Parameterwerte V; und verschiedene Gittergrofien bis zu 2 x 64 Platzen.
Die lokale Wechselwirkung ist stets U/t = 4, wobei der kleinste Wert der Kopplung
zwischen den Ketten ¢, /t = 0.025 betrigt. Die Berechnungen fiir V, # 0 wurden dabei
von M.G. Zacher im Rahmen seiner Diplomarbeit durchgefiihrt [98]. Die QMC-Fehler
liegen in Abb. 4.15 innerhalb der Symbolgréfien und sind deshalb nicht eingezeichnet. In
allen Fallen 148t sich kein Hinweis auf inkoharentes Verhalten erkennen; die Aufspaltung
ist stets proportional zu £, und unabhéingig von den Parameterwerten. Dies ist vor
allem im Hinblick auf die Integrabilitit der Systeme interessant. Das eindimensionale
Hubbard-Modell ist fiir jeden Wert von U integrabel [99], wihrend bei eingeschaltetem
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Abb. 4.15: Aufspaltung Any, fiir verschiedene Gittergréflen und verschiedene Werte der
extended Hubbard-Kopplung Vi in Abhéngigkeit von t | . Die Berechnungen wurden mit einer
lokalen Coulomb-Abstoflung von U/t = 4, einer inversen Temperatur von [t = 10 und einer
mittleren Teilchendichte von (n) = 0.75 durchgefiihrt.

V. die Integrabilitidt verloren geht. Der Zusammenhang zwischen Integrabilitit und
Kohérenz, den F. Mila und D. Poilblanc im ¢J-Modell feststellen [21], besteht somit
im Hubbard-Modell nicht.

4.4.3 Der Einflufl der anomalen Dimension o

Wie bereits erwihnt, kann der universelle Parameter o als Maf} fiir die Starke der
,Dampfung® des Einteilchen-Hiipfens angesehen Werten. D.h. der Ubergang zu in-
kohirentem Verhalten findet méglicherweise nur bei grofleren Werten von « statt. D.G.
Clarke und S.P. Strong [20] finden aufgrund von stérungstheoretischen Betrachtungen
den Ubergang zu inkohérentem Verhalten zwischen zwei gekoppelten Luttinger-Fliissig-
keiten bei a2 1/2. Somit ist die Analyse der Natur des Einteilchen-Hiipfens in Para-
meterbereichen des Hubbard-Modells mit a2 1/2 sinnvoll.

Die Berechnung des Wertes der anomalen Dispersion o wurde in dieser Arbeit auf fol-

gende Weise durchgefiihrt: o 148t sich aus dem Korrelationsexponenten K,, der das
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langreichweitige Verhalten der Korrelationsfunktionen einer Luttinger-Fliissigkeit an-
gibt, direkt berechnen [8,95,100]:
1 1
=—|K,+——-2]. 4.33
o= (Ro+ 5 —2) (4.33)

p

K, ist dabei durch die Geschwindigkeit der Ladungsanregungen v, und der elektroni-

schen Kompressibilitit k = d(n)/du gegeben [95]:
K, = -vk. (4.34)

Wiéhrend die Geschwindigkeit v, aus dem Spektrum der Ladungssuszeptibilitit x.(q, w)
abgelesen werden kann, 148t sich x direkt iiber die Abhéingigkeit der mittleren Teilchen-
zahl (n) vom chemischen Potential p mit der grofkanonischen QMC-Methode berech-
nen. Fiir U/t = 4, V,/t = 0 bei einer Dotierung von (n) = 0.75 wurde durch dieses
Verfahren ein Wert von o« = 0.036 £+ 0.012 bestimmt, der innerhalb des Fehlerbalkens
mit dem Wert o = 0.031 von H. Schulz [95] {ibereinstimmt.

Bei einer zusatzlichen extended-Wechselwirkung von V; /t = 1 148t sich bei U/t = 4 und
(ny = 0.75 bereits ein Wert von a = 0.084 £ 0.022 erreichen, der jedoch immer noch
weit von o = 0.5 entfernt ist. Von experimenteller Bedeutung sind hingegen Werte von
a > 1. So sind z.B. die elektronischen Eigenschaften der eindimensionalen Bechgaard-
Salze [101] mit o ~ 1.2 konform. In diesen organischen Leitern sind langreichweitige
Coulomb-Wechselwirkungen von entscheidender Wichtigkeit, die eine mogliche Ursa-
che fiir derart grofle a-Werte darstellen. Es liegt somit nahe, bei ldngerreichweitigen

Potentialen mit Coulomb-artigen Abstandsverhalten zu simulieren.

Bei einer Dotierung von (n) = 0.25, die aufgrund des Vorzeichenproblems zuginglich
ist, wurde fiir ein derartiges Coulomb-Potential V, = U/(r + 1) mit U/t = 4 und
r = 1,2 ein Wert fiir die anomale Dimension von o = 0.505 + 0.049 erreicht. Abb.
4.16 zeigt die Aufspaltung der Fermifliche Ang, in Abh&ngigkeit von ¢, in einem
2 x 16-System fiir U/t = 4 und (n) = 0.25, und zwar fiir V, =0 und V, = U/(r + 1).
Fiir die langerreichweitige Coulomb-Wechselwirkung schneidet die Aufspaltung Any,
die Rechtswertachse bei t9 /t ~ 0.025, d.h. fiir @ ~ 0.5 liegt inkohirentes Verhalten
fiir ¢, /t $0.025 vor. Dies ist der bisher einzige numerische Hinweis auf inkohérentes
Einteilchen-Hiipfen und bestétigt die stérungstheoretischen Betrachtungen von D.G.
Clarke und S.P. Strong [20].
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Abb. 4.16: Aufspaltung Any, bei einer mittleren Teilchendichte von (n) = 0.25 in Abhéngig-

keit von t, . Die Karos (<) zeigen dabei das Ergebnis fiir eine rein lokale Wechselwirkung
(U/t =4, V,./t =0), wihrend die Quadrate (O) das Resultat fiir ein Coulomb-artiges Poten-
tial (Ut =4, V, =U/(r+1) fiir r = 1,2) wiedergeben. Im letzteren Fall betrigt die anomale
Dimension o ~ 1/2, und das System zeigt inkohérentes Einteilchen-Hiipfen fiir t | /t <0.025.



Kapitel 5

ODLRO im
Drei-Band-Hubbard-Modell

5.1 Einfiihrung

Das folgende Kapitel beschéftigt sich mit der moglichen Existenz von langreichweitiger
supraleitender Ordnung (ODLRO) im Drei-Band-Hubbard-Modell. Dieses Modell wur-
de zuerst von V.J. Emery [6,42] vorgeschlagen und beinhaltet sowohl die Kupfer-d,»_,»
als auch die Sauerstoff-p,- und -p,-Orbitale der Kupferoxid-Ebenen. Da diese fiir die
wesentlichen physikalischen Eigenschaften der HTSL, und vor allem fiir das Auftreten
der Supraleitung, verantwortlich gemacht werden, stellt das Drei-Band-Modell einen

natiirlichen Ausgangspunkt fiir eine theoretische Untersuchung der HTSL dar.

Der supraleitende Ordnungsparameter, der den Ubergang von einer normalleitenden
in eine supraleitende Phase beschreibt, 148t sich in zwei Dimensionen folgendermaflen
ausdriicken [102]:

A(k) = Ay + A (cos kg + cos ky) + Ag(cosky —cosky) + ... (5.1)

-

Die ersten drei Glieder der Reihenentwicklung von A(k) (Gl. 5.1) entsprechen je-
weils der on-site s-Wellen-Paarung (A;), der extended s*-Wellen-Paarung (Ag«) und
der d,2_,2-Wellen-Paarung (Ag). Die entsprechenden Ordnungsparameter fiir das Drei-
Band-Modell im Ortsraum sind im Anhang C der Dissertation von G. Dopf [24] explizit
dargestellt. Abb. 5.1 zeigt beispielsweise die moglichen Singulett-Paarungen (dargestellt

99
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durch ), die im Drei-Band-Modell fiir die erweiterte s*- bzw. d-Wellen-Paarung re-
levant sind. Der entsprechende Operator im s*-Kanal folgt durch einfache Addition
dieser Singulett-Bonds, wihrend fiir den d,2_,2-Kanal die horizontalen und vertika-
len Singuletts, d.h. die Bonds in z- und y-Richtung, mit unterschiedlichen relativen

Vorzeichen summiert werden miissen.

Abb. 5.1: Geometrie des Drei-Band-Hubbard-Modells (siehe GI. 1.3) mit den Kupfer-d,>_, -
und den Sauerstoff-p,- und -py-Orbitalen. Zur Berechnung des s*- und d-Paarungsoperators

wurden jeweils die durch Singulett-Kombinationen gekennzeichneten Punkte herangezogen.

Ein makroskopisch beobachtbarer Suprastrom bildet sich nur bei langreichweitiger,
supraleitender Ordnung (ODLRO) aus [27, 82-84, 103]. Die Grofe, die zur Uberpriifung
dieser Ordnung in einem endlichen System untersucht werden muf, ist die Paar-Paar-

—

Korrelationsfunktion Pa(r)
Pa(i) = - S(0205), (5.2)

wobei Of der Paarvernichtungsoperator im Symmetriekanal o am Ort 7 ist. Fiir den
extended s*-Kanal ist Of z.B. gegeben durch (siehe auch Abb. 5.1) [24]:
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* * —i
O = ng (lvl)CFJrfTCFer

i
= 2—\1/§ (dr1dria) — dridesar) + (drdpyg, — drdrgy) +

(P1£¢p1£+u - p;ﬁip;ﬁﬁ) T (p FPrrg) T PP ’£+37T) *
Ly s — DYDYy sy ) + (Phpl s — DYDY (5.3)
PriPris) = PriPreat) T \PriPregy = PriPregt) | - -

Hierbei beinhalten die Faktoren g"‘(f, [ ) die entsprechende Geometrie des Operators

a

¢ im Ortsraum, wihrend die Operatoren cz, jeweils fiir die Vernichter von Teilchen

an den Kupfer- bzw. Sauerstoff-Orbitalen am Ort 7 stehen.

Aufgrund des Theorems von N.D. Mermin und H. Wagner [104] kann bei endlicher Tem-
peratur in zwei Dimensionen keine langreichweitige Ordnung gefunden werden. Jedoch
besteht die Moglichkeit eines sog. Kosterlitz-Thouless-Phaseniibergangs [105] bei einer
endlichen Temperatur Tk, der beispielsweise von F.F. Assaad et al. [83] im attraktiven
Ein-Band-Hubbard-Modell nachgewiesen wurde. Oberhalb diese Kosterlitz-Thouless-
Temperatur Txr fillt die Paarkorrelationsfunktion exponentiell gemaf P, () oc e~/7/¢
ab, wobei ¢ die Korrelationslange der supraleitenden Ordnung ist. Fiir Temperaturen
kleiner als Tk zeigt P, potenzartiges Verhalten mit P, (7) o< 1/|#]" und der Konstan-
ten 1. Die ¢ = (0,0)-Komponente der Paarkorrelationsfunktion, die von G. Dopf et al.
[24, 25] bereits untersucht wurde, ist schliefilich durch Summation iiber alle Abstdnde

7 gegeben:

Pa(d=(0,0)) = X Pa(). (5.4

Im Falle eines Kosterlitz-Thouless-Phaseniibergangs skaliert P,(q¢ = (0,0)) mit N27
[106], wobei N, fiir die lineare Gitterdimension steht. Um somit einen supraleiten-
den KT-Ubergang mit Hilfe von numerischen QMC-Methoden nachweisen zu kénnen,
ist eine sorgfiltige Untersuchung des Skalenverhaltens von P, (¢ = (0,0)) notwendig

(finite-size scaling).

Abb. 5.2 zeigt die diagrammatische Darstellung von P, (7) bzw. P,(q) [107]. Der erste
Term der Darstellung besteht lediglich aus dem Produkt der vollen (,,dressed*) Green-
schen Funktionen und reprasentiert den unkorrelierten Anteil von P,. Der zweite Term

stellt den eigentlichen Wechselwirkungsvertex dar, der beispielsweise dariiber Auskunft
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gibt, ob die effektive Wechselwirkung attraktiv oder repulsiv ist. Mafigebend ist somit
die Grofle

Py = P, — P, (5.5)

wobei P, fiir den unkorrelierten Anteil steht mit

Pa(7) = Z > ¢ ll’ l2 (l?” l4)gr 71 +r+lsgi 7l iy (5.6)

7 ll 1l2 7l31l4

Hier ist G7; die gleichzeitige, ortsabhéingige Greensche Funktion entsprechend Gl. 2.20.

P = +

a

Abb. 5.2: Diagrammatische Darstellung der Paar-Paar-Korrelationsfunktion P, .

5.2 Die Ergebnisse der QMC-Simulation

G. Dopf et al. [24, 25] berechneten PY*"***(g = (0,0)) in einem System aus 4 x 4 Ein-
heitszellen mit Hilfe der groflkanonischen QMC-Methode. Hier wurde ein universeller
Parametersatz (Uy/tpa = 6, A/t,q = 4) verwendet, der ein breites Spektrum von Nor-
malzustandseigenschaften in zum Teil quantitativer Ubereinstimmung mit dem Experi-
ment reproduzieren kann [23-26]. Dieser Parametersatz weist bereits bei einer inversen
Temperatur von (t,; = 10 einen attraktiver Wechselwirkungsvertex im extended s*-

Wellen-Kanal mit dem richtigen, experimentell bestitigten Dotierungsverhalten auf.

Ps\:ertex

Die Untersuchung von als Funktion von der Systemgrofle (finite-size scaling)
fiihrt zu einem 1/N?2-Verhalten und somit zu keinem Anzeichen von ODLRO [24]. Die-
ses Ergebnis wurde von F.F. Assaad et al. [27] durch Berechnung der Ableitung der
superfluiden Dichte nach der Temperatur mit Hilfe eines komplexen QMC-Algorithmus
bestitigt. Das Verhalten des Wechselwirkungsvertex PYe™*** in Abhingigkeit von der
Temperatur zeigt jedoch keinen Séttigungseffekt bei 3t,q4 = 10, so daf} bei tieferen Tem-
peraturen unterhalb von 7T, langreichweitige Ordnung aufgrund der Ergebnisse von G.

Dopf et al. nicht ausgeschlossen werden kann.
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Abb. 5.3: Vergleich der Konvergenz der freien UMt = 0.0 Testwellenfunktion (<) mit einer
optimierten Testwellenfunktion (O) (siehe Abschnitt 2.2.5) fiir den Wechselwirkungsvertex

PYertex(g = (0,0)) im erweiterten s*-Paarungskanal.

In einer neueren Verdffentlichung von K. Kuroki und H. Aoki [28] untersuchen die
Autoren dieses Drei-Band-Modell auf d-Wellen-Paarung mit Hilfe der Projektor-QMC-
Methode. Sie berechnen jedoch lediglich die Gré8e P,(7), die nur eingeschrinkte Aussa-
gen iiber das supraleitende Verhalten des Systems erlaubt. In einem Parameterbereich
von A = ¢, — g4 = 2.Ttpg und Uy/tpq = 3.2 zeigt sich ein deutlicher Anstieg von Py(7)
fiir Abstinde || < 41/2a in Systemgrofien mit bis zu 8 x 8-Einheitszellen, der auf ein
mogliches Auftreten von d-Wellen-Paarung hinweist. Jedoch ist nicht klar, inwiefern der
von K. Kuroki und H. Aoki gewahlte Parametersatz die physikalischen Eigenschaften
der HTSL im Normalzustand wiedergeben kann. Zum zweiten kénnte der beobachtete
Anstieg im d-Wellen-Kanal auf einen Anstieg des unkorrelierten Anteils P; zuriick-

zufithren sein, der fiir die Frage nach supraleitender Paarung nicht relevant ist.

In der vorliegenden Arbeit wurde daher das T' = 0-Projektor-QMC-Verfahren verwen-
det, um direkt den Wechselwirkungsvertex im Grundzustand untersuchen zu kénnen.
Mit Hilfe der in Abschnitt 2.2.5 vorgestellten optimierten Testwellenfunktion ist es
moglich, das Drei-Band-Modell bei jeder physikalisch relevanten Dotierung in Syste-
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men mit bis zu 8 x 8 Einheitszellen zu untersuchen. Abb. 5.3 zeigt in einem System aus
4 x 4 Einheitszellen das Ergebnis des Vertex PYer***(q = (0,0)) in Abhéingigkeit des Pro-
jektionsparameters 3 fiir eine freie (U; = 0) Testwellenfunktion im Vergleich mit der
optimierten Testwellenfunktion. Beide Simulationen konvergieren gegen den gleichen
Wert, wobei fiir die freie Testwellenfunktion bereits bei f8t,q ~ 7 grofle Fehlerbalken
aufgrund des Vorzeichenproblems auftreten. Mit der optimierten Testwellenfunktion
ist es nun moglich, bei Systemgrofien aus bis zu 8 x 8 Einheitszellen jede Dotierung zu
simulieren, die mit einer freien Testwellenfunktion aufgrund des Vorzeichenproblems

nicht mehr erreicht werden kann.

In Abb. 5.4 ist der Wechselwirkungsvertex PYe*** mit ¢ = (0,0) fiir den universel-
len Parametersatz (Uy/t,qa = 6, A/t = 4) in Abhéngigkeit von der Lochdotierung (n)
dargestellt. Dabei zeigt Teil (a) das Ergebnis im s-Wellen-Kanal, Teil (b) im s*-Wellen-
Kanal und schliefilich Teil (c) im d-Wellen-Kanal, wobei die Karos (<) mit Hilfe des
groflkanonischen Algorithmus bei ft,; = 10 in einem 4 x 4-System und die Quadrate
(O0) mit dem T = 0-Projektor-QMC-Verfahren mit einem Projektionsparameter von
Btpa = 5 in einem 6 X 6-System berechnet wurden. Der s-Wellen-Vertex (Abb. 5.4(a))
verlduft durchgehend negativ, d.h. die effektive Wechselwirkung ist hier repulsiv. Die-
ses Verhalten ist im on-site-s-Kanal aufgrund der lokalen Coulomb-Abstolung Uy zu
erwarten. Interessant ist der erweiterte s*-Wellen-Kanal (Abb. 5.4(b)), der den expe-
rimentellen Verlauf der Sprungtemperatur in Abhingigkeit von der Dotierung in den
HTSL zeigt [108]. Eine zusétzliche Berechnung des Vertex bei "= 0 im 4 x 4-System
zeigt, dafl der Unterschied in den dargestellten 4 x 4-Daten bei kgT = 0.1t,4 und
den 6 x 6-Daten bei T' = 0 nicht auf die verschiedenen Systemgréfien zuriickzufithren
ist. Der Wechselwirkungsvertex fiir die Temperatur kg7 = 0.1¢,,4 ist somit noch weit
vom Séttigungsbereich bei T' = 0 entfernt ist. Ein analoges Verhalten zeigt sich im d-
Wellen-Kanal (Abb. 5.4(c)), allerdings entspricht hier die Dotierungsabhingigkeit nicht
dem experimentellen Verhalten. Der effektive Wechselwirkungsvertex ist dennoch stets
attraktiv.

Um langreichweitige, supraleitende Ordnung nachweisen zu konnen, mufl untersucht
werden, wie PYe"***(§ = (0,0)) mit der SystemgréBe skaliert. Diese Analyse ist je-
doch fiir die hier betrachteten Gittergroflen von bis zu 8 x 8 Einheitszellen schwierig,
da PYertex(g = (0,0)) ein starkes finite-size-Verhalten aufweist. Somit ist es giinsti-
ger, direkt den Vertex PYer***(7) zu berechnen, der analog zu Gl. 5.4 durch Sum-

mation iiber alle Gitterplitze mit PY®**(¢ = (0,0)) zusammenhingt. Fiir das Auf-
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Abb. 5.4: Wechselwirkungsvertex bei § = (0,0) fiir Ug/tpq = 6 und A/tpq = 4 in Abhéngigkeit
von der mittleren Lochdichte (n) im Drei-Band-Hubbard-Modell. Teil (a) zeigt das Ergebnis
im s-Wellen-Kanal, Teil (b) im extended-s*-Wellen-Kanal und Teil (c) im d-Wellen-Kanal.
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Abb. 5.5: Wechselwirkungsvertex PY™'** () fiir 7 = (2,2) in Abhéngigkeit von der mittleren
Lochdichte (n). Ansonsten entspricht die Darstellung Abb. 5.4.
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Abb. 5.6: Paar-Paar-Korrelationsfunktion PY*™** () in Abhingigkeit vom Abstand || in

einem 8 X 8-System.

treten von ODLRO ist dann der Wert des Vertex PY®'**(7) fiir groBe Werte von
|| verantwortlich. Die problematischen finite-size-Effekte, die beim Betrachten von
PYertex(7 = (0,0)) = X5 PYer*®<() vor allem durch Beitriige fiir |#] < 1 entstehen, sind

hierbei stark reduziert.

Abb. 5.5 zeigt PY*"**(7) fiir einen Abstand von 7 = (2,2) fiir den identischen Daten-
satz zu Abb. 5.4. Auffillig ist in allen drei Féllen (s-, s*- und d-Kanal) der um zwei
Groflenordnungen verkleinerte Skalenbereich, der auf die grofien finite-size-Effekte in
PYertex(7 = (0,0)) hinweist. Innerhalb der Fehlerbalken sind lediglich bei (n) ~ 1.35
der extended-s* und der d-Wellen-Kanal im 4 x 4-System positiv. Dieses Signal wird
jedoch bereits im 6 x 6-System stark unterdriickt (siehe Abb. 5.5 (b) und (c)) und ist

somit ein reiner finite-size-Effekt.

Um das positive Signal bei Bt,q = 10 im 4 x 4-System dennoch genauer untersu-
chen zu konnen, wurde zusétzlich ein 8 x 8-System bei einer Lochdotierung innerhalb
dieses Bereichs von (n) = 1.3125 simuliert. In Abb. 5.6 ist das Ergebnis im 7' = 0-
Grundzustand fiir die eztended-s*- und d-Wellen-Symmetrie in Abhéngigkeit von |7]

aufgetragen. In beiden Kanilen féllt das Signal iiber mehrere Gréflenordnungen sehr



108 KAPITEL 5. ODLRO 1M DREI-BAND-HUBBARD-MODELL

schnell ab und ist bereits fiir |r| > 3 innerhalb der Fehlerbalken Null. D.h. selbst
im Grundzustand zeigt das Drei-Band-Modell keinen Hinweis auf supraleitende Ord-
nung. Zur konsistenten Beschreibung der HTSL miissen somit zusétzliche Prozesse zum
oben betrachteten Parametersatz beriicksichtigt werden. Dies sind z.B. langerreichwei-
tige Coulomb-Wechselwirkungen, Elektron-Phonon-Kopplungen oder dreidimensionale

Kopplungen zwischen den CuOs-Ebenen.



Kapitel 6
Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde ein tieferes Verstindnis der Physik des Hubbard-Modell zwi-
schen einer und zwei Dimensionen angestrebt, und zwar einerseits mittels der numeri-
schen Quanten-Monte-Carlo-Methoden (QMC) und andererseits durch die Anwendung
von verschiedenen analytischen Niherungsverfahren. Der QMC-Algorithmus erlaub-
te bis auf statistische Fehler die exakte Bestimmung des Erwartungswertes physikali-
scher Observablen, sowohl im Grundzustand (Projektor-QMC) als auch bei endlicher
Temperatur (grofkanonisches QMC). Neben statischen Grofien wurde die Analyse von
dynamischen Eigenschaften der Hubbard-Modelle durchgefiihrt, die aus den ,,rohen*
QMC-Daten auf der imagindren Zeitachse durch analytische Fortsetzung auf die reel-
le Frequenzachse gewonnen werden konnten. Dabei kam zusédtzlich das Verfahren der
maximalen Entropie zum Einsatz, welches derzeit bei der numerischen Berechnung von
Spektralfunktionen die groftmaogliche Auflésung bietet. Diese exakten QMC-Ergebnisse
wurden schliefilich den Aussagen von verschiedenen analytischen N&herungsverfahren
gegeniibergestellt, wie z.B. der antiferromagnetischen Hartree-Fock-N&herung, der loka-
len Singulett-Naherung oder der Random-Phase-Approzimation. Dadurch konnten die
QMC-Daten zum Teil quantitativ wiedergegeben und so ein grundlegendes Verstindnis

der Ergebnisse erreicht werden.

Die Eigenschaften des Hubbard-Modells zwischen einer und zwei Dimensionen wurde
durch die Analyse von zwei gekoppelten Hubbard-Ketten im Ein-Band-Modell beleuch-
tet. Dieses Leitersystem stellt den ersten Schritt in Richtung zu zwei Dimensionen dar
und ist somit von besonderem theoretischen Interesse. Bei Halbfiillung wurde dabei

ein Ubergang zwischen einem Vier-Band-Isolator bei kleinen Werten der Kopplung

109
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t | S 2t zu einem Zwei-Band-Isolator bei grolen Werten der Kopplung ¢, < 2t beobach-
tet [69]. Dieser manifestierte sich auSer in der spektralen Dichte A(k,w) vor allem in
der Spin-Spin-Korrelationsldnge parallel zu den Ketten. Fiir grofle Kopplungen verhal-
ten sich die einzelnen Sprossen nahezu unabhingig voneinander, wodurch eine kleine
Korrelationsldnge zustande kommt. Die Leitersysteme konnten somit in diesem Be-
reich durch eine lokale Singulett-Nidherung beschrieben werden, bei der das Hiipfen ¢
parallel zu den Ketten stérungstheoretisch behandelt wurde. Mit Hilfe dieser Né&he-
rung lieflen sich die exakten QMC-Daten der spektralen Dichte sowie der Spin- und
Ladungssuszeptibilitit in zum Teil quantitativer Ubereinstimmung reproduzieren. Die
spektrale Dichte A(E, w) enthalt dabei jeweils ein cosinus-formiges Band in beiden k| -
Kanilen, welches den grofiten Anteil des spektralen Gewichtes tragt. Dieses entsteht
durch einen Einteilchen-Zustand an einer einzelnen Sprosse, die in Richtung der Ketten
delokalisiert ist. Die Spin- und Ladungssuszeptibilitéit besitzt entsprechend dem lokalen
Singulett-Bild nahezu kein spektrales Gewicht im ¢, = 0-Kanal. Der ¢, = w-Kanal der
Spin-Response-Funktion besteht im Gegensatz dazu aus einer deutlich ausgeprigten
Magnon-Mode, d.h. der Propagation eines Spin-Triplett-Zustandes durch den Spin-
Singulett-Hintergrund. Die Ladungs-Response-Funktion beinhaltet fiir ¢, = 7 eine
dispersionslose Mode, die einer Ladungsanregung an einer Sprosse entspricht, und eine
band&hnliche Struktur mit geringem spektralem Gewicht, die durch Teilchen-Loch-

Anregungen zustande kommt.

Bei einer kleinen Kopplung ¢ | < 2t ist die Spin-Spin-Korrelation grofl genug, so daf sich
das Leitersystem durch einen langreichweitigen Antiferromagneten annihern 1a8t. Dies
fiihrte zur Anwendung der Spin-Dichte-Welle-Theorie, die sowohl die dynamischen Ein-
und Zweiteilchen-Spektren in qualitativer Ubereinstimmung mit den QMC/MaxEnt-
Ergebnis reproduzieren konnte. Die spektrale Dichte zeigte sowohl im bindenden als
auch im antibindenden Kanal zwei Bénder (jeweils im Photoemissions- und inversen
Photoemissionsbereich), die durch eine Energieliicke voneinander getrennt sind. Ferner
war insbesondere bei £ = 0 und £ = 7 eine weitere Aufspaltung dieser Binder in den
QMC-Daten zu erkennen, die auf einen sog. spin-wave-shake-off-Effekt hinweist und

somit das Zugrundeliegen einer Spin-Dichte-Welle untermauert.

Das Bild der lokalen Singulett-Niherung lieff sich im Fall grofer Kopplung t, < 2t
ebenso bei Dotierung anwenden. Es wurde gezeigt, dafl die effektive Bandstruktur der
spektralen Dichte bei einer Dotierung von einem Loch quantitativ durch diese sog.

Local-Rung-Approximation beschrieben werden kann. Ferner konnten die daraus erwar-
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teten lokalen Ladungs- bzw. Spinanregungen in der Spin- und Ladungssuszeptibilitit
im ¢, = m-Kanal beobachtet werden. Im Gegensatz zum halbgefiillten Fall enthéalt
der q; = 0-Kanal der Ladungs-Response-Funktion zudem eine deutlich ausgeprégte,

gaplose Mode, die den Ubergang vom Metall zum Isolator signalisiert.

Zusatzlich wurde bei einer mittleren Dotierung von (n) = 0.875 und einer fiir die expe-
rimentell realisierbaren Leitersysteme relevanten isotropen Kopplung von ¢, =t simu-
liert. Die spektrale Dichte A(l;, w) zeigte hier zwei wesentliche Merkmale: Erstens einen
mehrere ¢ breiten inkohdrenten Hintergrund, der in analoger Form bereits in ein- und
zweidimensionalen Systemen beobachtet wurde, und zweitens eine quasiteilchen-ahnli-
che Struktur, die mit Hilfe der Slave-Boson-Mean-Field-Methode wiedergeben werden
konnte. Ferner war der reminiszente Charakter einer Spin-Dichte-Welle und der daraus
resultierende spin-wave-shake-off-Effekt zu erkennen. Die wesentlichen Eigenschaften
der Ladungssuszeptibilitdt bei diesem Parametersatz konnten desweiteren durch eine
Random-Phase-Approzimation (RPA) beschrieben werden. Im Gegensatz dazu ergaben
sich im entsprechenden Spinkanal Anzeichen fiir das Auftreten eines Spingaps, welches
durch die RPA-Naherung nicht wiedergegeben werden kann. Ferner konnte durch den
Einsatz eines komplexen, grolkanonischen QMC-Algorithmus bei dem gleichen isotro-
pen Parametersatz zusétzlich eine sorgfiltige finite-size-Studie der superfluiden Dichte
durchgefiihrt werden. Dieses komplexe QMC-Verfahren erlaubt die direkte Berechnung
der superfluiden Dichte in Abhéingigkeit von der Temperatur, und zwar ohne Ein-
schrinkung auf bestimmte Symmetriekanéle und ohne Vernachléssigung von Retardie-
rungseffekten. Dabei wurde jedoch kein Hinweis auf einen Kosterlitz-Thouless-artigen

Ubergang bei Temperaturen bis zu kgT/t = 0.1 gefunden.

Schliefllich wurde die Natur des Einteilchen-Hiipfens zwischen zwei gekoppelten Hub-
bard-Ketten ausfiihrlich untersucht [97]. Hier fanden drei verschiedene ,Diagnostic
Operators“ Anwendung, die den Nachweis von sog. inkohédrentem Einteilchen-Hiipfen
senkrecht zu den Ketten ermoglichen. Im Gegensatz zu Ergebnissen im tJ-Modell ist
die Frage nach der Integrabilitit des Systems hier nicht relevant fiir kohdrentes Ver-
halten. Vielmehr wurde im System aus gekoppelten Hubbard-Ketten mit zusétzlicher,
langerreichweitiger Coulomb-Wechselwirkung erstmals das Auftreten von inkohéren-
tem Hiipfen bei Werten der anomalen Dimension von « 2 0.5 eindeutig nachgewiesen.
Diese Entdeckung hat tiefgreifende Konsequenzen auf das Verstindnis der Mehrschicht-
Hochtemperatur-Supraleiter, die pro Elementarzelle mehrere gekoppelte CuO,-Ebenen

enthalten, und somit ebenfalls derartiges inkohérentes Hiipfen aufweisen kénnen.



112 KAPITEL 6. ZUSAMMENFASSUNG

Motiviert durch technische Fortschritte und zum Teil widerspriichliche Ergebnisse in
der Literatur wurde das fiir die Hochtemperatur-Supraleiter (HTSL) relevante Drei-
Band-Hubbard-Modell auf das Auftreten von langreichweitiger, supraleitender Ord-
nung (off-diagonal-long-range-order, ODLRO) untersucht und so der Schritt zu zwei
Dimensionen vollzogen. Dabei kam ein Verfahren zur Erzeugung einer optimierten Test-
wellenfunktion zum Einsatz, welches es erstmals ermdglichte, im Drei-Band-Hubbard-
Modell jede relevante Dotierung im Grundzustand mit Hilfe des Projektor-QMC-Ver-
fahrens zu simulieren. Trotz des Vorzeichenproblems erlaubte diese Methode fiir einen
Parametersatz, der konsistent die Normalzustandseigenschaften der HTSL wiederge-
ben kann (Uy/t,a = 6, A/tys = 4), die Analyse von Kristallgittern mit bis zu 8 x 8-

Einheitszellen.

In diesen Systemen wurden die Paar-Paar-Korrelationsfunktionen im s-Wellen-, im er-
weiterten s*-Wellen- und im d-Wellen-Kanal in Abhéngigkeit von der Dotierung bei
T = 0 untersucht und die dabei auftretenden finite-size-Effekte studiert. Wihrend
bei lokaler s-Wellen-Symmetrie der effektive § = (0, 0)-Wechselwirkungsvertex repulsiv
ist, wurde im extended s*-Wellen- und im d-Wellen-Kanal ein attraktiver Vertex im
Grundzustand gefunden. Dariiberhinaus entspricht im erweiterten s*-Kanal die Dotie-
rungsabhéngigkeit des Vertex den experimentellen Ergebnissen, wobei die im grofika-
nonischen Fall simulierte Temperatur kgT'/t,q = 0.1 noch weit vom Sattigungsbereich

entfernt ist, der durch den 7" = 0 Projektor-Algorithmus erreicht wurde.

Relevant fiir langreichweitige, supraleitende Ordnung (ODLRO) ist jedoch der Wechsel-
wirkungsvertex PYer®*(7) fiir grole Werte von ||, da in dieser Gréfe weniger finite-size-
Effekte zu erwarten sind als in PY™***(g = (0,0)). Obwohl fiir ¥ = (2,2) ein positives
Signal in einem 4 x 4-System bei einer Lochdotierung von (n) ~ 1.3 gefunden wurde,
ergab die Analyse der Abhiingigkeit von PYer***() von der Systemgréfie in simtlichen
betrachteten Symmetriekanélen selbst bei 7' = 0 keinen Hinweis auf langreichweitige
Ordnung. Aus diesen Ergebnissen wird fiir zukiinftige Forschungsaktivitdten deutlich,
daf fiir die endgiiltige theoretische Beschreibung der HTSL zusétzliche Mechanismen
notwendig sind, die im topologisch bereits korrektem Drei-Band-Hubbard-Modell nicht
beriicksichtigt sind.



Anhang A

Die Hubbard-Kette mit zwei

Platzen

In diesem Anhang soll explizit ein Hamiltonoperator fiir zwei Gitterplitze (einer ein-
zelnen Sprosse im System von gekoppelten Hubbard-Ketten) mit einer lokalen Wech-

selwirkung U und einem Hiipfen ¢, berechnet werden. Der Hamiltonoperator ist dabei
gegeben durch (siehe Gl. 3.21)

HiSprosse =—t, Z(c;{laci,% +h.e)+U Z i 1T - (A.1)
o A
Pro Platz sind vier Zustande (|0), [1), |}) und |[f])) moglich, so dafl insgesamt 16
verschiedene Eigenzustdnde existieren. Da dieser Hamiltonoperator jedoch sowohl die
Teilchenzahlen N; und N, den Gesamtspin 52 als auch den Gesamtimpuls k| erhilt,
ist es sinnvoll, innerhalb dieser Unterrdume zu diagonalisieren. Beispielsweise sind fiir
N; =1, N, = 1 (Halbfiillung), (S?) = 0 und k;, = 0 folgende Zustéinde méoglich:

1

S

2
1
@) = E(H,U—H,T))- (A.3)

In diesem Unterraum 148t sich der Hamiltonoperator als 2 x 2-Matrix schreiben:

U -2t
Sprosse . L
Hz',NT:LNL:L(s”'%:o,kL:o - ( _ot, 0 > . (A.4)
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Nr. | (N) | Energie (S?) | Impuls %k, | Zustand
0. 0 |Ey=0 0 ki =0 | |¥) = |vac)
L| 1 |E=t 3 ki=m | |¥)=25(0,1)—[1,0)
2.| 1 |E=—t, : ki=0 | |%)=2(0,1)+][10))
3. 1 |Bs=t, s ki=m | %) =7(0,4)—[1,0)
4.1 1 | By=—t, 3 ki=0 || =7(0,4)+,0)
5. 2 | Es=E, 0 k=0 |[¥)=x (|N, 0) + [0, 1)
Lo (11, 0) = 14, 1))
6. 2 |B=U 0 | ki=m ||¥)=>5(1,0)0—10,1))
.| 2 | B =0 o0 | ki=n | [U) =41
.| 2 |Bs=0 2 | ki=r |19 =F(ND L)
9. 2 | Ey=0 2 ki=m | |[¥) =111
10.| 2 |Epw=E, 0 kL, =0 [T10) = 5 (|14, 0) +10, 1)+
B (11, 1) = [, 1))
.| 3 |BEy=U+t,| 3 ki=0 | [Tu) =5 (|11 +[1,1)
12.| 3 |Bp=U—t,| 3 ki=m | |[2) =5 (11— [1,1)
13.| 3 |Ey=U+t | 3 ki=0 | |¥s) =5 (L0 + 1)
14| 3 |Bu=U—t,| 3 | ki=r |[Tu) =201 — 1)
15.| 4 | Eyy=2U 0 k. =0 1U5) = |11, 1)

Tabelle A.1: Sémtliche 16 Eigenzusténde das Hamiltonoperators H, "¢ (siche GI. A.1).

Hieraus folgen die exakten Eigenenergien,

1
Eup = 3 (U FYU?+ 16@) : (A.5)

und die entsprechenden Eigenzusténde dieses Hamiltonoperators:
1 E,
W) = 5 (ITh 0+ 10,10 + 2 (1) = 1L 1), (A.6)
E,
(0 =1L 1), (A7)

W) = - (11,00 +10,10) +
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mit den Normierungsfaktoren N,j = /2 + EZ,/2t3. Auf diese Weise lassen sich samt-
liche 16 Eigenzustinde von H. P berechnen. Diese sind in Tabelle A.1 mit den ent-

sprechenden Werten von (S2) und k, aufgelistet.



Anhang B

Die Spinsuszeptibilitat in
LRA-Naherung

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, wie innerhalb der lokalen Singulett-N&herung
(t, > t) die Dispersion der Spin-Response-Funktion x,(¢,w) fiir den halbgefiillten Fall
berechnet werden kann. Dies soll analog zur Berechnung der Einteilchen-Dispersion
A(K,w) (siehe Abschnitt 3.1.3) erfolgen, d.h. der Gesamthamiltonoperator H wird in
den Sprossenanteil Hy und den Wechselwirkungsanteil H; zerlegt (siehe Gl. 3.26 und
Gl. 3.27), wobei H, exakt und H; stérungstheoretisch behandelt wird. Somit muf} die
Energiedifferenz des Grundzustandes [¢g) (Gl. 3.23) mit dem ersten Anregungszustand
|ths—1(q)) im Spinkanal gebildet werden. Wie in Abb. 3.9 zu erkennen ist, findet dieser
Ubergang im ¢, = m-Kanal zwischen dem S = 0-Grundzustand und dem dreifach ent-
arteten S = 1-Anregungszustand bei gleicher Teilchenzahl statt. Die drei entarteten
Anregungszustinde sind in Tabelle A.1 mit |¥;), |¥s) und |¥y) bezeichnet. Ohne Be-
schrankung der Allgemeinheit wird hier nur der Zustand |¥g) = (|1, 1) + |4, 1))/v/2 be-
trachtet. Analog zu GI. 3.25 148t sich daraus ein translationsinvarianter Bloch-Zustand
bilden:

|w.5' 1 Lzzlezqew \/_ZQquSl |52> |\IJ8>Z|SL> (B].)

Die Energien der beiden Zustdnde im ungestérten Fall sind dabei:

Ey = <¢0|H0|¢0> =L-E,, (B-2>
Es—1 = (Ys=1(9)|Ho|ps=1(q)) = (L — 1)E,. (B.3)
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Allerdings verschwindet in diesem Fall die Korrektur in 1. Ordnung exakt, d.h.

(Yol Hr|wo) = (¥s=1(q)|H|¥bs=1(q)) = 0. (B.4)

Um die Dispersion trotzdem berechnen zu kénnen, ist Storungsrechnung in 2. Ordnung
notwendig. Dabei sind die Korrekturen der beiden Energien Fy und Fs_; in 2. Ordnung
gegeben durch (siehe z.B. [109]):

Hiyly;
Eé2) _ Z|¢0| I|§>|’ (B‘5)
1#0 0
1) | Hila) "
E(2_) _ |<¢S 1(Q)| I\Yi ' B6
2= 3 T (8B.6)

Im zweiten Fall (Eézz)l) ist eigentlich entartete Storungsrechnung in zweiter Ordnung
notwendig. Aufgrund der Symmetrie des Hamiltonoperators H ist jedoch bekannt, daf
g und S, ,gute” Quantenzahlen sind. Es ist somit ausreichend, die Summation in GI.

B.6 nur fiir S, = 0 und bei festem g durchzufiihren.

Zur Berechnung der Korrekturen Eé2) und Eg:)l werden folgende Matrixelemente be-

notigt:
(aley 4| ¥1n) Ar, (Talc] 21¥s) = FA,
(Waler | Wr2) = Fo, (P, |C1 ot Pa) = Ay,
(Tsley o Tn) = 3, (Ws |C1,2T|‘I’3> = 5
(Tsley 94| P12) = 3, (Usle] o[ Ty) = 1.

Dabei ist A;5 = (1 F Ey/2t1)/\/2N,, ansonsten sind die Bezeichnungen identisch zu
Anhang A. Die Zustédnde, iiber die in Gl. B.5 und GI. B.6 summiert werden soll, werden

folgendermaflen bezeichnet:

|é; m, m'> = |Sl> Ce |\Pm>l|\ym’>(£+1) Ce SL>,
|£, m, m'; £I> |Sl> N |\Ilg>el e |\Ilm>g|qul>(l+1) RN SL>,

mit £ # ¢ und ¢ # ¢’ —1. Die weitere Berechnung von EO fiihrt schliellich auf folgende
Matrixelemente (fiir den Spin-up Anteil des Hamiltonoperators H;):
(ol H716;3,12) = (YolH{|(;12,3) = —2tA1 Ay, (B.7)
(ol HJ|0;4,11) = (ho| H}|0;11,4) = 2t A, Ay. (B.8)
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Die Energien der entsprechenden Zusténde sind dabei

(0;3,12|Ho|0;3,12) = (¢;12,3|H,|¢;12,3) = (L — 2)E, + U, (B.9)
(64, 11]Ho|6:4,11) = (6:11,4|Ho|t:11,4) = (L — 2)E, + U. (B.10)

Durch Einsetzen in Gl. B.5 folgt somit insgesamt:

B = 2 L4 LE ft;(i(ih;g +U)
Spin a a
_ 32WL(AiAy)* L <1 - Eg/m)? (B.11)
2E, — U E,—U/2 \1+ E2/4t, '

Um die entsprechende Korrektur Eg:)l zu berechnen, sind die Matrixelemente des

Storoperators Hy von dem in Gl. B.1 implizit definierten Zustand |¢)s—; mit |¢;m, m’)

und |[¢; m, m’; ¢') notwendig. Fiir die von Null verschiedenen Matrixelemente gilt:

s (QHT|;3,11) = s (0|HJ|0511,3) = —tAy (600 — Oppr1), (B.12)
s (L|HF|0;4,12) = s (O H0;12,4) = tAy(60p — Oppry1),  (B.13)
sei (L H|0;3,12,0") = sy (0|HJ|0;12,3; ") = —2t Ay Agby g, (B.14)
sor (O HT|O; 4,11 0" = sy (0| HT|0; 11,45 0") = 2t Ay Agbypn. (B.15)
Fiir die entsprechenden Matrixelemente mit |¢s—1(q)) folgt somit:
Vs (q)|HI|0';3,11) = e—“ﬂ _(0|HT|'; 3,11
VL
=1
]_ ! ; !
— ﬁ ( 7qu( tA )_|_ efzq(l +1)tA1)
LAY iy i
= e e/ 25in(q/2) (B.16)
VL ’
2tAy oy
(s (@IH]IE54,12) = = e e 1Rsin(q)2), (B.17)
A Ay
(Ys=1(q)|H}|€;3,12;0") = —%6‘“" , (B.18)
A Ay .
(o1 ()| HI|E;4,11507) = —=Ze 0" (B.19)

VL

Die weiteren vier Matrixelemente, die durch Vertauschen von 3 < 11, 4 < 12, 3 «<
12 und 4 <+ 11 entstehen, besitzen jeweils die identischen Werte. Die Energien der
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Zustande [¢'; m;m'; ") sind zudem gegeben durch

(0':3,12; 0"|Hy|l'; 3,12; 0"y = (¢';4,11;¢"|Ho|l';4,11;¢"y = (L — 3)E, + U,
(03, 11|Ho|¢';3,11) = (L —2)E, +U +2¢,,
(0';4,12|Hy|l';4,12) = (L—2)E,+U —2t,.

Durch Einsetzen dieser Ergebnisse in Gl. B.6 folgt fiir die Energiekorrektur Eg:)l:

412 sin®(q/2 A3 A3
Eg?)l — 4 sin”(q/2) - 1_ + 2
L E,—U-2t, E,—-U+2t,

4t2(A1A2)2
+2(L — 2)m
A2 A2 32t*(L — 2)(A1A,)?
122 1 2
= —16t7sin"(g/2) <Eb T2t By 2m) 2B =0

(B.20)

Mit dem Ergebnis von E(§2) (Gl. B.11) ergibt sich schlieflich fiir die Dispersion wgpin(q)
der Spinsuszeptibilitét:

6412( A1 A,)? Y A2 A2
B WMA) 6y 9 .
2F, — U sin’(q/2) Byt ot B, —ot,

(Spin—Dispersion der LRA —Naherung)

wSpin(Q) = _Ea

Im Heisenberg-Limes, U > t,t,, folgt fiir diese Dispersion mit E, ~ —4t> /U = —J |,
J=4t2/U, E, ~ U und A5 ~ F3:

wspin(q) — Ji +Jcos(q) fiurU >t >t (B.21)

Dieses Ergebnis stimmt mit dem Resultat von T. Barnes et al. [74] fiir zwei gekoppelte

Heisenberg-Ketten iiberein.



Anhang C

Die Darstellung von P 5(E) durch
die spektrale Dichte

Im folgenden soll gezeigt werden, wie die Wahrscheinlichkeit Py 5(7), die in Gl. 4.27 des
Abschnittes 4.4.2 definiert wird, durch die spektrale Dichte A(k,k,,w) ausgedriickt
werden kann. Die Spinindizes werden dabei aus Griinden der Ubersichtlichkeit weg-
gelassen. Durch Einsetzen der entsprechenden Fermionenoperatoren im Impulsraum,
Cho = (Cr1 + cr2)/V2 und g = (ck1 — cr2)/V/2, in Gl 4.27 folgt

1 2

Piy(1) = |<Ck,(1,2) (T>C;rc,1>|2 = ‘5 (<Ck,(1,2) (T>C;rg,1> + <Ck,(2,1)(7'>c;rc,2>)

1
= |G (un(ekg + cup(TIehn £ cun(r)cho £ cup(r)el ot

2

c0(T)Cho = Co(T)Chr F Cin(T)cho £ € a(T)ch 1)

2

= 7 |(euo(eko £ eualr)el ) (C.1)
Der erste Term des letzten Ausdrucks l&8t sich folgendermaflen schreiben:
(cro(T)eko) = - Z e 7B (nfey, o(7)Im) (mlcf oln)
— 2 nz,r:n efﬁEneirEnefirEm |< m> |27
(C.2)

wobei Z die Zustandssumme und |n) bzw. |m) vollstandige Sétze von Eigenfunktionen

des Hamiltonoperators H mit den entsprechenden Eigenwerten E, bzw. E,, sind. Die
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Fourier-Transformation in den w-Raum fiihrt zu
/000 eiw<ck 0(7')0;2 0)dT
= G T e oy )
= 5 2 I{nlewolm) o6 (& — (B — Bw). (C:3)
Ferner ist die spektralen Dichte A(k, k,,w) in Lehmann-Darstellung gegeben durch
Ak, by w) = %nzn; [(nlex e, |m)%e PP (14 e77) 6 (w — (Bm — En)),  (C.4)

wobei k; = 0 und k&, = 7 fiir den bindenden und antibindenden Kanal stehen. Der

Vergleich mit dem Ergebnis aus Gl. C.3 fiihrt zu

© iwr A(k’ O’ w)
fg e <Ck’0(T)C;2’O>dT = Ww (C5)
oder k.0,
w —iwT
(crolT Cko =3 /Oo oot dw. (C.6)

Das Einsetzen dieser Gleichung und des entsprechenden Ausdrucks fiir k&, = 7 in GI.

C.1 fiithrt zur Fourier-Transformierte von P »(7):

Pio(E) = /°° e'P P (r)dr

Aj2(k,w) Ag 2(k,w")
d / d / d I z (E—w+w')r 11,2\, ) ) , )
/ T w w'e [t o Bo 1iebw (C.7)

mit
1
Aio(k,w) = 5 (A(k, kL =0,w) £ Ak, kL =mw)). (C.8)

Durch Entwicklung des Integrals [ dr a8t sich die Grofle Py »(E) schliefilich als Faltung

von Spektralfunktionen schreiben:

/ A12 k w Al Q(k w — E)
4 o 1+eB 1+4e —Blw—E)
(Darstellung von Pj o(E) durch die spektrale Dichte)

P]_2 dw. (Cg)
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