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Einleitung
Seit der Einf�uhrung im Jahr 1963 [1, 2] ist dasHubbard-Modell von hohem Interesse zur Beschrei-bung von stark korrelierten Fermionensystemen. Ins-besondere durch die Entdeckung der Hochtemperatur-Supraleiter (HTSL) durch G. Bednorz und K.A. M�ul-ler [3] vor bereits 10 Jahren wurde dieses Modell Ge-genstand von weltweiter Forschungsaktivit�at und giltheute als der vielversprechendste Ansatz, der zu ei-nem mikroskopischen Verst�andnis der HTSL f�uhrenkann. Die Relevanz des Hubbard-Modells f�ur diekeramischen Supraleiter wird bereits durch die un-gew�ohnlichen normalleitenden Eigenschaften dieserKupferoxid-Verbindungen unterst�utzt, die auf ein Ma-terial mit starken, elektronischen Wechselwirkungenhinweisen [4].
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Abb. 1.1: Die Kristallstruk-tur von YBa2Cu3O7�x, einemHTSL mit Tc � 92K bei opti-maler Dotierung.Als prim�ar verantwortlich f�ur die entscheidenden physikalischen Eigenschaften dieserMaterialien k�onnen die CuO2-Schichten angesehen werden, die allen HTSL gemein-sam sind. Abb. 1.1 zeigt den atomaren Aufbau von YBa2Cu3O7�x, einem typischenVertreter der Hoch-Tc's mit einer �Ubergangstemperatur von Tc � 92K bei optimalerDotierung [5]. Die Kristallstruktur enth�alt zwei CuO2-Ebenen pro Einheitszelle, diedurch Yttrium-Ionen voneinander getrennt sind. Diese Schichtstruktur f�uhrt zu einerstarken Anisotropie, die sich in den Transportgr�o�en - z.B. der Leitf�ahigkeit - deutlichwiderspiegelt. Zur Beschreibung dieser Systeme wurden daher meist zweidimensionale(2D) Hubbard-Modelle, wie z.B. das 2D-Ein-Band-Modell [4] oder das 2D-Drei-Band-bzw. Emery-Modell [6], herangezogen. Diese sind allerdings nicht exakt l�osbar, vor al-5



6 Einleitunglem konnte deren Fl�ussigkeitsverhalten (Fermi- bzw. Luttinger-Fl�ussigkeit) bisher nichtendg�ultig gekl�art werden.Bereits in einer Dimension weicht die Physik des Ein-Band-Hubbard-Modells erheb-lich von einer gew�ohnlichen Fermi-Fl�ussigkeit ab. Das mit Hilfe des Bethe-Ansatzes ineiner Dimension exakt l�osbare Modell [7] besitzt keine quasiteilchen-artigen elementa-ren Anregungen in der N�ahe der Fermikante. Stattdessen wird die niederenergetischePhysik durch kollektive Moden beschrieben, d.h. durch langwellige Fluktuationen derSpin- oder Ladungsdichte. Das Spektrum besteht schlie�lich aus spinlosen Ladungs-anregungen und Spin-12-Anregungen, die keine Ladung tragen. Diese Spin- und La-dungsfreiheitsgrade breiten sich mit unterschiedlichen Geschwindigkeiten unabh�angigvoneinander aus (Spin-Ladungs-Trennung). Die Asymptotik, d.h. das langreichweiti-ge Verhalten der Spin- und Ladungskorrelationsfunktionen, l�a�t sich mit Hilfe vonBosonisierungstechniken und des Bethe-Ansatzes berechnen und zeigt potenzartigesVerhalten, welches von einem einzelnen Parameter K� bestimmt wird [8, 9]. Die nie-derenergetischen Anregungen dieses Systems sind identisch zu den Eigenschaften desTomonaga-Luttinger-Modells zur Beschreibung einer sog. "Luttinger-Fl�ussigkeit\. Die-ses Modell ist mit Hilfe der Bosonisierung exakt l�osbar [8, 10], welche zu einem Ha-miltonoperator f�uhrt, in dem die Spin- und Ladungsfreiheitsgrade v�ollig entkoppeltsind.Das entsprechende Szenario in zweidimensionalen Hubbard-Modellen ist, trotz ihrerBedeutung f�ur die Hochtemperatur-Supraleiter, noch weitgehend unklar, vor allem dieFrage, ob das Konzept einer Luttinger-Fl�ussigkeit auf zwei Dimensionen �ubertragbarist. In der vorliegenden Arbeit soll dieser �Ubergang von dem exakt l�osbaren, eindi-mensionalen Fall in das zweidimensionale, physikalisch f�ur die HTSL relevante Sy-stem untersucht werden. Hierzu werden haupts�achlich Systeme von zwei gekoppeltenHubbard-Ketten betrachtet, die in j�ungster Zeit wegen ihrer zus�atzlichen experimentel-len Realisierbarkeit (z.B. in Systemen wie (VO)2P2O7 [11], SrCu2O3 [12] oder LaCuO2:5[13]) weltweit ein hohes Interesse erzeugten. Die Verbindung SrCu2O3 enth�alt beispiels-weise in ihrer Kristallstruktur Leitersysteme aus Kupfer- und Sauersto�atomen, wobeipro Kupferplatz ein freier Elektronenspin vorhanden ist, der �uber die Sauersto�pl�atzedurch eine e�ektive, antiferromagnetische Austauschwechselwirkung an den Spin aufden benachbarten Kupferpl�atzen koppelt [12, 14, 15]. Die einzige bisher bekannte Sub-stanz, die das Dotieren von derartigen gekoppelten Ketten erlaubt, ist die von Z. Hiroiund M. Takano [13] gefundene Verbindung LaCuO2:5. Diese zeigt im dotierten Fall



Einleitung 7jedoch keinen �Ubergang in eine supraleitende Phase, der theoretisch erwartet wurde[16, 17].In einer Reihe von neueren Ver�o�entlichungen wurden zudem Modelle von Leitersyste-men auf die vorerst rein theoretische Frage untersucht, ob das H�upfen zwischen denKetten bei kleiner Kopplung t? koh�arent oder inkoh�arent abl�auft [18{21]. Als Folge ei-ner inkoh�arenten Ketten-Kopplung ist das System nicht in der Lage, durch koh�arentesH�upfen seine Energie abzusenken. Trotzdem ist ein Absenken der Gesamtenergie durchkoh�arente H�upfprozesse von Paaren m�oglich, wodurch eine st�arkere Tendenz zu supra-leitender Paarung erreicht wird [18]. Aufgrund von st�orungstheoretischen Betrachtun-gen kommen D.G. Clarke, S.P. Strong und P.W. Anderson [19, 20] zu dem Schlu�, da�derartige inkoh�arente H�upfprozesse bei Systemen von gekoppelten Luttinger-Fl�ussig-keiten m�oglich sind. In �Ubereinstimmung damit konnte in der vorliegenden Arbeiterstmals ein klarer Hinweis auf inkoh�arentes Verhalten bei Systemen aus gekoppeltenHubbard-Ketten gefunden werden (siehe Abschnitt 4.4). Tri�t die Theorie von P.W.Anderson [22] zu, die das Auftreten von Luttinger-Fl�ussigkeitseigenschaften in zwei-dimensionalen Systemen vorhersagt, so kann dieses inkoh�arente Einteilchen-H�upfenein m�ogliches Szenario f�ur die hohen Sprungtemperaturen von HTSL sein, die mehrereCuO2-Ebenen pro Elementarzelle besitzen. Systeme aus gekoppelten Ketten sind somitein erster Schritt zum Verst�andnis von gekoppelten, stark korrelierten Fermionensyste-men, die in den Hoch-Tc-Supraleitern auftreten.Nach einer physikalischen Einf�uhrung und Motivation (Kapitel 1) sollen in einem erstenTeil der vorliegenden Arbeit gekoppelte Hubbard-Ketten sowohl bei Halbf�ullung alsauch bei Dotierung mit Hilfe der numerisch exakten Quanten-Monte-Carlo (QMC)Methode untersucht werden. Das QMC-Verfahren erlaubt im Gegensatz zur exaktenDiagonalisierung die Simulation von gro�en Gittersystemen mit bis zu 300 Pl�atzen.In Verbindung mit dem Verfahren der maximalen Entropie (MaxEnt) ist es zudemm�oglich, komplette Spektren in Abh�angigkeit von der reellen Frequenz zu berechnen.Auf diese Weise l�a�t sich z.B. die Impulsabh�angigkeit der Spektralfunktion A(~k; !)bestimmen, deren Peakstrukturen und -breiten in einer bestimmten N�aherung (Sudden-Approximation) den Maxima (Quasiteilchen-Anregungen) und deren Breiten (inverseLebensdauer) in den experimentellen Photoemissionsdaten entsprechen.Die M�oglichkeit, derartige dynamische Spektren zu berechnen, ist zus�atzlich ein Vor-teil der QMC-Methode gegen�uber dem sog. Dichte-Matrix-Renormierungsgruppen-Ver-fahren, das neben der Beschr�ankung auf quasi-eindimensionale Systeme zumindest



8 Einleitungim gegenw�artigen Stand der Entwicklung keine Berechnung von dynamischen Gr�o�enzul�a�t. Mit Hilfe der Kombination QMC/MaxEnt konnten somit erstmals sowohl Ein-teilchen- als auch Zweiteilchen-Spektren von gekoppelten Hubbard-Ketten berechnetwerden.Der erste Teil der vorliegenden Arbeit ist dabei folgenderma�en gegliedert: In Kapitel2 werden zuerst die verwendeten numerischen Methoden vorgestellt. Dabei enth�alt Ab-schnitt 2.1 und 2.2 eine ausf�uhrliche Darstellung des QMC-Algorithmus mit Hinweisenauf eine e�ziente numerische Implementierung, w�ahrend in Abschnitt 2.3 das Prinzipder analytischen Fortsetzung mit Hilfe des Verfahrens der maximalen Entropie erl�autertwird. In Kapitel 3 wird auf die Physik von gekoppelten Hubbard-Ketten bei Halbf�ullungeingegangen, wobei zwischen verschiedenen Kopplungsst�arken t? unterschieden wird.Zudem werden die Ergebnisse der QMC-Rechnung jeweils durch einfache, analytischeBilder, wie z.B. die Spin-Dichte-Welle-N�aherung, die Random-Phase-Approximation(RPA) und die lokale Singulett-N�aherung, erkl�art und veranschaulicht.Kapitel 4 besch�aftigt sich schlie�lich mit gekoppelten Hubbard-Ketten bei Dotierung.Die spektralen Eigenschaften bei kleiner (Abschnitt 4.1) und mittlerer Dotierung (Ab-schnitt 4.2) k�onnen dabei wieder durch einfache Bilder (RPA, Slave-Boson-Mean-Field-Berechnung und lokale Singulett-N�aherung) verstanden werden. In Abschnitt 4.3 wirddas Leitersystem f�ur einen physikalisch relevanten Parametersatz auf das Auftretenvon supraleitender Ordnung untersucht, w�ahrend Abschnitt 4.4 sich schlie�lich mit derFrage nach koh�arentem und inkoh�arentem Einteilchen-H�upfen bei kleiner Kopplungt? � t besch�aftigt.Im zweiten Teil der Arbeit soll der �Ubergang zu zwei Dimensionen vollzogen werden.In einer Reihe von Ver�o�entlichungen von G. Dopf et al. [23{26] wurde gezeigt, da�das 2D-Drei-Band-Hubbard-Modell mit Hilfe eines universellen Parametersatzes einbreites Spektrum von Normalzustandseigenschaften in zum Teil quantitativer �Uberein-stimmung mit dem Experiment reproduzieren kann. Dar�uber hinaus konnte eine at-traktive Paarwechselwirkung im erweiterten s�-Kanal nachgewiesen werden, die das imExperiment beobachtete Dotierungsverhalten besitzt [25]. Jedoch wurde von G. Dopfet al. [24] kein Hinweis auf langreichweitige, supraleitende Ordnung (o�-diagonal-long-range-order, ODLRO) gefunden. Dieses Ergebnis konnte von F.F. Assaad et al. [27]durch Berechnung der Flu�quantisierung bei der Temperatur T = 0 und der Ableitungder super
uiden Dichte nach der Temperatur (T > 0) best�atigt werden.



Einleitung 9Motiviert durch technische Fortschritte im T = 0 Projektor-QMC-Formalismus unddurch zu fr�uheren Untersuchungen widerspr�uchliche Ver�o�entlichungen von K. Kurokiund H. Aoki [28], die Hinweise auf eine langreichweitige, supraleitende Ordnung imdx2�y2-Kanal �nden, wird beim �Ubergang auf zwei Dimensionen die zentrale Frage nachder Supraleitung (ODLRO) im 2D-Drei-Band-Modell untersucht (Kapitel 5). Dabeikommt ein f�ur die Projektor-QMC-Methode entwickeltes Verfahren einer optimiertenTestwellenfunktion zum Einsatz, welches trotz des Vorzeichenproblems die Simulationvon s�amtlichen Dotierungen in Systemgr�o�en bis zu 8� 8 Einheitszellen erlaubt (sieheauch Abschnitt 2.2.5).Eine Zusammenfassung in Kapitel 6 rundet schlie�lich die Arbeit ab.



Kapitel 1
Einf�uhrung und Motivation
1.1 Die Physik von gekoppelten KettenSysteme von gekoppelten Ketten sind in Ma-terialien wie z.B. (VO)2P2O7 [11], SrCu2O3[12] oder LaCuO2:5 [13] realisiert. Abb. 1.2zeigt die aus V4+-Ionen bestehenden Kettender Verbindung (VO)2P2O7. Die V4+-Ionenbesitzen eine [Ar]4s-Elektronenkon�gurationund somit einen Gesamtspin S = 12 . DieKopplung dieser Spins �uber die Sauerstof-�onen f�uhrt zu einer e�ektiven, antiferro-magnetischen Wechselwirkung, so da� sichdas Kettensystem mit Hilfe eines Heisenberg-Modells beschreiben l�a�t. Das Anpassen dermagnetischen Suszeptibilit�at des Heisenberg-Modells zweier gekoppelter Ketten, mit ei-ner Wechselwirkung Jk innerhalb der Kettenund einer Wechselwirkung J? senkrecht zuden Ketten, an die experimentell gemesse-ne Suszeptibilit�at von (VO)2P2O7 f�uhrt zuKopplungsst�arken von Jk = 7:76 meV undJ? = 7:82 meV [29]. Diese Parameterwerte

x

y

Vanadium

Sauerstoff

Abb. 1.2: Das System aus gekoppeltenKetten von Sauersto�- und Vanadiumio-nen der Verbindung (VO)2P2O7, entnom-men aus [11].10



1.1. Die Physik von gekoppelten Ketten 11entsprechen einem Singulett-Triplett-Spingap von �EHeisenbergs = 3:94 meV [29], wel-ches experimentell mit Hilfe von inelastischer Neutronenstreuung an (VO)2P2O7 be-st�atigt wurde (�EExperiments = 3:7� 0:2 meV, [30]).Vor einem Jahr gelang es Z. Hiroi und M. Takano [13] zum ersten Mal, die aus gekop-pelten Cu-O-Ketten bestehende Substanz LaCuO2:5 durch Substitution der La3+-Ionenmit Sr2+ zu dotieren. Das dotierte System zeigt experimentell die theoretisch erwarteteReduzierung des Spingaps [31], es wurde jedoch kein �Ubergang in eine supraleitendePhase bei tiefen Temperaturen gefunden, der ebenfalls theoretisch vorhergesagt wurde(siehe z.B. [16, 17]). Eine m�ogliche Ursache f�ur das Fehlen des supraleitenden �Uber-gangs wird beim Betrachten der Kristallstruktur (Abb. 1.3) deutlich: Der r�aumlicheAbstand zwischen den Kupfer- und Sauersto�onen zwischen zwei Leitern ist lediglichgeringf�ugig gr�o�er als der entsprechende Abstand innerhalb der beiden Ketten. Diesf�uhrt zu einer nicht unbedeutenden dreidimensionalen Kopplung, die den �Ubergang indie supraleitende Phase verhindern kann.
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cAbb. 1.3: Kristallstruktur von LaCuO2:5, entnommen aus [13]. Deutlich erkennbar sind diegekoppelten Ketten aus Kupfer- und Sauersto�onen.



12 Kapitel 1. Einf�uhrung und MotivationZur Beschreibung derartiger Systeme bieten sich verschiedene Modelle an. Wie bereitserw�ahnt, kann bei Halbf�ullung das Heisenberg-Modell herangezogen werden. In Er-weiterung dessen ber�ucksichtigt das f�ur den dotierten Fall relevante tJ-Modell zus�atz-lich H�upfprozesse zwischen benachbarten Pl�atzen. Beide Modelle erlauben jedoch kei-ne Doppelbesetzung der Gitterpl�atze und k�onnen so als Grenzfall des allgemeinerenHubbard-Modells f�ur unendlich hohe lokale Coulomb-Absto�ung angesehen werden. Indieser Arbeit soll daher ausschlie�lich das realistischere Hubbard-Modell zur Beschrei-bung der Leitersysteme herangezogen werden.1.2 Das Ein-Band-Hubbard-ModellDer Hamiltonoperator des Ein-Band-Hubbard-Modells in beliebiger Geometrie mit reinlokaler Wechselwirkung l�a�t sich in zweiter Quantisierung folgenderma�en schreiben:H = �Xij;� �tijcyi�cj� + h:c:�+ UXi ni"ni#: (1.1)Dabei l�auft die Summe i und j jeweils �uber alle N Gitterpl�atze, ci� bzw. cyi� sind dieFermionenerzeuger bzw. -vernichter am Platz i mit Spin �, ni� = cyi�ci� ist der lokaleDichte-Operator und tij das H�upfmatrixelement zwischen den Pl�atzen i und j. Durchdie lokale Coulomb-Wechselwirkung U liegt ein System aus korrelierten Fermionenvor, welches keine einfache L�osung in Form einer Slater-Determinante besitzt. F�ureine Leiter aus zwei gekoppelte Ketten der L�ange L wird zur Vereinfachung folgendeNotation verwendet:H = �tXi;��(cyi;��ci+1;�� + h:c:)� t?Xi;� (cyi;1�ci;2� + h:c:)+UXi� ni;�"ni;�# + RXr=1VrXi� (ni;�" + ni;�#)(ni+r;�" + ni+r;�#): (1.2)Dabei numeriert � = 1; 2 die beiden Ketten und i = 1 : : : L die Leitersprossen, t istdas H�upfmatrixelement innerhalb der Ketten und t? die St�arke der Kopplung zwischenden Ketten. Ferner ist ein zus�atzlicher Wechselwirkungsterm proportional zu Vr mitr = 1 : : :R eingef�uhrt, der eine Coulomb-Wechselwirkung der Reichweite R beschreibt(siehe hierzu Abschnitt 4.4). Abb. 1.4 zeigt die verschiedenen H�upfmatrixelemente undWechselwirkungen in der Geometrie des Hamiltonoperators Gl. 1.2.



1.2. Das Ein-Band-Hubbard-Modell 13
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Abb. 1.4: Geometrie von zwei gekoppelten Hubbard-Ketten mit der lokalen WechselwirkungU , der l�angerreichweitigen Wechselwirkung Vr und dem H�upfen parallel (t) und senkrecht(t?) zu den Ketten.In den letzten Jahren wurden zahlreiche Arbeiten ver�o�entlicht, die sich mit der Physikdes Ein-Band-Hubbard-Modells in Leitersystemen besch�aftigen. Zum einen sind hierWeak-coupling Analysen zu nennen, d.h. die Untersuchung der Ketten in Abh�angig-keit von den Parametern t? und U im Limes kleiner Kopplung U , beispielsweise mitHilfe von Renormierungsgruppen-Techniken (siehe z.B. [32{34]). Besonders erw�ahnens-wert ist ein von L. Balents und M.P.A. Fisher [35] erstelltes Phasendiagramm (sieheAbb. 1.5) im Limes U ! 0+, jedoch f�ur beliebige Werte von t?. Insgesamt sind imWeak-coupling-Bild neun verschiedene Phasen m�oglich: Sowohl im Spin- als auch imLadungskanal k�onnen maximal zwei gaplose Moden auftreten (jeweils f�ur eine der bei-den m�oglichen Impulskomponenten k? = 0 und k? = � senkrecht zu den Ketten). Dieentsprechenden Phasen werden nach Ref. [35] mit CmSn bezeichnet, wobei m = 0; 1; 2f�ur die Anzahl der gaplosen Ladungsmoden und n = 0; 1; 2 f�ur die Zahl der gaplosenSpinmoden steht. Beispielsweise entspricht die Bezeichnung C1S0 einer Phase mit einergaplosen Ladungsmode und einer Energiel�ucke im Spinkanal (Spingap). Von den neun



14 Kapitel 1. Einf�uhrung und Motivationm�oglichen Phasen wurden im Weak-coupling-Limes insgesamt sieben gefunden, die inAbb. 1.5 eingezeichnet sind.
C1S1

2.0

1.0

0.0
0 11/2

C1S1
C0S1

C1S0

C2S1

C1S0

C1S0

C1S2
C2S2

C0S0t  
/t

nAbb. 1.5: Weak-coupling-Phasendiagramm f�ur zwei gekoppelte Hubbard-Ketten im LimesU ! 0+, entnommen aus Ref. [35].Besonders erw�ahnenswert ist hier die Phase C1S0, die in Abb. 1.5 grau unterlegt ist.In diesem Bereich des Phasendiagramms besitzen die gekoppelten Ketten eine einzelnegaplose Ladungsmode und ein endliches Spingap. Das Analogon dieser Phase in einerDimension ist die sog. Luther-Emery-Fl�ussigkeit, die entweder dominante supraleitendeKorrelationsfunktionen (SC) oder Ladungs-Dichte-Wellen (CDW) besitzt (siehe hierzuRef. [36{38]). In diesem Bereich k�onnte somit bei endlichen, realistischen Werten derWechselwirkung U eine supraleitende Phase auftreten.R.M. Noack, S.R. White und D.J. Scalapino untersuchten in einer Reihe von Arbeiten



1.3. Das Drei-Band-Hubbard-Modell 15[16, 31, 39] zwei und mehrere gekoppelte Heisenberg- und Hubbard-Ketten mit Hilfeeines Resonating-valence-bond-Bildes (RVB) und vor allem mit dem Dichte-Matrix-Renormierungsgruppen-Verfahren (DMRG) [40, 41]. F�ur einen realistischen Wert derWechselwirkung U = 8t zeigt sich in der von L. Balents und M.P.A. Fisher [35] be-schriebenen Phase C1S0 tats�achlich das Auftreten eines Spingaps [31] und metallischesVerhalten, d.h. die Abwesenheit einer Ladungsl�ucke [16]. Ferner liegt eine interessan-te Korrelation zwischen der St�arke der supraleitenden Paar-Paar-Korrelationsfunktionund dem Spingap vor [16], die auf das Auftreten einer supraleitenden Phase hin-weist. Die dominante Paar-Paar-Korrelationsfunktion besitzt eine modi�zierte dx2�y2-Symmetrie mit potenzartigem langreichweitigen Verhalten. Inwiefern jedoch, analogzum tJ-Modell [17], wirklich dominante, supraleitende Paarung auftritt, ist noch weit-gehend ungekl�art.1.3 Das Drei-Band-Hubbard-ModellUm den �Ubergang zu zwei Dimensionen zu vollziehen, �ndet schlie�lich das von V.J.Emery [6, 42] vorgeschlagene Drei-Band-Hubbard-Modell in der vorliegenden ArbeitAnwendung. Dieses Modell beinhaltet sowohl die Sauersto� px- und py-Orbitale alsauch die Kupfer dx2�y2-Orbitale der CuO2-Ebenen in den Hochtemperatur-Supraleiternund stellt somit einen realistischen Ansatz zur Beschreibung dieser Materialien dar.In zweiter Quantisierung l�a�t sich der Hamiltonoperator dieses Modells im Lochbildfolgenderma�en schreiben [43, 44]:H3B = �Xij;� �tpdij dyi�pj� + h:c:�+ UdXi ndi"ndi#�Xjj0;� �tppjj0pyj�pj0� + h:c:�+"dXi;� ndi� + "pXj;� npj�: (1.3)Dabei z�ahlt i jeweils die Kupfer- und j die Sauersto�pl�atze. Enthalten ist die Hybridisie-rung tpdij der d-Orbitale mit den p-Orbitalen, wobei die entsprechenden Phasenfaktorenmitgenommen werden; d.h. tpdij = tpd f�ur die �Uberlappung zweier Orbitale mit demgleichen Vorzeichen, bzw. tpdij = �tpd f�ur Orbitale mit entgegengesetztem Vorzeichen.Analog kontrolliert der Parameter tppjj0 ein direktes Sauersto�-Sauersto� H�upfen. Fernerbeschreibt Ud die lokale Coulomb-Wechselwirkung zweier L�ocher an einem Kupferplatz,



16 Kapitel 1. Einf�uhrung und Motivationw�ahrend � = "p � "d den Unterschied der lokalen Energieniveaus an den Kupfer- undSauersto�pl�atzen angibt.In einer Reihe von Arbeiten von G. Dopf et al. [23{26] konnte gezeigt werden, da�sich durch dieses Modell mit Hilfe eines universellen Parametersatzes (Ud=tpd = 6,�=tpd = 4 und tpp=tpd = 0) ein breites Spektrum von Normalzustandseigenschaftenin zum Teil quantitativer �Ubereinstimmung mit dem Experiment reproduzieren l�a�t.Dar�uber hinaus zeigt sich eine attraktive Paarwechselwirkung im erweiterten s�-Kanal,die das im Experiment beobachtete Dotierungsverhalten besitzt [25].Eine neuere Ver�o�entlichung von K. Kuroki und H. Aoki [28] untersucht das Drei-Band-Modell mit Hilfe des Projektor-QMC-Algorithmus auf langreichweitige, supraleitendeOrdnung. Die Autoren verwenden dabei einen Parametersatz von �=tpd = 2:7 undUd=tpd = 3:2, der eine Simulation ohne schwerwiegendes Vorzeichenproblem erm�oglicht.Hier zeigt sich bei Systemgr�o�en bis zu 8� 8 Einheitszellen ein Hinweis auf m�ogliched-Wellen-Paarung. Jedoch ist nicht klar, inwiefern diese Parameterwerte in der Lagesind, die physikalischen Eigenschaften der HTSL im Normalzustand wiederzugeben.Das in der vorliegenden Arbeit entwickelte Verfahren der optimierten Testwellenfunk-tion erm�oglicht es jedoch, der Frage nach supraleitender Ordnung im universellen Pa-rametersatz (Ud=tpd = 6, �=tpd = 4) direkt im Grundzustand nachzugehen, um so dieErgebnisse von G. Dopf et al. [23{26] zu vervollst�andigen.



Kapitel 2
Numerische Methoden
In der vorliegenden Arbeit wird neben verschiedenen N�aherungsverfahren, wie z.B. derSpin-Dichte-Welle-Theorie bzw. der lokalen Singulett-N�aherung (Kapitel 3) und dersogenannten Random-Phase-Approximation (Kapitel 4), haupts�achlich die numerischeQuanten-Monte-Carlo-Methode (QMC) zur Analyse des Hubbard-Modells angewandt.Dieses Verfahren ist zum einen in der Lage, bis auf statistische Fehler exakte Ergebnissezu liefern, und zum anderen erlaubt es dies Analyse von Systemen mit bis zu 300Gitterpl�atzen. Ferner k�onnen durch weiteres Aufbereiten der QMC-Daten zus�atzlichdynamische Eigenschaften des Hubbard-Modells untersucht werden.Im folgenden soll zun�achst das Prinzip des QMC-Verfahrens f�ur ein kanonisches undgro�kanonisches Ensemble vorgestellt werden. Anschlie�end wird auf die Schwierigkei-ten, wie z.B. Stabilisierungstechniken und das Vorzeichenproblem, eingegangen, diebei der numerischen Implementation entstehen. In Kapitel 2.3 soll schlie�lich die Me-thode der maximalen Entropie erl�autert werden, die zur Gewinnung von dynamischenEigenschaften aus den "rohen\ QMC-Daten verwendet wird.2.1 Das Quanten-Monte-Carlo-VerfahrenDie Quanten-Monte-Carlo-Methode erm�oglicht es, den Erwartungswert einer beliebigenObservable A sowohl im Grundzustand (Projektor-QMC) des Hamiltonoperators H(siehe Gl. 1.1) als auch bei endlicher Temperatur (gro�kanonisches QMC) numerischexakt zu berechnen. Im T = 0-Formalismus wird die Grundzustandswellenfunktion17



18 Kapitel 2. Numerische Methodenj	0i durch Anwendung des von Sugiyama und Koonin [45] vorgeschlagenen Operatorse��H=2 auf eine sogenannte Testwellenfunktion j	T i im Limes � !1 herausge�ltert:hAi0 = h	0jAj	0ih	0j	0i = lim�!1 h	T je��H=2Ae��H=2j	T ih	T je��H j	T i : (2.1)Entscheidend f�ur die Tauglichkeit dieses Verfahrens ist die Wahl der Testwellenfunktionj	T i, auf die in Kapitel 2.2.5 noch n�aher eingegangen wird. Bei endlichen Temperaturenist der Erwartungswert von A gegeben durchhAi = Tr e��(H��N̂)ATr e��(H��N̂) ; (2.2)wobei die mittlere Teilchenzahl hni = hni" + ni#i durch das chemische Potential �kontrolliert wird (N̂ = Pi ni"+ni# steht f�ur den Teilchenzahloperator). Der Parameter� entspricht jetzt der inversen Temperatur � = 1=kBT .2.1.1 Abbildung auf ein klassisches Ising-FeldIn beiden F�allen, kanonisch und gro�kanonisch, mu� der Propagator e��H numerischberechnet werden. Bei einem f�ur QMC-Methoden gut zug�anglichen System von N = 50Pl�atzen besitzt der Hamiltonoperator H bereits eine Basis mit 4N � 1030 Eigenvek-toren. In Matrixdarstellung besteht e��H also aus insgesamt � 1060 Elementen, soda� eine direkte Diagonalisierung unm�oglich ist. Der zugrundeliegende Hamiltonope-rator (Gl. 1.1) l�a�t sich jedoch in einen kinetischen Anteil, der das Teilchenh�upfenzwischen den Gitterpl�atzen enth�alt, und einem potentiellen Anteil, der die Coulomb-Wechselwirkung beinhaltet, zerlegen, die beide leicht diagonalisiert werden k�onnen:H = Hkin +Hpot (2.3)mit Hkin = �Xij;� tijcyi�cj� + h:c: und (2.4)Hpot = UXi ni"ni#: (2.5)V�ollig analog wird der Drei-Band-Hamiltonoperator (Gl. 1.3) aufgespalten. Aus Gr�un-den der �Ubersicht soll im folgenden ohne Beschr�ankung der Allgemeinheit das Quanten-Monte-Carlo-Verfahren nur am Ein-Band-Hubbard-Hamiltonoperator erl�autert wer-den. Mit Hilfe der Trotter-Suzuki-Formel [46],e���(A+B) = e���Ae���B � �� 22 [A;B] +O ��� 3� ; (2.6)



2.1. Das Quanten-Monte-Carlo-Verfahren 19kann e��H schlie�lich folgenderma�en geschrieben werden:e��H = LYl=1 e���(Hkin+Hpot) � LYl=1 e���Hkine���Hpot: (2.7)Der Parameter L = �=�� steht dabei f�ur die Anzahl der sogenannten Zeitscheiben(Time-slices). Es l�a�t sich zeigen, da� der Gesamtfehler, der durch die Trotter-Suzuki-Aufspaltung in Kauf genommen wird, von der Ordnung O (�� 2) ist. Die Ergebnisseeiner QMC-Simulation m�ussen somit stets auf den Wert �� 2 ! 0 extrapoliert werden(siehe Abschnitt 2.2.2). In der Praxis wird meist ein Wert von �� verwendet, derklein genug ist, damit der durch �� induzierte Fehler im Bereich der noch zus�atzlichauftretenden statistischen Fluktuationen liegt.Der kinetische Anteil Hkin ist bilinear in den Fermionenoperatoren und somit leichtdiagonalisierbar. Problematisch ist lediglich der Anteil Hpot, der die WechselwirkungUni"ni# enth�alt. Dieser kann mit Hilfe einer Hubbard-Stratonovich-Transformation wei-ter umgeformt werden [47]:e���UPi ni"ni# =Yi e���Uni"ni# = 12N Xf�igYi e��i(ni"�ni#)���U(ni"+ni#)=2 (2.8)mit � = 2arctanhqtanh(��U=4). Dabei wurde ein zus�atzliches, diskretes Ising-Feld�i = �1 eingef�uhrt, wobei Pf�ig f�ur die Summe �uber alle 2N Ising-Kon�gurationensteht. Der Ausdruck auf der rechten Seite von Gl. 2.8 ist jetzt ebenfalls bilinear in denFermionenoperatoren und somit leicht berechenbar. Die Wechselwirkung in Hpot wurdealso durch die Summe �uber das Ising-Feld ersetzt. Der gesamte Propagator e��H ergibtsich schlie�lich durch Spurbildung �uber alle 2N �L Ising-Kon�gurationen f�i(l)g auf NPl�atzen und L Zeitscheiben.Die noch zus�atzlich notwendige Spurbildung �uber die Exponentialfunktionen der fer-mionischen, bilinearen Operatoren l�a�t sich mit Hilfe einer Determinante ausdr�ucken.Allgemein gilt:Tr e�cyiBLijcj � � � e�cyiB2ijcje�cyiB1ijcj = det(1+ e�B1e�B2 � � � e�BL): (2.9)Ein ausf�uhrlicher Beweis dieser Identit�at �ndet sich im Anhang einer Ver�o�entlichungvon J.E. Hirsch [48]. F�ur die gro�kanonische Zustandssumme Z folgt somit:Z = Tr e��(H��N̂) = 12L�N Xf�i(l)gY� det(1 +BL� � � �B2�B1�) (2.10)



20 Kapitel 2. Numerische Methodenmit den Matrizen Bl� = eV�(l)e���K; (2.11)Kij = �tij und (2.12)V �ij (l) = �ij (���i(l) + ��(�� U=2)) : (2.13)Die beiden Spin-Anteile � ="; # sind nach der Hubbard-Stratonovich-Transformationv�ollig unabh�angig und k�onnen getrennt behandelt werden.Im Fall des T = 0 Projektor-QMC-Formalismus (siehe Gl. 2.1) ist f�ur Testwellen-funktionen, die durch eine Slaterdeterminante dargestellt werden k�onnen, eine ebensokompakte Schreibweise m�oglich:j	T i = j	"T i 
 j	#T i= Y� cy�1�cy�2� � � � cy�N��j0i: (2.14)N� bezeichnet dabei die Anzahl der Teilchen im System mit Spin �. Die Fermionenope-ratoren c�� bzw. cy�� sind durch eine unit�are TransformationP� mit den urspr�unglichenErzeugern und Vernichtern des Hamiltonoperators verkn�upft:cy�� =Xi P ��i cyi�: (2.15)Durch eine analoge Umformung wie im Fall des gro�kanonischen Algorithmus ergibtsich schlie�lich f�ur den T = 0 Formalismus [49] (siehe Gl. 2.10):h	T je��H j	T i = 12L�N Xf�i(l)gY� det(P�LBL� � � �B2�B1�P�R): (2.16)(P�L)�i = (P ��i)� bzw. (P�R)i� = P ��i sind dabei Matrizen der Dimension N� � N bzw.N � N� und repr�asentieren die Testwellenfunktion. Es erweist sich als n�utzlich, nochzus�atzlich folgende Abk�urzungen einzuf�uhren:L�(�l) = P�LBL� � � �Bl+1� und (2.17)R�(�l) = Bl� � � �B1�P�R (2.18)mit �l = l ��� . Somit folgt:Z0 := h	T je��H j	T i = 12L�N Xf�i(l)gY� det(L�(�l)R�(�l)): (2.19)



2.1. Das Quanten-Monte-Carlo-Verfahren 212.1.2 Die Greensche FunktionIm eigentlichen QMC-Algorithmus werden nur Greensche Funktionen berechnet. Diegleichzeitige (Equal-time) Greensche Funktion ist dabei de�niert als [24, 50]G�ij(�; �) := hci�(�)cyj�(�)i; (2.20)wobei h: : :i entweder f�ur die gro�kanonische Mittelwertbildung oder f�ur den Erwar-tungswert bez�uglich der T = 0 Grundzustandswellenfunktion steht. Im folgenden solldie Greensche Funktion ebenfalls durch die Matrizen B1�;B2�; : : : ;BL� ausgedr�ucktwerden. Der Operator cyj�ci� l�a�t sich schreiben als [49]cyj�ci� = @@hehcyj�ci� �����h=0 = @@hehcyk�0O�0kncn�0 �����h=0 ; (2.21)wobei O�ji = 1 das einzige von Null verschiedene Element der Matrix O�0 ist. Imgro�kanonischen Formalismus folgt somit�ij � G�ij(�m; �m) = 1Z @@hTr e�(���m)(H��N̂ )ehcyk�0O�0kncn�0e��m(H��N̂)�����h=0= 12LNZ @@h Xf�i(l)gY�0 det(1+BL�0 � � �Bm+1�0ehO�0Bm�0 � � �B1�0)����h=0= Xf�i(l)g pf�i(l)g (�ij �G�ij(�m; �m)); (2.22)mit pf�i(l)g = 12LNZ Y� det(1+BL� � � �B1�) (2.23)und der Greenschen Funktion G�ij(�m; �m) f�ur eine spezielle Kon�guration der Ising-Spins f�i(l)g:�ij �G�ij(�m; �m) = @@h det(1+BL� � � �Bm+1�ehO�Bm� � � �B1�)det(1+BL� � � �B1�) �����h=0 : (2.24)Diese Ausdruck f�ur G�ij(�m; �m) l�a�t sich mit Hilfe der allgemeing�ultigen Beziehung1ln detA = Tr lnA (2.25)1F�ur eine diagonalisierbare Matrix A = UySU l�a�t sich Gl. 2.25 leicht einsehen:ln detA = lndetUySU = lndetS = lnYi Si =Xi lnSi= Tr lnS = Tr Uy(lnS)U = Tr lnA:



22 Kapitel 2. Numerische Methodennoch erheblich vereinfachen:�ij �G�ij(�m; �m) = @@h ln det(1+BL� � � �Bm+1�ehO�Bm� � � �B1�)���h=0= @@h Tr ln(1+BL� � � �Bm+1�ehO�Bm� � � �B1�)���h=0= Tr �1+BL� � � �B1���1BL� � � �Bm+1�O�Bm� � � �B1�= hBm� � � �B1�(1+BL� � � �B1�)�1BL� � � �Bm+1�iij= h1+ (Bm+1�)�1 � � � (BL�)�1(B1�)�1 � � � (Bm�)�1i�1ij : (2.26)Daraus ergibt sich f�ur die Greensche Funktion in Matrixschreibweise folgende einfacheBeziehung [48, 49]:G�(�m; �m) = h1 +Bm� � � �B1�BL� � � �Bm+1�i�1 : (2.27)(Gro�kanonisches QMC)Auf analoge Weise l�a�t sich mit Hilfe der De�nitionen aus Gl. 2.17 und Gl. 2.18 dieGreensche Funktion im Projektor-Formalismus schreiben:G�0;ij(�m; �m) = Xf�i(l)g p0f�i(l)g G�0;ij(�m; �m)) (2.28)mit p0f�i(l)g = 12LNZ0 Y� det(L�(�m)R�(�m)): (2.29)Die Greensche Funktion f�ur eine Ising-Kon�guration lautet schlie�lich [49]:G�0 (�m; �m) = 1�R�(�m) [L�(�m)R�(�m)]�1 L�(�m): (2.30)(Projektor QMC)Entscheidend ist, da� sich in beiden F�allen das System f�ur jede einzelne Kon�gurati-on der Ising-Spins wie ein System aus freien Teilchen verh�alt. Somit ist das WickscheTheorem anwendbar und kann zur Berechnung jedes beliebigen Operators aus denGreenschen Funktionen in Gl. 2.27 bzw. Gl. 2.30 benutzt werden. Den Vielteilchen-eigenschaften wird also erst durch die Summation �uber alle Ising-Kon�gurationen Rech-nung getragen. Ist beispielsweise Af�i(l)g der Erwartungswert des Operators A gebildetaus den Greenschen Funktionen f�ur eine Ising-Kon�guration f�i(l)g, so ergibt sich dertats�achliche Erwartungswert hAi alshAi = Xf�i(l)gPf�i(l)gAf�i(l)g; (2.31)



2.1. Das Quanten-Monte-Carlo-Verfahren 23wobei Pf�i(l)g f�ur die in Gl. 2.23 bzw. Gl. 2.29 de�nierten Gewichte pf�i(l)g bzw. p0f�i(l)gsteht. Die Berechnung von Af�i(l)g kann im gro�kanonischen Fall durch eine Mittelung�uber alle Zeitscheiben erfolgen, w�ahrend im Projektor-Formalismus ein Operator A,der nicht mit H vertauscht, lediglich auf der mittleren Zeitscheibe m = L=2 gemes-sen werden darf. Die Summe in Gl. 2.31 mu�, wie bereits erw�ahnt, �uber 2L�N Ising-Kon�gurationen ausgef�uhrt werden. An dieser Stelle kommt der eigentliche Monte-Carlo-Algorithmus ins Spiel, der entsprechend den Gewichten Pf�i(l)g nur diejenigenKon�gurationen ausw�ahlt, die einen wichtigen Beitrag zur Berechnung von hAi liefern.2.1.3 Importance Sampling { Die Markov-KetteEntsprechend den Gewichten Pf�i(l)g wird somit eine sogenannte Markov-Kette von Kspeziellen Ising-Kon�gurationen f�i(l)g1; f�i(l)g2 : : : f�i(l)gK erzeugt. F�ur jede Kon�-guration k = 1 : : :K wird der Erwartungswert Ak des Operators K gemessen, so da�sich ein Sch�atzwert von hAi angeben l�a�t:hAi � �A = 1K KXk=1Ak: (2.32)Diese N�aherung ist um so besser, je mehr Ising-Kon�gurationen K f�ur die Mittelungbenutzt werden. In Abschnitt 2.2.4 wird zus�atzlich darauf eingegangen, wie aus denMe�werten Ak der Fehler von �A abgesch�atzt werden kann.Die Erzeugung der Markov-Kette wurde in dieser Arbeit haupts�achlich mit einemsogenannten single Spin-
ip Algorithmus durchgef�uhrt. In diesem Fall wird, ausge-hend von einer festen Kon�guration f�i(l)g, f�ur jeden Ising-Spin �j(m) am Ort jder Zeitscheibe m die Wahrscheinlichkeit R ermittelt, diesen Spin umzudrehen (d.h.�j(m) ! �j(m)0 = ��j(m)). R wird dabei aus dem Verh�altnis der Gewichte Pf�i(l)gvor und nach dem Spin-
ip berechnet:R = Pf�i(l)g0Pf�i(l)g ; (2.33)wobei sich f�i(l)g und f�i(l)g0 lediglich durch den Ising-Spin am Ort j der Zeitschei-be m unterscheiden. Durch Einf�uhrung der Matrix ��j (m) mit nur einem von Nullverschiedenen Element, ���j (m)�jj = e�2��(m) � 1; (2.34)



24 Kapitel 2. Numerische Methodenl�a�t sich dieser Spin-
ip einfach darstellen:�j(m) �! �j(m)0 = ��j(m): (2.35)V �jj(m) �! V �jj(m)0 = V �jj(m)� 2��j(m): (2.36)Bm� �! (Bm�)0 = �1+��j (m)�Bm�: (2.37)Im Fall des Projektor-QMC Formalismus ergibt sich durch Einsetzen des Gewichtesp0f�i(l)g (Gl. 2.29) in Gl. 2.33:R = R"R# mitR� = det (L� (1+��i )R�)det (L�R�)= det �1+ (L�R�)�1 L���iR�� : (2.38)Die Determinante in der letzten Gleichung wird dabei �uber eine N� � N� Matrixberechnet. Mit Hilfe der allgemeing�ultigen Beziehung f�ur beliebige, nicht-quadratischeMatrizen A und B der Dimension N �M bzw. M �N (siehe z.B. [49]),det (1N +AB) = det (1M +BA) ; (2.39)kann Gl. 2.38 noch weiter vereinfacht werden:R� = det �1+R� (L�R�)�1 L���j (m)� = det �1+ (1�G�0 )��j (m)� : (2.40)Analog ergibt sich die Flipwahrscheinlichkeit R = R"R# f�ur den gro�kanonischen Al-gorithmus durch Einsetzen von pf�i(l)g aus Gl. 2.23 in Gl. 2.33:R� = det �1+BL� � � �Bm+1� �1 +��j (m)�Bm� � � �B1��det (1+BL� � � �B1�)= det�1+ �1+BL� � � �B1���1BL� � � �Bm+1���j (m)Bm� � � �B1��= : : : = det �1+ (1�G�(�m; �m))��j (m)� : (2.41)Dieses Ergebnis ist v�ollig identisch zur Flipwahrscheinlichkeit des Projektor-QMC-Algorithmus (Gl. 2.40). Da die Matrix ��j (m) nur ein von Null verschiedenes Elementbesitzt, l�a�t sich die Determinante in der letzten Gleichung entwickeln. Somit ergibtsich schlie�lich die Wahrscheinlichkeit R, den Spin am Ort j zur imagin�aren Zeit m zudrehen, zu R = R"R# =Y� �1 + �1�G�jj (�m; �m)� ���j (m)�jj� : (2.42)(Gro�kanonisch und Projektor)



2.2. Numerische Realisierung der QMC-Methode 25F�ur die tats�achliche Wahrscheinlichkeit P , einen Ising-Spin umzudrehen, wurde in die-ser Arbeit der sog. "Heat-bath\ Algorithmus verwendet:P [�j(m) �! ��j(m)] = R1 +R: (2.43)Wenn der Wert von P gr�o�er ist als eine Zufallszahl im Intervall [0; 1], dann wird derSpin-
ip akzeptiert, ansonsten bleibt das Ising-Gitter unver�andert. Wird der Ising-Spin�j(m) schlie�lich umgedreht, so folgt f�ur die gro�kanonische Greensche Funktion (dieAbh�angigkeit von der imagin�aren Zeit �m wurde der �Ubersichtlichkeit halber weggelas-sen): G� ! (G�)0 = h1+ (1+��j )Bm� � � �B1�BL� � � �Bm+1�i�1= G� h1+��j �G��1 � 1�G�i�1= G� h1+��j (1�G�)i�1 : (2.44)Da die Matrix ��j (1 � G�) nur d�unn besiedelt ist, l�a�t sich mit Hilfe der Sherman-Morrison-Formel [51](A+ u
 v)�1 = A�1 � (A�1 � u)
 (v �A�1)1 + v �A�1 � u (2.45)die neue Greensche Funktion (G�(�m; �m))0 numerisch e�ektiv berechnen.A steht dabeif�ur eine invertierbare Matrix, u, v sind Vektoren und u 
 v mit (u 
 v)ij = uivjdas �au�ere Produkt. Analog kann die Greensche Funktion f�ur den Projektor-QMC-Algorithmus bestimmt werden. Somit folgt sowohl f�ur den gro�kanonischen QMC alsauch f�ur den Projektor-QMC-Formalismus [49, 52]:(G�(�m; �m))0 = G�(�m; �m)� 1R�G�(�m; �m)��j (m) (1�G�(�m; �m)) : (2.46)(Gro�kanonisch und Projektor)Da die Matrix ��j (m) (siehe Gl. 2.34) nur ein von Null verschiedenes Element enth�alt,erfordert diese in der Literatur als "Updating\ bezeichnete Neuberechnung der Green-schen Funktion lediglich einen Rechenaufwand von der Ordnung O(N2), w�ahrend diedirekte Berechnung durch Gl. 2.27 bzw. Gl. 2.30 vom Aufwand O(N3) ist.2.2 Numerische Realisierung der QMC-MethodeIm Abschnitt 2.1 wurden s�amtliche elementaren Gleichungen explizit hergeleitet, diezur numerischen Simulation von Hubbard-Modellen notwendig sind. Der Ablauf des



26 Kapitel 2. Numerische Methodengesamten QMC-Algorithmus l�a�t sich dabei folgenderma�en verstehen:Zuerst wird das Ising-Feld aufgebaut, d.h. die Ising-Variablen �i(l) werden zuf�alligmit den Werten +1 oder �1 belegt. Mit Hilfe von Gl. 2.27 bzw. Gl. 2.30 l�a�t sichanschlie�end die Greensche Funktion f�ur die erste Zeitscheibe (m = 1) berechnen.Nun kann der erste Monte-Carlo-Sweep durchgef�uhrt werden. Hierzu wird f�ur jedeZeitscheibe m und f�ur jeden Gitterplatz j die Wahrscheinlichkeit R, den Ising-Spin�i(m) umzudrehen, nach Gl. 2.43 berechnet und der Spin eventuell abge�andert. MitGl. 2.46 kann die Greensche Funktion schnell f�ur die neue Ising-Kon�guration bestimmtwerden. Um von einer Zeitscheibe zur n�achsten zu gelangen (Wrapping), gen�ugt2G�(�m+1; �m+1) = Bm+1�G�(�m; �m)(Bm+1�)�1 bzw: (2.47)G�(�m�1; �m�1) = (Bm�)�1G�(�m; �m)Bm�: (2.48)Somit l�a�t sich das gesamte Ising-Feld durchfahren. Bevor die eigentliche Messung,d.h. die Berechnung von Observablen aus den Greenschen Funktionen, beginnen kann,ist eine bestimmte Anzahl von Temperierungsschritten (Warm-ups) notwendig. Beitiefen Temperaturen (hohen Werten von �) emp�ehlt es sich zus�atzlich, w�ahrend desWarm-ups die inverse Temperatur � schrittweise langsam zu erh�ohen.Im folgenden Kapitel soll auf die zus�atzlichen numerischen Probleme und deren L�osung,die bei der programmtechnischen Realisierung des eben beschriebenen Algorithmus auf-treten, eingegangen werden. Dies sind die aufgrund der endlichen Rechengenauigkeitnotwendige Stabilisierung (Abschnitt 2.2.1), das Speichern der Matrizen im Compu-ter, die Checkerboard-Zerlegung zur Minimierung der Rechenzeit (Abschnitt 2.2.2), dasVorzeichen bzw. Phasenproblem (Abschnitt 2.2.3), sowie die Bestimmung des Stan-dardfehlers der QMC-Daten (Abschnitt 2.2.4). Schlie�lich soll noch zus�atzlich die ge-eignete Wahl einer Testwellenfunktion f�ur den Projektor-QMC-Algorithmus diskutiertwerden (Abschnitt 2.2.5).2.2.1 StabilisierungUm die Greensche Funktion mit Gl. 2.27 bzw. Gl. 2.30 zu berechnen, m�ussen vorallem bei gro�en Werten von � zahlreiche Matrizen Bl� aufmultipliziert werden. Da2Gl. 2.47 l�a�t sich durch Multiplikation von Gl. 2.27 bzw. Gl. 2.30 mit Bl� und (Bl�)�1 leichtbeweisen (der Term [L�(�m)R�(�m)]�1 in Gl. 2.30 ist unabh�angig von m).



2.2. Numerische Realisierung der QMC-Methode 27im Extremfall die Matrixelemente dieses Produkts zwischen 10�100 und 10+100 liegenk�onnen, ist die direkte Multiplikation numerisch sehr schlecht konditioniert. Durcheine geschickte Darstellung der Matrizen im Computer lassen sich diese Skalen jedochbesser kontrollieren. Hierzu wird das Produkt von M Matrizen, wobei M klein genugsein soll, um stabil eine direkte Multiplikation durchf�uhren zu k�onnen, in drei MatrizenU, D und V zerlegt [45, 49] (der Spin-Index wurde aus Gr�unden der �Ubersichtlichkeitweggelassen): BMBM�1 � � �B1 = UDV: (2.49)Dabei ist U eine orthonormale,D eine diagonale und V eine obere Dreiecksmatrix. Le-diglich die Matrix D enth�alt jetzt Elemente �uber einen gro�en Skalenbereich. Da dieseMatrix diagonal ist, kann die Multiplikation mit D im n�achsten Stabilisierungsschritttrotzdem stabil erfolgen. Das Ergebnis wird anschlie�end wieder in drei Matrizen ~U~D~Vzerlegt: B2M � � �B1 = B2M � � �BM+1UD| {z }~U~D~V V = ~U~D(~VV) = ~U~D�V: (2.50)Auf diese Weise l�a�t sich das Produkt Bm� � � �B1�BL� � � �Bm+1� zur Berechnung dergro�kanonischen Greenschen Funktion (siehe Gl. 2.27) numerisch stabil bestimmenund als Matrixprodukt UDV darstellen. F�ur die gesamte Greensche Funktion folgtschlie�lich: G�(�m; �m) = [1 +UDV]�1 = V�1 hU�1V�1 +Di�1U�1= V�1 h~U~D~Vi�1U�1 = h~VVi�1 ~D�1 hU~Ui�1 : (2.51)Einfacher sieht das Ergebnis im Projektor-Algorithmus aus. Zuerst werden die MatrizenL� = VLDLUL und R� = ULDLVL (siehe Gl. 2.30) nach obiger Vorschrift zerlegt.F�ur die Greensche Funktion ergibt sich dann:G�0 (�m; �m) = 1�URDRVR [VLDLULURDRVR]�1VLDLUL= 1�URDRVRV�1R D�1R [ULUR]�1D�1L V�1L VLDLUL= 1�UR [ULUR]�1UL: (2.52)Dabei sind DL; DR; VL und VR quadratische Matrizen der Dimension N� � N�,w�ahrend die Matrizen UL und UR die Dimensionen N��N bzw. N�N� besitzen. ImProjektor-Formalismus hat diese UDV-Zerlegung also zus�atzlich den Vorteil, da� dieMatrizen D und V und somit die problematischen Skalen in D nicht zur Berechnung



28 Kapitel 2. Numerische Methodender Greenschen Funktion beitragen. Ferner l�a�t sich eine zu Gl. 2.46 entsprechendeBeziehung herleiten, die nur das Updating von [ULUR]�1 beschreibt. Der hierf�ur not-wendige numerische Aufwand ist somit von der Ordnung O((N�)2) anstelle von O(N2).Dies ist vor allem bei der Simulation des Drei-Band-Modells (Gl. 1.3) von Vorteil, beidem die Anzahl der Teilchen im System typischerweise um den Faktor 3 kleiner ist alsdie Zahl der Gitterpl�atze.F�ur die konkrete Realisierung gen�ugt im Projektor-Algorithmus somit die Orthonor-mierung des Produktes aus Bl�-Matrizen, beispielsweise mit Hilfe des Gram-Schmidt-Verfahrens [53]. F�ur den gro�kanonischen Algorithmus wurde die aufwendigere House-holder-Transformation [51] verwendet, die selbst bei tiefen Temperaturen eine stabileBerechnung der Greenschen Funktion erlaubt.2.2.2 Minimierung der RechenzeitDie direkte Implementierung des bisher vorgestellten Algorithmus ist enorm rechenzeit-aufwendig: Pro QMC-Sweep wird das Gitter f�ur alle L Zeitscheiben auf allen N Gitter-pl�atzen durchfahren. Wird ein Spin
ip akzeptiert, so ist ein Updating der GreenschenFunktion nach Gl. 2.46 von der Ordnung O(N2) notwendig. Da trotz der Stabilisierungsich die numerische Fehler beim Updating sowie beim Wrapping akkumulieren, ist einev�ollige Neuberechnung der Greenschen Funktion nach Gl. 2.27 bzw. Gl. 2.30 w�ahrendeines Sweeps alle vier bis acht Zeitscheiben notwendig. Dies f�uhrt insgesamt zu einemRechenaufwand von der Ordnung O(L2N3) f�ur das gro�kanonische QMC-Verfahren(O(L2N(N�)2) f�ur den Projektor-Formalismus).Durch geschicktes Speichern der Zwischenprodukte bei der Neuberechnung der Green-schen Funktion ist jedoch eine erhebliche Reduzierung der Rechenzeit m�oglich: DieGreensche Funktion soll beispielsweise alle vier Zeitscheiben neu berechnet werden.Hat die letzte Neuberechnung zur "Zeit\ m1 stattgefunden, dann wird die GreenscheFunktion nach dem Durchfahren von s�amtlichen Gitterpl�atzen auf allen vier Zeitschei-ben folglich zur Zeit m2 = m1 + 4 neu bestimmt:G�(�m2 ; �m2) = [1+Bm2� � � �Bm1� � � �B1�BL� � � �Bm2+1�| {z }unver�andert ]�1: (2.53)Die Matrizen Bm1� � � �B1�BL� � � �Bm2+1� blieben w�ahrend der Zeitentwicklung von m1nachm2 unver�andert, d.h. durch geschicktes Abspeichern der Zwischenprodukte bei der



2.2. Numerische Realisierung der QMC-Methode 29Neuberechnung der Greenschen Funktion kann der Rechenaufwand auf 4 Matrixmulti-plikationen reduziert werden. Die Gesamtrechenzeit ist somit von der Ordnung O(LN3)(O(LN(N�)2) f�ur den Projektor-Formalismus).Eine zus�atzliche Reduzierung des Rechenaufwandes kann bei der Multiplikation mitden Matrizen Bl� (Gl. 2.11) erreicht werden. Diese Multiplikation wird sowohl bei derNeuberechnung der Greenschen Funktion als auch bei der Propagation der GreenschenFunktion auf die n�achste Zeitscheibe (Wrapping) ben�otigt. Die direkte Berechnung deskinetischen Anteils e���K f�uhrt zu einer dicht besiedelten Matrix und somit zu einemAufwand von O(N3) bei der Multiplikation. Durch erneutes Anwenden der Trotter-Suzuki-Zerlegung l�a�t sich dieser kinetische Beitrag jedoch weiter vereinfachen:e���K = e��Phiji(tij) �Yhiji e��(tij); (2.54)wobei Phiji die Summe �uber alle Paare von Gitterpl�atzen bezeichnet, die durch H�upf-elemente tij 6= 0 miteinander verbunden sind. Ferner steht (tij) f�ur eine N �N -Matrixmit lediglich zwei von Null verschiedenen Elementen tij und tji = t�ij. Somit folgt:
e���K � Yhiji exp��

0BBBBBBBBBBBBBBB@
0 � � � 0 � � � 0 � � � 0... ... ... ...0 � � � 0 � � � tij � � � 0... ... ... ...0 � � � t�ij � � � 0 � � � 0... ... ... ...0 � � � 0 � � � 0 � � � 0

1CCCCCCCCCCCCCCCA
= Yhiji

0BBBBBBBBBBBBBBB@
1 � � � 0 � � � 0 � � � 0... ... ... ...0 � � � cosh (�� jtijj) � � � tijjtij j sinh (�� jtijj) � � � 0... ... ... ...0 � � � t�ijjtij j sinh (�� jtijj) � � � cosh (�� jtijj) � � � 0... ... ... ...0 � � � 0 � � � 0 � � � 1

1CCCCCCCCCCCCCCCA :Auf diese Weise erfordert die Multiplikation mit dem kinetischen Anteil e���K einenRechenaufwand der Ordnung O(N2) anstelle von O(N3). Diese Art der Matrixbe-handlung wird in der Literatur als Checkerboard-breakup bezeichnet. Abb. 2.1 zeigt die



30 Kapitel 2. Numerische MethodenGesamtenergie E(��) eines 2 � 12-Systems in Abh�angigkeit von �� 2, sowohl f�ur einreelles (�=�0 = 0) als auch f�ur ein komplexes H�upfmatrixelement tij (�=�0 = 0:25).Auf die Bedeutung von komplexen H�upfmatrixelementen bzw. der Phase � wird inAbschnitt 4.3 n�aher eingegangen. Aus der Abbildung wird ersichtlich, da� der zus�atz-liche Fehler, der durch die Checkerboard-breakups erzeugt wird, von untergeordneterBedeutung ist gegen�uber dem systematischen Fehler, der durch die Aufspaltung vonkinetischen und potentiellen Anteil des Hamiltonoperators (siehe Gl. 2.7) entsteht.Abb. 2.1 zeigt zudem, da� die Di�erenz E(�=�0 = 0:25) � E(�=�0 = 0) f�ur die be-trachteten Werte von �� nicht von �� abh�angt. D.h. f�ur die Berechnung der Gr�o�eE(�=�0 = 0:25) � E(�=�0 = 0), die mit der super
uiden Dichte identi�ziert wer-den kann (siehe Abschnitt 4.3), ist keine Extrapolation der QMC-Daten auf �� = 0notwendig.
�=�0 = 0:0

�=�0 = 0:25

Ohne Checkerboard-Breakup
Mit Checkerboard-Breakup

(�� � t)2

E(��
)=t

0.0160.0140.0120.010.0080.0060.0040.0020

-22.8
-22.9
-23

-23.1
-23.2
-23.3
-23.4Abb. 2.1: Gesamtenergie eines 2�12-Systems in Abh�angigkeit des Parameters ��2 mit t? = t,U=t = 4 und �t = 8 bei einer Dotierung von hni = 0:75. Gezeigt wird das Ergebnis beidirekter Berechnung der Matrix e���K (3) und bei Verwendung des Checkerboard-breakups(2), jeweils mit (�=�0 = 0:25) und ohne (�=�0 = 0) angelegtem magnetischen Flu�.



2.2. Numerische Realisierung der QMC-Methode 312.2.3 Das Vorzeichen- bzw. PhasenproblemEines der ungel�osten Probleme der Quanten-Monte-Carlo-Simulation von Fermionenist das sog. Vorzeichen- oder Minus-sign-Problem. Die Fermionendeterminante, die inGl. 2.23 bzw. Gl. 2.29 de�niert wird, ist nicht notwendigerweise stets positiv. D.h. dieGewichte Pf�i(l)g (Gl. 2.31) k�onnen negativ, im Fall eines komplexen Hamiltonoperatorssogar komplex werden. Dies ist vor allem in dotierten Systemen und bei tiefen Simula-tionstemperaturen der Fall. Formal l�a�t sich diesem Vorzeichen- bzw. Phasenproblemdurch Betragsbildung Rechnung tragen. Im reellen Fall gilt:hAi = Xf�i(l)g ���Pf�i(l)g��� Signf�i(l)gAf�i(l)gXf�i(l)g ���Pf�i(l)g��� Signf�i(l)g � KXk=1Ak SignkKXk=1Signk ; (2.55)wobei Signf�i(l)g = Pf�i(l)g= ���Pf�i(l)g��� das Vorzeichen des Gewichtes Pf�i(l)g ist. Zur Er-zeugung der K Ising-Kon�gurationen wird somit ���Pf�i(l)g��� verwendet, d.h. die Flipwahr-scheinlichkeit R ist gegeben durch (siehe Gl. 2.33):R = �����Pf�i(l)g0Pf�i(l)g ����� : (2.56)Analog l�a�t sich in Falle eines komplexen QMC-Verfahrens der Erwartungswert derObservable A berechnen: hAi � KXk=1Ak PhasekKXk=1Phasek ; (2.57)mit der komplexen Phase Pf�i(l)g= ���Pf�i(l)g���. Das mittlere Vorzeichen hSigni bzw. diemittlere Phase hPhasei ist dabei stets reell und positiv, verh�alt sich jedoch wie e��Nbei tiefen Temperaturen und einer gro�en Anzahl von Gitterpl�atzen [24, 54]. Wird diesesmittlere Vorzeichen zu klein, kann aufgrund der starken Fluktuationen von Ak Signkbzw. Ak Phasek nur noch mit enormen CPU-Zeitaufwand simuliert werden. Mit den zurZeit vorhandenen Algorithmen und Supercomputern sind Simulationen bei mittlerenVorzeichen von bis zu � 0:1 m�oglich.Da sich im Falle eines komplexen QMC-Algorithmus die Phase mit jeden Spin-
ip�andert, ist es zus�atzlich notwendig, die Phasef�i(l)g = Pf�i(l)g= ���Pf�i(l)g��� nach einigen



32 Kapitel 2. Numerische MethodenZeitscheiben v�ollig neu zu berechnen, um numerische Fehler zu vermeiden. Aus Gl.2.23 bzw. Gl. 2.29 folgt f�ur die Phase der Ising-Kon�guration f�i(l)g:PhaseGro�kanonisches QMCf�i(l)g = Y� det(1+BL� � � �B1�)jdet(1+BL� � � �B1�)j ; (2.58)PhaseProjektor QMCf�i(l)g = Y� det(L�(�m)R�(�m))jdet(L�(�m)R�(�m))j ; (2.59)wobei die Determinanten sich jeweils direkt numerisch entwickeln lassen.2.2.4 Die "Jackknife\-Methode in QMCBei einer QMC-Simulation werden K Daten Ak und entsprechend viele Werte desVorzeichens bzw. der Phase erzeugt, die im folgenden mit sk (k = 1 : : :K) bezeichnetwerden sollen. Der Mittelwert �A der Simulation ergibt sich dann nach Gl. 2.55 bzw.Gl. 2.57 zu hAi � �A = KXk=1xkKXk=1 sk ; (2.60)mit xk = Aksk. Diese direkte Berechnung von hAi erm�oglicht allerdings nicht die Be-stimmung des statistischen Fehlers der Messung. Um dennoch eine Fehlerrechnungdurchf�uhren zu k�onnen, werden die K Messungen �uberlicherweise zu NG Gruppen(Bins) mit jeweils KG = K=NG Me�werten zusammengefa�t. Auf diese Weise l�a�t sichein Sch�atzwert hAibiased von �A und dessen Varianz �2biased ermitteln:hAibiased = 1NG NGXi=1 fi; (2.61)�2biased = 1NG � 1 NGXi=1(fi � hAibiased)2 mit (2.62)fi = xGisGi ; (2.63)xGi = 1KG iKGXk=(i�1)KG+1xk und (2.64)sGi = 1KG iKGXk=(i�1)KG+1 sk: (2.65)



2.2. Numerische Realisierung der QMC-Methode 33Der Vorfaktor 1=(NG � 1) der Varianz �2biased wurde dabei so gew�ahlt, da� der Er-wartungswert h�2biasedi mit der tats�achlichen Varianz h(fi � hfii)2i der Daten fi �uber-einstimmt. Bei dieser Bestimmung der Observablen A ist folgendes zu beachten: Zumeinen mu� die Zahl der Messungen KG pro Gruppe so gew�ahlt werden, da� die Datenfi in guter N�aherung statistisch voneinander unabh�angig sind, d.h. die Autokorrelati-onsfunktion A(l) = fifi+l� �fi2 mu� hinreichend klein sein. Das zweite, gr�o�ere Problembei der Berechnung von hAibiased nach Gl. 2.61 ist der zus�atzlich auftretende systema-tische Fehler: Da im allgemeinen hfi=hgi 6= hf=gi ist, stimmt selbst im Limes NG !1der Erwartungswert von hAibiased nicht mit dem exakten Ergebnis hAi �uberein. Dieserzus�atzliche Fehler, der besonders bei kleinen Werten des mittleren Vorzeichens bzw. dermittleren Phase von entscheidender Bedeutung ist, kann z.B. durch eine Vergr�o�erungder Messungen pro Gruppe KG systematisch verringert werden. Wesentlich eleganterl�a�t sich dieser Fehler jedoch durch Anwendung des sog. "Jackknife\-Verfahrens ver-meiden. Dabei werden jeweils NG�1 Gruppen zu einer neuen Gruppe zusammengefa�t:fJi = Xi0 6=ixGiXi0 6=i sGi : (2.66)Aus diesen Werten fJi mit i = 1 : : :NG l�a�t sich nun der sog. Jackknife-EstimatorhAijack der Observablen A berechnen und dessen Varianz �2jack angeben [55, 56]:hAijack = 1NG NGXi=1 fJi und (2.67)�2jack = (NG � 1) NGXi=1(fJi � hAijack)2: (2.68)Der Vorfaktor (NG�1) in der letzten Gleichung ber�ucksichtigt zus�atzlich die statistischeAbh�angigkeit der Messungen fJi . Bei Verwendung dieser Jackknife-Methode ist der sy-stematische Fehler hhAijacki�hAi von der Ordnung O(1=NG) und kann im allgemeinengegen�uber dem statistischen Fehler der QMC-Simulation vernachl�assigt werden.2.2.5 Die Wahl der TestwellenfunktionIn diesem Abschnitt soll n�aher auf die Wahl der Testwellenfunktion j	T i f�ur das T = 0Projektor-QMC Verfahren eingegangen werden. Entsprechend Gl. 2.1 wird der Grund-



34 Kapitel 2. Numerische Methodenzustand j	0i durch Anwendung des Projektionsoperators e��H=2 auf j	T i herausge-�ltert. Dies l�a�t sich durch eine Entwicklung von j	T i nach Eigenzust�anden von Hbesser verstehen:e��2H j	T i = e��2HXn h	nj	T ij	ni= e��2E0  h	0j	T ij	0i+Xn>0 e��2 (En�E0)h	nj	T ij	ni! ; (2.69)wobei j	ni die Eigenzust�ande mit den entsprechenden Eigenenergien En des Hamilton-operators H sind. Die Energiedi�erenz En�E0 ist stets positiv, d.h. im Limes � !1verschwindet der letzte Term in Gl. 2.69. In der Praxis wird der obige Ausdruck f�ureinen endlichen Wert von � berechnet, f�ur den die Me�werte innerhalb der Fehlerbalkenbereits auskonvergiert sind. Das Ziel ist also, eine Testwellenfunktion zu �nden, bei derdiese Konvergenz bereits bei einem Wert von � erreicht wird, bei dem aufgrund desVorzeichenproblems noch simuliert werden kann.

b) d

d

a)Abb. 2.2: Verschiedene Startkon�gurationen im Spinraum zur Berechnung einer optimiertenTestwellenfunktion. Zugrunde liegt jeweils eine antiferromagnetische Spinordnung, wobei dieeinzelnen Spins innerhalb eines Karos (3, Teil (a)) der Kantenl�ange d bzw. innerhalb einesQuadrates (2, Teil (b)) der Kantenl�ange d nochmals "ge
ippt\ sind.�Uberlicherweise wird als Testwellenfunktion die L�osung des wechselwirkungsfreien Ha-miltonoperators (U = 0) verwendet. Dies ist besonders sinnvoll bei Dotierungen, dieeiner geschlossenen Schale im ~k-Raum (Closed-shell Kon�guration) entsprechen. In die-sem Fall ist gew�ahrleistet, da� die Testwellenfunktion bereits die richtige Symmetriedes Grundzustandes aufweist (z.B. ist der Gesamtspin dieser wechselwirkungsfreien



2.2. Numerische Realisierung der QMC-Methode 35Testwellenfunktion stets h~S2i = 0). Somit ist die �Uberlappung zwischen der Testwel-lenfunktion und den niedrigsten Anregungszust�anden, die im allgemeinen eine andereSymmetrie als der Grundzustand aufweisen, exakt Null. Da der niedrigste Eigenzustandj	n0i, der eine nichtverschwindende �Uberlappung mit der Testwellenfunktion besitzt,bereits eine relativ gro�e Energiedi�erenz En0 � E0 zum Grundzustand aufweist, kon-vergiert eine derartige Testwellenfunktion �au�erst gut.Gr�o�e Anzahl Teilchen- 3/2 Hinter- dN" +N# dichte grundhni F/AF4 � 4 16 1:00000 AF 018 1:12500 2 AF 220 1:25000 2 AF 222 1:37500 2 AF 224 1:50000 2 AF 26 � 6 36 1:00000 AF 038 1:05556 3 AF 240 1:11111 3 AF 442 1:16667 3 AF 544 1:22222 2 AF 448 1:33333 2 AF 250 1:38889 3 F 452 1:44444 3 F 554 1:50000 3 F 6
Gr�o�e Anzahl Teilchen- 3/2 Hinter- dN" +N# dichte grundhni F/AF8 � 8 64 1:00000 AF 066 1:03125 3 AF 268 1:06250 3 AF 470 1:09375 3 AF 472 1:12500 3 AF 674 1:15625 3 AF 676 1:18750 3 AF 678 1:21875 3 AF 880 1:25000 3 AF 782 1:28125 3 AF 784 1:31250 2 AF 288 1:37500 3 AF 290 1:40625 3 AF 592 1:43750 3 AF 594 1:46875 2 AF 296 1:50000 3 AF 5Tabelle 2.1: Startkon�gurationen zur Erzeugung von optimierten Testwellenfunktionen imDrei-Band-Hubbard-Modell mit Ud=tpd = 6 und �=tpd = 4. In s�amtlichen F�allen wurdeU initd =tpd = 0:5 gew�ahlt. Angegeben ist die Geometrie im Spinraum (Karo 3 oder Quadrat2), deren Breite d und der Spinhintergrund (ferromagnetisch (F) oder antiferromagnetisch(AF)).Eine zweite M�oglichkeit zur Erzeugung einer Testwellenfunktion ist ein von N. Fu-rukawa und M. Imada [57, 58] vorgeschlagenes Verfahren. Verwendet wird hier eineselbstkonsistente L�osung des uneingeschr�ankten Hartree-Fock-Hamiltonoperators ("un-restricted Hartree-Fock\, UHF). Im Fall des Ein-Band-Modells l�a�t sich dieser e�ektiveHamiltonoperator folgenderma�en schreiben (siehe hierzu auch Abschnitt 3.1.2):HUHF = �Xij;� tijcyi�cj� + h:c: + U initXi hni#ini" + hni"ini# � hni"ihni#i: (2.70)Im Gegensatz zu der in Abschnitt 3.1.2 vorgestellten antiferromagnetischen Hartree-Fock-N�aherung sind in diesem Fall die Werte von hni"i und hni#i v�ollig unabh�angigvoneinander. In einem 8 � 8-Gitter m�ussen so beispielsweise insgesamt 128 Variablen



36 Kapitel 2. Numerische Methoden
U initd = 6:0U initd = 0:5U initd = 0:0

�tpd

E(�)=
t pd

876543210

-17-18-19-20-21-22-23-24-25Abb. 2.3: Gesamtenergie E(�) in Abh�angigkeit vom Projektionsparameter � f�ur Ud=tpd = 6und �=tpd = 4 in einem 6 � 6-System bei einer Lochdotierung von hni = 1:167. Gezeigt istdas Ergebnis einer freien Testwellenfunktion (U initd =tpd = 0:0), einer optimierten Testwellen-funktion (U initd =tpd = 0:5) und einer Testwellenfunktion mit optimierter Geometrie, jedochmit U initd =tpd = 6:0.selbstkonsistent bestimmt werden. Dabei ist der Wert von U init nicht notwendigerweiseidentisch zu dem eigentlichen Wert von U der QMC-Simulation.Entscheidend f�ur die Qualit�at der Testwellenfunktion sind die Anfangswerte von hni"iund hni#i, von denen die selbstkonsistente Iteration gestartet wird. Wird beispielswei-se mit einer paramagnetischen Belegung hni"i = hni#i 6= f(i) begonnen, so f�uhrt dieselbstkonsistente Berechnung zu einer paramagnetischen Testwellenfunktion, die keinebessere Konvergenz zum Grundzustand aufweist als die wechselwirkungsfreie L�osungdes Hamiltonoperators. Als Startkon�guration wurde in dieser Arbeit eine homogeneVerteilungen im Ladungsraum (hni"+ni#i = const:) gew�ahlt. Die verschiedenen m�ogli-chen Anfangskon�gurationen im Spinraum sind in Abb. 2.2 dargestellt. Ausgehend voneiner antiferromagnetischen Spinanordnung wird dabei jeder Spin auf der Geometrieeines Karos (Abb. 2.2(a)) bzw. eines Quadrates (Abb. 2.2(b)) zus�atzlich gedreht. F�uhrteine derartige Kon�guration zu einer stabilen L�osung der UHF-Gleichungen, so ergibt



2.3. Die analytische Fortsetzung 37sich im allgemeinen eine "gute\ Testwellenfunktion.Tabelle 2.1 zeigt f�ur verschiedene Gittergr�o�en und Dotierungen die Anfangskon�-gurationen im Spinraum, die zu einer optimierten Testwellenfunktion im Drei-Band-Hubbard-Modell f�uhren. Die angegebenen Werte sind f�ur den von G. Dopf bestimmtenParametersatz f�ur den Hochtemperatur-Supraleiter La2�xSrxCuO4 (Ud=tpd = 6 und�=tpd = 4) getestet [23, 25]. In allen F�allen wurde innerhalb der UHF-Berechnung eineWechselwirkung von U initd =tpd = 0:5 verwendet, die zu einer besseren Konvergenz derTestwellenfunktion f�uhrt als U initd = Ud.In Abb. 2.3 ist die Energie E(�) in Abh�angigkeit vom Projektionsparameter � f�urverschiedene Testwellenfunktionen dargestellt. W�ahrend bereits die wechselwirkungs-freie Testwellenfunktion deutlich schneller konvergiert als die L�osung der unrestrictedHartree-Fock-Gleichungen mit U initd =tpd = 6:0, liefert die optimierte Testwellenfunktionmit U initd =tpd = 0:5 das beste Ergebnis. Die Qualit�at der optimierten Wellenfunktionwird bei Betrachtung des mittleren Vorzeichens noch deutlicher (Abb. 2.4). Hier zeigtsich ein gr�o�eres Vorzeichen gegen�uber der wechselwirkungsfreien Testwellenfunktion,so da� Simulationen bei h�oheren Werten von � durchgef�uhrt werden k�onnen. Das mitt-lere Vorzeichen ist zwar f�ur U initd =tpd = 6:0 am vielversprechendsten, jedoch ist hier derWert von �, der zum Erreichen von Konvergenz bei der Messung von Observablen (siehez.B. Abb. 2.3) notwendig ist, aufgrund des Vorzeichenproblems nicht mehr simulier-bar. Somit ist es nur durch das Verfahren der optimierten Testwellenfunktion m�oglich,jede Dotierung f�ur einen relevanten Parametersatz im Drei-Band-Hubbard-Modell inSystemen mit bis zu 8� 8 Einheitszellen zu berechnen.2.3 Die analytische FortsetzungZus�atzlich zur Berechnung von statischen Observablen erlaubt die gro�kanonische QMCMethode die Berechnung von zeitabh�angigen Greenschen Funktionen, die zur Bestim-mung von dynamischen Gr�o�en notwendig sind. Nach der Durchf�uhrung der Hubbard-Stratonovich-Transformation liegt ein wechselwirkungsfreies System vor, und somit l�a�tsich der Operator ci�(�l) an der Zeitscheibe l mit Hilfe der oben de�nierten MatrizenBl� schreiben:ci�(�l) = ei��( ~Hl��N̂)ci�(�l�1)e�i��( ~Hl��N̂) =Xi0 �Bl��ii0 ci0�(�l�1): (2.71)



38 Kapitel 2. Numerische Methoden

U initd = 6:0U initd = 0:5U initd = 0:0

�tpd

hsigni

876543210

1
0.8
0.6
0.4
0.2
0

Abb. 2.4: Mittleres Vorzeichen in Abh�angigkeit vom Projektionsparameter � f�ur verschiedeneTestwellenfunktionen. Die Parameterwerte sind identisch zu Abb. 2.3.Hier ist ~Hl der wechselwirkungsfreie Hamiltonoperator am Time-slice l. Durch Einset-zen in die De�nition der zeitabh�angigen Greenschen Funktion folgt:hci�(�l)cyj�(0)i =Xi0 �Bl�B(l�1)� � � �B1��ii0 hci0�(0)cyj�(0)i: (2.72)Zusammen mit Gl. 2.27 ergibt sich die zeitabh�angige Greensche Funktion zu [48]hci�(�l)cyj�(0)i = �Bl�B(l�1)� � � �B1� h1 +BL�B(L�1)� � � �B1�i�1�ij : (2.73)Analog gilt:hcyi�(�l)cj�(0)i = �h1+BL�B(L�1)� � � �B1�i�1BL�B(L�2)� � � �B(l+1)��ji : (2.74)Mit Hilfe dieser beiden Matsubara-Greenschen-Funktionen, der statischen GreenschenFunktion (Gl. 2.27) und des Wickschen Theorems k�onnen alle dynamischen Gr�o�endargestellt und somit in imagin�arer Zeit berechnet werden. Um mit dem Experimentvergleichen zu k�onnen, sind jedoch die spektralen Funktionen in Abh�angigkeit vonder reellen Frequenz ! notwendig. Diese lassen sich durch analytische Fortsetzung derQMC-Daten auf die reelle Frequenzachse mit Hilfe des Spektraltheorems berechnen.



2.3. Die analytische Fortsetzung 39F�ur die spektrale Dichte A(~k; !), die experimentell durch Photoemission bzw. inversePhotoemission gemessen werden kann, gilt beispielsweise (siehe [59{61]):G~k�(�l) = Z 1�1 e��l!1 + e��!A(~k; !)d!: (2.75)Hier ist G~k�(�l) = hc~k�(�l)cy~k�(0)i die impulsabh�angige Greensche Funktion, die sichdurch Fourier-Transformation aus hci�(�l)cyj�(0)i (Gl. 2.73) bestimmen l�a�t. Gl. 2.75ist formal eine Laplacetransformation, deren Invertierung aufgrund des exponentiellenKernels e��l!=(1 + e��!) numerisch �au�erst schlecht konditioniert ist. Dies wird durchdie endliche Zahl der Zeitscheiben bei einer QMC-Simulation und die dabei auftreten-den statistischen Fehler noch weiter erschwert.In dieser Arbeit wurde die Invertierung des Spektraltheorems mit Hilfe des Verfah-rens der maximalen Entropie (MaxEnt) durchgef�uhrt: Bei einer gegeben GreenschenFunktion G(�l) f�ur einen speziellen Wert von ~k l�a�t sich die wahrscheinlichste spektraleDichte A(!i) f�ur diskrete Werte !i durch Maximierung vonP [A(!)=G(�l)] / e�S � �2=2 (2.76)gewinnen [59, 60, 62, 63]. Hierbei ist �2 gegeben durch�2 =Xl  PiKliA(!i)�G(�l)�(�l) !2 ; (2.77)mit dem diskretisierten Kernel Kli = e��l!i1 + e��!i�! (2.78)und den QMC-Fehlern �(�l) der Greenschen Funktion. Die sog. Shannon-Jaynes-En-tropie S ist ferner de�niert durchS =Xi  A(!i)�mi � A(!i) ln A(!i)mi !�!; (2.79)wobei mi das Startmodell (Default-Modell) f�ur die spektrale Dichte A(!i) ist. � istschlie�lich ein statistischer Regularisierungsparameter. Begonnen wird mit einem gro-�en Wert von � und somit mit dem Startmodell. Anschlie�end wird � schrittweiseverkleinert, wodurch sich die Daten dem korrekten A(!) n�ahern.



40 Kapitel 2. Numerische MethodenIn der vorliegenden Arbeit wurde die Maximierung von Gl. 2.76 mit Hilfe eines von W.von der Linden und R. Preuss entwickelten und optimierten Programmes [60, 62] durch-gef�uhrt. Dieses erlaubt au�erdem das Einbringen von zus�atzlicher Information ("Vor-wissen\) �uber die berechnete Spektralfunktion. So fand zum einen die sog. Momenten-methode Verwendung, die dem MaxEnt-Code weitere Information �uber die spektraleDichte A(~k; !) zur Verf�ugung stellen kann [61]. Die Momente �m sind dabei folgender-ma�en de�niert: �m = Z 1�1A(~k; !)!md!: (2.80)Die ersten drei Momente �0, �1 und �2 k�onnen analytisch exakt berechnet werden. ImFall des Ein-Band-Hubbard-Modells mit rein lokaler Wechselwirkung U gilt [61]:�0 = 1; (2.81)�1 = "(~k)� �+ 12 Uhni und (2.82)�2 = ("(~k)� �)2 + U("(~k)� �)hni+ 12 U2hni; (2.83)wobei hni die mittlere Teilchendichte, � das chemische Potential und "(~k) die wechsel-wirkungsfreie Bandstruktur ist.Um zus�atzlich der statistischen Abh�angigkeit der rohen QMC-Daten auf verschiedenenZeitscheiben Rechnung zu tragen, wurde zum zweiten die sogenannte Fehler-Kovarianz-matrix und deren Fehler im QMC-Algorithmus gemessen und im Maximum-Entropie-Code ber�ucksichtigt [64].



Kapitel 3
Gekoppelte Hubbard-Ketten beiHalbf�ullung
Im folgenden Kapitel sollen die dynamischen Eigenschaften von gekoppelten Hubbard-Ketten bei Halbf�ullung mit Hilfe von Quanten-Monte-Carlo-Methoden untersucht unddurch einfache physikalische Bilder erkl�art werden. Dies sind zum einen die spektraleDichte A(~k; !), die mit den experimentellen Daten der Photoemission und der inversenPhotoemission verglichen werden kann, und zum anderen dynamische Suszeptibilit�atenzur Berechnung der elementaren Spin- und Ladungsanregungen. F�ur kleine Werte vont?<� t entsprechen die dynamischen Einteilchen- und Zweiteilchen-Spektren qualitativdem Bild einer Spin-Dichte-Welle (siehe Abschnitt 3.1.2), w�ahrend bei gro�en Wertenvon t?>� t eine lokale Singulett-N�aherung in zum Teil quantitativer �Ubereinstimmungdie Physik der Systeme beschreiben kann (siehe Abschnitt 3.1.3).3.1 Die Einteilchen-Spektraldichte3.1.1 Ergebnisse der QMC-RechnungDie spektrale Dichte A(~k; !) bei Halbf�ullung wurde f�ur drei verschiedene Werte vont? (t?=t = 0:5, t?=t = 1:0 und t?=t = 2:0) mit Hilfe des QMC-Verfahrens und derMethode der maximalen Entropie berechnet. Die Ergebnisse f�ur ein 2� 16-System mitU=t = 8 und �t = 10 sind f�ur alle Werte von ~k = (k; k?) in Abb. 3.1 (t?=t = 0:5),41



42 Kapitel 3. Gekoppelte Hubbard-Ketten bei Halbf�ullungin Abb. 3.2 (t?=t = 1:0) und in Abb. 3.3 (t?=t = 2:0) dargestellt. Dabei entsprichtder isotrope Fall t? = t der physikalisch relevanten Kopplung (J? � J) in den ex-perimentell realisierbaren Verbindungen wie z.B. (VO)2P2O7 oder LaCuO2:5. Teil (a)und (b) der Abbildungen sind jeweils dreidimensionale Darstellungen in der !-k Ebenef�ur k? = 0 und k? = �. Teil (c) zeigt f�ur den k? = 0 Kanal die Bandstruktur !(k),wobei die schattierten Fl�achen die Verteilung des spektralen Gewichtes wiedergeben.Die Maxima der Gewichtsverteilung sind zus�atzlich durch Karos (3) mit Fehlerbalkengekennzeichnet. Ferner gibt die durchgezogene Linie die Dispersion in der SDW-N�ahe-rung (siehe Abschnitt 3.1.2) an. Durch die beiden gestrichelten Linien in Abb. 3.3 istau�erdem die Bandstruktur in der lokalen Singulett-N�aherung (LRA1 und LRA2, sieheAbschnitt 3.1.3) dargestellt.In allen drei Abbildungen l�a�t sich bis auf statistische Fehler die Teilchen-Loch-Sym-metrie erkennen: Die spektrale Dichte A(~k; !) f�ur k? = � kann durch Spiegelung vonk an �=2 (k ! � � k) und ! an 0 (! ! �!) aus dem Ergebnis f�ur k? = 0 abgeleitetwerden, d.h. A(k; �; !) = A(� � k; 0;�!). Da diese Symmetrie nicht im Maximum-Entropy-Verfahren erzwungen wird, ist sie nicht exakt in den Daten zu erkennen undgibt somit Aufschlu� �uber die Genauigkeit der analytischen Fortsetzung.Im Fall t?=t = 2:0 (Abb. 3.3) ist im k? = 0-Kanal das gesamte spektrale Gewichtfast vollst�andig in einem koh�arenten Band der Breite � 3t im Photoemissionsbereich(! < 0) des Spektrums konzentriert, w�ahrend im inversen Photoemissionsbereich (! >0) nahezu kein spektrales Gewicht vorhanden ist. Dies ist (aufgrund der Teilchen-Loch-Symmetrie) im k? = �-Kanal umgekehrt, so da� von einem Zwei-Band-Isolatorgesprochen werden kann. Die B�ander sind jeweils � 2t von der Fermikante entfernt, undsomit ist eine Energiel�ucke von etwa 4t vorhanden. Im Gegensatz dazu ist das spektraleGewicht f�ur t?=t = 1:0 (Abb. 3.2) als auch f�ur t?=t = 0:5 (Abb. 3.1) auf vier B�anderverteilt, und zwar in beiden k?-Kan�alen auf jeweils ein Band im Photoemissions- (! <0) und inversen Photoemissionsbereich (! > 0). Das System kann somit als Vier-Band-Isolator bezeichnet werden. F�ur t?=t = 0:5 (Abb. 3.1) ist f�ur beide Werte vonk? das spektrale Gewicht zwischen k = 0 und k = �=2 im Photoemissionsbereichund zwischen k = �=2 und k = � im inversen Photoemissionsbereich konzentriert. Imisotropen Fall (t?=t = 1:0, Abb. 3.2) wird ein Teil dieses spektralen Gewichtes f�ur k? =0 zum Photoemissionsbereich und f�ur k? = � zum inversen Photoemissionsbereichtransferiert.



3.1. Die Einteilchen-Spektraldichte 43t?=t = 0:5U=t = 8:0
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Abb. 3.1: QMC-Berechnung der spektralen Dichte A(~k; !) f�ur alle Werte von ~k = (k; k?) mitt?=t = 0:5, U=t = 8 und �t = 10 in einem 2� 16-System.



44 Kapitel 3. Gekoppelte Hubbard-Ketten bei Halbf�ullung(a) t?=t = 1:0U=t = 8:0
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Abb. 3.2: QMC-Berechnung der spektralen Dichte A(~k; !) f�ur alle Werte von ~k = (k; k?) mitt?=t = 1:0, U=t = 8 und �t = 10 in einem 2� 16-System.



3.1. Die Einteilchen-Spektraldichte 45t?=t = 2:0U=t = 8:0
0�=2�-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10A(k; !)(a) k? = 0QMC-Results

t?=t = 2:0U=t = 8:0
0�=2�-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10A(k; !)(b)

!
k? = �QMC-Results

-10-8-6-4-20
246810

0 �=4 �=2 3�=4 �!=t(c)
kk? = 0 SDWLRA1LRA23

3
3
3

33
3

33 33 33 333 333 33
Abb. 3.3: QMC-Berechnung der spektralen Dichte A(~k; !) f�ur alle Werte von ~k = (k; k?) mitt?=t = 2:0, U=t = 8 und �t = 10 in einem 2� 16-System.



46 Kapitel 3. Gekoppelte Hubbard-Ketten bei Halbf�ullungDie Maxima der Photoemissionsb�ander, d.h. der k-Wert, an dem die minimale La-dungsl�ucke auftritt, liegt f�ur t?=t = 2:0 bei k� = �, f�ur t?=t = 1:0 bei k� � 0:7� undf�ur t?=t = 0:5 bei k� = �=2. Somit w�urde man im Experiment erwarten, ein Maximumim Photoemissionsband bei k� � 0:7� zu sehen.Im Fall t?=t = 0:5, sowie im isotropen Fall t?=t = 1:0, lassen sich zwei zus�atzlicheEigenschaften erkennen, die bereits mit Hilfe der hochau
�osenden Maximum-Entropie-Technik in einer [60, 62] und zwei [60, 65] Dimensionen beobachtet wurden. Zum einenzeigt A(~k; !) sowohl im besetzten als auch im unbesetzten Teil des Spektrums einennahezu dispersionslosen "inkoh�arenten Hintergrund\, der sich �uber eine Breite vonmehreren t erstreckt. Zum zweiten ist bei niedrigen Energien ein schmales Band, dessenBreite von der Gr�o�enordnung der e�ektiven Austauschwechselwirkung J = 4t2=U ist,zu erkennen. Letzteres Band konnte in fr�uheren Ein- und Zweidimensionalen-QMC-Simulationen nicht einzeln aufgel�ost werden [66{68]. F�ur gr�o�ere Werte von U (U=t �12) ist dieses koh�arente Band klar vom h�oherenergetischen Hintergrund getrennt [65].In den folgenden Abschnitten wird gezeigt, wie sowohl die Dispersion als auch dieVerteilung des spektralen Gewichtes der koh�arenten Anteile von einfachen Bilder aus-gehend verstanden werden k�onnen. Dies ist zum einen die Spin-Dichte-Welle-N�aherung(Abschnitt 3.1.2) f�ur kleine Werte von t? und zum anderen die lokale Singulett N�ahe-rung (Abschnitt 3.1.3) f�ur gro�e Werte von t?.3.1.2 Schwache Kopplung: Die Spin-Dichte-Welle-N�aherungEine entscheidende Gr�o�e, die die unterschiedlichen Kopplungsbereiche charakterisiert,ist der magnetische Strukturfaktor:S(r) = (�1)rhSz0;�Szr;�i (3.1)mit Szr;� = (nr;�;" � nr;�;#). Diese Gr�o�e gibt die Reichweite der antiferromagnetischenOrdnung der Spins zwischen den Sprossen an. In Abb. 3.4 ist S(r) f�ur eine lokaleCoulomb-Wechselwirkung von U=t = 8 f�ur verschiedene Werte von t? aufgetragen. DieDaten wurden mit dem Verfahren der Dichte-Matrix-Renormierungsgruppe (DMRG)f�ur o�ene Randbedingungen in Richtung der Ketten von R. Noack erzeugt [69]. DieSpin-Spin-Korrelationsfunktion zeigt exponentielles Verhalten A exp(�r=�), wobei sichdie Korrelationsl�ange � f�ur t?=t = 2:0 zu � = 0:83, f�ur t?=t = 1:0 zu � = 4:3 und f�ur



3.1. Die Einteilchen-Spektraldichte 47t?=t = 0:5 zu � = 9:5 bestimmen l�a�t. Deutlich ist die Abh�angigkeit der Spin-Spin-Korrelationsfunktion von der Kopplungsst�arke zu erkennen. Bei schwacher Kopplungt?<� t �uberwiegt das H�upfmatrixelement t zwischen den einzelnen Sprossen und f�uhrtsomit zu einer starken, l�angerreichweitigen antiferromagnetischen Ordnung innerhalbder Ketten. Mit wachsenden Werten von t? nimmt diese antiferromagnetische Ordnungab und die Spins zwischen den Sprossen verhalten sich zunehmend unkorreliert. DerLimes schwacher Kopplung t? sollte sich somit durch eine Spin-Dichte-Welle (SDW)approximativ beschreiben lassen, bei der von einer antiferromagnetischen Ordnung derSpins ausgegangen wird. Bei starker Kopplung bricht dieses SDW-Bild zusammen unddas System l�a�t sich mit Hilfe einer lokalen N�aherung (siehe Abschnitt 3.1.3) verstehen.

Abb. 3.4: Spin-Spin-Korrelationsfunktion S(r) f�ur U=t = 8 in einem 2 � 32-System beiverschiedenen Werten von t?.



48 Kapitel 3. Gekoppelte Hubbard-Ketten bei Halbf�ullungIm folgenden sollen die theoretischen Grundlagen der SDW-N�aherung behandelt wer-den. Zugrunde gelegt wird eine antiferromagnetische Spin-Anordnung [70, 71],(�1)ihSizi = 12(�1)ihni" � ni#i = S; (3.2)wobei f�ur zwei gekoppelte Ketten (�1)i durch (�1)i+� zu ersetzen ist. Somit ist S dieGr�o�e des antiferromagnetischen Ordnungsparameters. Um den Hamiltonoperator mitdieser Annahme l�osen zu k�onnen, m�ussen zus�atzlich Dichte
uktuationen vernachl�assigtwerden: (ni" � hni"i)(ni# � hni#i) � 0: (3.3)Das Einsetzen dieser Approximation in Gl. 1.1 ergibt zusammen mit Gl. 3.2 den wech-selwirkungsfreien Hamiltonoperator der antiferromagnetischen Hartree-Fock-N�aherung(AFHF):HAFHF = �Xij;� �tijcyi�cj� + h:c:�+UXi hni#ini"+hni"ini#�hni"ihni#i��Xi� ni�: (3.4)Durch Transformation in den ~k-Raum (c~k� = Xi ei~k�~rici�=pN) folgt bei Halbf�ullung(hni" + ni#i = 1): Xi hni#ini" = 12X~k cy~k"c~k" � Scy~k"c~k+ ~Q"; (3.5)Xi hni"ini# = 12X~k cy~k#c~k# + Scy~k#c~k+ ~Q#; (3.6)Xi hni"ihni#i = N(14 � S2); (3.7)wobei ~Q f�ur den antiferromagnetischen Nesting-Vektor steht (in zwei Dimensionensowie im Fall gekoppelter Ketten ist ~Q = (�; �)). Der Hartree-Fock-Hamiltonoperatorl�a�t sich im ~k-Raum somit schreiben alsHAFHF =X~k� 0 �cy~k� cy~k+ ~Q��0@ "(~k) ��US��US "(~k + ~Q) 1A0@ c~k�c~k+ ~Q� 1A ; (3.8)wobei "(~k) = �2t cos(k) � 2t? cos(k?) die wechselwirkungsfreie Bandstruktur ist. DieSumme P~k� 0 l�auft hierbei nur �uber die magnetische Brillouin-Zone, die entsprechendAbb. 3.5 festgelegt ist. Innerhalb dieser Zone l�a�t sich der Hamiltonoperator HAFHFmit Hilfe der unit�aren Transformation�~k� = u~kc~k� + �v~kc~k+ ~Q�; (3.9)�~k� = v~kc~k� � �u~kc~k+ ~Q�; (3.10)



3.1. Die Einteilchen-Spektraldichte 49schlie�lich diagonalisieren:HAFHF =X~k� 0E~k ��y~k��~k� � �y~k��~k�� : (3.11)
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Abb. 3.5: Magnetische Brillouin-Zone f�ur ein zweidimensionales quadratisches Gitter (a) undf�ur zwei gekoppelte Ketten (b) im Vergleich mit der gew�ohnlichen ersten Brillouin-Zone.Die Amplituden dieser Transformation sindu~k = s12 �1 + "(~k)=E~k� und (3.12)v~k = s12 �1� "(~k)=E~k� (3.13)mit der Energiedispersion E~k = q"(~k)2 +�2 und dem SDW-Gap � = US. Dasurspr�ungliche Band "(~k) innerhalb der ersten Brillouin-Zone wurde innerhalb dieserantiferromagnetischen N�aherung auf zwei B�ander E~k und �E~k in der magnetischenBrillouin-Zone abgebildet. Im halbgef�ullten Fall ist im Grundzustand j
i das untereBand �E~k (Valenzband) vollst�andig besetzt, d.h.j
i =Y~k� 0�y~k�jvaci: (3.14)Mit Hilfe dieses Zustandes und Gl. 3.2 l�a�t sich nun das SDW-Gap � selbstkonsistentbestimmen [70]. Es folgt: � = UNX~k 0 �q"(~k)2 +�2 : (3.15)(SDW�Gapgleichung)



50 Kapitel 3. Gekoppelte Hubbard-Ketten bei Halbf�ullungF�ur gro�e Werte von U � t; t? ist � � U=2, d.h. die Energiel�ucke im Einteilchen-Spektrum betr�agt erwartungsgem�a� � U . In Abb. 3.6 ist das SDW-Gap � f�ur verschie-dene Werte von U in Abh�angigkeit der Kopplungsst�arke t? zwischen zwei Hubbard-Ketten aufgetragen. Bereits in dieser N�aherung l�a�t sich ein �Ubergang zwischen ei-nem Band-Isolator und einem Mott-Hubbard-Isolator erkennen: Ohne Wechselwirkung(U = 0) beschreibt das System bei kleinen Werten von t? einen Leiter und bei gro�enWerten t?=t > 2 einen Zwei-Band-Isolator. Im letzten Fall sind das bindende und anti-bindende Band energetisch voneinander getrennt, so da� bei Halbf�ullung das bindende(k? = 0) Band vollst�andig besetzt und das antibindende (k? = �) Band vollst�andig leerist. Durch das Einschalten von U �o�net sich im Rahmen der SDW-N�aherung f�ur kleinet? ein Hubbard-Gap, welches f�ur gro�e Werte von U proportional zur WechselwirkungU ist. Insgesamt liegen im Fall t?=t<� 2 also vier B�ander (�Ek;k?=0 und �Ek;k?=�)vor. Bei gro�en t? verschwindet das SDW-Gap (siehe Abb. 3.6) und die Bandstrukturwird dem wechselwirkungsfreien Fall identisch. Somit ist das System bei eingeschalteterWechselwirkung U f�ur alle Werte von t? isolierend, jedoch tritt bei t?=t � 2 (abh�angigvon U) ein �Ubergang von einem Vier-Band-Isolator zu einem Zwei-Band-Isolator auf.U=t = 8U=t = 4U=t = 2 t?=t
2�SDW =t 6543210

876543210Abb. 3.6: Spin-Dichte-Welle-Energiel�ucke 2�, berechnet durch die antiferromagnetischeHartree-Fock-N�aherung auf einem 2� 100-Gitter f�ur verschiedene Werte von U in Abh�angig-keit von t?.



3.1. Die Einteilchen-Spektraldichte 51Im folgenden soll die spektrale Dichte f�ur diesen AFHF-Grundzustand abgeleitet wer-den. F�ur T = 0 ist die spektrale Dichte allgemein alsA(~k; !) = �(!)A>(~k; !) + �(�!)A<(~k; !); (3.16)mit A>(~k; !) = Xl jh
jc~k;"jlij2 � �(! � (El � E0)) undA<(~k; !) = Xl jhljc~k;"j
ij2 � �(! � (E0 � El)):gegeben. Die Summe Pl l�auft dabei �uber alle Eigenzust�ande jli des Hamiltonoperators(Gl. 3.11) mit den entsprechenden Eigenenergien El. Durch Au
�osen von Gl. 3.9 undGl. 3.10 nach c~k� und Einsetzen in die De�nition der spektralen Dichte folgt:A>(~k; !) = Xl h
ju~k�~k" + v~k�~k"jlihlju~k�y~k" + v~k�y~k"j
i � �(! � (El � E0))= Xl u2~kjh
j�~k"jlij2 � �(! � (El � E0)): (3.17)Der einzige Eigenzustand jli von HAFHF , der nach Vernichten eines Teilchens �~k" eineendliche �Uberlappung mit dem Grundzustand j
i besitzt, ist j~li = �y~k"j
i. Hierf�ur isth
j�~k"j~li = 1 und El � E0 = E~k, d.h.A>(~k; !) = u2~k � �(! � E~k): (3.18)Analog folgt A<(~k; !) = v2~k � �(! + E~k); (3.19)und somit A(~k; !) = u2~k � �(! � E~k) + v2~k � �(! + E~k): (3.20)(Spektrale Dichte im AFHF�Grundzustand)Die Verteilung des spektralen Gewichtes innerhalb der AFHF-N�aherung ist schematischin Abb. 3.7 f�ur verschiedene Werte von t? dargestellt. F�ur kleine t? verteilt sich dasGewicht in beiden k?-Kan�alen auf beide B�ander �E~k (Vier-Band-Isolator), w�ahrendbei gro�en Werten von t?>� t das gesamte Gewicht analog zum wechselwirkungsfreienFall verl�auft (Zwei-Band-Isolator).
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Abb. 3.7: AFHF-Bandstruktur f�ur verschiedene Werte von t?. Die Breite der einzelnen B�anderveranschaulicht die Verteilung des spektralen Gewichtes entsprechend Gl. 3.20. Die wech-selwirkungsfreie Dispersion (U = 0) ist zus�atzlich durch die durchgezogene d�unne Kurvegekennzeichnet.



3.1. Die Einteilchen-Spektraldichte 53Um das Ergebnis der SDW-N�aherung mit den exakten QMC-Daten vergleichen zuk�onnen, ist die SDW-Bandstruktur jeweils als durchgezogene Linie in den Abbildun-gen 3.1-3.3 eingezeichnet. Aufgrund der vernachl�assigten Fluktuationen (siehe Gl. 3.3)wird dabei in allen drei F�allen die Energiel�ucke deutlich zu gro� wiedergegeben. DieBandstruktur ist n�aherungsweise identisch mit der QMC-Bandstruktur, jedoch ist dieBandbreite im Fall t?=t = 2:0 (Abb. 3.3) um den Faktor � 2 zu klein, w�ahrend f�urkleine t? (siehe Abb. 3.1) die Bandbreite ann�ahernd korrekt wiedergegeben wird. DieMaxima der Photoemissionsb�ander im k? = 0-Kanal liegen innerhalb der SDW-N�ahe-rung f�ur t? � 2t bei cos k� = �t?=2t, d.h. f�ur t?=t = 0:5 bei k� � 0:58�, f�ur t?=t = 1:0bei k� = 2�=3 und f�ur t?=t = 2:0 bei k� = �. Diese stimmen jeweils mit den QMC-Daten �uberein (siehe Abbildungen 3.1-3.3). Eine zus�atzliche Berechnung der Band-struktur mit Hilfe der Slave-Boson-Mean-Field-Methode [72, 73] f�ur t?=t = 0:5 ergabeine um etwa 15% verkleinerte Energiel�ucke und eine um 3% reduzierte Bandbreite,aber ansonsten keine qualitative �Anderung gegen�uber der AFHF-Rechnung.Interessant ist der Vergleich der Verteilung des spektralen Gewichtes nach Gl. 3.20 mitdem QMC-Ergebnis. Abb. 3.8 zeigt das spektrale Gewicht innerhalb der AFHF-N�ahe-rung f�ur t?=t = 2:0 (Teil (a)) und t?=t = 0:5 (Teil (b)) in einer dreidimensionalenDarstellung f�ur k? = 0 und k? = �. Das spektrale Gewicht ist f�ur beide Werte von t?etwa gleichverteilt zwischen dem Photoemissionsband und dem inversen Photoemissi-onsband, sowohl f�ur k? = 0 als auch f�ur k? = �. Diese Verteilung stimmt f�ur t?=t = 0:5(und auch f�ur den nichtgezeigten, isotropen Fall t?=t = 1:0) gut mit den QMC-Daten�uberein, w�ahrend die Verteilung des spektralen Gewichtes f�ur t?=t = 2:0 durch dieAFHF-N�aherung v�ollig falsch wiedergegeben wird: Sowohl f�ur k? = 0 im oberen Band(! > 0) als auch f�ur k? = � im unteren Band (! < 0) liefert die SDW-Berechnungzuviel spektrales Gewicht, d.h. es wird ein Vier-Band-Isolator beschrieben, w�ahrenddie exakten QMC-Daten einen Zwei-Band-Isolator zeigen.Zusammenfassend bedeutet dies, da� die AFHF-N�aherung in der Lage ist, f�ur kleineund mittlere Werte von t? die Photoemissions- und inversen Photoemissionsdaten f�urgekoppelte Hubbard-Ketten bei Halbf�ullung qualitativ zu beschreiben, w�ahrend f�urgro�e Werte von t? vor allem im Hinblick auf die Verteilung des spektralen Gewichtesein falsches Bild erzeugt wird.
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Abb. 3.8: Verteilung des spektralen Gewichtes innerhalb der SDW-N�aherung f�ur (a) t?=t =2:0 und (b) t?=t = 0:5 mit U=t = 8 in beiden k?-Kan�alen.
3.1.3 Starke Kopplung: Die lokale Singulett-N�aherungF�ur gro�e Werte von t? l�a�t sich das System aus gekoppelten Ketten besser durchein lokales Bild beschreiben: Die einzelnen Sprossen der Leiter sind im Limes t? � tann�ahernd unabh�angig (siehe auch die Spin-Spin-Korrelationsfunktion, Abb. 3.4). Dieslegt nahe, das Zwei-Platz-System einer Sprosse exakt zu l�osen und anschlie�end dieKopplung t zwischen den Sprossen als St�orung zu behandeln. Eine einzelne Sprosse ander Stelle i = 1 : : : L wird dabei durch folgenden Hamiltonoperator beschrieben:HSprossei = �t?X� (cyi;1�ci;2� + h:c:) + UX� ni;�"ni;�#: (3.21)



3.1. Die Einteilchen-Spektraldichte 55Die Notation ist dabei identisch zum Hamiltonoperator in Gl. 1.2. Pro Platz sind vierZust�ande (j0i, j"i, j#i und j"#i) m�oglich, so da� der Hamiltonoperator HSprossei insge-samt 16 verschiedene Eigenzust�ande enth�alt. Die einzelnen Energien und Eigenzust�andesind in Tabelle A.1 im Anhang A aufgef�uhrt. Abb. 3.9 zeigt ein schematisches Dia-gramm s�amtlicher Eigenzust�ande f�ur U = 8 und t? = 2 bei Halbf�ullung. Der niedrigsteEnergiezustand ist ein Spin-Singulett mit Gesamtimpuls k? = 0 und der Gesamtener-gie hHSprossei ��N̂i = �12 �U +qU2 + 16t2?�. Die Anregung mit geringster Energie beigleicher Teilchenzahl ist eine Anregung mit Impuls�ubertrag �k? = � zu einem Spin-Triplett-Zustand mit Gesamtenergie �U (siehe Tabelle A.1). Das Zwei-Platz-Systembesitzt somit eine Spinl�ucke von�E2siteS = 12 �qU2 + 16t2? � U�� 4t2?U f�ur U � t?: (3.22)Die letzte Gleichung gibt die e�ektive Heisenbergkopplung J? = 4t2?=U im Limes gro�erU senkrecht zu den Ketten wieder.Im Fall der Photoemission wird ein Teilchen mit einem Impuls ~k aus dem Systemherausgeschlagen. F�ur eine einzelne Sprosse bedeutet dies einen �Ubergang von einemZweiteilchen-Zustand zu einem Einteilchen-Zustand. Entsprechend Abb. 3.9 gibt esinsgesamt zwei jeweils zweifach entartete Einteilchen-Energiezust�ande, wobei der ener-getisch tiefste einen Gesamtimpuls von k? = 0 und der Zustand dar�uber einen Ge-samtimpuls von k? = � besitzt. Im folgenden soll der �Ubergang vom Grundzustandzum niedrigsten Einteilchen-Zustand, also im k? = 0 Photoemissionskanal, betrachtetwerden:F�ur t = 0 l�a�t sich der Grundzustand des halbgef�ullten Systems als Produkt derSingulett-Grundzust�ande der einzelnen Sprossen schreiben:j 0i = jS1ijS2i : : : jSLi: (3.23)Dabei ist jSii der Singulett-Grundzustand der Sprosse i (Zustand j	10i in Tabelle A.1).Der Zustand j 0i ist eine gute N�aherung f�ur den Grundzustand der gekoppelten Kettenbei gro�en Werten von t?, da bereits bei t?=t = 2:0 und U=t = 8 die Bindungsenergieeines Singuletts senkrecht zu den Ketten etwa um den Faktor vier gr�o�er ist als einentsprechendes Singulett innerhalb der Ketten.
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Abb. 3.9: Die Gra�k zeigt alle 16 exakten Eigenzust�ande einer isolierten Sprosse f�ur U = 8und t? = 2. An der horizontalen Achse ist die Gesamtteilchenzahl der Zust�ande aufgetragen.Die vertikale Achse gibt die Gesamtenergie hHSprossei � �N̂i wieder, wobei das chemischePotential f�ur Halbf�ullung durch � = U=2 gegeben ist.Zur Berechnung des spektralen Gewichtes werden zus�atzlich die Matrixelemente vonc~k;" (siehe Gl. 3.16) ben�otigt. In einer ersten N�aherung mu� somit die �Uberlappungzwischen dem halbgef�ullten Zustand Gl. 3.23 und einem Zustand mit einem zus�atzlichentfernten Teilchen berechnet werden. Der niedrigste Energiezustand, der sich inner-halb des lokalen Bildes (Abb. 3.9) mit einem Teilchen pro Sprosse erreichen l�a�t, istj#i = j	4i = 1p2(j0; #i + j#; 0i) und besitzt den Gesamtimpuls k? = 0. (Ohne Be-schr�ankung der Allgemeinheit wurde ein Teilchen mit Spin-up entfernt.) Insgesamtfolgt somit f�ur einen Zustand mit einem entfernten Teilchen an der Sprosse `:j`i = jS1ijS2i : : : j#`i : : : jSLi: (3.24)Dieser Zustand j`i ist in Abb. 3.10 gra�sch veranschaulicht (LRA1, Local-Rung-Appro-



3.1. Die Einteilchen-Spektraldichte 57ximation). Mit Hilfe eines Bloch-�ahnlichen Ansatzes l�a�t er sich zus�atzlich delokalisieren[74, 75]: j 1(k)i = 1pL LX̀=1 eik`j`i: (3.25)
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1 2 LlAbb. 3.10: Dargestellt sind die Eigenfunktion von H0 in Ortsdarstellung, die zur Berechnungder verschiedenen Dispersionen LRA1 und LRA2 (siehe Text) verwendet wurden.Um das H�upfen parallel zu den Ketten im Grenzfall t? � t st�orungstheoretisch be-trachten zu k�onnen, ist es sinnvoll, den gesamten Hamiltonoperator von Gl. 1.2 inH = H0+HI zu zerlegen, wobei H0 die einzelnen Sprossen enth�alt und HI die "Wech-selwirkung\ der Sprossen untereinander:H0 = Xi HSprossei= �t?Xi;� (cyi;1�ci;2� + h:c:) + UXi� ni;�"ni;�#; (3.26)HI = �tXi;��(cyi;��ci+1;�� + h:c:); (3.27)



58 Kapitel 3. Gekoppelte Hubbard-Ketten bei Halbf�ullungDer Zustand j 1(k)i (Gl. 3.25) ist trivialerweise ein exakter Eigenzustand von H0. InSt�orungsrechnung 1. Ordnung ist die Energiedispersion !(k) von A(~k; !) im k? = 0-Kanal somit gegeben durch!(k) = h 0jHj 0i � h 1(k)jHj 1(k)i � �= h 0jH0j 0i| {z }= LEa + h 0jHIj 0i| {z }= 0 � h 1(k)jH0j 1(k)| {z }= (L� 1)Ea � t?�h 1(k)jHI j 1(k)i � �= Ea + t? � 1L X̀;`0 eik(`0�`)h`jHIj`0i: (3.28)Dabei ist Ea = (U � qU2 + 16t2?)=2 die Energie des Grundzustandes einer einzelnenSprosse mit zwei Teilchen (siehe Anhang A). Der Term h`jHI j`0i ist nur f�ur `0 = `� 1von Null verschieden mith`jHIj`+ 1i = �tX� h`jcỳ+1;�#c`;�#j`+ 1i= �tX� h"`jhS`+1jcỳ+1;�#c`;�#jS`ij"`+1i= +tX� ���hS`jcỳ;�#j"`i���2 : (3.29)Ferner ist hS`jcỳ;�#j"`i = 1p2Nb ��1� Eb2t?� (3.30)mit Eb = (U + qU2 + 16t2?)=2 und Nb = q2 + E2b =2t2? (siehe Anhang A). DurchEinsetzen in Gl. 3.29 folgt somith`jHIj`+ 1i = tN2b �1 + Eb2t?�2 : (3.31)Hieraus ergibt sich die Dispersion im k? = 0-Kanal f�ur ! < 0:!(k) = �12qU2 + 16t2? + t? � 2tA cos k; (3.32)(Dispersion in lokaler Singulett�N�aherung)mit dem Renormierungsfaktor der Bandbreite A = (1 + Eb=2t?)2=(2 + E2b =2t2?). DieseDispersion wurde in Abb. 3.3 zus�atzlich eingezeichnet (gestrichelte Linie LRA1 f�ur! < 0). Obwohl der Wert t?=t = 2:0 noch vom eigentlichen Limes t? � t entfernt ist,ergibt sich eine hervorragende �Ubereinstimmung.



3.1. Die Einteilchen-Spektraldichte 59Die identische Berechnung der Dispersion !(k) f�ur ! > 0 liefert im k? = 0-Kanalein weitaus schlechteres Ergebnis (siehe Abb. 3.3). F�ur ! > 0 (inverse Photoemission)wurde ein Zustand mit drei Teilchen auf einer Sprosse und Impuls k? = 0 entsprechendGl. 3.25 berechnet, der allerdings eine um 2t? h�ohere Energie als der entsprechende Zu-stand im Photoemissionsbereich besitzt (siehe Abb. 3.9). F�ur U=t = 8 und t?=t = 2:0ist dieser Zustand energetisch von der gleichen Gr�o�enordnung wie ein Dreiteilchen-Zustand mit Impuls � l�angs einer Kette (siehe LRA1 f�ur ! > 0 in Abb. 3.10). D.h.um den ! > 0-Bereich korrekt zu beschreiben, m�ussen derartige Zust�ande zus�atzlichbeachtet werden. Dies kann z.B. durch exakte Diagonalisierung von vier Pl�atzen mitinsgesamt f�unf Teilchen geschehen (siehe LRA2 in Abb. 3.10). Der entsprechende Zu-stand analog zu Gl. 3.24 kann im Ortsraum folgenderma�en geschrieben werden:j`;LRA2i = jS1ijS2i : : : j5`ijS`+2i : : : jSLi: (3.33)Hierbei ist j5`i der exakte Eigenzustand mit niedrigster Energie im k? = 0-Kanalmit f�unf Teilchen auf vier Pl�atzen an den Sprossen ` und ` + 1. Ebenso l�a�t sich einentsprechender Zustand im k-Raum de�nieren:j 1;LRA2(k)i = 1pAN LX̀=1 eik`j`;LRA2i (3.34)mit der Normierungskonstante AN = L(1+ 2h`j`+1i cos k). Somit folgt nach analogerRechnung wie im Fall LRA1 f�ur die Dispersion !(k):!(k) = ��� h 0jHj 0i+ h 1;LRA2(k)jHj 1;LRA2(k)i= �U2 � LEa + 1AN (h`jHj`i+ 2h`jHj`+ 1i cos k + 2h`jHj`+ 2i cos 2k) :(3.35)F�ur den hier betrachteten Fall U=t = 8 und t?=t = 2:0 wurden die notwendigen Matrix-elemente durch exakte Diagonalisierung von vier Pl�atzen numerisch berechnet. Dieeinzelnen Werte, die zur Bestimmung von !(k) ben�otigt werden, sind in der folgendenTabelle gegeben:



60 Kapitel 3. Gekoppelte Hubbard-Ketten bei Halbf�ullungMatrixelement Werth`j`+ 1i �0:058025h`jHj`i 8:040610t+ LEah`jHj`+ 1i �0:256724t+ Lh`j`+ 1iEah`jHj`+ 2i 0:008498tTabelle 3.1: Matrixelemente zur Berechnung der Dispersion !(k) f�ur die lokale Singulett{N�aherung LRA2.Das Ergebnis dieser Rechnung (LRA2) ist in Abb. 3.3 im Vergleich mit den QMC-Daten eingezeichnet. Die �Ubereinstimmung ist bedeutend besser als die der einfacherenLRA1-Berechnung.Inwiefern das System tats�achlich in guter N�aherung von den Zust�anden LRA1 undLRA2 beschrieben wird, folgt aus der Betrachtung der Verteilung des spektralen Ge-wichtes. Zur Berechnung der Gewichtsverteilung in A(~k; !) m�ussen nach Gl. 3.16 dieMatrixelemente h 1(k)jc~k;"j 0i und h 0jc~k;"j 1;LRA2i bestimmt werden. Im ersten Fallfolgt:h 1(k)jc~k;"j 0i = 1pL LX̀=1 e�ik`h`j 1p2L LX̀0=1 eik`0(c`0;1" + c`0;2")j 0i= 1p2L LX`;`0=1 eik(`0�`)h#`jc`0;1" + c`0;2"jS`i= 12Nb (h0; #j+ h#; 0ji)�j#; 0i+ j0; #i+ Eb2t? (j0; #i+ j#; 0i)�= 1 + Eb=2t?q2 + E2b =2t2? : (3.36)Das spektrale Gewicht f�ur LRA2 (jh 0jc~k;"j 1;LRA2ij2) wurde analog mit Hilfe der exak-ten Diagonalisierung der vier Pl�atze berechnet. Abb. 3.11 zeigt die Gewichtsverteilungdieser LRA-N�aherung in hervorragender �Ubereinstimmung mit dem QMC-Ergebnis(siehe Teil (a) der Abb. 3.3). An dieser Stelle sei nochmals darauf hingewiesen, da� dasSpektrum in Abb. 3.11 nur mit Hilfe der Systemparameter t, t? und U , also ohne Fit-parameter, berechnet wurde. Ferner war im Gegensatz zur AFHF-N�aherung das L�oseneiner selbstkonsistenten Gleichung nicht notwendig.



3.2. Spin- und Ladungskorrelationsfunktionen 61k? = 0LRA U=t = 8:0t?=t = 2:0
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��=20Abb. 3.11: Verteilung des spektralen Gewichtes f�ur U=t = 8 und t?=t = 2:0, berechnet durchdie N�aherungen LRA1 f�ur ! < 0 und LRA2 f�ur ! > 0 im k? = 0-Kanal.3.2 Spin- und LadungskorrelationsfunktionenUm einen Einblick in die Natur der niederenergetischen Anregungen des Systems zuerhalten, sollen im folgenden die Spin- und Ladungssuszeptibilit�aten �s;c(~q; !) genaueruntersucht werden. In der Lehmann-Darstellung sind beide Suszeptibilit�aten gegebenals �s;c(~q; !) = iZ Xl;l0 e��El(1� e��!)jhljOs;c(~q)jl0ij2 � �(! � (El0 � El)); (3.37)mit Os(~q) = Sz~q = P~p(cy~p+~q;"c~p;" � cy~p+~q;#c~p;#) und Oc(~q) = �~q = P~p;� cy~p+~q;�c~p;�. MitHilfe des Spektraltheorems kann diese Gr�o�e aus den "rohen\ QMC-Daten berechnetwerden: hOs;c(~q; �)Os;c(�~q; 0)iQMC = �i Z 1�1 e��!1� e��!�s;c(~q; !)d!: (3.38)Die Invertierung dieser numerisch schlecht konditionierten Gleichung wurde analog zurBerechnung der spektralen Dichte A(~k; !) mit Hilfe des Verfahrens der maximalenEntropie (siehe Abschnitt 2.3) durchgef�uhrt.In Abb. 3.12 ist die Spinsuszeptibilit�at �s(~q; !) dargestellt, und zwar f�ur t?=t = 0:5in Teil (a), f�ur t?=t = 1:0 in Teil (b) und f�ur t?=t = 2:0 in Teil (c). Die Maxima der
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Abb. 3.12: Spinsuszeptibilit�at �s(~q; !) f�ur t?=t = 0:5 (a), t?=t = 1:0 (b) und t?=t = 2:0 (c)in beiden q? = 0; �{Kan�alen. Die Berechnungen wurden bei U=t = 8 in einem 2� 16{Systembei einer inversen Temperatur von �t = 10 durchgef�uhrt.



3.2. Spin- und Ladungskorrelationsfunktionen 63Suszeptibilit�at sind dabei zus�atzlich durch Karos (3) mit den entsprechenden Fehler-balken gekennzeichnet. Die Verteilung des Gewichtes in �s(~q; !) wird durch die St�arkeder Grauschattierung angegeben. Hier l�a�t sich deutlich der Unterschied zwischen demLimes t?<� 2t (Vier-Band-Isolator) und t?>� 2t (Zwei-Band-Isolator) erkennen. Im Fallt?=t = 0:5 und im isotropen Fall t?=t = 1:0 existieren in beiden q?-Kan�alen dispersiveB�ander, die an der Stelle ~q = (�; �) das meiste Gewicht besitzen. Die Dispersion gehtf�ur ~q ! (0; 0) und ~q ! (�; �) in beiden F�allen scheinbar gegen Null, jedoch liegt auch indiesem Parameterbereich ein endliches Spingap vor. Die Gr�o�e dieser Spinl�ucke l�a�t sichmit Hilfe der Dichte-Matrix-Renormierungsgruppe berechnen [69]. F�ur t?=t = 0:5 istdas Spingap �ES � 0:05t und f�ur t?=t = 1:0 ist �ES � 0:12t. F�ur das hier betrachtete2 � 16-System wurde die Spinl�ucke zus�atzlich mit dem Projektor-QMC-Formalismusgemessen. Hier ergibt sich in �Ubereinstimmung mit dem Ergebnis der Renormierungs-gruppe �ES=t = 0:075�0:027 f�ur t?=t = 0:5 und �ES=t = 0:104�0:021 f�ur t?=t = 1:0.Sowohl f�ur t?=t = 0:5 als auch f�ur t?=t = 1:0 ist die Spinl�ucke kleiner bzw. von derGr�o�enordnung der Simulationstemperatur kT=t = 0:1, so da� sich das System in bei-den F�allen mit Hilfe der "gaplosen\ Spin-Dichte-Welle-Theorie beschreiben l�a�t. Eszeigt sich die Charakteristik eines Antiferromagneten, bei dem aufgrund der gebroche-nen Symmetrie gaplose, elementare Anregungen, die sog. Goldstone-Moden, auftreten.Diese ! = 0-Moden lassen sich durch Anwenden der Random-Phase-Approximation(RPA) auf den SDW-Grundzustand analytisch beschreiben [70]. Eine ausf�uhrlichereErl�auterung der RPA-N�aherung f�ur das Hubbard-Modell wird in Abschnitt 4.2.2 gege-ben.Auf dem Hintergrund des SDW-Grundzustandes j
i (siehe Gl. 3.14) sind die Suszep-tibilit�aten gegeben durch�00(~q; ~q 0; t) = i2N h
jT�~q(t)��~q 0(0)j
i; (3.39)�ij(~q; ~q 0; t) = i2N h
jTSi~q(t)Sj�~q 0(0)j
i; (3.40)wobei �~q = P~p;� cy~p+~q;�c~p;�, Si~q = P~p;�;�0 cy~p+~q;��i�;�0c~p;�0 , T der Zeitordnungsoperator und�i die Paulimatrizen mit �� = �x� i�y sind. Daraus lassen sich die energieabh�angigenSuszeptibilit�aten berechnen [70]:�00(~q; ~q 0; !) = �zz(~q; ~q 0; !) = �~q;~q 0 �000 (~q; !); (3.41)�+�(~q; ~q 0; !) = �~q;~q 0 �+�0 (~q; !) + �~q;~q 0� ~Q �+�~Q (~q; !); (3.42)



64 Kapitel 3. Gekoppelte Hubbard-Ketten bei Halbf�ullungwobei�000 (~q; !) = � 12NX~p 0  1� "(~p)"(~p+ ~q) + �2E~pE~p+~q ! � 1! � E~p+~q � E~p + i� + 1�! � E~p+~q � E~p + i�! ; (3.43)�+�0 (~q; !) = � 12NX~p 0  1� "(~p)"(~p+ ~q)��2E~pE~p+~q ! � 1! � E~p+~q � E~p + i� + 1�! � E~p+~q � E~p + i�! ; (3.44)�+�~Q (~q; !) = + 12NX~p 02�E~p  1! � E~p+~q � E~p + i� + 1�! � E~p+~q � E~p + i�! :(3.45)Durch Einsetzen dieser Response-Funktion in die RPA-Gleichung folgt [70]:�00RPA(~q; ~q 0; !) = �00(~q; ~q 0; !)1 + U�000 (~q; !) (3.46)�zzRPA(~q; ~q 0; !) = �zz(~q; ~q 0; !)1� U�000 (~q; !) (3.47)�+�RPA(~q; ~q 0; !) = X~p �+�(~q; ~p; !)[1� U�+�(~p; ~q 0; !)]�1: (3.48)Hier steht [1� U�+�(~p; ~q 0; !)]�1 f�ur die Inversion einer 2� 2-Matrix mit[1� U�+�(~p; ~q 0; !)]�1 = [1� U�+�0 (~p+ ~Q; !)]�~p;~q 0 + U�+�~Q (~p; !)�~p;~q 0� ~Q[1� U�+�0 (~p; !)][1� U�+�0 (~p+ ~Q; !)]� [U�+�~Q (~p; !)]2 :(3.49)Die aufgrund des Goldstone-Theorems zu erwartende, gaplose Mode ist in der Suszep-tibilit�at �+�RPA(~q; ~q 0; !) enthalten. Die Dispersionsrelation !RPA(~q) folgt somit aus denNullstellen des Nenners von Gl. 3.49:[1� U�+�0 (~q; !(~q))][1� U�+�0 (~q + ~Q; !(~q))]� [U�+�~Q (~q; !(~q))]2 != 0: (3.50)Die numerische L�osung dieser Gleichung ist f�ur t?=t = 0:5 und t?=t = 1:0 f�ur beideWerte von q? in Abb. 3.12 eingezeichnet (durchgezogene Linie in Abb. 3.12 (a) und(b)). Es zeigt sich eine hervorragende �Ubereinstimmung, die darauf schlie�en l�a�t, da�



3.2. Spin- und Ladungskorrelationsfunktionen 65die elementaren Spinanregungen in dem System der gekoppelten Ketten f�ur kleine undmittlere Werte von t? denen eines Antiferromagneten entsprechen.F�ur gro�e Werte von t? tritt eine drastische Abweichung vom SDW-Bild auf (siehe Abb.3.12 (c)). Dies liegt, wie bereits erw�ahnt, zum einen an der extremen Kurzreichweitig-keit der Spinkorrelation und zum anderen an den relativ gro�en Wert der Energiel�uckeim Spinanregungsspektrum. Mit Hilfe der Projektor-QMC-Methode wurde f�ur den hiergezeigten Fall von t?=t = 2:0 eine Spinl�ucke von �ES=t = 0:814�0:015 gemessen, d.h.die mittlere thermische Verbreiterung bei �t = 10 ist klein gegen�uber diesem Spingap.Innerhalb der lokalen Singulett-N�aherung f�ur gro�e Werte von t? existiert im q? = 0-Kanal kein �Ubergang vom S = 0-Grundzustand zu einem S = 1-Zustand bei gleicherTeilchenzahl (siehe Abb. 3.9). Somit ist lediglich ein signi�kanter Beitrag von spektra-lem Gewicht f�ur q? = � zu erwarten. Dies wird von den QMC-Ergebnissen in Abb.3.12, Teil (c) best�atigt. F�ur q? = � ist das spektrale Gewicht nahezu vollst�andig ineinem dispersiven Band mit einer Breite von � t und einem Minimum bei q = �enthalten. Um diese Dispersion in der lokalen N�aherung explizit zu ermitteln, ist eineSt�orungsrechnung in zweiter Ordnung notwendig. F�ur den relevanten q? = �-Kanalfolgt (die Berechnung ist ausf�uhrlich in Anhang B dargestellt):!Spin(q) = �Ea � 64t2(A1A2)22Ea � U � 16t2 sin2(q=2) A21Eb + 2t? + A22Eb � 2t?! ;(Spin�Dispersion der LRA�N�aherung)mit Ea;b = (U �qU2 + 16t2?)=2 und A1;2 = (1�Eb=2t?)=q4 + E2b =t2?. F�ur t?=t = 2:0ergibt sich eine e�ektive Dispersion von !Spin(q) = Jeff? +Jeff cos(q) mit Jeff? =t = 1:187und Jeff=t = 0:646, die zus�atzlich in Abb. 3.12 (c) im q? = �-Kanal eingezeichnet ist.Wie bereits im Fall der spektralen Dichte stimmt die LRA-N�aherung hervorragendmit dem QMC-Ergebnis �uberein. Zus�atzlich ist die Spinl�ucke �ES , die mit Hilfe desProjektor-QMC-Verfahrens bestimmt wurde, und das Spingap �ErungS einer einzelnenSprosse in die Abb. 3.12 eingezeichnet (gestrichelte Linien).Das QMC-Ergebnis der Ladungskorrelationsfunktion �c(~q; !) ist in Abb. 3.13 darge-stellt. F�ur t?=t = 0:5 und t?=t = 1:0 (Abb. 3.13 (a) und (b)) ist das spektrale Ge-wicht ann�ahernd gleichm�a�ig auf beide q?-Kan�ale verteilt. F�ur ~q = (0; 0) ist Oc((0; 0))identisch zum Teilchenzahloperator N̂ , der mit dem Hamiltonoperator H vertauscht.



66 Kapitel 3. Gekoppelte Hubbard-Ketten bei Halbf�ullungDies f�uhrt zu einer Auswahlregel (die Matrixelemente in Gl. 3.37 verschwinden), die�Uberg�ange f�ur ~q = (0; 0) verbietet, d.h. das spektrale Gewicht f�ur �c((0; 0); !) ist exaktNull.In beiden q?-Kan�alen ist die Gr�o�e der Ladungsl�ucke f�ur t?=t = 0:5 ungef�ahr 5t undf�ur t?=t = 1:0 ungef�ahr 4t. Ferner existiert eine breite Struktur von mehreren t sowohlf�ur t?=t = 0:5 als auch f�ur t?=t = 1:0. F�ur q? = 0 ist vor allem f�ur t?=t = 0:5die Andeutung eines dispersiven Bandes mit einem Maximum bei q = � und einerBandbreite von etwa 3t zu erkennen.Die breite Struktur in der Ladungssuszeptibilit�at l�a�t sich qualitativ mit Hilfe der spek-tralen Dichte A(~k; !) (Abb. 3.1 und Abb. 3.2) verstehen. In A(~k; !) existieren jeweilsvier dispersive B�ander mit einem zus�atzlichen breiten, inkoh�arenten Hintergrund, diezu der beobachteten Struktur sowohl f�ur q? = 0 als auch f�ur q? = � f�uhren. Hierdurchl�a�t sich die kleinste Teilchen-Loch-Anregungsenergie absch�atzen. F�ur beide Werte vont?, t?=t = 0:5 und t?=t = 1:0, ergibt sich eine L�ucke von etwa 4t, die mit den Ener-giel�ucken in �c(~q; !) �ubereinstimmt.F�ur diese Werte von t? wurde zus�atzlich �00RPA (siehe Gl. 3.46) berechnet, wobei, wieoben beschrieben, ein antiferromagnetischer Spinhintergrund zugrunde gelegt wird. Indieser RPA-N�aherung zeigt sich ebenfalls eine breite Struktur in beiden q?-Kan�alenoberhalb des Chargegaps. Die minimale Anregungsenergie von �00RPA ist zus�atzlich inAbb. 3.13 (a) und (b) eingezeichnet (durchgezogene Linie mit ausgef�ullten Punkten).Wie bereits in Abschnitt 3.1.2 erw�ahnt wird auch hier deutlich, da� die SDW-N�aherungdie Ladungsl�ucke zu gro� wiedergibt.Im Limes gro�er Werte von t? l�a�t sich die Ladungs-Response-Funktion wieder durchdas lokale Singulett-Bild verstehen. In diesem LRA-Szenario entsteht ein Ladungs�uber-gang durch Anregung eines Singuletts an einer Sprosse unter Erhaltung der Teilchen-zahl und des Gesamtspins. D.h. der niedrigste �Ubergang entsprechend Abb. 3.9 verl�auftzwischen dem S = 0-Grundzustand und dem niedrigsten S = 0-Anregungszustand beizwei Teilchen pro Sprosse im q? = �-Kanal. Der energetisch h�ohere �Ubergang imq? = 0-Kanal ist im lokalen Bild verboten, da der entsprechende Operator Oc(0) mitdem Hamiltonoperator einer Sprosse vertauscht.Das QMC-Ergebnis f�ur t?=t = 2:0 (Abb. 3.13 (c)) spiegelt in guter �Ubereinstimmungdieses lokale Singulett-Bild wieder. Im q? = 0-Kanal ist nahezu kein spektrales Gewichtvorhanden (der verbleibende restliche Gewichtsanteil ist auf die Abweichung vom exak-
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Abb. 3.13: Ladungssuszeptibilit�at �c(~q; !) f�ur t?=t = 0:5 (a), t?=t = 1:0 (b) und t?=t = 2:0(c) in beiden q? = 0; �{Kan�alen. Die Berechnungen wurden bei U=t = 8 in einem 2 � 16{System bei einer inversen Temperatur von �t = 10 durchgef�uhrt.



68 Kapitel 3. Gekoppelte Hubbard-Ketten bei Halbf�ullungten LRA-Zustand zur�uckzuf�uhren). Das spektrale Gewicht f�ur q? = � ist haupts�achlichum ! � 10 konzentriert und entspricht der optischen Anregungsenergie �EC;2site einerSprosse f�ur q? = � (durchgezogene Linie).Um den Ursprung des vom LRA-Bild abweichenden dispersiven Bandes im q? =�-Kanal in Abb. 3.13 zu verstehen, ist es notwendig, die m�oglichen Teilchen-Loch-Anregungen in der spektralen Dichte A(~k; !) (siehe Abb. 3.3) zu betrachten. In derZweiteilchen-Ladungs-Response-Funktion ist ein signi�kanter Gewichtsanteil zu erwar-ten, wenn ein entsprechender Teilchen-Loch-�Ubergang f�ur ein bestimmtes ~q = (q; q?)und ein bestimmtes ! in A(~k; !) existiert. Um beispielsweise den Beitrag in �c(~q; !)zu verstehen, mu� �uber alle m�oglichen �Uberg�ange zwischen dem Photoemissionsbandund dem inversen Photoemissionsband in A(~k; !) (Abb. 3.3) summiert werden, dieden Impuls ~q �ubertragen. Die minimalen Anregungsenergien dieser Konstruktion sindin Abb. 3.13 (c) f�ur q? = � mit Hilfe der durchgezogene Linie mit den ausgef�ulltenPunkten eingezeichnet. Die Energien, die auf diese Weise berechnet wurden, sind durch-gehend kleiner als die entsprechende Resultate der QMC/MaxEnt-Berechnung. DieseAbweichung ist auf folgende Weise zu verstehen: Wenn die Einteilchen-B�ander zur Be-rechnung der Ladungs-Response-Funktion herangezogen werden, entspricht dies derBestimmung der Zweiteilchen-Anregungen in niedrigster Ordnung der diagrammati-schen St�orungsentwicklung, allerdings mit den exakten Einteilchen-Propagatoren. Hier-bei werden alle Teilchen-Loch-Wechselwirkungen vernachl�assigt. Diese Teilchen-Loch-Wechselwirkungen f�uhren jedoch zu einer Erh�ohung der Ladungs-Anregungsenergienum einen signi�kanten Betrag [76], der in dem QMC-Ergebnis f�ur �c(~q; !) beobachtetwird.



Kapitel 4
Dotierte Hubbard-Ketten
In diesem Abschnitt sollen analog zu Kapitel 3 gekoppelte Hubbard-Ketten bei Dotie-rung untersucht werden. Die Ergebnisse der QMC-Berechnung lassen sich dabei zumTeil wieder durch einfache Modelle beschreiben. Bei kleiner Dotierung und gro�en Wer-ten von t? liefert das lokale Singulett-Bild (LRA) gute Ergebnisse (Abschnitt 4.1). Beimittlerer Dotierung hni � 0:875 entspricht der dispersive Anteil der spektralen Dich-te A(~k; !) qualitativ dem Ergebnis einer Slave-Boson-Mean-Field-Berechnung (sieheAbschnitt 4.2.1), w�ahrend die Spin- und Ladungssuszeptibilit�aten �s;c(~q; !) durch ei-ne Random-Phase-Approximation bereits in niedrigster Ordnung angen�ahert werdenk�onnen (Abschnitt 4.2.2). Ferner zeigt das Leitersystem f�ur eine isotrope, physikalischrelevante Kopplung keinen Hinweis auf einen Kosterlitz-Thouless-Phasen�ubergang beiTemperaturen bis zu kBT � 0:1t (Abschnitt 4.3). In Abschnitt 4.4 wird schlie�lichdie Natur des Einteilchen-H�upfens zwischen den Ketten auf inkoh�arentes Verhaltenuntersucht.4.1 Die lokale Singulett-N�aherung bei kleiner Do-tierungAuch im dotierten Fall ist die Beschreibung von gekoppelten Hubbard-Ketten imlokalen Singulett-Bild f�ur t? � t m�oglich. F�ur verschwindende Dotierung (�Uber-gang von einem Zustand mit einem Loch zu einem Zustand mit zwei L�ochern) ist69



70 Kapitel 4. Dotierte Hubbard-Ketteneine analytische Rechnung f�ur die spektrale Dichte A(~k; !) analog zum halbgef�ull-ten Fall durchf�uhrbar: Hierzu mu� zuerst der Grundzustand des Systems mit einemLoch bestimmt werden. Ein Zustand mit einem Loch mit Impuls k ist allgemein durchj 1(k)i = PL̀=1 eik`j`i=pL gegeben (siehe Gl. 3.25). F�ur die Energie E1(k) dieses Zu-standes in 1. Ordnung St�orungsrechnung gilt (siehe auch Gl. 3.28):E1(k) = h 1(k)jHj 1(k)i = (L� 1)Ea � t? + 2tA cos k; (4.1)mit A = (1 + Eb=2t?)2=(2 + E2b =2t2?). Der energetisch niedrigste Zustand wird somitf�ur k = � erreicht, d.h. f�ur den Grundzustand des Systems mit einem Loch folgt:j 1Loch0 i = 1pL LX̀=1(�1)`jS1ijS2i : : : j #`i : : : jSLi; (4.2)mit der Energie E1Loch1 = (L � 1)Ea � t? � 2tA. Dieser Zustand besteht aus Eigen-zust�anden von einzelnen Sprossen, die alle einen Impuls senkrecht zu den Ketten vonk? = 0 besitzen. Der entsprechende Gesamtimpuls K? des Zustandes j 1Loch0 i be-tr�agt somit Null. Das Herausschlagen eines weiteren Teilchens aus diesem 1-Loch-Grundzustand ist energetisch mit k? = 0 am g�unstigsten (siehe Abb. 3.9), weshalbim folgenden nur die Photoemission im k? = 0-Kanal im LRA-Bild betrachtet werdensoll. Der entsprechende Zustand mit zwei L�ochern, der zur Berechnung des Photoemis-sionsspektrum A(k; k? = 0; !) notwendig ist, l�a�t sich somit schreiben alsj 2(k)i = 1BN ck;k?=0;#j 1Loch0 i; (4.3)mit der Normierungskonstante BN . Die Spinrichtung wurde dabei ohne Beschr�ankungder Allgemeinheit so gew�ahlt, da� die z-Komponente des Gesamtspins Sz verschwindet.Nach einer aufwendigen Rechnung, die hier nicht wiedergegeben werden soll, folgt f�urdie Dispersion im k? = 0-Kanal f�ur ! < 0:!1Loch(k) = �2tA1Loch(1 + cos k); (4.4)mit A1Loch = (1 + Eb=2t?)2=(2 + E2b =2t2?). Der Faktor A1Loch ist exakt identisch zurRenormierung der Bandbreite im halbgef�ullten Fall innerhalb der LRA-N�aherung. D.h.die e�ektive Bandbreite h�angt zumindest bei gro�en Werten von t? in der N�ahe vonHalbf�ullung in 1. Ordnung nicht von der Dotierung ab.Analog zu Kapitel 3 wurde zum Vergleich mit der LRA-Berechnung ein 2� 16-Systemmit U=t = 8 und t?=t = 2:0 herangezogen. In Abb. 4.1 ist das Ergebnis der QMC-Simulation dieses Parametersatzes sowohl f�ur k? = 0 (Teil (a)) als auch f�ur k? = �



4.1. Die lokale Singulett-N�aherung bei kleiner Dotierung 71(Teil (b)) dargestellt. Die mittlere Teilchendichte betr�agt hni = 0:96875 und entsprichtsomit einer Dotierung von einem Loch. Die inverse Temperatur konnte aufgrund desVorzeichenproblems maximal �t = 8 gew�ahlt werden.
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Abb. 4.1: Spektrale Dichte A(~k; !) f�ur t?=t = 2, U=t = 8 und �t = 8 in einem 2� 16-Systemmit einer Dotierung von hni = 0:96875 (1 Loch). Teil (a) zeigt den k? = 0-Kanal und Teil(b) den k? = �-Kanal.



72 Kapitel 4. Dotierte Hubbard-KettenDie durchgezogene Linie im k? = 0-Kanal in Abb. 4.1(a) zeigt das Ergebnis der lokalenSingulett-N�aherung (Gl. 4.4). Wie im halbgef�ullten Fall ist die �Ubereinstimmung mitder Dispersion der exakten QMC-Daten hervorragend, obwohl f�ur den Wert t?=t = 2:0die Bedingung t? � t nicht erf�ullt ist. Im k? = �-Kanal ist ein entsprechendes Bandzwischen ! � 4t und ! � 8t zu erkennen, dessen Bandbreite innerhalb der Fehlerbalkenmit der Bandbreite im k? = 0-Kanal identisch ist. Aufgrund der schlechteren Au
�osungdes MaxEnt-Verfahrens bei gro�en Werten von ! ist die Dispersion in diesem k?-Kanalnicht so deutlich ausgepr�agt wie im k? = 0-Kanal. Der gr�o�te Teil des spektralenGewichtes ist in diesen dispersiven B�andern enthalten, jedoch sind f�ur beide Wertevon k? Anzeichen f�ur einen zus�atzlichen, inkoh�arenten Hintergrund zu erkennen, derebenso bei Halbf�ullung beobachtet wird.
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Abb. 4.2: Spin- und Ladungssuszeptibilit�at (�s(~q; !): Teil (a) und (b), �c(~q; !): Teil (c) und(d)) f�ur t?=t = 2, U=t = 8 und �t = 8 in einem 2 � 16-System mit einer Dotierung vonhni = 0:96875 (1 Loch). Teil (a) und (c) zeigen jeweils den q? = 0-Kanal, Teil (b) und (d)den q? = �-Kanal.



4.1. Die lokale Singulett-N�aherung bei kleiner Dotierung 73In Abb. 4.2 sind die Spin- und Ladungssuszeptibilit�aten f�ur den gleichen Parameter-satz dargestellt. Nahezu das gesamte spektrale Gewicht der Spin-Response-Funktionist im q? = �-Kanal enthalten. Dies l�a�t sich durch Betrachtung von �s(~q; !) inLehmann-Darstellung (Gl. 3.37) verstehen: Im q? = 0-Kanal vertauscht der Opera-tor Os(~q) mit dem Hamiltonoperator H0 (Gl. 3.26). Somit sind die MatrixelementehljOs(~q)jl0i diagonal in l und l0 und damit die Suszeptibilit�at �s(q; q? = 0; !) bei Ver-nachl�assigung von HI (d.h. f�ur t? � t) exakt Null. Im Gegensatz hierzu enth�alt derq? = �-Kanal den gr�o�ten Teil des spektralen Gewichtes in einer cosinus-�ahnlichenDispersion (Abb. 4.2(b)) zwischen ! � 1:9t und ! � 0:8t. Dieses Band ist inner-halb der QMC-Fehlerbalken mit dem Band im halbgef�ullten Fall (siehe Abb. 3.12)identisch. Es kann somit mit den Magnon-Anregungen der LRA-N�aherung (siehe Ka-pitel 3.2) identi�ziert werden. Die Spinl�ucke kann aufgrund der endlichen Tempera-tur �t = 8 und der begrenzten Au
�osung der QMC/MaxEnt-Methode nicht genaugenug bestimmt werden, um eine Abweichung vom halbgef�ullten Fall zu erkennen(�EHalbf�ullungS =t = 0:814 � 0:015). Das Weak-Coupling-Phasendiagramm (siehe Abb.1.5) von L. Balents und M.P.A. Fisher [35] sagt in diesem Parameterbereich eine gaploseSpin- und Ladungsmode (C1S1-Phase), d.h. keine Spinl�ucke voraus. Ein Hinweis daraufist auch bei dieser relativ starken Kopplung von U=t = 8 im q? = 0-Kanal erkennbar(Abb. 4.2(a)), der eine schwach ausgepr�agte, gaplose Mode enth�alt.Abb. 4.2(c) und (d) zeigen die Ergebnisse der Ladungssuszeptibilit�at �c(~q; !). F�ur einenImpuls�ubertrag von q? = � tritt eine breite, q-unabh�angige Anregung um ! � 9t auf,die der elementaren Ladungsanregung einer Sprosse entspricht und ebenso im halb-gef�ullten Fall vorhanden ist (Abb. 3.13(c)). Aufgrund des zunehmenden Vorzeichen-problems bei Dotierung ist hier keine entsprechend gute Au
�osung wie bei Halbf�ullungm�oglich. Interessant ist das Resultat im q? = 0-Kanal: Obwohl innerhalb des LRA-Bildes kein Signal auftreten sollte (analog zu �s(~q; !) vertauscht Oc(q; q? = 0) mit demHamiltonoperator H0), ist eine deutlich ausgepr�agte ! ! 0-Mode f�ur q ! 0 mit einerAnregungsgeschwindigkeit von vc=t = 0:59�0:29 zu erkennen, die bei Halbf�ullung nichtvorhanden ist. Diese Mode spiegelt den Metall-Isolator-�Ubergang wieder, der bereitsbei verschwindend kleiner Dotierung weg von Halbf�ullung auftritt.
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Abb. 4.3: Spektrale Dichte A(~k; !) f�ur t?=t = 1, U=t = 4 und �t = 5 in einem 2� 64{Systemmit einer Dotierung von hni = 0:8776� 0:0001. Teil (a) zeigt den k? = 0-Kanal und Teil (b)den k? = �-Kanal. Die durchgezogene Linie ist das Ergebnis der Slave-Boson-Mean-Field-Berechnung.



4.2. Der Bereich mittlerer Dotierung 754.2 Der Bereich mittlerer DotierungIm folgenden soll der Bereich mittlerer Dotierung hni = 0:875 im physikalisch rele-vanten, isotropen Fall t? = t betrachtet werden. Hierf�ur wurde ein 2 � 64-Systemmit U=t = 4 und einer inversen Temperatur von �t = 5 simuliert. Aufgrund derBeschr�ankung durch das Vorzeichenproblem ist der Wert �t = 5 bei diesen System-parametern die tiefste Temperatur, die sich mit derzeitigen Methoden in vertretbaremRechenzeitaufwand erreichen l�a�t.4.2.1 Die Einteilchen-SpektraldichteAbb. 4.3 zeigt die spektrale Dichte A(~k; !) f�ur dieses System. Deutlich sind zwei ver-schiedenartige Strukturen zu erkennen: Der gr�o�te Anteil des spektralen Gewichtes istin einer band�ahnlichen, cosinus-f�ormigen Strukur enthalten, die sich im k? = 0-Kanalvon ! � �2:8t bis ! � 1:6t und im k? = �-Kanal von ! � �0:7t bis ! � 4:4t er-streckt. Zum zweiten f�uhrt die Korrelation der Teilchen in beiden k?-Kan�alen zu einembreiten, inkoh�arenten Hintergrund mit geringem spektralem Gewicht, sowohl im Photo-emissionsbereich (! < 0) als auch im inversen Photoemissionsbereich (! > 0). DieserHintergrund tritt analog in ein- und zweidimensionalen Hubbard-Modellen auf undwurde in einer Reihe von Arbeiten von R. Preuss et al. [60, 65] ausf�uhrlich untersucht.Die Dispersion, die den gr�o�ten Teil des spektralen Gewichtes enth�alt, entspricht quali-tativ dem cosinus-Verhalten der wechselwirkungsfreien Bandstruktur, wobei die Wech-selwirkung zu einer Renormierung der Bandbreite f�uhrt. Diese Renormierung l�a�tsich mit Hilfe der Slave-Boson-Mean-Field (SBMF) Methode beschreiben (siehe z.B.[73, 77, 78]): Mit Hilfe eines paramagnetischen Ansatzes folgt f�ur die Dispersion"SBMF(~k) = �z2+(2t cos k + t? cos k?) + �0 � �; (4.5)mit dem Renormierungsfaktor z+ und dem Lagrangemultiplikator �0. F�ur t? = t undU=t = 4 ergeben sich bei der betrachteten Dotierung von hni = 0:875 folgende Werte[72]: z2+ = 0:9066;�0=t = 1:6040 und�=t = 1:3728:



76 Kapitel 4. Dotierte Hubbard-KettenDiese Dispersion ist in Abb. 4.3 eingezeichnet (durchgezogene Linie). Die �Uberein-stimmung ist in beiden k?-Kan�alen in der N�ahe der Fermienergie (der Bereich besterAu
�osung von MaxEnt) hervorragend. (Eine m�ogliche Aufspaltung der quasiteilchen-�ahnlichen Struktur nahe der Fermikante in getrennte Spin- und Ladungsanregungen,die in einer eindimensionalen Luttinger-Fl�ussigkeit auftritt, kann aufgrund der stati-stischen Fehler der QMC-Daten und der dadurch reduzierten MaxEnt-Au
�osung nichtbeobachtet werden [60, 79].) Im h�oherenergetischen Bereich, vor allem bei k = � imk? = �-Kanal, wird die �Ubereinstimmung der QMC-Daten mit der SBMF-Rechnungzunehmend schlechter. Dies l�a�t sich auf folgende Weise verstehen: F�ur diese Systempa-rameter ist analog zum halbgef�ullten Fall ein sog. spin-wave-shake-o�-E�ekt zu erwar-ten: Eine selbstkonsistente diagrammatische Berechnung der Selbstenergie innerhalbeines SDW-Zustandes f�uhrt bei Halbf�ullung zu zus�atzlichen Beitr�agen in der spektra-len Dichte, die vor allem in den Zentren der magnetischen Brillouin-Zone, d.h. bei k = 0und k = � in beiden k?-Kan�alen, auftreten. Verantwortlich f�ur diesen shake-o�-E�ektist die Diagrammklasse zur Beschreibung der transversalen magnetischen Fluktuatio-nen (siehe hierzu [80]). Im dotierten Bereich ist immer noch eine kurzreichweitige an-tiferromagnetische Spinkorrelation vorhanden und somit der reminiszente Charaktereiner Spin-Dichte-Welle. D.h. analog zum halbgef�ullten Fall ist die Ausbildung einesspin-wave-shake-o�-E�ektes zu erwarten. Trotz der hohen Temperatur (�t = 5) derQMC-Simulation und des Vorzeichenproblems, welches zu starken Fluktuationen inden QMC-Daten f�uhrt, sind die Anzeichen hierf�ur in Abb. 4.3, vor allem bei k = � imk? = �-Kanal, zu erkennen.4.2.2 Die Random-Phase-ApproximationDie Spin- und Ladungsanregungen des obigen Systems lassen sich qualitativ mit Hil-fe der Random-Phase-Approximation (RPA) verstehen. Die Grundz�uge dieser N�ahe-rung sollen im folgenden aus diagrammatischer Sicht kurz erl�autert werden: Innerhalbder RPA-N�aherung wird die reine Coulomb-Wechselwirkung V 0�;�0(~q; !n) im Impuls-raum durch eine e�ektive Wechselwirkung V RPA�;�0 (~q; !n) ersetzt, in der Abschirmpro-zesse des korrelierten Vielteilchensystem ber�ucksichtigt werden. Diagrammatisch l�a�tsich diese Abschirmung der Coulomb-Wechselwirkung durch Einschieben von Elektron-Lochanregungen in die "nackte\ Wechselwirkung erreichen (siehe Abb. 4.4).Somit folgt, unter Beachtung der Feynman-Regeln, f�ur die abgeschirmte Wechselwir-
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Abb. 4.4: Diagrammatische Entwicklung der e�ektiven Wechselwirkung V RPA�;�0 (~q; !n) inner-halb der RPA-N�aherung.kung V RPA�;�0 (~q; !n):V RPA�;�0 (~q; !n) = V 0�;�0(~q; !n) + 1� X~k;�n;�00 V 0�;�00(~q; !n)G�000;~k(�n � !n)G�000;~k+~q(�n)V RPA�00;�0(~q; !n);(4.6)wobei !n und �n die Matsubara-Frequenzen und G�0;~k(!n) die freien Propagatoren einesTeilchens mit Impuls ~k und Spin � sind. Mit Hilfe der Dichte-Response-Funktion deswechselwirkungsfreien Systems (Lindhard-Funktion),�0(~q; !n) = � 1N� X~k;�nG�0;~k(�n � !n)G�0;~k+~q(�n); (4.7)kann die Wechselwirkung V RPA�;�0 (~q; !n) folgenderma�en geschrieben werden (G�0;~k(!n)ist unabh�angig von �):VRPA(~q; !n) = V0(~q; !n)�N�0(~q; !n)V0(~q; !n)VRPA(~q; !n): (4.8)Hier sind VRPA(~q; !n) und V0(~q; !n) 2 � 2-Matrizen im Spinraum und V0VRPA dieentsprechende Matrixmultiplikation. Die letzte Gleichung 4.8 l�a�t sich nun nach VRPAau
�osen: VRPA(~q; !n) = h1 +N�0(~q; !n)V0(~q; !n)i�1V0(~q; !n): (4.9)



78 Kapitel 4. Dotierte Hubbard-KettenIm Fall der dreidimensionalen Coulomb-Wechselwirkung V Coulomb�;�0 (~q; !n) = 4�e2=q2folgt beispielsweise f�ur die abgeschirmte Wechselwirkung im langreichweitigen Limes(r !1): VTF (r) �! e2r e��TF r; (4.10)wobei �TF die Thomas-Fermi-Abschirmung bezeichnet [50, 81]. F�ur das hier betrachteteHubbard-Modell mit nur lokaler Wechselwirkung U ist V0(~q; !n) gegeben durch:V 0�;�0(~q; !n) = UN ��;��0 : (4.11)Somit folgt f�ur VRPA(~q; !n):VRPA(~q; !n) = UN 11� U2 (�0(~q; !n))2 0@ �U�0(~q; !n) 11 �U�0(~q; !n) 1A : (4.12)Mit Hilfe dieser e�ektiven Wechselwirkung sollen nun die Ladungs- und Spinsuszep-tibilit�aten abgeleitet werden. Diese lassen sich in imagin�arer Zeit auf folgende Weiseschreiben (siehe auch Gl. 3.37):N�c;s(~q; �) = hOc;s(~q; �)Oc;s(�~q; 0)i � hOc;s(~q)i2 �~q=0= X~k;~k0X�;�0(�1)�+�0 Dcy~k;�(�)c~k+~q;�(�)cy~k0;�0c~k0�~q;�0E� hOc;s(~q)i2 �~q=0= X~k;~k0X�;�0(�1)�+�0 DT� hc~k+~q;�(�)c~k0�~q;�0(0)cy~k;�(�+)cy~k0;�0(0+)iE�hOc;s(~q)i2 �~q=0: (4.13)Nach Anwendung der Feynman-Diagrammregeln und Transformation in den Matsu-bara-Frequenzraum bleiben bei Beschr�ankung auf die Bubble-Diagramme (linear in dere�ektiven Wechselwirkung VRPA(~q; !n)) zwei von Null verschiedene Terme erhalten(siehe Diagrammdarstellung in Abb. 4.5). Somit folgt:N�RPAc;s (~q; !n) = 2N�0(~q; !n)�X�;�0(�1)�+�0V RPA�;�0 (~q; !n)N2�0(~q; !n)2= 2N�0(~q; !n) 1� U�0(~q; !n)2 �2� 2U�0(~q; !n)1� U2 (�0(~q; !n))2!= 2N�0(~q; !n)1� U�0(~q; !n)� U�0(~q; !n)1� U�0(~q; !n) : (4.14)
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Abb. 4.5: Diagrammatische Entwicklung der Ladungs- und Spinsuszeptibilit�at �RPAc;s (~q; !n)in RPA-N�aherung.F�ur reelle Werte von ! (i!n ! !+ i�) ergibt sich somit f�ur die Ladungs- und Spinsus-zeptibilit�at �RPAc;s (~q; !) im Frequenzraum:�RPAc;s (~q; !) = 2�0(~q; !)1� U�0(~q; !) : (4.15)(Ladungs� und Spin�Response in RPA)In Abb. 4.6 ist dieses Ergebnis f�ur das oben betrachtete 2 � 64-System mit U=t = 4im isotropen Fall t? = t bei einer Dotierung von hni = 0:875 dargestellt. Dabei zeigendie Teile (a) und (c) das Resultat der RPA-Berechnung f�ur T ! 0 f�ur beide Wertevon q?, wobei die Pole von �RPAc (~q; !), d.h. die Nullstellen des Nenners in Gl. 4.15,durch Karos (3) und die Gr�o�e des Imagin�arteils von �RPAc (~q; !) durch die St�arkeder Grauschattierung gekennzeichnet sind. Die Teile (b) und (d) der Abb. 4.6 zeigendie Berechnung von �c(~q; !) mit Hilfe der QMC/MaxEnt-Methode f�ur eine inverseTemperatur von �t = 5. Abgesehen von dem durch die Statistik bedingten Rauschenin den QMC-Daten ist die �Ubereinstimmung hervorragend. Im q? = 0-Kanal l�a�t sich inden QMC-Daten eine deutliche Mode erkennen, die sich von ! = 0 bei q = 0 bis ! � 5tbei q = � erstreckt. F�ur q ! 0 entspricht diese Mode einer Ladungsgeschwindigkeitvon vc=t = 1:74�0:17. Dies ist analog zur RPA-Berechnung, bei der sich der gr�o�te Teildes spektralen Gewichtes in einer band�ahnlichen Struktur be�ndet, die qualitativ mitden QMC-Daten �ubereinstimmt. Die RPA zeigt zudem ein breites Spektrum unterhalbdieser stark ausgepr�agten Mode mit zwei zus�atzlichen gaplosen Anregungen bei q1 =17�=32 und q2 = 25�=32. Diese beiden zus�atzlichen q ! 0 Moden sind ebenfallsandeutungsweise in den QMC-Daten vorhanden, jedoch aufgrund des QMC-Rauschensund des geringen Anteils an spektralem Gewicht nicht deutlich aufgel�ost.Ein entsprechendes Bild zeigt der q? = �-Kanal (Abb. 4.6 (c) und (d)). Der gr�o�teTeil des spektralen Gewichtes liegt in beiden F�allen (RPA und QMC) in einer deutlich



80 Kapitel 4. Dotierte Hubbard-Kettenausgepr�agten band�ahnlichen Struktur, die sich von ! � 2:5t bei q = 0 bis ! � 6t bei q =� erstreckt. Unterhalb dieser Mode ist im Fall der RPA-N�aherung ein breites Spektrummit zwei gaplosen Anregungen bei q3 = 11�=32 und q4 = 28�=32 zu erkennen. DieQMC-Daten (Abb. 4.6(d)) zeigen wieder andeutungsweise diese Struktur.

01234
5678!=t (a)�RPAc (~q; !)q? = 0

33 3333 333333 33333333 333333333 3333333333 33333333333 333333333333 333333333333 3333333333333 3333333333333 33333333333333 33333333333333 333333333333333 333333333333333 3333333333333333 3333333333333333 3333333333333333 333333333333333 333333333333333 33333333333333 333333333333333 333333333333333 3333333333333333 3333333333333333 3333333333333333 333333333333333 333333333333333 33333333333333 33333333333333 3333333333333 3333333333333
q? = 0 �c(~q; !) (b)

3 3 3 3 3 33 3 3 3 3
3
3 3 3

3 3 3 3 3 3
3
3
3

3

3

3

3

3
3

3

3

3
3

3

3

3

3

3

3

3
3

3 3

3

3

3

3

01234
5678

0 �=4 �=2 3�=4 �!=t
q

(c)�RPAc (~q; !)q? = �
3 333333333333333 3333333333333333 333333333333333 3333333333333333 333333333333333 3333333333333333 333333333333333 333333333333333 33333333333333 33333333333333 3333333333333 333333333333333 3333333333333333 33333333333333333

3 333333333333333333
3 33333333333333333333
3
33333333333333333333
3
3333333333333333333333
3
3333333333333333333333
3
3333333333333333333333
333
333333333333333333333
3333
3333333333333333333333
33333
3333333333333333333333
33333
3333333333333333333333
3333333
3333333333333333333333
3333333
33333333333333333333333
33333333
33333333333333333333333
33333333
333333333333333333333333
333333333
33333333333333333333333
33333333
33333333333333333333333
33333333
3333333333333333333333
3333333 333333333333333333333
3333333

0 �=4 �=2 3�=4 �q

q? = � �c(~q; !) (d)

3 3 3
3
3 3 3 3

3

3 3 3 3 3 3 3 3 3

3

3 3

3

3

3

3

3

3

3

3

3
3

3

3
3

3

3

3

3
3

3

3

3

3
3

3 3

3

3

3

3

3
3

3

3

3

Abb. 4.6: Ladungssuszeptibilit�at �c(~q; !) f�ur den isotropen Fall t? = t mit U=t = 4 in einem2 � 64-System und einer Dotierung von hni = 0:875. In den Teilen (a) und (c) ist f�ur beideq?-Kan�ale das Ergebnis der RPA-N�aherung f�ur T = 0 dargestellt (Grauschattierung undKaros 3), w�ahrend die Teile (b) und (d) die QMC-Ergebnisse f�ur �t = 5 zeigen.Das zus�atzliche Auftreten der gaplosen Anregungen in den RPA-Daten bei q1 und q2im q? = 0-Kanal sowie bei q3 und q4 im q? = �-Kanal l�a�t sich bereits durch diewechselwirkungsfreie Bandstruktur des Systems verstehen. Abb. 4.7 zeigt das binden-de (k? = 0) und antibindende (k? = �) Band "(k) ohne eingeschaltete Wechselwir-kung (U = 0) mit den entsprechenden Fermivektoren kF1 und kF2. Aus dieser Darstel-lung wird deutlich, da� insgesamt vier gaplose, elementare Anregungen m�oglich sind,und zwar zwei innerhalb eines Bandes (Intraband-Anregungen) und zwei zwischen den



4.2. Der Bereich mittlerer Dotierung 81B�andern (Interband-Anregungen). Die beiden Intraband-Anregungen (q? = 0) liegendabei im k = �-Band bei q1 = 2kF2 und im k? = 0-Band bei q2 = 2� � 2kF1 (�uber denRand der Brillouinzone). Die Interband-Anregungen (q? = �) ergeben sich aus Abb.4.7 zu q3 = kF1 � kF2 und q4 = kF1 + kF2. Diese vier l�uckenlosen Anregungen sind derUrsprung der oben beschriebenen, zus�atzlichen ! ! 0-Moden im Ladungsspektrum.
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Abb. 4.7: Bandstruktur f�ur den wechselwirkungsfreien Fall (U = 0) in einem 2 � 64-Systemmit t?=t = 1:0 und einer Teilchendichte von hni = 0:875.Abb. 4.8 zeigt das QMC-Ergebnis sowie die RPA-Berechnung der Spinsuszeptibilit�at�s(~q; !) f�ur die gleichen Parameterwerte. Die Darstellung ist dabei analog zu Abb. 4.6.Die �Ubereinstimmung der RPA- und QMC-Berechnung ist hier nur noch qualitativvorhanden. Im q? = 0-Kanal ist in den QMC-Daten eine einzelne ! ! 0-Mode sichtbar,die bis ! � 1:5t bei q = � verl�auft. Im Gegensatz hierzu zeigt die RPA-N�aherungein breites Spektrum, welches sich bis ! � 4t bei q = � erstreckt, wobei der gr�o�teTeil des spektralen Gewichtes in zwei zus�atzlichen, gaplosen Moden mit Polen beiq5 � 13�=32 und q6 � 27�=32 enthalten ist. Die Abweichung der beiden Ergebnissel�a�t sich folgenderma�en verstehen: Zum einen f�uhrt die hohe Temperatur der QMC-Simulation (�t = 5) zu einer k�unstlichen Verbreiterung der Strukturen, so da� dieeinzelnen Pole selbst bei exakten Daten (frei von statistischen Fehlern) nicht mehr



82 Kapitel 4. Dotierte Hubbard-Kettenaufgel�ost werden k�onnen. Zum zweiten ist aus DMRG-Berechnungen bekannt [31], da�selbst bei Dotierung eine endliche Spinl�ucke in gekoppelten Hubbard-Ketten vorhandenist. Dieses Spingap darf aufgrund der Fermi-Fl�ussigkeitseigenschaft der RPA-Theorienicht in den RPA-Daten erwartet werden, f�uhrt jedoch in der exakten QMC-Simulationzum Verschwinden der stark ausgepr�agten q ! 0-Moden bei q5 und q6.Im q? = �-Kanal (Abb. 4.8 (c) und (d)) zeigt die RPA-N�aherung drei gaplose Anre-gungen an den Stellen q7 � 11�=32, q8 � 20�=32 und q9 � 28�=32. In den QMC-Datenist davon lediglich das obere Ende der q7-Dispersion, welches f�ur q ! 0 bei ! � t liegt,deutlich erkennbar. Der gr�o�te Teil des spektralen Gewichtes ist im Gegensatz zurRPA-N�aherung in den QMC-Daten jedoch im q? = � Kanal f�ur gro�e Werte von q <� �um ! � 0:5t konzentriert. Diese Verteilung des spektralen Gewichtes im q? = �-Kanalist mit der cosinus-Dispersion bei kleiner Dotierung (Abb. 4.2 (b)) vergleichbar undentspricht der Propagation eines Triplett-Zustandes auf einer Sprosse in einem Spin-Singulett Hintergrund. Die QMC-Daten f�ur �s(~q; !) zeigen somit in beiden q?-Kan�alenAnzeichen f�ur das Auftreten eines Spingaps.4.3 Supraleitende Ordnung in dotierten Hubbard-KettenDieser Abschnitt besch�aftigt sich mit der m�oglichen Existenz eines Kosterlitz-Thouless-Phasen�ubergangs in gekoppelten Hubbard-Ketten. Dabei �ndet ein von F.F. Assaadet al. [27, 82, 83] entwickeltes Verfahren Anwendung, welches direkt die Bestimmungder super
uiden Dichte eines Systems erlaubt. Hierzu wird das Leitersystem auf dieGeometrie eines Zylinders abgebildet (siehe Abb. 4.9), der von einem magnetischenFlu� � = RF ~B � ~df durchsetzt wird. Ein Teilchen mit Ladung +e, welches auf derZylinderober
�ache um eine Flu�linie bewegt wird, erh�alt dabei eine zus�atzliche Phasee�ie�=�hc = e�2�i�=�0 (siehe auch [84]), wobei �0 = hc=e das elementare Flu�quantumist. Der Hamiltonoperator dieses Ein-Band-Hubbard-Modells mit angelegtem Magnet-feld in Richtung der Ketten l�a�t sich dann folgenderma�en schreiben:
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Abb. 4.8: Spinsuszeptibilit�at �s(~q; !) f�ur den isotropen Fall t? = t mit U=t = 4 in einem2 � 64-System und einer Dotierung von hni = 0:875. In den Teilen (a) und (c) ist f�ur beideq?-Kan�ale das Ergebnis der RPA-N�aherung f�ur T = 0 dargestellt (Grauschattierung undKaros 3), w�ahrend die Teile (b) und (d) die QMC-Ergebnisse f�ur �t = 5 zeigen.
H(�) = �tXi;�� �e 2�iL ��0 cyi;��ci+1;�� + e� 2�iL ��0 cyi+1;��ci;����t?Xi;� (cyi;1�ci;2� + h:c:) + UXi� ni;�"ni;�#: (4.16)Die super
uide Dichte DS kann hieraus durch Entwicklung der freien Energie,F (�) = � 1� lnTr e��(H(�)��N̂ ); (4.17)bis zur zweiten Ordnung im angelegten magnetischen Flu� abgeleitet werden:F (�)� F (� = 0) = (�=�0)2DS(�) +O �(�=�0)4� : (4.18)
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Abb. 4.9: Geometrie eines Leitersystems bei angelegtem �au�eren Magnetfeld senkrecht zuden Ketten.Somit folgt f�ur die Di�erenz der inneren Energie E = @(�F )=@� mit und ohne ange-legtem Magnetfeld:E(�)� E(� = 0) = @@� (�F (�)� �F (� = 0))= @@� (�DS(�)) (�=�0)2 +O �(�=�0)4� : (4.19)Die linke Seite der obigen Gleichung l�a�t sich direkt mit Hilfe eines komplexen QMC-Verfahrens (siehe Kapitel 2) numerisch berechnen. Die rechte Seite beinhaltet dieAbleitung der super
uiden Dichte nach der Temperatur, @(�DS)=@�. Im Fall einesKosterlitz-Thouless-Phasen�ubergangs ist ein Sprung in der super
uiden Dichte bei der�Ubergangstemperatur TKT zu erwarten. Dies f�uhrt auch f�ur endliche Systeme zu einem�-f�ormigen Signal in @(�DS)=@� bei TKT [27, 83], das mit Hilfe einer QMC-Simulationnachgewiesen werden kann.In Abb. 4.10 ist die Energiedi�erenz E(�)�E(0) f�ur �=�0 = 0:25, d.h. die Ableitungder super
uiden Dichte nach der Temperatur, f�ur ein System aus gekoppelten Hubbard-Ketten bei einer mittleren Teilchenzahl von hni = 0:75 und einer isotropen, physikalischrelevanten Kopplung von t? = t dargestellt. Die Simulation wurde f�ur verschiedeneSystemgr�o�en (2� 8, 2� 16 und 2� 24) bis zu einer maximalen inversen Temperaturvon �t = 10 durchgef�uhrt. Abb. 4.10(a) zeigt das Ergebnis f�ur eine repulsive Hubbard-Wechselwirkung U=t = 4, w�ahrend in Teil (b) der wechselwirkungsfreie Fall U=t = 0abgebildet ist.
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Abb. 4.10: Ableitung der super
uiden Dichte nach der Temperatur f�ur t?=t = 1 bei einerDotierung von hni = 0:75. Teil (a) zeigt das Ergebnis der QMC-Berechnung f�ur U=t = 4 undTeil (b) die �nite-size-Abh�angigkeit des wechselwirkungsfreien Falls (U=t = 0).Der Vergleich der Ergebnisse f�ur U=t = 4 und U=t = 0 macht deutlich, da� der beob-achtete Anstieg der Ableitung der super
uiden Dichte bei kBT=t � 0:1 � � �0:2 f�ur das2 � 16-System (Abb. 4.10(a)) lediglich auf die endliche Systemgr�o�e zur�uckzuf�uhrenist: Das Verhalten des Systems bei eingeschalteter Wechselwirkung U=t = 4 ist analogzum wechselwirkungsfreien Fall, bei dem sicherlich keine supraleitende Ordnung vor-liegt. Dieser �nite-size-E�ekt wird durch den R�uckgang des Anstiegs im 2� 24-Systemzus�atzlich untermauert. Ein m�oglicher Kosterlitz-Thouless-Phasen�ubergang kann also



86 Kapitel 4. Dotierte Hubbard-Kettenh�ochstens bei Temperaturen kBT=t � 0:1 auftreten, die der gro�kanonischen QMC-Simulation aufgrund des Vorzeichenproblems nicht zug�anglich sind.Um zu kl�aren, ob ein supraleitender Phasen�ubergang bei tieferen Temperaturen vor-liegt, mu� somit ein komplexer Projektor-QMC-Algorithmus angewandt werden [27,82]. Auf diese Weise l�a�t sich die Flu�quantisierung, d.h. die Abh�angigkeit der Grund-zustandsenergie vom magnetischen Flu� �, untersuchen, die direkt Auskunft �uber einezugrundeliegende supraleitende Ordnung gibt [27, 82, 84].4.4 Kleine Kopplungsst�arke t? � t { Koh�arenz undInkoh�arenzIn einer Reihe von Arbeiten von P.W. Anderson et al. (siehe z.B. [19, 20] und darinenthaltene Referenzen) wird auf das m�ogliche Auftreten von inkoh�arentem Einteilchen-H�upfen zwischen zwei Ketten von gekoppelten Luttinger-Fl�ussigkeiten hingewiesen,welches im Widerspruch zu dem gew�ohnlichen Fermi-Fl�ussigkeitsverhalten steht. Einderartiges inkoh�arentes Einteilchen-H�upfen ist ebenso zwischen zwei Kupferoxid-Ebe-nen der HTSL denkbar, falls sich das eindimensionale Konzept der Luttinger-Fl�ussig-keit auf zwei Dimensionen extrapolieren l�a�t (siehe hierzu z.B. [22]). Ein System ausinkoh�arent gekoppelten Luttinger-Fl�ussigkeiten ist nicht in der Lage, die Gesamtener-gie durch koh�arentes Einteilchen-H�upfen zu senken. Jedoch ist eine Energie-Absenkungdurch koh�arentes Paarh�upfen m�oglich, und somit eine Stabilisierung des Paarungspro-zesses. D.h. eine inkoh�arente Kopplung zwischen den CuO2-Ebenen stellt ein m�oglichesphysikalisches Szenario dar, um die hohen Sprungtemperaturen der Mehrschicht-HTSLtheoretisch zu kl�aren [18].Ein inkoh�arentes Einteilchen-H�upfen f�uhrt ferner zu keiner Aufspaltung der Fermi
�achezwischen bindenden und antibindenden B�andern. Die Existenz dieser Aufspaltung wirdzwar durch Bandstruktur-Rechnungen vorhergesagt [85, 86], jedoch ist die Frage nacheiner oder zwei Fermi
�achen experimentell noch nicht endg�ultig gekl�art (die Gruppevon X. Shen [87] beobachtet zwar diese Aufspaltung, w�ahrend Ding et al. [88, 89] eineeinzelne Fermi
�ache in ihren Photoemissionsdaten sehen). Als weiterer experimentellerHinweis auf inkoh�arentes Verhalten kann die anomale c-Achsen-Leitf�ahigkeit gesehenwerden, deren Frequenzabh�angigkeit keinen Drudepeak aufweist [90{92], der im Falleiner koh�arenten Ebenenkopplung zu erwarten w�are.



4.4. Kleine Kopplungsst�arke t? � t { Koh�arenz und Inkoh�arenz 874.4.1 Das Zwei-Niveau-SystemAls Beispielmodell, mit dessen Hilfe sich inkoh�arentes Verhalten veranschaulichen l�a�t,soll zun�achst das Zwei-Niveau-System (Two-level-System, TLS) betrachtet werden [20,93]. Der Hamiltonoperator dieses Systems l�a�t sich folgenderma�en schreiben:HTLS = �2 �x +Xi �12mi!2i x2i + 12p2i =mi�+ 12�zXi Cixi: (4.20)Dabei sind �x = 0@ 0 11 0 1A und �z = 0@ 1 00 �1 1A die gew�ohnlichen Pauli-Matrizen undxi bzw. pi die Orts- und Impulsoperatoren eines Bades aus harmonischen Oszillatorenmit den Massen mi und Eigenfrequenzen !i. Der Hamiltonoperator beschreibt somitzwei Energieniveaus +�=2 und ��=2, die �uber die Konstanten Ci mit dem Bad ausOszillatoren gekoppelt sind.Das System wird zun�achst zur Zeit �0 = 0 im Zustand j"i pr�apariert, d.h. in einem Ei-genzustand von �z. Betrachtet wird schlie�lich die Wahrscheinlichkeit P (�), das Systemzur Zeit � > 0 wieder im Zustand j"i anzutre�en. Dabei ist P (�) gegeben durchP (�) = 12 (h�z(�)i+ 1) ; (4.21)wobei h�z(�)i der Erwartungswert des Operators �z zur Zeit � ist, d.h.h�z(�)i = h"jeiH��ze�iH� j"i: (4.22)F�ur den freien Fall Ci � 0 (ohne Kopplung zu den harmonischen Oszillatoren) l�a�tsich h�z(�)i leicht bestimmen. In Matrixschreibweise gilt:e�iH� 0@ 10 1A = 12 8<:e�i��=20@ 11 1A+ ei��=20@ 1�1 1A9=; : (4.23)Somit folgt h�z(�)i = cos��: (4.24)Der Erwartungswert von �z zeigt also oszillatorisches Verhalten mit der Frequenz �.Dies l�a�t sich auf folgende Weise verstehen: Zur Zeit � = 0 wurde das System ineinem Zustand pr�apariert, der eine Superposition der beiden Eigenzust�ande des Ha-miltonoperators ist. Diese beiden Zust�ande besitzen verschiedene Energien und somitverschiedene, aber wohlde�nierte Phasen. Die quantenmechanische Interferenz der bei-den Zust�ande mit fester Phasenbeziehung f�uhrt zu der beobachteten Oszillation.



88 Kapitel 4. Dotierte Hubbard-KettenDiese Oszillation bleibt beim Einschalten einer schwachen Kopplung Ci zun�achst er-halten, wird jedoch durch den Energieaustausch mit dem Oszillatoren-Bad ged�ampft.Falls diese D�ampfung, d.h. die St�arke der Kopplungen Ci, gro� genug ist, kommt keinInterferenze�ekt mehr zustande und der Erwartungswert von �z verschwindet expo-nentiell (h�z(�)i � e��� ) [20]. Ein Analogon aus der klassischen Mechanik ist derged�ampfte, harmonische Oszillator, der bei gro�er D�ampfung vom Schwingfall in denKriechfall �ubergeht (siehe z.B. [94]). Das Verhalten des Systems wird als koh�arent be-zeichnet, falls h�z(�)i und damit P (�) einen oszillatorischen Anteil enth�alt, ansonstenliegt Inkoh�arenz vor.
4.4.2 Analyse des Ein-Band-Hubbard-ModellsDie eben beschriebenen Ergebnisse des Zwei-Niveau-Systems k�onnen nicht pr�azise aufdas Ein-Band-Hubbard-Modell f�ur gekoppelte Ketten abgebildet werden, jedoch istein Analogieschlu� m�oglich. Der Hamiltonoperator aus Gl. 1.2 des Leitersystems istgegeben durch H = H(1)1D +H(2)1D| {z }H1D �t?Xi;� (cyi;1�ci;2� + h:c:); (4.25)wobei H(�)1D jeweils der gesamte Hamiltonoperator (mit Wechselwirkungstermen) einerisolierten Kette � = 1; 2 ist. Dabei entspricht die Teilchendi�erenz �N = N1�N2, wo-bei N� f�ur die Anzahl der Teilchen auf Kette � steht, dem Erwartungswert h�z(� = 0)i.Die Rolle des Bades aus Oszillatoren wird hier von bosonischen Spin- und Ladungsan-regungen �ubernommen, die in den beiden Ketten bei t? = 0 vorliegen. Da das H�upfeneines Teilchens von einer Kette in die Zweite das "Aufbrechen\ dieser Spinonen bzw.Holonen notwendig macht, f�uhrt die Ausbildung einer Luttinger-Fl�ussigkeit in den ein-zelnen Ketten zu einer D�ampfung des Ausgleichs einer Teilchenzahldi�erenz �N . Alsein Ma� f�ur die St�arke der D�ampfung kann der universelle Parameter � angesehenwerden (in niedrigster Ordnung St�orungsrechnung ist die Trennung der Spin- und La-dungsgeschwindigkeit vc � vs proportional zu p� [19]), der zudem die ZustandsdichteN(!) = j!j� einer Luttinger-Fl�ussigkeit an der Fermikante beschreibt [95]. Auf denEin
u� dieser anomalen Dimension � auf die Natur des Einteilchen-H�upfens zwischenden Ketten wird in Abschnitt 4.4.3 noch n�aher eingegangen.



4.4. Kleine Kopplungsst�arke t? � t { Koh�arenz und Inkoh�arenz 89Im folgenden sollen nun verschiedene Me�gr�o�en vorgestellt werden, mit deren Hilfederart ungew�ohnliches, inkoh�arentes Einteilchen-H�upfen numerisch nachgewiesen wer-den kann. Der erste numerische Versuch, gekoppelte Ketten auf inkoh�arentes Verhaltenzu untersuchen, wurde von F. Mila und D. Poilblanc [21] durchgef�uhrt. Die Autorenberechneten im tJ-Modell eine zu Gl. 4.21 analoge Wahrscheinlichkeit ~P (�), die fol-genderma�en de�niert ist:~P (�) = jhL1L2jeiH1D�e�iH� jL1L2ij2: (4.26)(Diagnostic Operator I)Das System wird zur Zeit � = 0 in einem Eigenzustand jL1L2i = jL1i 
 jL2i desHamiltonoperators H1D (siehe Gl. 4.25), der zwei isolierte Ketten beschreibt, mit einerTeilchenzahldi�erenz �N 6= 0 zwischen beiden Ketten pr�apariert. Bei eingeschaltetemt? propagiert dieser Zustand f�ur die Zeit � , so da� ~P (�) die Wahrscheinlichkeit angibt,das System zur Zeit � > 0 wieder im Zustand jL1L2i zu �nden. Der Faktor eiH1D� in Gl.4.26 dient dabei lediglich der Normierung von ~P (�) und ist so gew�ahlt, da� ~P (�) � 1ist f�ur t? = 0.Bei eingeschaltetem t? wird die Teilchenzahldi�erenz �N f�ur � ! 1 ausgeglichen,d.h. ~P (� ! 1) ! 0. Findet dieser Ausgleich der Teilchenzahl koh�arent statt, so istzus�atzlich zum zeitlichen Abfall von ~P (�) ein oszillatorisches Verhalten zu erwarten.Im inkoh�arenten Fall f�allt ~P (�) ohne zus�atzliche Oszillation auf Null ab. Die Frage,ob ein inkoh�arentes Einteilchen-H�upfen vorliegt, kann somit durch direktes Betrachtender Zeitabh�angigkeit von ~P (�) geschehen. Einfacher ist die Untersuchung der Fourier-Transformierten ~P (E) = R10 ~P (�)eiE�d� , die nur im Fall von koh�arentem H�upfen einenisolierten Peak bei endlichen Werten von E aufweist.F. Mila und D. Poilblanc [21] fanden durch Untersuchung dieser Gr�o�e ~P (�) im tJ-Modell koh�arentes Verhalten f�ur integrable Werte von J , d.h. f�ur J=t = 0 und J=t = 2,ansonsten verh�alt sich das System stets inkoh�arent. Die Natur des Einteilchen-H�upfensim tJ-Modell ist somit abh�angig von der Integrabilit�at des eindimensionalen Systemsund h�angt nicht vom Parameter � ab, der f�ur 0 � J=t � 2 im Intervall [0; 1=8] liegt.



90 Kapitel 4. Dotierte Hubbard-KettenAllerdings ist der Zustand jL1L2i vom Gleichgewichtszustand des Systems bei t? 6= 0weit entfernt. D.h. beim Einschalten von t? zeigt die Gr�o�e ~P (�) neben dem Ausgleichder Teilchenzahldi�erenz auch noch den �Ubergang des Systems von einem Eigenzustandder beiden isolierten Ketten zu einem Eigenzustand des Gesamtsystems mit endlichemt?. Besser ist es somit, eine Teilchenzahldi�erenz �N im bereits vorhandenen Gleich-gewichtszustand des Gesamtsystems zu erzeugen. Die entsprechende Gr�o�e P (�), diezum Nachweis von Koh�arenz bzw. Inkoh�arenz herangezogen werden kann, ist dabeigegeben durch [96, 97]: P1;2(�) = jhck;(1;2)"(�)cyk;1"ij2: (4.27)(Diagnostic Operator II)Die spitzen Klammern h� � �i beziehen sich hierbei auf den (gro�kanonischen) Erwar-tungswert des Gesamtsystems, d.h. bereits bei eingeschaltetem t? 6= 0. Ferner istck;�� = Pi eikrici;��=pL der Fourier-Transformierte Fermionenvernichter auf der Kette�. Im Limes � !1 beschreibt Gl. 4.27 somit die Propagation des Zustandes cyk;1"j 0i,wobei j 0i der tats�achliche Grundzustand des Gesamtsystems ist. P1;2(�) gibt schlie�-lich die Wahrscheinlichkeit an, das System zur Zeit � > 0 wieder im Zustand cyk;1"j 0i(P1(�)) oder im Zustand cyk;2"j 0i (P2(�)) zu �nden, der durch das H�upfen des er-zeugten Teilchens auf die Kette � = 2 entsteht. Das Einteilchen-H�upfen zwischen denKetten verl�auft koh�arent, wenn P1(�) oder P2(�) oszillatorisches Verhalten aufweisen,ansonsten liegt eine inkoh�arente Kopplung der beiden Ketten vor. Dieser "DiagnosticOperator\ f�ur inkoh�arentes Verhalten l�a�t sich im Energieraum au�erdem mit Hilfe derspektralen Dichte A(k; k?; !) des Systems ausdr�ucken (siehe Anhang C):P1;2(E) = �4 Z 1�1 A1;2(k; !)1 + e��! A1;2(k; ! � E)1 + e��(!�E) d! (4.28)mit A1;2(k; !) = 12 (A(k; k? = 0; !)� A(k; k? = �; !)) : (4.29)F�ur gro�e Werte der inversen Temperatur � (T ! 0) vereinfacht sich diese Gleichungzu P1;2(E) = �4 Z 1E A1;2(k; !)A1;2(k; ! � E)d!: (4.30)Der Wert von k sollte dabei so gew�ahlt werden, da� zum einen k m�oglichst nahe ander Fermikante ist, und zum zweiten der Hauptteil des spektralen Gewichtes f�ur beideWerte von k? (0 und �) im inversen Photoemissionsbereich des Spektrums liegt, umein m�oglichst gro�es Signal in P1;2(E) zu gew�ahrleisten.
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Abb. 4.11: QMC-Ergebnis der spektrale Dichte A(~k; !) f�ur alle m�oglichen Werte von ~k =(k; k?) in einem 2 � 16-System mit U=t = 4, Vr=t = 0 und t?=t = 0:2 bei einer inverseTemperatur von �t = 10 und einer Dotierung von hni = 0:75. Teil (a) und (b) zeigen jeweilsdas Resultat f�ur k? = 0 und k? = �, wobei die vertikale, gestrichelte Linie denjenigen k-Wertmarkiert, der f�ur die Auswertung von P1;2(E) (siehe Text) herangezogen wurde.



92 Kapitel 4. Dotierte Hubbard-KettenIm folgenden soll das Verhalten von P1;2(E) f�ur einen Parametersatz mit einem relativhohen Wert von t?=t = 0:2, bei dem koh�arentes Verhalten zu erwarten ist, getestetwerden. Abb. 4.11 zeigt die spektrale Dichte A(~k; !) f�ur diesen Wert von t? mit U=t =4, Vr=t = 0 und �t = 10 bei einer Dotierung von hni = 0:75. Deutlich sind zweiquasiteilchen-�ahnliche B�ander zu erkennen, die in beiden k?-Kan�alen von ! � �t bis! � 2t verlaufen. Der Wert k = �=2 (gestrichelte Linie in Abb. 4.11) ist derjenigek-Wert, der der Fermikante am n�achsten liegt und bei dem f�ur beide Werte von k? dasmeiste spektrale Gewicht im Photoemissionsbereich (! > 0) enthalten ist. Abb. 4.12zeigt die einzelnen Schritte, die zur Bestimmung von P1;2(E) f�ur k = �=2 notwendigsind. In Abb. 4.12(a) sind die spektralen Dichten A(k; k?; !) f�ur k? = 0 und k? = �im relevanten Energiefenster dargestellt. Der gr�o�te Teil des spektralen Gewichtes istdabei in zwei Maxima enthalten, wobei im Fall k? = 0 noch zus�atzlich ein weitausschw�acherer, inkoh�arenter Hintergrund zu erkennen ist. Teil (b) zeigt die Di�erenzdieser beiden Kurven entsprechend Gl. 4.29 f�ur A2(k; !). Das Ergebnis der Faltung(Gl. 4.28) ist in Abb. 4.12(c) f�ur P1(E) und in Abb. 4.12(d) f�ur P2(E) abgebildet.In Abb. 4.12 wird deutlich, wie ein Signal bei endlichen Werten von E = E0 in P1;2(E)zustande kommt: Die Aufspaltung der beiden B�ander (Abb. 4.12(a)) f�uhrt zu zweigetrennten Peaks in A1;2(k; !), die bei der Berechnung von P1;2(E) genau dann einstarkes Signal in P1;2(E) hervorrufen, wenn E = 0 ist oder E der Aufspaltung � derbeiden B�ander entspricht. Dieses Signal ist in P2(E) deutlicher zu sehen als in P1(E), daaufgrund der beschr�ankten Au
�osung des QMC/MaxEnt-Verfahrens die beiden Signalebei E = 0 und E = E0 vor allem bei gleichen Vorzeichen (P1(E)) schwer zu trennensind. F�ur t?=t = 0:2 ist bei E0 � 0:42t ein deutliches Minimum und somit koh�arentesVerhalten vorhanden. Bei kleineren Werten von t? bleibt dieses Signal bestehen, esverschiebt sich jedoch zu kleineren Energiewerten.Aufgrund der endlichen Breite der urspr�unglichen Maxima inA(~k; !) wird es bei kleinenWerten von t? immer schwieriger, das Signal aufzul�osen (siehe Abb. 4.12(d)). Hier l�a�tsich jedoch ein einfacheres Verfahren anwenden: Im Fall rein lokaler Wechselwirkungist der gr�o�te Teil des spektralen Gewichtes in einem quasiteilchen-�ahnlichen Bandenthalten, d.h. der inkoh�arente Hintergrund in A(~k; !) ist zur Berechnung von P1;2(E)vernachl�assigbar. Somit kann die Frage nach koh�arentem oder inkoh�arentem Verhaltendurch die Aufspaltung der Bandstruktur an der Fermikante beantwortet werden. ImFall t?=t = 0:2 liefert der MaxEnt-Algorithmus eine Aufspaltung von �=t = 0:327 �0:052. Dieser Wert besitzt einen relativ gro�en statistischen Fehler und ist somit f�ur
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Abb. 4.12: Berechnung von P1;2(�) f�ur k = �=2 mit identischen Parametern wie in Abb. 4.11.Teil (a) zeigt die spektrale Dichte A(k = �=2; k?; !) f�ur beide Werte von k? = 0; �, Teil (b)ist die Di�erenz A2(k; !) entsprechend Gl. 4.29, Teil (c) die Wahrscheinlichkeit P1(E) undTeil (d) die Wahrscheinlichkeit P2(E).die Analyse ungeeignet. Um den Fehler zu reduzieren, wurde daher folgendes Verfahrenangewandt:Die Maxima von A(~k; !) k�onnen an eine cosinus-Funktion ge�ttet werden, wodurcheine relativ genaue Bestimmung der Steigung @"=@k der Bandstruktur m�oglich ist(siehe Abb. 4.11(a)). Diese Steigung erlaubt zusammen mit der Aufspaltung �k imImpulsraum, die entsprechend Abb. 4.13 mit Hilfe der mittleren Besetzungszahlenhn~ki = P�hn~k�i bestimmt werden kann, die Berechnung der Bandaufspaltung:� = @"@k �����kF ��k: (4.31)Auf diese Weise ergibt sich ein Wert von �=t = 0:288� 0:010 f�ur t?=t = 0:2, d.h. eineReduzierung des Fehlers um den Faktor � 5. Abb. 4.14 zeigt die auf diese Weise berech-nete Aufspaltung der B�ander an der Fermikante in Abh�angigkeit von t?. Zwischen der
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k? = �k? = 0�k �nkF
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Abb. 4.13: Besetzungszahlen hnk;k?i f�ur alle Werte von (k; k?) in einem 2 � 64-System mitU=t = 4, Vr=t = 0 und t?=t = 0:2, berechnet mit dem QMC-Verfahren bei einer inversenTemperatur von �t = 10 und einer mittleren Teilchendichte von hni = 0:75.Aufspaltung im wechselwirkungsfreien Fall (U=t = 0) und der Aufspaltung bei U=t = 4l�a�t sich deutlich eine Reduzierung beobachten. Jedoch ist die Abh�angigkeit von t?,wie bei einer Fermi-Fl�ussigkeit zu erwarten, auch f�ur U=t = 4 immer noch linear, d.h.es liegt kein Hinweis auf inkoh�arentes Verhalten vor.Bei gr�o�eren Werten von � wird der inkoh�arente Anteil des Spektrums relevant undist somit bei der Untersuchung von P1;2(E) nicht mehr vernachl�assigbar [97]. Als Al-ternative l�a�t sich jedoch direkt die Aufspaltung der Fermi
�ache in der mittleren Be-setzungszahl hnk;k?i betrachten:�nkF = hnkF ;k?=0 � nkF ;k?=�i : (4.32)(Diagnostic Operator III)Hierbei ist hnkF ;k?i = P�hcykF ;k?�ckF ;k?�i = 2 R 0�1A(k; k?; !)d! und enth�alt somitsowohl den quasiteilchen-�ahnlichen Peak als auch den inkoh�arenten Hintergrund desSpektrums. Inkoh�arentes Verhalten spiegelt sich also im Fehlen der Aufspaltung derFermi
�ache in einen bindenden und antibindenden Anteil wieder [19]. Ferner sind zurBestimmung dieser Gr�o�e keine dynamischen Korrelationsfunktionen notwendig, d.h.
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Abb. 4.14: Energieaufspaltung der quasiteilchen-�ahnlichen Bandstruktur zwischen A(k; 0; !)und A(k; �; !) in Abh�angigkeit von t?. Die Berechnungen wurden in einem 2 � 16-Systemdurchgef�uhrt, ansonsten sind die Parameterwerte identisch zu Abb. 4.13. Die gestrichelteLinie entspricht dem wechselwirkungsfreien Ergebnis (U = 0).die Berechnung mit dem QMC-Verfahren ist weniger rechenzeitaufwendig und somitgenauer durchf�uhrbar. Dies erm�oglicht au�erdem die Verwendung der l�angerreichwei-tigen Wechselwirkung Vr, die aufgrund von vier zus�atzlichen Ising-Feldern pro Wech-selwirkungsterm P��0 ni�nj�0 zu einem verst�arkten Vorzeichenproblem und somit zuerheblich mehr Rechenzeit f�uhrt (siehe hierzu auch Abschnitt 2.1.1).Abb. 4.15 zeigt das Ergebnis der Berechnung von �nkF in Abh�angigkeit von t? f�urverschiedene Parameterwerte V1 und verschiedene Gittergr�o�en bis zu 2� 64 Pl�atzen.Die lokale Wechselwirkung ist stets U=t = 4, wobei der kleinste Wert der Kopplungzwischen den Ketten t?=t = 0:025 betr�agt. Die Berechnungen f�ur Vr 6= 0 wurden dabeivon M.G. Zacher im Rahmen seiner Diplomarbeit durchgef�uhrt [98]. Die QMC-Fehlerliegen in Abb. 4.15 innerhalb der Symbolgr�o�en und sind deshalb nicht eingezeichnet. Inallen F�allen l�a�t sich kein Hinweis auf inkoh�arentes Verhalten erkennen; die Aufspaltungist stets proportional zu t? und unabh�angig von den Parameterwerten. Dies ist vorallem im Hinblick auf die Integrabilit�at der Systeme interessant. Das eindimensionaleHubbard-Modell ist f�ur jeden Wert von U integrabel [99], w�ahrend bei eingeschaltetem
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2� 32, V1=t = 1:02� 16, V1=t = 1:02� 16, V1=t = 0:52� 64, V1=t = 0:02� 32, V1=t = 0:02� 16, V1=t = 0:0
t?=t

�n k F
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Abb. 4.15: Aufspaltung �nkF f�ur verschiedene Gittergr�o�en und verschiedene Werte derextended Hubbard-Kopplung V1 in Abh�angigkeit von t?. Die Berechnungen wurden mit einerlokalen Coulomb-Absto�ung von U=t = 4, einer inversen Temperatur von �t = 10 und einermittleren Teilchendichte von hni = 0:75 durchgef�uhrt.Vr die Integrabilit�at verloren geht. Der Zusammenhang zwischen Integrabilit�at undKoh�arenz, den F. Mila und D. Poilblanc im tJ-Modell feststellen [21], besteht somitim Hubbard-Modell nicht.4.4.3 Der Ein
u� der anomalen Dimension �Wie bereits erw�ahnt, kann der universelle Parameter � als Ma� f�ur die St�arke der"D�ampfung\ des Einteilchen-H�upfens angesehen Werten. D.h. der �Ubergang zu in-koh�arentem Verhalten �ndet m�oglicherweise nur bei gr�o�eren Werten von � statt. D.G.Clarke und S.P. Strong [20] �nden aufgrund von st�orungstheoretischen Betrachtungenden �Ubergang zu inkoh�arentem Verhalten zwischen zwei gekoppelten Luttinger-Fl�ussig-keiten bei �>� 1=2. Somit ist die Analyse der Natur des Einteilchen-H�upfens in Para-meterbereichen des Hubbard-Modells mit �>� 1=2 sinnvoll.Die Berechnung des Wertes der anomalen Dispersion � wurde in dieser Arbeit auf fol-gende Weise durchgef�uhrt: � l�a�t sich aus dem Korrelationsexponenten K�, der das



4.4. Kleine Kopplungsst�arke t? � t { Koh�arenz und Inkoh�arenz 97langreichweitige Verhalten der Korrelationsfunktionen einer Luttinger-Fl�ussigkeit an-gibt, direkt berechnen [8, 95, 100]:� = 14  K� + 1K� � 2! : (4.33)K� ist dabei durch die Geschwindigkeit der Ladungsanregungen vc und der elektroni-schen Kompressibilit�at � = @hni=@� gegeben [95]:K� = �2 vc�: (4.34)W�ahrend die Geschwindigkeit vc aus dem Spektrum der Ladungssuszeptibilit�at �c(~q; !)abgelesen werden kann, l�a�t sich � direkt �uber die Abh�angigkeit der mittleren Teilchen-zahl hni vom chemischen Potential � mit der gro�kanonischen QMC-Methode berech-nen. F�ur U=t = 4, Vr=t = 0 bei einer Dotierung von hni = 0:75 wurde durch diesesVerfahren ein Wert von � = 0:036� 0:012 bestimmt, der innerhalb des Fehlerbalkensmit dem Wert � = 0:031 von H. Schulz [95] �ubereinstimmt.Bei einer zus�atzlichen extended-Wechselwirkung von V1=t = 1 l�a�t sich bei U=t = 4 undhni = 0:75 bereits ein Wert von � = 0:084 � 0:022 erreichen, der jedoch immer nochweit von � = 0:5 entfernt ist. Von experimenteller Bedeutung sind hingegen Werte von� > 1. So sind z.B. die elektronischen Eigenschaften der eindimensionalen Bechgaard-Salze [101] mit � � 1:2 konform. In diesen organischen Leitern sind langreichweitigeCoulomb-Wechselwirkungen von entscheidender Wichtigkeit, die eine m�ogliche Ursa-che f�ur derart gro�e �-Werte darstellen. Es liegt somit nahe, bei l�angerreichweitigenPotentialen mit Coulomb-artigen Abstandsverhalten zu simulieren.Bei einer Dotierung von hni = 0:25, die aufgrund des Vorzeichenproblems zug�anglichist, wurde f�ur ein derartiges Coulomb-Potential Vr = U=(r + 1) mit U=t = 4 undr = 1; 2 ein Wert f�ur die anomale Dimension von � = 0:505 � 0:049 erreicht. Abb.4.16 zeigt die Aufspaltung der Fermi
�ache �nkF in Abh�angigkeit von t? in einem2 � 16-System f�ur U=t = 4 und hni = 0:25, und zwar f�ur Vr = 0 und Vr = U=(r + 1).F�ur die l�angerreichweitige Coulomb-Wechselwirkung schneidet die Aufspaltung �nkFdie Rechtswertachse bei tc?=t � 0:025, d.h. f�ur � � 0:5 liegt inkoh�arentes Verhaltenf�ur t?=t<� 0:025 vor. Dies ist der bisher einzige numerische Hinweis auf inkoh�arentesEinteilchen-H�upfen und best�atigt die st�orungstheoretischen Betrachtungen von D.G.Clarke und S.P. Strong [20].
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Vr = U=(r + 1)U=t = 4,
U=t = 4, Vr = 0
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Abb. 4.16: Aufspaltung �nkF bei einer mittleren Teilchendichte von hni = 0:25 in Abh�angig-keit von t?. Die Karos (3) zeigen dabei das Ergebnis f�ur eine rein lokale Wechselwirkung(U=t = 4, Vr=t = 0), w�ahrend die Quadrate (2) das Resultat f�ur ein Coulomb-artiges Poten-tial (U=t = 4, Vr = U=(r+1) f�ur r = 1; 2) wiedergeben. Im letzteren Fall betr�agt die anomaleDimension � � 1=2, und das System zeigt inkoh�arentes Einteilchen-H�upfen f�ur t?=t<� 0:025.



Kapitel 5
ODLRO imDrei-Band-Hubbard-Modell
5.1 Einf�uhrungDas folgende Kapitel besch�aftigt sich mit der m�oglichen Existenz von langreichweitigersupraleitender Ordnung (ODLRO) im Drei-Band-Hubbard-Modell. Dieses Modell wur-de zuerst von V.J. Emery [6, 42] vorgeschlagen und beinhaltet sowohl die Kupfer-dx2�y2als auch die Sauersto�-px- und -py-Orbitale der Kupferoxid-Ebenen. Da diese f�ur diewesentlichen physikalischen Eigenschaften der HTSL, und vor allem f�ur das Auftretender Supraleitung, verantwortlich gemacht werden, stellt das Drei-Band-Modell einennat�urlichen Ausgangspunkt f�ur eine theoretische Untersuchung der HTSL dar.Der supraleitende Ordnungsparameter, der den �Ubergang von einer normalleitendenin eine supraleitende Phase beschreibt, l�a�t sich in zwei Dimensionen folgenderma�enausdr�ucken [102]:�(~k) = �s +�s�(cos kx + cos ky) + �d(cos kx � cos ky) + : : : : (5.1)Die ersten drei Glieder der Reihenentwicklung von �(~k) (Gl. 5.1) entsprechen je-weils der on-site s-Wellen-Paarung (�s), der extended s�-Wellen-Paarung (�s�) undder dx2�y2-Wellen-Paarung (�d). Die entsprechenden Ordnungsparameter f�ur das Drei-Band-Modell im Ortsraum sind im Anhang C der Dissertation von G. Dopf [24] explizitdargestellt. Abb. 5.1 zeigt beispielsweise die m�oglichen Singulett-Paarungen (dargestellt99



100 Kapitel 5. ODLRO im Drei-Band-Hubbard-Modelldurch ), die im Drei-Band-Modell f�ur die erweiterte s�- bzw. d-Wellen-Paarung re-levant sind. Der entsprechende Operator im s�-Kanal folgt durch einfache Additiondieser Singulett-Bonds, w�ahrend f�ur den dx2�y2-Kanal die horizontalen und vertika-len Singuletts, d.h. die Bonds in x- und y-Richtung, mit unterschiedlichen relativenVorzeichen summiert werden m�ussen.
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Abb. 5.1: Geometrie des Drei-Band-Hubbard-Modells (siehe Gl. 1.3) mit den Kupfer-dx2�y2 -und den Sauersto�-px- und -py-Orbitalen. Zur Berechnung des s�- und d-Paarungsoperatorswurden jeweils die durch Singulett-Kombinationen gekennzeichneten Punkte herangezogen.Ein makroskopisch beobachtbarer Suprastrom bildet sich nur bei langreichweitiger,supraleitender Ordnung (ODLRO) aus [27, 82{84, 103]. Die Gr�o�e, die zur �Uberpr�ufungdieser Ordnung in einem endlichen System untersucht werden mu�, ist die Paar-Paar-Korrelationsfunktion P�(~r): P�(~r) = 1N X~r0 hO�~r0O�y~r0+~ri; (5.2)wobei O�~r der Paarvernichtungsoperator im Symmetriekanal � am Ort ~r ist. F�ur denextended s�-Kanal ist Os�~r z.B. gegeben durch (siehe auch Abb. 5.1) [24]:
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Os�~r = X~l;~l0 gs�(~l;~l0)c~r+~l"c~r+~l0#= 12p3 h�d~r"d~r+x̂# � d~r#d~r+x̂"�+ �d~r"d~r+ŷ# � d~r#d~r+ŷ"�+�px~r"px~r+x̂# � px~r#px~r+x̂"�+ �px~r"px~r+ŷ# � px~r#px~r+ŷ"�+�py~r"py~r+x̂# � py~r#py~r+x̂"�+ �py~r"py~r+ŷ# � py~r#py~r+ŷ"�i : (5.3)Hierbei beinhalten die Faktoren g�(~l;~l0) die entsprechende Geometrie des OperatorsO�~r im Ortsraum, w�ahrend die Operatoren c~r� jeweils f�ur die Vernichter von Teilchenan den Kupfer- bzw. Sauersto�-Orbitalen am Ort ~r stehen.Aufgrund des Theorems von N.D. Mermin und H. Wagner [104] kann bei endlicher Tem-peratur in zwei Dimensionen keine langreichweitige Ordnung gefunden werden. Jedochbesteht die M�oglichkeit eines sog. Kosterlitz-Thouless-Phasen�ubergangs [105] bei einerendlichen Temperatur TKT , der beispielsweise von F.F. Assaad et al. [83] im attraktivenEin-Band-Hubbard-Modell nachgewiesen wurde. Oberhalb diese Kosterlitz-Thouless-Temperatur TKT f�allt die Paarkorrelationsfunktion exponentiell gem�a� P�(~r) / e�j~rj=�ab, wobei � die Korrelationsl�ange der supraleitenden Ordnung ist. F�ur Temperaturenkleiner als TKT zeigt P� potenzartiges Verhalten mit P�(~r) / 1=j~rj� und der Konstan-ten �. Die ~q = (0; 0)-Komponente der Paarkorrelationsfunktion, die von G. Dopf et al.[24, 25] bereits untersucht wurde, ist schlie�lich durch Summation �uber alle Abst�ande~r gegeben: P�(~q = (0; 0)) =X~r P�(~r): (5.4)Im Falle eines Kosterlitz-Thouless-Phasen�ubergangs skaliert P�(~q = (0; 0)) mit N2��x[106], wobei Nx f�ur die lineare Gitterdimension steht. Um somit einen supraleiten-den KT-�Ubergang mit Hilfe von numerischen QMC-Methoden nachweisen zu k�onnen,ist eine sorgf�altige Untersuchung des Skalenverhaltens von P�(~q = (0; 0)) notwendig(�nite-size scaling).Abb. 5.2 zeigt die diagrammatische Darstellung von P�(~r) bzw. P�(~q) [107]. Der ersteTerm der Darstellung besteht lediglich aus dem Produkt der vollen ("dressed\) Green-schen Funktionen und repr�asentiert den unkorrelierten Anteil von P�. Der zweite Termstellt den eigentlichen Wechselwirkungsvertex dar, der beispielsweise dar�uber Auskunft



102 Kapitel 5. ODLRO im Drei-Band-Hubbard-Modellgibt, ob die e�ektive Wechselwirkung attraktiv oder repulsiv ist. Ma�gebend ist somitdie Gr�o�e PVertex� = P� � �P�; (5.5)wobei �P� f�ur den unkorrelierten Anteil steht mit�P�(~r) = 1N X~r0 X~l1;~l2;~l3;~l4 g�(~l1;~l2)g�(~l3;~l4)G"~r0+~l1;~r0+~r+~l3G#~r0+~l2;~r0+~r+~l4 : (5.6)Hier ist G�ij die gleichzeitige, ortsabh�angige Greensche Funktion entsprechend Gl. 2.20.
Pα = +Abb. 5.2: Diagrammatische Darstellung der Paar-Paar-Korrelationsfunktion P�.

5.2 Die Ergebnisse der QMC-SimulationG. Dopf et al. [24, 25] berechneten PVertex� (~q = (0; 0)) in einem System aus 4 � 4 Ein-heitszellen mit Hilfe der gro�kanonischen QMC-Methode. Hier wurde ein universellerParametersatz (Ud=tpd = 6, �=tpd = 4) verwendet, der ein breites Spektrum von Nor-malzustandseigenschaften in zum Teil quantitativer �Ubereinstimmung mit dem Experi-ment reproduzieren kann [23{26]. Dieser Parametersatz weist bereits bei einer inversenTemperatur von �tpd = 10 einen attraktiver Wechselwirkungsvertex im extended s�-Wellen-Kanal mit dem richtigen, experimentell best�atigten Dotierungsverhalten auf.Die Untersuchung von PVertexs� als Funktion von der Systemgr�o�e (�nite-size scaling)f�uhrt zu einem 1=N2-Verhalten und somit zu keinem Anzeichen von ODLRO [24]. Die-ses Ergebnis wurde von F.F. Assaad et al. [27] durch Berechnung der Ableitung dersuper
uiden Dichte nach der Temperatur mit Hilfe eines komplexen QMC-Algorithmusbest�atigt. Das Verhalten des Wechselwirkungsvertex PVertexs� in Abh�angigkeit von derTemperatur zeigt jedoch keinen S�attigungse�ekt bei �tpd = 10, so da� bei tieferen Tem-peraturen unterhalb von Tc langreichweitige Ordnung aufgrund der Ergebnisse von G.Dopf et al. nicht ausgeschlossen werden kann.
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Ud=tpd = 6�=tpd = 44� 4
~q = (0; 0)
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8.07.06.05.04.03.02.01.00Abb. 5.3: Vergleich der Konvergenz der freien U initd = 0:0 Testwellenfunktion (3) mit eineroptimierten Testwellenfunktion (2) (siehe Abschnitt 2.2.5) f�ur den WechselwirkungsvertexPVertexs� (~q = (0; 0)) im erweiterten s�-Paarungskanal.In einer neueren Ver�o�entlichung von K. Kuroki und H. Aoki [28] untersuchen dieAutoren dieses Drei-Band-Modell auf d-Wellen-Paarung mit Hilfe der Projektor-QMC-Methode. Sie berechnen jedoch lediglich die Gr�o�e P�(~r), die nur eingeschr�ankte Aussa-gen �uber das supraleitende Verhalten des Systems erlaubt. In einem Parameterbereichvon � = "p � "d = 2:7tpd und Ud=tpd = 3:2 zeigt sich ein deutlicher Anstieg von Pd(~r)f�ur Abst�ande j~rj � 4p2a in Systemgr�o�en mit bis zu 8� 8-Einheitszellen, der auf einm�ogliches Auftreten von d-Wellen-Paarung hinweist. Jedoch ist nicht klar, inwiefern dervon K. Kuroki und H. Aoki gew�ahlte Parametersatz die physikalischen Eigenschaftender HTSL im Normalzustand wiedergeben kann. Zum zweiten k�onnte der beobachteteAnstieg im d-Wellen-Kanal auf einen Anstieg des unkorrelierten Anteils �Pd zur�uck-zuf�uhren sein, der f�ur die Frage nach supraleitender Paarung nicht relevant ist.In der vorliegenden Arbeit wurde daher das T = 0-Projektor-QMC-Verfahren verwen-det, um direkt den Wechselwirkungsvertex im Grundzustand untersuchen zu k�onnen.Mit Hilfe der in Abschnitt 2.2.5 vorgestellten optimierten Testwellenfunktion ist esm�oglich, das Drei-Band-Modell bei jeder physikalisch relevanten Dotierung in Syste-



104 Kapitel 5. ODLRO im Drei-Band-Hubbard-Modellmen mit bis zu 8�8 Einheitszellen zu untersuchen. Abb. 5.3 zeigt in einem System aus4�4 Einheitszellen das Ergebnis des Vertex PVertexs� (~q = (0; 0)) in Abh�angigkeit des Pro-jektionsparameters � f�ur eine freie (Ud = 0) Testwellenfunktion im Vergleich mit deroptimierten Testwellenfunktion. Beide Simulationen konvergieren gegen den gleichenWert, wobei f�ur die freie Testwellenfunktion bereits bei �tpd � 7 gro�e Fehlerbalkenaufgrund des Vorzeichenproblems auftreten. Mit der optimierten Testwellenfunktionist es nun m�oglich, bei Systemgr�o�en aus bis zu 8� 8 Einheitszellen jede Dotierung zusimulieren, die mit einer freien Testwellenfunktion aufgrund des Vorzeichenproblemsnicht mehr erreicht werden kann.In Abb. 5.4 ist der Wechselwirkungsvertex PVertexs� mit ~q = (0; 0) f�ur den universel-len Parametersatz (Ud=tpd = 6, �=t = 4) in Abh�angigkeit von der Lochdotierung hnidargestellt. Dabei zeigt Teil (a) das Ergebnis im s-Wellen-Kanal, Teil (b) im s�-Wellen-Kanal und schlie�lich Teil (c) im d-Wellen-Kanal, wobei die Karos (3) mit Hilfe desgro�kanonischen Algorithmus bei �tpd = 10 in einem 4 � 4-System und die Quadrate(2) mit dem T = 0-Projektor-QMC-Verfahren mit einem Projektionsparameter von�tpd = 5 in einem 6� 6-System berechnet wurden. Der s-Wellen-Vertex (Abb. 5.4(a))verl�auft durchgehend negativ, d.h. die e�ektive Wechselwirkung ist hier repulsiv. Die-ses Verhalten ist im on-site-s-Kanal aufgrund der lokalen Coulomb-Absto�ung Ud zuerwarten. Interessant ist der erweiterte s�-Wellen-Kanal (Abb. 5.4(b)), der den expe-rimentellen Verlauf der Sprungtemperatur in Abh�angigkeit von der Dotierung in denHTSL zeigt [108]. Eine zus�atzliche Berechnung des Vertex bei T = 0 im 4� 4-Systemzeigt, da� der Unterschied in den dargestellten 4 � 4-Daten bei kBT = 0:1tpd undden 6 � 6-Daten bei T = 0 nicht auf die verschiedenen Systemgr�o�en zur�uckzuf�uhrenist. Der Wechselwirkungsvertex f�ur die Temperatur kBT = 0:1tpd ist somit noch weitvom S�attigungsbereich bei T = 0 entfernt ist. Ein analoges Verhalten zeigt sich im d-Wellen-Kanal (Abb. 5.4(c)), allerdings entspricht hier die Dotierungsabh�angigkeit nichtdem experimentellen Verhalten. Der e�ektive Wechselwirkungsvertex ist dennoch stetsattraktiv.Um langreichweitige, supraleitende Ordnung nachweisen zu k�onnen, mu� untersuchtwerden, wie PVertex� (~q = (0; 0)) mit der Systemgr�o�e skaliert. Diese Analyse ist je-doch f�ur die hier betrachteten Gittergr�o�en von bis zu 8 � 8 Einheitszellen schwierig,da PVertex� (~q = (0; 0)) ein starkes �nite-size-Verhalten aufweist. Somit ist es g�unsti-ger, direkt den Vertex PVertex� (~r) zu berechnen, der analog zu Gl. 5.4 durch Sum-mation �uber alle Gitterpl�atze mit PVertex� (~q = (0; 0)) zusammenh�angt. F�ur das Auf-
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(a) ~q = (0; 0)6� 6, kBT = 04� 4, kBT = 0:1tpd Ud=tpd = 6�=tpd = 4
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(c) ~q = (0; 0)6� 6, kBT = 04� 4, kBT = 0:1tpd
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7.06.05.04.03.02.01.00Abb. 5.4: Wechselwirkungsvertex bei ~q = (0; 0) f�ur Ud=tpd = 6 und�=tpd = 4 in Abh�angigkeitvon der mittleren Lochdichte hni im Drei-Band-Hubbard-Modell. Teil (a) zeigt das Ergebnisim s-Wellen-Kanal, Teil (b) im extended-s�-Wellen-Kanal und Teil (c) im d-Wellen-Kanal.
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(a) ~r = (2; 2)6� 6, kBT = 04� 4, kBT = 0:1tpd Ud=tpd = 6�=tpd = 4
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Abb. 5.5: Wechselwirkungsvertex PVertex� (~r) f�ur ~r = (2; 2) in Abh�angigkeit von der mittlerenLochdichte hni. Ansonsten entspricht die Darstellung Abb. 5.4.
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hni = 1:3125
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Abb. 5.6: Paar-Paar-Korrelationsfunktion PVertex� (~r) in Abh�angigkeit vom Abstand j~rj ineinem 8� 8-System.treten von ODLRO ist dann der Wert des Vertex PVertex� (~r) f�ur gro�e Werte vonj~rj verantwortlich. Die problematischen �nite-size-E�ekte, die beim Betrachten vonPVertex� (~q = (0; 0)) = P~r PVertex� (~r) vor allem durch Beitr�age f�ur j~rj � 1 entstehen, sindhierbei stark reduziert.Abb. 5.5 zeigt PVertex� (~r) f�ur einen Abstand von ~r = (2; 2) f�ur den identischen Daten-satz zu Abb. 5.4. Au��allig ist in allen drei F�allen (s-, s�- und d-Kanal) der um zweiGr�o�enordnungen verkleinerte Skalenbereich, der auf die gro�en �nite-size-E�ekte inPVertex� (~q = (0; 0)) hinweist. Innerhalb der Fehlerbalken sind lediglich bei hni � 1:35der extended-s� und der d-Wellen-Kanal im 4 � 4-System positiv. Dieses Signal wirdjedoch bereits im 6� 6-System stark unterdr�uckt (siehe Abb. 5.5 (b) und (c)) und istsomit ein reiner �nite-size-E�ekt.Um das positive Signal bei �tpd = 10 im 4 � 4-System dennoch genauer untersu-chen zu k�onnen, wurde zus�atzlich ein 8� 8-System bei einer Lochdotierung innerhalbdieses Bereichs von hni = 1:3125 simuliert. In Abb. 5.6 ist das Ergebnis im T = 0-Grundzustand f�ur die extended-s�- und d-Wellen-Symmetrie in Abh�angigkeit von j~rjaufgetragen. In beiden Kan�alen f�allt das Signal �uber mehrere Gr�o�enordnungen sehr



108 Kapitel 5. ODLRO im Drei-Band-Hubbard-Modellschnell ab und ist bereits f�ur jrj � 3 innerhalb der Fehlerbalken Null. D.h. selbstim Grundzustand zeigt das Drei-Band-Modell keinen Hinweis auf supraleitende Ord-nung. Zur konsistenten Beschreibung der HTSL m�ussen somit zus�atzliche Prozesse zumoben betrachteten Parametersatz ber�ucksichtigt werden. Dies sind z.B. l�angerreichwei-tige Coulomb-Wechselwirkungen, Elektron-Phonon-Kopplungen oder dreidimensionaleKopplungen zwischen den CuO2-Ebenen.



Kapitel 6
Zusammenfassung
In dieser Arbeit wurde ein tieferes Verst�andnis der Physik des Hubbard-Modell zwi-schen einer und zwei Dimensionen angestrebt, und zwar einerseits mittels der numeri-schen Quanten-Monte-Carlo-Methoden (QMC) und andererseits durch die Anwendungvon verschiedenen analytischen N�aherungsverfahren. Der QMC-Algorithmus erlaub-te bis auf statistische Fehler die exakte Bestimmung des Erwartungswertes physikali-scher Observablen, sowohl im Grundzustand (Projektor-QMC) als auch bei endlicherTemperatur (gro�kanonisches QMC). Neben statischen Gr�o�en wurde die Analyse vondynamischen Eigenschaften der Hubbard-Modelle durchgef�uhrt, die aus den "rohen\QMC-Daten auf der imagin�aren Zeitachse durch analytische Fortsetzung auf die reel-le Frequenzachse gewonnen werden konnten. Dabei kam zus�atzlich das Verfahren dermaximalen Entropie zum Einsatz, welches derzeit bei der numerischen Berechnung vonSpektralfunktionen die gr�o�tm�ogliche Au
�osung bietet. Diese exakten QMC-Ergebnissewurden schlie�lich den Aussagen von verschiedenen analytischen N�aherungsverfahrengegen�ubergestellt, wie z.B. der antiferromagnetischen Hartree-Fock-N�aherung, der loka-len Singulett-N�aherung oder der Random-Phase-Approximation. Dadurch konnten dieQMC-Daten zum Teil quantitativ wiedergegeben und so ein grundlegendes Verst�andnisder Ergebnisse erreicht werden.Die Eigenschaften des Hubbard-Modells zwischen einer und zwei Dimensionen wurdedurch die Analyse von zwei gekoppelten Hubbard-Ketten im Ein-Band-Modell beleuch-tet. Dieses Leitersystem stellt den ersten Schritt in Richtung zu zwei Dimensionen darund ist somit von besonderem theoretischen Interesse. Bei Halbf�ullung wurde dabeiein �Ubergang zwischen einem Vier-Band-Isolator bei kleinen Werten der Kopplung109



110 Kapitel 6. Zusammenfassungt?<� 2t zu einem Zwei-Band-Isolator bei gro�en Werten der Kopplung t?>� 2t beobach-tet [69]. Dieser manifestierte sich au�er in der spektralen Dichte A(~k; !) vor allem inder Spin-Spin-Korrelationsl�ange parallel zu den Ketten. F�ur gro�e Kopplungen verhal-ten sich die einzelnen Sprossen nahezu unabh�angig voneinander, wodurch eine kleineKorrelationsl�ange zustande kommt. Die Leitersysteme konnten somit in diesem Be-reich durch eine lokale Singulett-N�aherung beschrieben werden, bei der das H�upfen tparallel zu den Ketten st�orungstheoretisch behandelt wurde. Mit Hilfe dieser N�ahe-rung lie�en sich die exakten QMC-Daten der spektralen Dichte sowie der Spin- undLadungssuszeptibilit�at in zum Teil quantitativer �Ubereinstimmung reproduzieren. Diespektrale Dichte A(~k; !) enth�alt dabei jeweils ein cosinus-f�ormiges Band in beiden k?-Kan�alen, welches den gr�o�ten Anteil des spektralen Gewichtes tr�agt. Dieses entstehtdurch einen Einteilchen-Zustand an einer einzelnen Sprosse, die in Richtung der Kettendelokalisiert ist. Die Spin- und Ladungssuszeptibilit�at besitzt entsprechend dem lokalenSingulett-Bild nahezu kein spektrales Gewicht im q? = 0-Kanal. Der q? = �-Kanal derSpin-Response-Funktion besteht im Gegensatz dazu aus einer deutlich ausgepr�agtenMagnon-Mode, d.h. der Propagation eines Spin-Triplett-Zustandes durch den Spin-Singulett-Hintergrund. Die Ladungs-Response-Funktion beinhaltet f�ur q? = � einedispersionslose Mode, die einer Ladungsanregung an einer Sprosse entspricht, und eineband�ahnliche Struktur mit geringem spektralem Gewicht, die durch Teilchen-Loch-Anregungen zustande kommt.Bei einer kleinen Kopplung t?<� 2t ist die Spin-Spin-Korrelation gro� genug, so da� sichdas Leitersystem durch einen langreichweitigen Antiferromagneten ann�ahern l�a�t. Diesf�uhrte zur Anwendung der Spin-Dichte-Welle-Theorie, die sowohl die dynamischen Ein-und Zweiteilchen-Spektren in qualitativer �Ubereinstimmung mit den QMC/MaxEnt-Ergebnis reproduzieren konnte. Die spektrale Dichte zeigte sowohl im bindenden alsauch im antibindenden Kanal zwei B�ander (jeweils im Photoemissions- und inversenPhotoemissionsbereich), die durch eine Energiel�ucke voneinander getrennt sind. Fernerwar insbesondere bei k = 0 und k = � eine weitere Aufspaltung dieser B�ander in denQMC-Daten zu erkennen, die auf einen sog. spin-wave-shake-o�-E�ekt hinweist undsomit das Zugrundeliegen einer Spin-Dichte-Welle untermauert.Das Bild der lokalen Singulett-N�aherung lie� sich im Fall gro�er Kopplung t?>� 2tebenso bei Dotierung anwenden. Es wurde gezeigt, da� die e�ektive Bandstruktur derspektralen Dichte bei einer Dotierung von einem Loch quantitativ durch diese sog.Local-Rung-Approximation beschrieben werden kann. Ferner konnten die daraus erwar-



111teten lokalen Ladungs- bzw. Spinanregungen in der Spin- und Ladungssuszeptibilit�atim q? = �-Kanal beobachtet werden. Im Gegensatz zum halbgef�ullten Fall enth�altder q? = 0-Kanal der Ladungs-Response-Funktion zudem eine deutlich ausgepr�agte,gaplose Mode, die den �Ubergang vom Metall zum Isolator signalisiert.Zus�atzlich wurde bei einer mittleren Dotierung von hni = 0:875 und einer f�ur die expe-rimentell realisierbaren Leitersysteme relevanten isotropen Kopplung von t? = t simu-liert. Die spektrale Dichte A(~k; !) zeigte hier zwei wesentliche Merkmale: Erstens einenmehrere t breiten inkoh�arenten Hintergrund, der in analoger Form bereits in ein- undzweidimensionalen Systemen beobachtet wurde, und zweitens eine quasiteilchen-�ahnli-che Struktur, die mit Hilfe der Slave-Boson-Mean-Field-Methode wiedergeben werdenkonnte. Ferner war der reminiszente Charakter einer Spin-Dichte-Welle und der darausresultierende spin-wave-shake-o�-E�ekt zu erkennen. Die wesentlichen Eigenschaftender Ladungssuszeptibilit�at bei diesem Parametersatz konnten desweiteren durch eineRandom-Phase-Approximation (RPA) beschrieben werden. Im Gegensatz dazu ergabensich im entsprechenden Spinkanal Anzeichen f�ur das Auftreten eines Spingaps, welchesdurch die RPA-N�aherung nicht wiedergegeben werden kann. Ferner konnte durch denEinsatz eines komplexen, gro�kanonischen QMC-Algorithmus bei dem gleichen isotro-pen Parametersatz zus�atzlich eine sorgf�altige �nite-size-Studie der super
uiden Dichtedurchgef�uhrt werden. Dieses komplexe QMC-Verfahren erlaubt die direkte Berechnungder super
uiden Dichte in Abh�angigkeit von der Temperatur, und zwar ohne Ein-schr�ankung auf bestimmte Symmetriekan�ale und ohne Vernachl�assigung von Retardie-rungse�ekten. Dabei wurde jedoch kein Hinweis auf einen Kosterlitz-Thouless-artigen�Ubergang bei Temperaturen bis zu kBT=t = 0:1 gefunden.Schlie�lich wurde die Natur des Einteilchen-H�upfens zwischen zwei gekoppelten Hub-bard-Ketten ausf�uhrlich untersucht [97]. Hier fanden drei verschiedene "DiagnosticOperators\ Anwendung, die den Nachweis von sog. inkoh�arentem Einteilchen-H�upfensenkrecht zu den Ketten erm�oglichen. Im Gegensatz zu Ergebnissen im tJ-Modell istdie Frage nach der Integrabilit�at des Systems hier nicht relevant f�ur koh�arentes Ver-halten. Vielmehr wurde im System aus gekoppelten Hubbard-Ketten mit zus�atzlicher,l�angerreichweitiger Coulomb-Wechselwirkung erstmals das Auftreten von inkoh�aren-tem H�upfen bei Werten der anomalen Dimension von �>� 0:5 eindeutig nachgewiesen.Diese Entdeckung hat tiefgreifende Konsequenzen auf das Verst�andnis der Mehrschicht-Hochtemperatur-Supraleiter, die pro Elementarzelle mehrere gekoppelte CuO2-Ebenenenthalten, und somit ebenfalls derartiges inkoh�arentes H�upfen aufweisen k�onnen.



112 Kapitel 6. ZusammenfassungMotiviert durch technische Fortschritte und zum Teil widerspr�uchliche Ergebnisse inder Literatur wurde das f�ur die Hochtemperatur-Supraleiter (HTSL) relevante Drei-Band-Hubbard-Modell auf das Auftreten von langreichweitiger, supraleitender Ord-nung (o�-diagonal-long-range-order, ODLRO) untersucht und so der Schritt zu zweiDimensionen vollzogen. Dabei kam ein Verfahren zur Erzeugung einer optimierten Test-wellenfunktion zum Einsatz, welches es erstmals erm�oglichte, im Drei-Band-Hubbard-Modell jede relevante Dotierung im Grundzustand mit Hilfe des Projektor-QMC-Ver-fahrens zu simulieren. Trotz des Vorzeichenproblems erlaubte diese Methode f�ur einenParametersatz, der konsistent die Normalzustandseigenschaften der HTSL wiederge-ben kann (Ud=tpd = 6, �=tpd = 4), die Analyse von Kristallgittern mit bis zu 8 � 8-Einheitszellen.In diesen Systemen wurden die Paar-Paar-Korrelationsfunktionen im s-Wellen-, im er-weiterten s�-Wellen- und im d-Wellen-Kanal in Abh�angigkeit von der Dotierung beiT = 0 untersucht und die dabei auftretenden �nite-size-E�ekte studiert. W�ahrendbei lokaler s-Wellen-Symmetrie der e�ektive ~q = (0; 0)-Wechselwirkungsvertex repulsivist, wurde im extended s�-Wellen- und im d-Wellen-Kanal ein attraktiver Vertex imGrundzustand gefunden. Dar�uberhinaus entspricht im erweiterten s�-Kanal die Dotie-rungsabh�angigkeit des Vertex den experimentellen Ergebnissen, wobei die im gro�ka-nonischen Fall simulierte Temperatur kBT=tpd = 0:1 noch weit vom S�attigungsbereichentfernt ist, der durch den T = 0 Projektor-Algorithmus erreicht wurde.Relevant f�ur langreichweitige, supraleitende Ordnung (ODLRO) ist jedoch der Wechsel-wirkungsvertex PVertex� (~r) f�ur gro�e Werte von j~rj, da in dieser Gr�o�e weniger �nite-size-E�ekte zu erwarten sind als in PVertex� (~q = (0; 0)). Obwohl f�ur ~r = (2; 2) ein positivesSignal in einem 4� 4-System bei einer Lochdotierung von hni � 1:3 gefunden wurde,ergab die Analyse der Abh�angigkeit von PVertex� (~r) von der Systemgr�o�e in s�amtlichenbetrachteten Symmetriekan�alen selbst bei T = 0 keinen Hinweis auf langreichweitigeOrdnung. Aus diesen Ergebnissen wird f�ur zuk�unftige Forschungsaktivit�aten deutlich,da� f�ur die endg�ultige theoretische Beschreibung der HTSL zus�atzliche Mechanismennotwendig sind, die im topologisch bereits korrektem Drei-Band-Hubbard-Modell nichtber�ucksichtigt sind.



Anhang A
Die Hubbard-Kette mit zweiPl�atzen
In diesem Anhang soll explizit ein Hamiltonoperator f�ur zwei Gitterpl�atze (einer ein-zelnen Sprosse im System von gekoppelten Hubbard-Ketten) mit einer lokalen Wech-selwirkung U und einem H�upfen t? berechnet werden. Der Hamiltonoperator ist dabeigegeben durch (siehe Gl. 3.21)HSprossei = �t?X� (cyi;1�ci;2� + h:c:) + UX� ni;�"ni;�#: (A.1)Pro Platz sind vier Zust�ande (j0i, j"i, j#i und j"#i) m�oglich, so da� insgesamt 16verschiedene Eigenzust�ande existieren. Da dieser Hamiltonoperator jedoch sowohl dieTeilchenzahlen N" und N#, den Gesamtspin ~S2 als auch den Gesamtimpuls k? erh�alt,ist es sinnvoll, innerhalb dieser Unterr�aume zu diagonalisieren. Beispielsweise sind f�urN" = 1, N# = 1 (Halbf�ullung), h~S2i = 0 und k? = 0 folgende Zust�ande m�oglich:j�1i = 1p2 (j"#; 0i+ j0; "#i) ; (A.2)j�2i = 1p2 (j"; #i � j#; "i) : (A.3)In diesem Unterraum l�a�t sich der Hamiltonoperator als 2� 2-Matrix schreiben:HSprossei;N"=1;N#=1;h~S2i=0;k?=0 = 0@ U �2t?�2t? 0 1A : (A.4)113



114 Anhang A. Die Hubbard-Kette mit zwei Pl�atzenNr. hN̂i Energie h~S2i Impuls k? Zustand0. 0 E0 = 0 0 k? = 0 j	0i = jvaci1. 1 E1 = t? 34 k? = � j	1i = 1p2 (j0; "i � j"; 0i)2. 1 E2 = �t? 34 k? = 0 j	2i = 1p2 (j0; "i+ j"; 0i)3. 1 E3 = t? 34 k? = � j	3i = 1p2 (j0; #i � j#; 0i)4. 1 E4 = �t? 34 k? = 0 j	4i = 1p2 (j0; #i+ j#; 0i)5. 2 E5 = Eb 0 k? = 0 j	5i = 1Na (j"#; 0i+ j0; "#i+Ea2t? (j"; #i � j#; "i)�6. 2 E6 = U 0 k? = � j	6i = 1p2 (j"#; 0i � j0; "#i)7. 2 E7 = 0 2 k? = � j	7i = j#; #i8. 2 E8 = 0 2 k? = � j	8i = 1p2 (j"; #i+ j#; "i)9. 2 E9 = 0 2 k? = � j	9i = j"; "i10. 2 E10 = Ea 0 k? = 0 j	10i = 1Nb (j"#; 0i+ j0; "#i+Eb2t? (j"; #i � j#; "i)�11. 3 E11 = U + t? 34 k? = 0 j	11i = 1p2 (j"#; "i+ j"; "#i)12. 3 E12 = U � t? 34 k? = � j	12i = 1p2 (j"#; "i � j"; "#i)13. 3 E13 = U + t? 34 k? = 0 j	13i = 1p2 (j"#; #i+ j#; "#i)14. 3 E14 = U � t? 34 k? = � j	14i = 1p2 (j"#; #i � j#; "#i)15. 4 E15 = 2U 0 k? = 0 j	15i = j"#; "#iTabelle A.1: S�amtliche 16 Eigenzust�ande das Hamiltonoperators HSprossei (siehe Gl. A.1).Hieraus folgen die exakten Eigenenergien,Ea;b = 12 �U �qU2 + 16t2?� ; (A.5)und die entsprechenden Eigenzust�ande dieses Hamiltonoperators:j	ai = 1Nb �j"#; 0i+ j0; "#i+ Eb2t? (j"; #i � j#; "i)� ; (A.6)j	bi = 1Na �j"#; 0i+ j0; "#i+ Ea2t? (j"; #i � j#; "i)� ; (A.7)



115mit den Normierungsfaktoren Na;b = q2 + E2a;b=2t2?. Auf diese Weise lassen sich s�amt-liche 16 Eigenzust�ande von HSprossei berechnen. Diese sind in Tabelle A.1 mit den ent-sprechenden Werten von h~S2i und k? aufgelistet.



Anhang B
Die Spinsuszeptibilit�at inLRA-N�aherung
In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, wie innerhalb der lokalen Singulett-N�aherung(t? � t) die Dispersion der Spin-Response-Funktion �s(~q; !) f�ur den halbgef�ullten Fallberechnet werden kann. Dies soll analog zur Berechnung der Einteilchen-DispersionA(~k; !) (siehe Abschnitt 3.1.3) erfolgen, d.h. der Gesamthamiltonoperator H wird inden Sprossenanteil H0 und den Wechselwirkungsanteil HI zerlegt (siehe Gl. 3.26 undGl. 3.27), wobei H0 exakt und HI st�orungstheoretisch behandelt wird. Somit mu� dieEnergiedi�erenz des Grundzustandes j 0i (Gl. 3.23) mit dem ersten Anregungszustandj S=1(q)i im Spinkanal gebildet werden. Wie in Abb. 3.9 zu erkennen ist, �ndet dieser�Ubergang im q? = �-Kanal zwischen dem S = 0-Grundzustand und dem dreifach ent-arteten S = 1-Anregungszustand bei gleicher Teilchenzahl statt. Die drei entartetenAnregungszust�ande sind in Tabelle A.1 mit j	7i, j	8i und j	9i bezeichnet. Ohne Be-schr�ankung der Allgemeinheit wird hier nur der Zustand j	8i = (j"; #i+ j#; "i)=p2 be-trachtet. Analog zu Gl. 3.25 l�a�t sich daraus ein translationsinvarianter Bloch-Zustandbilden:j S=1(q)i = 1pL LX̀=1 eiq`j`iS=1 = 1pL LX̀=1 eiq`jS1ijS2i : : : j	8i` : : : jSLi: (B.1)Die Energien der beiden Zust�ande im ungest�orten Fall sind dabei:E0 = h 0jH0j 0i = L � Ea; (B.2)ES=1 = h S=1(q)jH0j S=1(q)i = (L� 1)Ea: (B.3)116



117Allerdings verschwindet in diesem Fall die Korrektur in 1. Ordnung exakt, d.h.h 0jHIj 0i = h S=1(q)jHIj S=1(q)i = 0: (B.4)Um die Dispersion trotzdem berechnen zu k�onnen, ist St�orungsrechnung in 2. Ordnungnotwendig. Dabei sind die Korrekturen der beiden Energien E0 und ES=1 in 2. Ordnunggegeben durch (siehe z.B. [109]):E(2)0 = Xi 6=0 jh 0jHIj iij2E0 � Ei ; (B.5)E(2)S=1 = Xi 6="S=1\ jh S=1(q)jHI j iij2ES=1 � Ei : (B.6)Im zweiten Fall (E(2)S=1) ist eigentlich entartete St�orungsrechnung in zweiter Ordnungnotwendig. Aufgrund der Symmetrie des Hamiltonoperators H ist jedoch bekannt, da�q und Sz "gute\ Quantenzahlen sind. Es ist somit ausreichend, die Summation in Gl.B.6 nur f�ur Sz = 0 und bei festem q durchzuf�uhren.Zur Berechnung der Korrekturen E(2)0 und E(2)S=1 werden folgende Matrixelemente be-n�otigt: h	ajc1;2"j	11i = A1; h	ajcy1;2"j	3i = �A1;h	ajc1;2"j	12i = �A2; h	ajcy1;2"j	4i = A2;h	8jc1;2"j	11i = �12 ; h	8jcy1;2"j	3i = 12 ;h	8jc1;2"j	12i = 12 ; h	8jcy1;2"j	4i = �12 :Dabei ist A1;2 = (1 � Eb=2t?)=p2Nb, ansonsten sind die Bezeichnungen identisch zuAnhang A. Die Zust�ande, �uber die in Gl. B.5 und Gl. B.6 summiert werden soll, werdenfolgenderma�en bezeichnet:j`;m;m0i = jS1i : : : j	mi`j	m0i(`+1) : : : SLi;j`;m;m0; `0i = jS1i : : : j	8i`0 : : : j	mi`j	m0i(`+1) : : : SLi;mit ` 6= `0 und ` 6= `0�1. Die weitere Berechnung von E(2)0 f�uhrt schlie�lich auf folgendeMatrixelemente (f�ur den Spin-up Anteil des Hamiltonoperators HI):h 0jH"I j`; 3; 12i = h 0jH"I j`; 12; 3i = �2tA1A2; (B.7)h 0jH"I j`; 4; 11i = h 0jH"I j`; 11; 4i = 2tA1A2: (B.8)



118 Anhang B. Die Spinsuszeptibilit�at in LRA-N�aherungDie Energien der entsprechenden Zust�ande sind dabeih`; 3; 12jH0j`; 3; 12i = h`; 12; 3jH0j`; 12; 3i = (L� 2)Ea + U; (B.9)h`; 4; 11jH0j`; 4; 11i = h`; 11; 4jH0j`; 11; 4i = (L� 2)Ea + U: (B.10)Durch Einsetzen in Gl. B.5 folgt somit insgesamt:E(2)0 = 2|{z}Spin �L � 4 � 4t2L(A1A2)2LEa � ((L� 2)Ea + U)= 32t2L(A1A2)22Ea � U = t2LEa � U=2  1� E2b =4t?1 + E2b =4t?!2 : (B.11)Um die entsprechende Korrektur E(2)S=1 zu berechnen, sind die Matrixelemente desSt�oroperators HI von dem in Gl. B.1 implizit de�nierten Zustand j`iS=1 mit j`;m;m0iund j`;m;m0; `0i notwendig. F�ur die von Null verschiedenen Matrixelemente gilt:S=1h`jH"I j`0; 3; 11i = S=1h`jH"I j`0; 11; 3i = �tA1(�`;`0 � �`;`0+1); (B.12)S=1h`jH"I j`0; 4; 12i = S=1h`jH"I j`0; 12; 4i = tA2(�`;`0 � �`;`0+1); (B.13)S=1h`jH"I j`0; 3; 12; `00i = S=1h`jH"I j`0; 12; 3; `00i = �2tA1A2�`;`00; (B.14)S=1h`jH"I j`0; 4; 11; `00i = S=1h`jH"I j`0; 11; 4; `00i = 2tA1A2�`;`00 : (B.15)F�ur die entsprechenden Matrixelemente mit j S=1(q)i folgt somit:h S=1(q)jH"I j`0; 3; 11i = 1pL LX̀=1 e�iq` S=1h`jH"I j`0; 3; 11i= 1pL �e�iq`0(�tA1) + e�iq(`0+1)tA1�= �2itA1pL e�iq`0e�iq=2 sin(q=2); (B.16)h S=1(q)jH"I j`0; 4; 12i = 2itA2pL e�iq`0e�iq=2 sin(q=2); (B.17)h S=1(q)jH"I j`0; 3; 12; `00i = �2tA1A2pL e�iq`00 ; (B.18)h S=1(q)jH"I j`0; 4; 11; `00i = 2tA1A2pL e�iq`00: (B.19)Die weiteren vier Matrixelemente, die durch Vertauschen von 3 $ 11, 4 $ 12, 3 $12 und 4 $ 11 entstehen, besitzen jeweils die identischen Werte. Die Energien der



119Zust�ande j`0;m;m0; `00i sind zudem gegeben durchh`0; 3; 12; `00jH0j`0; 3; 12; `00i = h`0; 4; 11; `00jH0j`0; 4; 11; `00i = (L� 3)Ea + U;h`0; 3; 11jH0j`0; 3; 11i = (L� 2)Ea + U + 2t?;h`0; 4; 12jH0j`0; 4; 12i = (L� 2)Ea + U � 2t?:Durch Einsetzen dieser Ergebnisse in Gl. B.6 folgt f�ur die Energiekorrektur E(2)S=1:E(2)S=1 = 4L "4t2 sin2(q=2)L  A21Ea � U � 2t? + A22Ea � U + 2t?!+2(L� 2) 4t2(A1A2)2L(2Ea � U)#= �16t2 sin2(q=2) A21Eb + 2t? + A22Eb � 2t?!+ 32t2(L� 2)(A1A2)22Ea � U :(B.20)Mit dem Ergebnis von E(2)0 (Gl. B.11) ergibt sich schlie�lich f�ur die Dispersion !Spin(q)der Spinsuszeptibilit�at:!Spin(q) = �Ea � 64t2(A1A2)22Ea � U � 16t2 sin2(q=2) A21Eb + 2t? + A22Eb � 2t?! :(Spin�Dispersion der LRA�N�aherung)Im Heisenberg-Limes, U � t; t?, folgt f�ur diese Dispersion mit Ea � �4t2?=U = �J?,J = 4t2=U , Eb � U und A1;2 � �12 :!Spin(q) �! J? + J cos(q) f�ur U � t? � t: (B.21)Dieses Ergebnis stimmt mit dem Resultat von T. Barnes et al. [74] f�ur zwei gekoppelteHeisenberg-Ketten �uberein.



Anhang C
Die Darstellung von P1;2(E) durchdie spektrale Dichte
Im folgenden soll gezeigt werden, wie die Wahrscheinlichkeit P1;2(�), die in Gl. 4.27 desAbschnittes 4.4.2 de�niert wird, durch die spektrale Dichte A(k; k?; !) ausgedr�ucktwerden kann. Die Spinindizes werden dabei aus Gr�unden der �Ubersichtlichkeit weg-gelassen. Durch Einsetzen der entsprechenden Fermionenoperatoren im Impulsraum,ck;0 = (ck;1 + ck;2)=p2 und ck;� = (ck;1 � ck;2)=p2, in Gl. 4.27 folgtP1;2(�) = jhck;(1;2)(�)cyk;1ij2 = ����12 �hck;(1;2)(�)cyk;1i+ hck;(2;1)(�)cyk;2i�����2= ����14hck;0(�)cyk;0 + ck;0(�)cyk;� � ck;�(�)cyk;0 � ck;�(�)cyk;�+ck;0(�)cyk;0 � ck;0(�)cyk;� � ck;�(�)cyk;0 � ck;�(�)cyk;�i���2= 14 ���hck;0(�)cyk;0 � ck;�(�)cyk;�i���2 : (C.1)Der erste Term des letzten Ausdrucks l�a�t sich folgenderma�en schreiben:hck;0(�)cyk;0i = 1Z Xn;m e��Enhnjck;0(�)jmihmjcyk;0jni= 1Z Xn;m e��Enei�Ene�i�Em jhnjck;0jmij2; (C.2)wobei Z die Zustandssumme und jni bzw. jmi vollst�andige S�atze von Eigenfunktionendes Hamiltonoperators H mit den entsprechenden Eigenwerten En bzw. Em sind. Die120



121Fourier-Transformation in den !-Raum f�uhrt zuZ 10 ei!� hck;0(�)cyk;0id�= 1Z Z 10 Xn;m e��Enei(!�(Em�En))� jhnjck;0jmij2d�= �Z Xn;m jhnjck;0jmij2e��En� (! � (Em � En)) : (C.3)Ferner ist die spektralen Dichte A(k; k?; !) in Lehmann-Darstellung gegeben durchA(k; k?; !) = 1Z Xn;m jhnjck;k?jmij2e��En �1 + e��!� � (! � (Em � En)) ; (C.4)wobei k? = 0 und k? = � f�ur den bindenden und antibindenden Kanal stehen. DerVergleich mit dem Ergebnis aus Gl. C.3 f�uhrt zuZ 10 ei!� hck;0(�)cyk;0id� = �A(k; 0; !)1 + e��! (C.5)oder hck;0(�)cyk;0i = 12 Z 1�1 A(k; 0; !)1 + e��! e�i!�d!: (C.6)Das Einsetzen dieser Gleichung und des entsprechenden Ausdrucks f�ur k? = � in Gl.C.1 f�uhrt zur Fourier-Transformierte von P1;2(�):P1;2(E) = Z 10 eiE�P1;2(�)d�= 14 Z 10 d� Z 1�1 d! Z 1�1 d!0ei(E�!+!0)� A1;2(k; !)1 + e��! A1;2(k; !0)1 + e��!0 ; (C.7)mit A1;2(k; !) = 12 (A(k; k? = 0; !)� A(k; k? = �; !)) : (C.8)Durch Entwicklung des Integrals R d� l�a�t sich die Gr�o�e P1;2(E) schlie�lich als Faltungvon Spektralfunktionen schreiben:P1;2(E) = �4 Z 1�1 A1;2(k; !)1 + e��! A1;2(k; ! � E)1 + e��(!�E) d!: (C.9)(Darstellung von P1;2(E) durch die spektrale Dichte)
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