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1 Einleitung

Im Jahre 1979 wurde von W. B. Su, J. R. Schrieffer und

A. J. Heeger in Physical Review Letters 42 (1979) 1698

ein Modell zur Beschreibung der Elektronenleitung in
Polyacetylen vorgestellt. In der Folge wurde das Modell
weiterentwickelt,und die quantenmechanische Behandlung
flihrte im Kontinuumslimes auf einen Hamiltonoperator

der nicht dem Schrddingeroperator,sondern formal dem
eindimensionalen Diracoperator entspricht.(Das sehr

lange Molekil kann dabei ndherungsweise als eindimensional
und unendlich lang betrachtet werden.) Dies ist der
mathematisch-physikalische|Ausgangspunkt fir die
jmathematisch strenge Untersuchung dieses Operators.
Speziell in diéser Dip]omarbeit‘wird dieser Operator

mit einem periodischen Potential untersucht. Dies wird
durch die periodische Struktur des Molekiils motiviert.

Die Behandlung lehnt sich an die Untersuchung von
Schrodingeroperatoren mit periodischem Potential von
@ﬂKapitel XIII.16 an, weicht aber in beweistechnischen
Details wegen der nicht vorhandenen Ha]bbeschrénkthgjt des
Diracoperators stark davon ab.Auch die a11gemeinere¥
Struktur des Diracoperators als Differentialoperator
bendtigt zusdtzliche Beweisanderungen.

Es wird gezeigt, daB auch beim Diracoperator mit peri-
odischem Potential Energiebdnder auftreten. Speziell

ist durch die direkte Integralzerlegung des Operators

mit absolut stetigem Spektrum in eine Schar von Operatoren
mit diskreten Spektren eine Entwicklung der Bandkanten um
den Grenzfall c'1=0 (im Sinne der Resolventenkonvergenz)
méglich.



2 Der Diracoperator mit periodischem Potential

Der Diracoperator mit periodischem Potential ist gegeben

durch:
Hi= cp@o; + mc2@o; + v(x)®1 (1)
o1, o3 sind die Paulimatrizen: o, = (? é) s O3 = (é_?)
m,c ...konstant; v(x)ELT(R) ...reellwertig
pi= 1 4, mit D(p)= W, 3 (R)

p ist se1bstadjungiert(ﬁi]5atz 6.30).

D(H)= D(p)®C = Wy L (R)®¢C

—~

- L R)®c”
Fiir FE R gilt:  f- (%} wobei £, EL2(R), i=1,2 ist

x
Bemerkung: Fiir Operatoren der Form T = (2 é ) mit
A abgeschlossen, gilt:
T ist selbstadjungiert(§f]Seite 162).
Damit folgt, wenn man noch den Satz von Kato-Rellich ver-
wendet ({11)Satz 5.28), die Selbstadjungiertheit von H.

Speziell sei v(x) periodisch, d.h. v(x+2m) = v(x).
Dann ist der Operator H mit dem Operator der Trans-
Tation um 21 vertauschbar. Diese Eigenschaft ermdglicht
die Darstellung des Operators H in einer direkten
Integralzerlegung.



L2( Co,2n], dx)®¢2 und

®

R
Lemma: Es sei 4 :

\
n oo (2)
fo,2m)

(;

. 2 )
weiters sei U : L (R,dx)®@C — %
gegeben durch: U= U®1

((UFj)g(x):= ozo e ion fi(x+2mn) . §=1,2 (3)

N==w

wobei o€[0,2m) und x€Lo,2n] ist. U ist fir
fES(R)®C wohldefiniert und eindeutig zu
einem unitdren Operator fortsetzbar.
Weiters gilt:

N 0 cp N () 0 cp

U
(0.2m) \cp, 0 21

it
(al
0]
-
S
N

cp 0

wobei Po der Operator % %; cauf

D(pg)= { f;€MUz,1( L0,2n])/ fj(zn)=e1@fj(o), j=1,2 }

selbstadjungiert”ﬁst.»fU]Seite 259]

Anmerkung: Statt des Intervalls [O,ZH) in (2),(3) und (4)
kann man auch das Intervall [0,21] nehmen.
Auf dies wird in der Anwendung einiger Sdtze
ohne besonderen Hinweis Bezug genommen.



Beweis: Fiir ijS(IR) ist die Summe in (3) konvergent.

- 2
Die Berechnung von Uf fiir FESIR)®C ergibt:

2
[Puf o= L uf ] =
® 521
2 21 )
-1 Jae 11 w0 117
j=1 0 2"
2 2 2 ® .
= ] fﬂ doe fH dx | ) e_v1nefj(x+2nn) |2= (Fubini)
i=1 0 ‘T 0 S
22 e e 2T :
= ] fH dx N 7o 'fj(x+2nn)fj(x+2nk)[ jg_@_ o~ i(k=n)o _
j=1 0 N=-o k=-w 0 21
= Sk
2 21 o 2 o
= ] f dx ) |1°J.(x+2Hn)[2 = ) j]fJ(x)lzdx =
j=1 0 n=-o j=1 Ze

2
T e gry @ ¢

R 2

U ist daher fir fES(R)®C wohldefiniert und hat daher

eine eindeutige Fortsetzung zu einer Isometrie [11] Satz 4.5).

Un zu sehen,daB U auf 4f abbildet, berechnet man U™
(vgl.[11]Satz 4.34 b):



2T
X 1no
U g. X+21n = e x) do , Jj=1,2 5
( U*g;) (x+21n) { 95,0(%) 40 j (5)
denn: 9
N _ £ B
<U 93f>— z <U gJ,fJ > =
j=1
2 b/ 2 21 .
= ) fU*gJ(x)fj(x)dx = ) [dx ) U*gj(x+2nn)fj(x+2nn) =
j=1 -o j=1 0 n=-oo
2 21 o 21 oo
= ) f dx ) j e g, o(x)dof . (x+21n) =
j:]_ O N==c 0 I
2 21 21 —ine
- 1 f do fodx gy (0 T e MO (xam) -
j=1 0 0 7 —
= <g, Uf>
Fiir alle g& ¥ gilt:
2 [o+]
Y Z _ * 2 _
|| U HLZ(IR)®$2 = ) j | U QJ(X)] dx =
j=1 %
2 21 o .
= ) f dx y | U gj(x+2ﬂn) [ =
j=1 0 n=-ow



2 21 oo 21 2
ine
= 1 fax T 1 f e gy (x do |-
j=1 0 N=-co 0
21 21 2 2

I
~18
o R
o
<
OH
el
()
L d
@
—
b
S
lo.
@
I
«©@

wobei von der vorletzten zur letzten Zeile die Parsevalsche

Gleichung fir Fourierreihen 2 2
Dlgpl = 11 95,500 1]

verwendet wird.

Zum Beweis von (4) setzt man:

und Hg:

]
I
(9]
o
>
@
}o.
@
]
_Iln
Q.
>

d.
dx

N
=

0.2n) \dx,

2
Man zeigt nun, daB fir fES(R)®C UFED(A) ist, und
A

A
U(Hof) = A(gf) gilt. Da Hy wesentlich selbstadjungiert
auf S(R)®C 1ist und A selbstadjungiert ist folgt dann (4).

2 A
Es sei fES(R)®C, dann ist Uf durch (3) gegeben und
(U)o (x) € C7(0,2m)® B2[yobei gilt:

Diese Zeile folgt aus (3) durch differenzieren, wobei

(20

die Vertauschbarkeit von )  und %; wegen

[s0]

2
fESIR)®C moglich ist.



Weiters gilt:

L ien FL(2n(n+1))
N=-o
(UF) _(21) = - ' =
’ ) e 1M £, (2n(n+1))
n=-co

y g~10(n-1) f,(21n)

1
It
(0]
-
@
—_
(e g
—h
S~
[en}
~

y e"10(n-1) f,(21n)

Dieses Lemma ermbg1icht‘nun die direkte Integralzerlegung
des rdumlich eindimensionalen Diracoperators H (Gleichung (1))
mit periodischem Potential.



Theorem 1 : Es sei v(x) eine beschrdnkte meBbare Funktion

Beweis:

auf IR mit der Periode 2n. Fir o0& [0,21) sei

v(x)+mec? CPq

cp, v(x)-mc?

der Operator auf L2[0,21] ® €2. U sei
gegeben durch (3). Dann gilt mit der
Zerlegung (2)

®
ot = [ H(e) do
[0,2m) e
Sei v(x)+mc? 0
der o-unabhédngige
0 v(x)=-mc?

\
Operator, der auf der Faser 4 = L2 [o,2n] ®c2
wirkt durch:

v(x)+mc? 0
(Vo9) (x)= g(x) ; x€[o0,2n]

0 v(x)-mc?

(7) folgt dann von[9]Theorem XITII.85g und dem
Lemma indem man zeigt, daB

n v(x)+mc? 0 -1 ®

u U = Vodoe ist.

0 v(x)-mc2 [o,2m) 4T

Mit (3) gilt fir fES(R)®C2

v(x)+mc? 0 i

(el
—
x
~——
11

0 v(x)-mc? Ty

(8)



Y e™ MO (v(x+2mn)+mc?) f,(x+2In)

) e”1n0 (v(x+2mn)-mc?) f,(x+21n)

Vo (UF ) (x)
Dies beweist (8) und damit (7).

Theorem 1 reduziert die Analyse von H auf die Analyse
der Operatoren H(e) fir o€[0,2m).

Als erstes untersucht man den Operator

0 cp
0
Ho(o)=
cp, 0

Lemma: (a) Fir jedes o€ EO,ZH) hat der Operator
Ho(©) eine kompakte Resolvente.

(b) ( Hge(0) - ic )_1 ist eine analytische operator-
wertige Funktion von © in einer Umgebung von [0,2m).

Beweis: (a)[}l]Satz 6.4 c besagt:

REB_(R) & ATAEB (R)

-1

Mit A:= ( Hy(o) - ic ) folgt
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A¥A = ( Hy(0) + ic ) L ((He(o) - ic )l = (Ho(eft +c2 )7t -
2 "1 2 "1
-1(-d2  +1)7 () ( -d2 +1)
2 2 2
o dx o dx o
2 A2
0 Py 4 0
wobei Hgo(0)? = = ¢ dx?, ist
cp 0 42
0 0 9_2
dx N

folgt die Behauptung.

Anmerkung: (a) folgt auch unmittelbar aus dem Beweis von (b).

(b): Es gilt: _, e, -1
CPy -z i
2(c2pg - 22)7 (cpy + 2071+ 2(c2p2 - 22)7}
= (cpy + z)'l N z(czpé -z%)_l Z(czpé i 22)_1 (9)

Beweis: einfach aUsmu]tip]izieren ergibt 1.

Mit z=ic gilt: ( Ho(o) - ic )7t =

i(-a2 +1)7! 1(1d +i) b e i (-a2 +1)7?
c c i c

dx2 dx dx2

6 6 © (10)
1(1d +i)h e i (-d2 +1)7] i(-a2 +1)7
c i C o C 2
dxe dx@ dxO /
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Fiir Ky := ( -d2 o+ 1) gilt:
dxé
2n
(KeF)(x) = [ 6,06y F(y)dy
0
(11)
Gy (Xsy) = % e~ Xyl a(e)e* ™ + g(o)ed™*
2 2
Beweis: [9)Seite 292 Gleichung (154).
y o -1 .
Fir Ne'" (1d + i) gilt:
i dx
G}
21
MNP () = [ G (y)f(y)dy
0 (12)
. oo o
6o (x5y) = 1(1-e“TT0) 7L (Ce(xy)e(1-c(x,y)e2 10y XY

(@]
—~
x
g
]
—~
=
_h
~—r
—~
>
M
1
O N X
—t
—
-
D
[hS)
=
1
-—
(@)
S
1
—
>
]
<
_'.,
N
<
g
(=
<
+
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Man hat zu zeigen: (i) g(2m) = eie g(0)
(i1) (py +1) g(x) = f(x)
2
(1) gtem) = [ 1(1-e?TT10) T BV y) gy
0

=

o}

1.(1_6211—19)—1 eZn—1@ oY fFly) dy

2
g(0) =
0

+ (l_eZH—ie)—l F(x) - gln-io (1_e2n-ie)-1 F(x) + ig(x) =

(11) und (12) ermdglichen die Definition eines Hilbert-
Schmidt - Operators (&I]Satz 6.11) (daraus folgt auch die
Kompaktheit der Resolvente) fir alle o mit |Ime|< 21 und
die Analytizitdt der Resolvente in e in einer Umgebung
von [0,21) ist daraus unmittelbar ersichtlich.

Dieses Lemma ermoglicht nun die vollstandige qualitative
Analyse des Spektrums der Operatoren

2
v(x)+mc Chg

cp, v(x)-mc?



Theorem 2 : Es sei v(x) stlickweise stetig und v(x+21)= v(x).
Dann gilt:

(a) H(©) hat ein rein diskretes Spektrum.

(b) H(e) ist eine analytische Familie in einer
Umgebung von (O,ZH).

(€) sei Kkf:= fl) dann gilt: KH(o)f = H(2m-0)Kf.

_f2

Speziell sind die Eigenwerte der Operatoren
H(e) und H(2m-0) gleich und fiir die Eigen-
vektoren gilt: Kfn(@,x) = fn((ZH-@),x).

(d) Fiur o€ (o,n)U(m,21) hat H(®) nur nicht-
entartete Eigenwerte.

(e) Sei En(@) der n-te Eigenwert von H(e) (n€&7Z).

Dann ist En(e) analytisch in (0,1) und stetig
in 0=0 bzw. o=I.

(f) Bei geeigneter Numerierung der Eigenwerte gilt:
Fiir n ungerade (bzw. gerade) ist En(e) streng

monoton wachsend (bzw. fallend) als Funktion
von 0 auf (0,m). Speziell gilt:

E_(T) £Eo(M)<E(0)LE,(0)<E (N)EE,(N)<E,(0)%

-1

graphisch: En(G)‘ P
£, (1)
£,(0)
0=0 I ’O
Eq(0)
0 \ EO(H)
£y (1)
/'/
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(g) Man kann die Eigenfunktionen f (0) so wdhlen, daB

sie analytisch in e fiir (

0,
in 0 und T sind, wobei fn(O

n
m)\(m,2m) und stetig
)=fn(2n) gilt.

Beweis: (a) Nach dem Lemma hat Hy(©) eine kompakte

Resolvente. Da v(x)+mc? 0

V:=
0 v(x)-mc?

beschrankt ist, ist es relativ kompakt zu
Ho(e) (L1]satz 9.10)

~ _ _1 \
Lz - Ho(o) ) 5 €
€B(R') EB_(R) (zweiseitiges Ideal)

Mit dem Satz von Weyl (ﬂl]Satz 9.9) folgt nun
7 s (H(0)) = o ((Ho(0)) =4 .

H(e) hat daher ein rein diskretes Spektrum,da
Ho(©) ein rein diskretes Spektrum hat db]Theorem 6.29).

(b) Aus der 2-ten Resolventengleichung (&I]Satz 5.13)
erhdlt man:

-1z

1 V)

(( Ho(0)+V-z )7 = ( 1+(He(0)-2)

Die Neumannsche Reihe von ( 1+(HO(@)—Z)_1Q )-1

konvergiert fir ||(Ho(0)-2) *V|| < 1 (11]satz 5.14).

Es gilt wegen V € B(1H9):

~

-17 -1 y
[T(Ho(e)-2) “VIIKIIVIT [1(Ho(e)-2) "I LIVl < 1
[Imz |
fliir |Imz| geniligend groB.
Fir die Abschdtzung der Resolvente verwendet man

1] satz 5.18 .
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10

~~
(@]

~—
(ws

—
s

T
@

—

~

!

= { fEW, , Co.2m] ®¢2 / fo(2m)=e'" £.(0), i=1,2}

10 (0), i=1,2 3

KD(H(0)) 1

L feU, 4 (0,21] ®¢2 / fi(ZH)=e—

D(H(21-0))

( fEw, 4 [0.2r) @2 / . (2m)=e" 7F,(0), 1=1,2

Fir Ho(0) gilt:

KHo(o)f = Hy(2m-0)Kf

0 1d | A 0 1d £y
K i dxe _ i dxnke K
1d 0 £y 1d 0 )
Todxg ' Xor-0
f) 0 d fq
K1 = 1 dﬁbe _
T f ‘ d_ 0 [\-f2
dx{Z]—[-@
1 | F B
i £l i £1
N v(x)+mck 0
Da V = reell, diagonal und
0 v(x)-mc

o-unabhdngig ist gilt: KVf = VKf
und somit folgt : KH(e)f = H(2m-0)Kf .
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Aus dem Anhang C ergibt sich flir die Darstellung der

Losungen der Eigenwertgleichung:

Uy 1v1
r . ¢y + c,y uj,vj reell,
iu, Vo
uy 1v1
Kf = ¢, + (-¢y)
iu, Vo

(d) Ist E Eigenwert von H(e), o€ (0,1) dann hat H(e)f=Ef
eine Ldsung, die die Randbedingungen erfiillt:

f.(2m) = ' £.(0), i=1,2.

Mit f ist aber auch Kf eine linear unabhdngige LOsung
dieser Differentialgleichung, die die konjugierten Rand-
bedingungen erfiil1t. Da aber nur zwei linear unabh&dngige
Losungen existieren, ist jeder Eigenwert fir o €(0,1)

einfach.

(e) und (f) Zum Beweis von (e) und (f) verwendet man die
Eigenschaften der Funktion D(E).

Zuerst betrachtet man das Differentialgleichungssystem

0 -% ( v(x)-mc?-E)

_%-( v(x)+mc2-E ) 0

das man aus der Gleichung H(e)f=Ef erhdlt, wenn man
die fi(x), i=1,2 von EO,ZHJ auf R fortsetzt.

j=1,2



(1)

(1)
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A1s erstes zeigt man in Hinblick auf GT. (A3) daf die

Nronsk1determ1nante‘e1nes Losungssystems konstant ist.

f1(x,E) g1 (x,E)
Sei Y(x)= ein
fo(x,E) g, (x,E)

Losungssystem, dann gilt:
ax - fly g + 1 gl - g'yfy - g9 f1p =

-2 (V(x)-me2<E )Fy9; - 1 = ( v(X)+mc2-E )g; +

1]

+ ( v(x)-mc2-E Yg,To+ g, % ( v(x)+mc?-E )fy =0

1
c

D(E):= U1(2H,E) + V2(2H,E)

d.h. D(E) ist die Spur des LOsungssystems Y(x) an
der Stelle x=2W wobei Y(0)=1 ist.

Im folgenden wird die im Anhang C gezeigte spezielle
Struktur dieses LoOsungssystems verwendet:

uy(x) vy (x)

Tua(x) Vo (X)
wobei die uj(x),vj(x) » J=1,2 rein reell sind.

Eigenschaften von D(E):

D(E) ist reell.

(ii) D(E) ist analytisch in E.

(Beweis: siehe jedes Buch liber gewdhnliche Diffgl.)

(iii)

LEL t o fir [p]<2
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. dD(E) _ du; (21,E) 912(2n,E)
Beweijs: qt IE + IE

Differenzieren der Differentialgleichung (14) nach E ergibt:

d df, _i e df, i

ax dF 0 E(V(X) mc E) dE 0 ps f]_
= +

d df i df i

9% 4 -%(v(x)+mc2—E) 0 Fi < 0 fa

Die Ableitungen nach E erfiillen die inhcmogene Differential-
gleichung y'=A(x)y+b(x) wobei die zugehOrige homogene
Differentialgleichung die Struktur der Differentialgleichung
(14) hat.Die LOosung der inhomogenen ist daher:

y(x) = X(x)yp + f X(x)X(s) b(s)ds

X
X0

(vgl. Anhang C Satz A5, bzw. jedes Buch iiber gewdhnliche Diffgl.)

Speziell ist yq = (8) da die Anfangsbedingungen unabhdngig
von E sind.
i | b2 f1. 9 -1 92 -9
b(s) = < X(x) = X(s)™" =
by fo 92 -fy i
detX(x) =1
F1(x)g2(s)-91(x)fa(s) -f1(x)g1(s)+g1(x)f1(s)
X(x)X(s)_l-

fo(x)ga(s)-go(x)fo(s) -fo(x)g1(s)+92(x)F1(s)



o
=
—
—
x
-
m
~—
x

T1(X,E){g2a(s,E)bo(s-E)-91(s,E)by(S,E)I+g1 (X, E){-Fo(s,E)by(s,E)+f1(s,E)by(s,E)}
5 (16)
dhy (x,E) i fo(XsE){g2(ssE)bo(s,E)-91(s,E)by1(S-E)}+9o(X,E){-fo(s,E)by(s,E)+f (s,E)by(s,E)}

bl = U bl =1V, . .
Nun setzt man das Fundamentalsystem aus Anhang C ein und berilicksichtigt, daB ( . }bzw. (bz - “h=u,v ist.
= V2

X
. ‘ 2 2
%%I(X’E) = % J ds { up(x)(ivaup-ivquy) + ivy(x)(u; + uy) 1} (17)
0
p 2 2
L dv,(x,E) = 1 J ds { dup(x)(vy + vy) + vo(x)(=iusvy + duyvy) 1} (18)
dE 0
21
dD(E) _ -1 (2 2 2 2 2
aF < ds { up(2m)(vy + vyp) + vi(20)(uy + up) + (upvy = uovy)(va(2m) - ug(2m)) 3 (19)
0

Multiplikation mit 4v,;(2n) ergibt:

61



2T

-C4V1(2HQ%%(E) = J{ds{ 4V1(2H)u2(2H)(Vi + vi)+4vl(2n)2(ui+u§)+4vl(ZH)(vz(ZH)-ul(Zn))‘(u1v1~u2v2)
0
mit DZ(E) =4 + (up(2n) - vy(2m) )2 - 4dv,(2n)uy(2m) (20) erhdlt man:
o 2 2 2 2 2 2 2 2
-cavy (2m)2E) - fds{ (8-D) (Vi+vy)+av1(21) (Us+up)+(us(21)-v,(21))  (Vitva)+
0

+Avy(2m) (vo(2m)=ug(2m)) (uyvy = upvy) } =
er 2 2 2 2
=v/-ds{ (4-D )(v1+v2)+[2v1(2H)u1—(u1(2n)-v2(2n)vl] +[2v1(2H)u2+(u1(2n)-v2(2n)v2]2
0

d.h. %g(E) Lo fir D[ < 2

}

(21)

0¢
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(iv) An einer Nullstelle Em von (D(E)-2) ist D'(Em) genau
dann 0 wenn

Vi(2M,E ) = up(2m,E ) = O (22)

Weiters st D'I(Em)'< 0 wenn D'(E_) = 0 gilt.
Beweis: Gilt (22) dann folgt:
Ul(21,E ) = vp(2M,E ) = 1 (23)

(vgl. Klassifikationsschema Anhang B Punkt D )
und aus (19) folgt dann D‘(Em) = 0.
Gilt D‘(Em) = 0 dann folgt aus (21), daB

(2vy(2m)u; = (up(21) - vy(21))vy) = O i=1,2

sein muB. Da us und Vs linear unabhdngig sind folgt, daB:

1l
(@]

vy(2m)

uy(2m)

vo(2m)

und aus (19) folgt dann u,(21) = 0 und weiters

uy(2m) = vy(2m) = 1.

Um D"(Em)<10 zu zeigen differenziert man (19) nach E

setzt dann E = Em und substituiert fir die Ableitungen

der U.>v, i=1,2 nach E mit (16),(17),(18). Da (22) und
- (23) gi]tlerhalt man viele Vereinfachungen?



dZD( ) 2 2 i | [ 2 2 i 1
“CqET = jds u2'(2n)(v1+v2)+u2(2H)2(v1v1+v2v2)+v1(2H)(u1+u2)+v1(2H)2(u1u1+u2u2)+
W*-" \/vv

0 -0 -0
F(UTViFUIV]-Us Vo -Uo Vs ) (Vo (2T) =uy (21) )+ (uyvy-upvy ) (va(2T)-ui(21))
e
21 21
§ -1 I -1 2 2
upy = ¢ jdt (UIVI'U2V2) U, = ¢ jdt (U1+U2)
0 0
21 21
¥ —]. 2 2 i —1
Vi = ¢ f dt (vi+vy) v, = ¢ fdt (Uupvo-uqvy)
0 0
II 21 21
-c2d2D(E) _ 2 2 2 2 2 ' 2
2 dE? fds(v1+v2) j dt(uj+uy) - { S ds(ujvi=-usvy) }
0 0
21 . 21 2T X R 2 21 3
2 2 2 2 2
zu zeigen: j (vi+v,)ds j(u1+u2)dt >{5(v1+v2)1/2(u1+u2)1/2ds} 2{ S [ ulvl-uzvzlds}
0 0 0 0
) 2 2
(Vi+va)(uy+us) 2 |upvyi-usvy |

2
(viup, £ vouy) Z 0

Das Gleichheitszeichen in der Schwarzschen Ungleichung tritt nicht auf, da u,v linear unabhdngig sind.

¢¢c
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(3) Zusammenhang zwischen D(E) und H(e):

Setzt man die Komponenten der Eigenfunktionen von H(e) von
[p,ZHJ auf R periodisch fort und wendet nun das Theorem A2
aus dem Anhang an, so sieht man, daB o = e16 sein muB.
Fiir D(E) erhdlt man wegen D = p + p 1 die Bedingung:

D(En(e)) = 2c0s0 (24)

d. h.: E_ (6) ist genau dann Eigenwert von H(®), wenn diese
Bedingung erfillt ist.
Aus den Eigenschaften von D(E) folgt nun:

(1) En(e) ist streng monoton in © auf (0,I).
(i) En(@) ist stetig auf (0,I).

Differentiation von (24) ergibt:

-1
e @Yy " (-2) sine

Die Ableitung existiert fir o € (0,1).

Anmerkung: Es ergibt sich daraus sogar die Stetigkeit
auf [Q,W], wenn man die Regel von de 1'Hospital ver-
wendet und beachtet, daB d2D 4% 0 (|D|=2) ist.

dE?

Der qualitative Verlauf von D(E) ist daher:

A D(E)

E0(0) T~ E1(0) 220,
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(4) Klassifikationsschema und Analytizitdt der Eigenwerte E(0©)

(i) Man nehme einen Eigenwert E von H(0=0) mit Eg + 0

(wenn moglich den ersten positiven Eigenwert).

Dann hat man die zwei Moglichkeiten:

(a) <0 (b) 42 >0

Im Falle von (b) nehme man den ndchstgroBeren Eigen-
wert von H(©=0) und man ist wieder bei (a). Diesen
bezeichne man mit E;(0).

Es gilt: E;(0) ist einfach. Begrindung: in Jeder
Umgebung U von 0=0 existiert genau ein einfacher
Eigenwert von H(e). Die Annahme, daB E;(0) nicht
einfach ist fihrt mit [9) Theorem XII.13 Seite 22
zur Folgerung, daB in jeder Umgebung mehr als nur
ein Eigenwert existiert (fir ©#0 sind die Eigen-
werte einfach), und damit zu einem Widerspruch.

Da H(e) eine analytische Familie um [0,21) ist,
und En(e) stetig ist, kann E; analytisch mit

{93 Theorem XII.8 fortgesetzt werden, d. h. von

[0.¢) auf?[b,e]A(wei1 stetig) usw. bis[O,H].

Nun betrachte man den ndchstgroferen Eigenwert von

H(e=0) und bezeichne ihn mit E,(0). Dann gibt es

zwei Moglichkeiten. E,(0) ist zweifach entartet

oder einfach. Ist E,(0) zweifach entartet, so wird

die Entartung fir 040 aufgehoben. Aus [9) Theorem XII.13

RS IV Seite 22 folgt dann, daB zwei analytische ,
Funktionen in U(6=0) existieren, bzw. mit Eﬂ'THeofem XII.8
eine Funktion E,(0) wenn E,(0) einfach ist.Ist E,(0)
zweifach entartet bezeichne man die kleinere der

beiden Funktionen mit E,(0).Analog wie im Fall von
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E1(0) kann nun E,(0) auf [(LIIJ fortgesetzt werden.
Durch fortgesetzte Anwendung dieses Verfahren koOnnen
alle Eigenwerte von H(o=0) die groBer als E;(0) und
auch die die kleiner als E;(0) sind auf [0,T]Janalytisch
fortgesetzt werden. Fiir die kleineren geordneten Eigen-
werte verwende man die Numerierung n= 0,-1,-2,... usw.

(i1) Existiert kein Eigenwert von H(0=0) mit _f + 0
so nehme man einen Eigenwert von H(o=I)
mit %% £ 0 (wenn méglich den ersten positiven)
und klassifiziere analog zu (i).

(ii1i) Ist weder fir H(e=0) noch fir H(e=I) ein Eigen-
wert mit o= dD $ 0 vorhanden (z. B. m=0, v(x)=0)
SO verfahre man folgendermaBen:
Man nehme den ersten positiven Eigenwert von

H(e=0). Da d2D “ 0 ist,hat D(E) ein lokales
(0=0) a < , (E)
Maximum. Daraus folgt,daB in jeder Umgebung von

© = 0 zwei einfache Eigenwerte,analytisch in o,
existieren und nﬁt;@}Theorem XIT.13 folgt, dab
der Eigenwert zweifach entartet ist.Die groRere
der beiden Funktionen bezeichne man mit E;(©)
und verfahre dann wie in (i). Insgesamt erhdlt
man , wenn man die Monotonie von En(@), n€ %
beachtet:

£, (00 <E, (1) SE, (1)<

(g) Dies folgt unmittelbar aus{9]Theorem XII.8 bzw.
Theorem XII.13.

Theorem 2 ermdoglicht nun die vollstdndige qualitative
Analyse des Operators H.
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5 Der nichtrelativistische Grenzwert des Diracoperators
im Sinne der Resolventenkonvergenz und die StGrungs-
entwicklung des Paulioperators in 1. Ordnung

Theorem 1 zeigt die unitdre Aquivalenz des Operators H
aus Gleichung (1) mit dem Operator H':= UHU™L. Dieser
hat die direkte Integralzerlegung

®
H' = H(e) do

[0,2m) 2n

Die Operatoren H(e) haben ein rein diskretes Spektrum.
Fir diskrete Eigenwerte von Operatoren der Gestalt:

2
v (x) + mc cA”

cA v_(x) - mc

auf Y =4, O ;A q{+—'3{- 3 A abgeschlossen;

v (x) (bzw. v_(x)) relativ A-beschrdnkt (A*—beschrénkt);

m,c...konstant
existiert ein allgemeines Konzept einer StOrungstheorie (vg].Eﬂ).

Man kann damit zeigen, daP der Diracoperator gegen den
Paulioperator (mal Projektor) im Sinne der Norm-Resolventen-
konvergenz fir c_1~00 konvergiert, und daher eine
Storungsentwicklung der Eigenwerte um den Punkt c_1 =0
durchfiihren. Da die Bandkanten durch die einfachen Eigen-
werte der Operatoren H(o=0) und H(e=n) gegeben sind, ergibt
die Entwicklung dieser Eigenwerte die Verschiebung der

Bandkanten.
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Theorem 3 : Es sei v(x) stlckweise stetig, periodisch mit
v(x+2m)=v(x) und H der Operator (1). E (0) (n€ Z)
seien die Eigenwerte des entsprechenden
Operators H(e=0) mit periodischen Randbedingungen
und En(n) die Eigenwerte des entsprechenden
Operators H(e=n) mit antiperiodischen Rand-
bedingungen.

En(O) n ungerade En(n) n ungerade
ocn2= Bn:=
En(n) n gerade En(O) n gerade
dann gilt:
@eth) =\ Doz
nN=-=cw

(b) H hat keine Eigenwerte.

(c) Das Spektrum von H ist rein absolut stetig.
Beweis : (a) [9] Theorem XIII.85 d besagt:

E€o(H)& ¥e>0 & u({e/o(H(e)N(E-c,E+e)}) > 0

En(e) stetig heiBt:
FUr~@O,e gegeben existiert ein § 20 mit
loo-0]<s = | E (6,) -E (0) I<c¢
Es gilt daher u2s >0.
(b) @]Theorem XIITI.85 e besagt:
Eg €og(H) &> u({e/E € ay(H(B))}) > 0
Die Menge {e/En(e) = EO} besteht wegen der
Monotonie der En(e) aus maximal 2 Punkten.
Jede abzdhlbare Menge hat aber das Lebesguemal 0.

(c) folgt aus [9) Theorem XIII.86. Die Voraus-

setzungen sind Taut Theorem 2 erfiillt.
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Anmerkung:

Fur c—1+ 0 kann aus der Eigenschaft der strengen Monotonie

von D(E,c) (|D]<2) nur Monotonie von D(E,c—1+ 0) gefolgert
werden. Weiters gilt, wie das folgende Lemma zeigt, daB

xo €o(H (0)) genau dann ist, wenn eine Folge A(c)€ o(H(0)-mc?)
existiert mit x(c)> Ag.Auch fir H+(e) gilt die strenge
Monotonie der Eigenwerte En(?%,eé(o,n)([ngheorem XIIT1.89).
Daraus folgt, daB auch fir ¢ "> 0 die Bandkanten durch die
einfachen Eigenwerte der Operatoren H (o) fire =0 und

0 =T gegeben sind.

Konkret gilt:

| ®
HY = Hie) 22

[0,2m)

Der Operator H(o) erfillt die Voraussetzungen von @]mit:

»*
A= A"= Po und v, = Vv_ = v(Xx)

B -V - L2(fo,2n])

+

und es gilt daher fir H(o) das Theorem 2.1 und Korollar 2.1

aus [4:\ :

Lemma: Fir c_1+ 0 konvergiert der Operator (H(e)-mc?)
(Ruheenergie subtrahiert) gegen den Paulioperator
H,(e) mal dem Projektor auf L2([0,2m],dx) im
Sinne der Resolventenkonvergenz.

. -1 -1 1 0
n-Tim (H(e,c)-mc2-2) = (H(e)-2) " @
| ¢ |+ 0 0
wobei H (o) = (2m)_1 p; + v(x) ist.

AoécﬂH+(e)) genau dann wenn eine Folge A(c)Eo(H(©)-mc?)
existiert mit A(c)> Ap .(c *» 0)
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Der Operator U~

—
—~
N
(O]
+
<
—
>x
~
—
o
[©)]
[y

21

[0.2m)

wird 1nﬁﬂ'Theorem XIII.90 vollstdndig behandelt (wobei
m=1/2 gesetzt ist).

Anmerkung: [4] Theorem 2.1 und Korollar 2.1 sind nicht
nur auf H(e) sondern auch direkt auf H' oder H anwendbar.

Es gilt:
®

(H'-mc2-z )-1 = (H(e)—mcz—z)_1 do
[0,21) en
((9) Theorem XIII.85 ¢ )
und  (H'-mc2-z )"1 = U (H-mc2-z )-1 -t
-1

[emiid

da (H'-mc2-z ) = (H-mc2-z ) U

Zur Berechnung der Verschiebung der Bandkanten wird
@lTheorem 2.2 verwendet:

Lemma: Es sei Eo,n(e) ein diskreter einfacher Eigenwert von

o)f (o,x) = E (e)f (0,x)

0,n 0,n

mit ||f 0,x)|| = 1, dann gilt fir ¢™? geniigend klein:

o,n(

Es existiert genau ein einfacher Eigenwert En(@,c—z) von

H(@)—mcL in einer Umgebung von c_2 = 0 der holomorph 1in

c " ist mit: _2
E (e,c 7) = E (o) + =5 Ey n(e) + 0f

b

4)

O |

wobei By () = (5n—)° < fo 1 (0:x)5(v(x)-Eg (0))FL  (0,x) > ist.
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Fir o=0,1 ergibt sich damit die Verschiebung der Band

kanten.

Ist E/ n(9) ein zweifacher Eigenwert von H _(e) (ist nur

fir 0=0,1 moglich) so besteht die Moglichkeit, daB die
‘Entartung aufgehoben wird und ein Band in zwei Bdnder
zerfdllt. Dazu verwendet man Theorem 2.2 b ausEﬂ in der
erweiterten Form von ﬁé}

Lemma: Es sei E ©) ein diskreter Eigenwert von

0,n!
Ho(e) (e=0,m) mit der Multiplizitdt 2 wobei

.._‘ R - ’2
Hy(e)fy | q(esx) = E  (e)fy  q(0sx) 5 1=l

Dann hat der Operator (H(e)-mc2) in einer Um-
gebung von ¢ “=0 j verschiedene Eigenwerte En k(G),c

H]

_2)

k=1,j J%2 und es gilt:

die E_ (0,c7?) sind holomorph in ¢™% um c™%-0.
2 1 1
En,k(@’c ) = Eo,n(e) + ;2 En,k,l(e) + 0 24)

( {12) satz 3.7)

Fur €, 1(0) gilt: ( 12} satz 3.8 )

Die En K 1(e) sind die Eigenwerte der selbst-

adjungierten Matrix (b. ): i=1,2 qg=1,2

1q

(big) = (g’ (KF'y p i(0ax) s (V) -Eg [(0))F' | (0,%) )

wobei die Vektoren fo n ](e,x) eine Basis des

Eigenraumes zum Eigenwert EO n(e) bilden, 1=1,2.

s
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4 /usammenfassung

Der Diracoperator mit periodischem Potential H ist mit dem
Translationsoperator um 2II vertauschbar. (Dieser Gruppen-
theoretische Hintergrund,der ganz allgemein fiir Differential-
operatoren mit periodischen Koeffizienten gi]tlwurde schon
frih unbewuBt verwendet: in der Mathematik 1883 von Floquet
und dann 50 Jahre spdter in der Physik von Bloch.)

Daher ist eine direkte Integralzerlegung des Diracoperators
mit periodischem Potential moglich. Die dabei erhaltene
Schar von Operatoren H(©) bildet eine analytische Familie
im Sinne von Kato fiir 0€[0,21). Weiters ist das Spektrum
dieser Operatoren rein diskret,und die Eigenwerte sind
analytisch in © und streng monoton auf (OJ,H). Die Summe
dieser Eigenschaften ermdglicht es in Theorem 3 zu zeigen,
daB das Spektrum des Operators H rein absolut stetig ist
und aus Béndern[dn,sn] besteht.

Da der Diracoperator nicht halbbeschrankt ist, existiert
kein Grundzustand und nicht notwendigerweise ein Zustand,
der einfach ist. Deshalb wird bei den Beweisen abweichend
\MH]Eﬂauf klassische Methoden zuriickgegriffen. Auch dort
ergeben sich durch die allgemeinere Struktur der Differential-
gleichung (14) zusdtzliche Schwierigkeiten,die aber leicht
zu 10sen sind.

Da die H(©) ein rein diskretes Spektrum haben und flir
diskrete Eigenwerte der Diracgleichung ﬂwﬂﬂein allgemeines
Konzept einer Storungstheorie entwickelt wurde, kann

ohne Schwierigkeiten eine Storungsentwicklung der Band-
kanten um den nichtrelativistischen Grenzfall (Resolventen-
konvergenz) durchgefliihrt werden.
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Anhang

A Direktes Integral

Es sei M ein lokal bikompakter Raum mit dem MaB u , das als
Trdger M hat, und C(M) die Menge der beschrdnkten stetigen
Funktionen auf M. Jedem Punkt t€&M sei ein Hilbertraum H(t)
zugeordnet. Eine Menge S von vektorwertigen Funktionen
f=f(t) mit Werten aus H(t) nennt man Basis des topologischen
direkten Integrals, wenn S folgende Bedingungen erfiillt:

(1) Fir alle f(t), g(t)E&S ist das Skalarprodukt<f(t),g(t)>
eine stetige und nach u integrierbare Funktion auf M.

(2) Die Menge S ist linear: f(t),g(t)€S S af(t)+bg(t)€S
wobei a,b€E€K.

(3) Fir f(t)€S und x=x(t)€&C(M) gehdrt die Vektorfunktion
xf 3 x(t)f(t) zu S.

(4)Fir jedes feste to €M ist die Menge der Vektoren f(to),
T(t)€ S dicht in H(te).

Definiert man das Skalarprodukt in S durch
Lf,g> = /%ﬂtLMH>dMU
M

so wird S zu einem Prdhilbertraum. Die vollstdndige Hiille
dieses Raumes nennt man das topologische direkte Integral
der Rdume H(t) beziiglich u und schreibt:

&
H = H(t) du

M
Einfache Beispiele:

a) Das MaB u auf M sei diskret und M abzahlbar, d. h./4(t)=1,
t €EM. Dann ist H als direkte Summe darstellbar:

00
H = (:) .
i=0



b) Der Hilbertraum H(t) ist konstant, d. h. H(t)=H
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A

Dann gilt:
Ho= L2(M,dusHY)

h. g€&H ist eine hilbertraumwertige Funktion, (vgl. RSl

Seite 40, Beispiel 6 ),

Im Folgenden wird nur der Spezialfall b) betrachtet.

Definition: Ein beschrankter Operator A auf H =‘g H' du
M

heiBt zerlegbar in eine direkte Integralzerlegung,
genau dann wenn eine Funktion A(.) in ﬁD(M,du;B(H'))
existiert, sodaB filir alle f&H gilt:

(Af)(m) = A(m)f(m)
Man schreibt dann

J@
A = A(m) du(m)
M

und nennt die A(m) die Fasern von A.

Fir unbeschrdnkte Operatoren bendtigt man folgende Definition:

Definition: Eine nicht notwendigerweise beschrankte Funktion

A(.) vom MaBraum M in die selbstadjungierten
Operatoren eines Hilbertraumes H' heiBt meBbar,

genau dann wenn die Funktion (A(.)+1‘)'1 meRbar

ist. Ist eine solche Funktion gegeben, definiert

man den Operator A auf Hij H'du mit dem Definitions=

bereich: M

= € s € .. 2:
n(a)= {ren, f(myen(arm)a.e jMuA<m)f<m>u du(my<eo ¥
durch (Af)(m) = A(m)f(m)

und schreibt A

il
)
™
=
S—”
o
ol
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Die Eigenschaften solcher Operatoren werden im: folgenden

Theorem zusammengefaBt.
Theorem Al : Sei A= ﬂ{g? A(m)du wobei A(.) meBbar und A(m)

selbstadjungiert fir alle m ist. Dann gilt:

) Der Operator A ist selbstadjungiert.

(b) Ein selbstadjungierter Operator A hat genau dann die
Form A =‘jﬁ)A(m)du, wenn (A+1‘)_1 ein beschrdnkter

zerlegbarer Operator ist.
(c) Fir jede beschrankte und meBbare Funktion F auf R gilt:

J@
F(A) = | ~ F(A(m))du

M
(d) »€o(A) genau dann, wenn fir alle e> 0 gilt:
W ({m/ o(A(m))N (r-e,r+e)t (1]} y> 0
(e) » ist genau dann ein Eigenwert wenn:
v ({ m/x ist Eigenwert von‘A(m)} y> 0
(f) Hat jeder Operator A(m) ein rein absolut stetiges
Spektrum, so hat es auch A.

(g) Sei B = ® B(m)dp wobei die B(m) selbstadjungiert
M

fiir alle m sind. Ist B A-beschrankt mit A-Schranke a,
dann ist B(m) a.e. A(m)-beschrdnkt mit A(m)-Schranke
a(m) =a. Ist a1, dann ist

A+B= (A(m)+B(m) )du selbstadjungiert auf D(A).
M

Beweis: RS IV Theorem XIII.85 Seite 284
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B Floguettheorie

Es wird spezialisiert auf ein System von 2 linearen
Differentialgleichungen 1. Ordnung.

(a) y'( x)y(x)
(Y1 X ) ( c11(x) CIZ(X)}
wobei y( C(x)=
Yo (X Cp1(X) Caz(X)
und C(x+a) C( Periode: a

Theorem A2 : Es gibt eine Konstante »p f 0 und eine nicht-
triviale LOsung von (a), sodaB gilt:
y(x+a) = oy(x)

Beweis: up(x) vi(x)
Es sei Y(x) = ein LOosungssystem
Uz (x) Vo (Xx)
mit Y(0) = (é ° )

Es gilt: uq(x) vl(x)) (311 a12)
Y(x+a) = ( = Y(x)A

uz(x)  vao(x)) \az1  ag»
Koeffizientenvergleich ergibt fir A
(Ul(a) vi(a)
A =
uy(a) vo(a)
Allgemein gilt fiir eine LOsung:
t
y(x)= Y(x)b b = (by by)
Da y(x+a)= py(x) gelten soll, folgt:
Y(x+a)b= pY(x)b
Y(x)A b= pY(x)b
| A- pl]

(A3)p2-ptrA + dethA = 0
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Zwischenbemerkung: Die Jordansche Normalform von A

(a) Es sei p; % o> : dann gilt: es existiert eine
reguldre Matrix J und P 0 _1
A =14 J
0 )

(b) Es sei py= pp=p : dann gilt:

o 0 _1

(bl) A =14 J oder
p 1 _1

(b2) A= JT.

Anmerkung: Man vergleiche dazu z. B.: RS IV Seite 10
und Seite 69 Beispiel 4.

Theorem A4 : Es existieren linear unabhdngige LOsungen
der Differentialgleichung (a) yi;(x), y,(x) sodaB gilt:

miy X mo X

bei (a) y;(x) = e p1(x) ya(x) = e Py (X)

bei (bl) wie im Fall (a), jedoch mit m; = m,

mx

bei (b2) yi(x) = ™ pi(x) ya(x) = ™

xpy(x)+ pa(x) )
Beweis: Eastham Theorem 1.5.2 Seite 13.

( y;(x) und p.(x) sind zweikomponentig, i= 1,2 )
Klassifikation der LOsungen filir den Fall detA =1

2 :
o - trA p +1 =20

trA = uy(a) + vy(a) =: D Diskriminante
(Ay D>2 : o, =M 0, = e M meRr
mx -
yi(x) = e py(x) ya(x) = e " py(x)

(B) D<L-2: da p1<()ersetzt man m durch m+in/a
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(C) -2<D<L2 : py,pp sind konjugiert komplex und lpil =1, i=1,2
p1= elac o= e 10 0<aa<T
iax -iaXx
yi(x) = e p1(x) y2(x) = e p2(x)

(D)D=2: pl=p2=1

(1) vi(a)= up(a)= 0: yi(x)= p1(x)  ya2(x)= P2(X)
(i) vy(a),uy(a) nicht beide gleichzeitig null:

y1(x)= p1(x) Ya(x)= xp1(x) + pa(x)

() D

1

I
nNo

o

—

|

©

N

I

1
-

(1) vi(a)= up(a)= O e

einx/a inx/a pz(xﬂ

yi(x)= pi(x) ya2(x)=e B
(i) vi(x),uy(x) nicht beide gleichzeitig null:

yi()= e Ty ya(x)= e TR (x)+pa(x))

(F) D kann auch komplex werden.
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C Systeme gewohnlicher linearer Differentialgleichungen
l.iordnung

Flir die Behandlung linearer Differentialgleichungssysteme
vergleiche man W.Walter Kap.III §§ 14,15,16.

Form: y'(x) = A(x)y(x) + b(x)
Ist b(x)= 0, dann ist das System homogen.
Losungsmatrix: Y(x) = ( yi(x).... yn(x))
wobei die yi(x), i=l,n linear unabhdngige

Losungen sind.
Wronskideterminante: W(y,(x)... yn(x)):= det Y(x)

Satz A5 : Das Anfangswertproplem y'(x)= A(Xx)y(x)+b(x), y(

hat die eindeutig bestimmte LOsung
X -1

y(x)= X(x)yo + .J X(x)X (s) b(s)

X0
wobei X(x) das Fundamentalsystem der homogenen
Differentialgleichung mit X(xp)= 1 ist.

Beweis: W.Walter §16 Seite 116 Satz III

Komplexe Systeme

z'(t) = B(t)z(t) + h(t) ist dquivalent zu

[y
—
+
~—

il

A(t)u(t) + e(t) wobei
x(t)+iy( h(t)= c(t)+id(t), B(t)= C(t)+iD(t) und
C -D
A =
) D C

Ein komplexes System n-ter Ordnung ist daher dquivalent
einem reellen System 2n-ter Ordnung von obiger Form.

Xp )=

Yo
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Dies wird nun auf die Differentialgleichung (14) angewendet.
Als Abkirzungen definiert man: a:= -( v(t)—mc2 - E)/c
bi= -( v(t)+mc® - E)/c

X 0 0 -a X
X5 o 0 - 0 X 5
¥ - 0 a 0 ¥,
¥ b 0 0 A

Diese Gleichung zerfallt in:

X3 ‘O -a X - -y 0 -a -,
2 R CN I (1) xif] b o |x,

Ist (u v) ein Fundamentalsystem von (i) so ist es auch
|

~—
—
~—
p——
<
N -
|

eines von (ii); wobei gelten soll:(u(0) v(0))= 1.
Man erhdlt daher als FundamentaTsystem insgesamt:

u, v, 0 0
0 0 u v
Y= S detY = 1
0 0 U, -v,
U, v, 0 0

ATs Fundamentalsystem fiir das komplexe System erhdlt man:

u,(t) ivi(t) . -
(A6) Y(t) = mit Y(0) =1, Vg =g

iu,(t) v, (t)
Anmerkung: Spalte (1) und Spalte (3) sind im Komplexen
lTinear abhdngig; (1) = i(3).
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D Storungstheorie fiir das diskrete Spektrum von Operatoren

Definition: Eine operatorwertige Funktion T(s), s€GCE
heiBt eine analytische Familie ( im Sinne von Kato )
genau dann, wenn:

(i) Fir jedes s€G ist T(s) abgeschlossen, und die
Resolventenmenge ist nicht Teer.

(i1) Fir jedes so &G existiert ein zy€p(T(sy)), sodaB
z2o&€o(T(s)) fir s in einer Umgebung U von sy ist,
und weiters (T(s)-zo)'1 eine analytische operator-
wertige Funktion von s in einer Umgebung von sy ist.

Theorem A7 : Es sei T(s) eine analytische Familie im Sinne
von Kato . Ey sei ein nichtentarteter diskreter Eigen-
wert von T(s,).Dann existiert fiir s€U(sy) genau ein

Wert E(s) von o(T(s)) mit E(s)€U(Ey), wobei E(s) diskret
und nicht entartet ist. E(s) ist eine analytische Funktion

von s fir s€U(sg), und auch der Eigenvektor f(s) ist
analytisch fir s€U(sp). Ist T(s) selbstadjungiert fir
s-sg reell, dann konnen die Eigenvektoren f(s) normiert
gewahlt werden fir s-s, reell. '

Beweis: RS IV Theorem XII.8 , Seite 15.

Theorem A8 : Es sei T(s) eine analytische Familie im Sinne

von Kato.fir s €U(0) die selbstadjungiert ist fir s reell.

Eg sei ein diskreter Eigenwert mit der Vielfachheit m.
Dann existieren m (nicht notwendigerweise verschiedene)
analytische Funktionen fir s€U(0), El(s),.. Em(s) mit
Ek(0)=Eo, sodaB El(s),.. Em(s) Eigenwerte von T(s) fir

s€EU(0) sind. Weiters gilt, daB dies die einzigen Eigen-

werte E€U(E,y) sind.
Beweis: RS IV Theorem XII.13 , Seite 22.

Anmerkung: Aus dem Beweis folgt auch die Analytizitdt der
Eigenvektoren fk(s) fiir s€Uu(0).



4a

10

11

12

41

LITERATURVERZEICHNIS

Amrein, W.0. und Jauch, J.M. und Sinha, K.B. :Scattering
theory in quantum mechanics. W.A. Benjamin, Inc. (1977)

Berthier, A.M. : Spectral theory and wave operators for

the schrdodinger equation. Pitman (1982)

Eastham, M.S.P. : The spectral theory of periodic differential
equations. Scottish Academic Press (1973)

Gesztesy,F. und Grosse,H. und Thaller,B.: A rigorous
approach to relativistic corrections of bound state
energies for spin-1/2 particles. Ann. Inst. Henri
Poincare A 40, 159 (1984)

An efficient method for calculating relativistic
corrections for spin-1/2 particles. Phys. Rev. Lett.,
50, 625 (1983)

GroBmann,S. Funktionalanalysis II. Akademische

Verlagsgesellschaft (1977)
Kato,T. : Perturbation theory for linear operators.
Springer, New York (1966) '
Reed,M. und Simon,B. : Methods of modern mathematical physics
Vol. I Functional analysis (1972)
Vol.II Fourier analysis, self-adjointness (1975)
Vol.IV Analysis of operators (1979)
Academic Press, New York
WaTter,W. : GewShnliche Differentialgleichungen.
Springer (1976)

Weidmann,Jd. : Lineare Operatoren in Hilbertrdaumen
Teubner (1976)

Wiegner,A. : Uber den nichtrelativistischen Grenzwert der
Eigenwerte der Diracgleichung. Diplomarbeit, Fern-

universitdt-Gesamthochschule - Hagen (1984)



