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Kapitel 1

Einleitung

Bereits im Jahr 1928 wurde von Dirac eine relativistische quantenmecha-
nische Gleichung fiir Spin 1/2-Teilchen erfunden. Fiir ¢ — oo sollten die
Meflwerte der Diractheorie in die entsprechenden Mefiwerte der Schrodin-
gertheorie iibergehen. Es stellt sich daher die Frage, in welchem Sinn der
Diracoperator fiir ¢ — oo gegen den Schrodingeroperator konvergiert.

Der natiirliche Konvergenzbegriff bei unbeschrénkten Operatoren wird durch
die Normkonvergenz der Resolvente ([13] Theorem VIII.18) und damit aller
stetigen, im unendlichen verschwindenden Funktionen dieser Operatoren ge-
geben. Die Normresolventenkonvergenz wurde in [7] dazu benutzt, auf ma-
thematisch strenge Weise Formeln fiir die Entwicklung der Energieeigenwerte
des Diracoperators nach c% zu erhalten.

Bereits frither wurde von Foldy/Wouthuysen eine rein formale Entwicklung
des Diracoperators angegeben, die richtige Korrekturterme lieferte. Der ent-
sprechende Operator (Term mit: —p?) hat aber offensichtlich sein wesentli-
ches Spektrum (Streuzusténde) auf der negativen reellen Achse und spiegelt
somit vollig unphysikalische Vorstellungen wider. Die trotzdem richtigen Er-
gebnisse konnten als ein Effekt der spektralen Konzentration erklart werden.

Mit Hilfe der von [7] angegebenen Entwicklung konnte in [4] auch eine Ent-
wicklung der Energiebander (absolut stetiges Spektrum) in Anwesenheit pe-
riodischer Potentiale durchgefiihrt werden.

Ziel dieser Arbeit ist es, entsprechende Untersuchungen fiir die streutheore-
tischen Groflen der Diracgleichung mit elektrostatischem Potential zu ma-



chen (Vektorpotentiale und skalare Potentiale lassen sich eleganter mit su-
persymmetrischen Methoden bearbeiten). Abstrakte Resultate iiber starke
Konvergenz liegen bereits in [5, 17, 19, 21] vor. Ein Beweis der Holomorphie
streutheoretischer Groflen sowie die Angabe relativistischer Korrekturglieder
ist aber noch aussténdig.



Kapitel 2

Die eindimensionale
Diracgleichung

Der freie Diracoperator HP in L?(R) ® @2 ist definiert durch:

HP = cp@ o, +mc® @ o3 (2.1)
(01 (0 —i (1 0
= 10)2 i 0) o -1
m,c € RT
d
pi=—i D(p) = H*'(R)

%7
D(HY) = H*'(R) ® C*

Es sei nun v = v(x) reell, und fiir ein o > 0 gelte:
e?l”ly(z) € LY(R) N L*(R) (2.2)

Anmerkung: Es gilt L!'(R) N L>(R) C L*(R) N L*(R).

V sei der durch die Funktion v(z) maximal definierte Multiplikationsoperator
in L*(R).



Der Diracoperator H? in L*(R) ® @ ist nun definiert als:
HP .=HP +V &1 (2.3)
D(H"”) = D(Hy’)
HP ist selbstadjungiert und es gilt:
Oess(HP) = (=00, —mc?] U [mc?, o0) (2.4)

v € L*(R), denn es gilt:
[ E: =/ v(z)|2dx g/ () dz < o0
R R

Fir f € D(p) gilt: f € L*(R), f € AC(R) und [ € L*(R) und daher
f € L*(R). (Die Beschrianktheit von f zeigt man analog zum Schrodingerfall
vgl. [18] Bemerkung 3.3,4;2)

Daraus folgt:
lofllz < Holl2 [ flleo < 00
d.h.: D(p) € D(V).

Der Kern K von V(HP — E)~! ist: (vgl. [1], [9])

P k' sgn(z—y)
K(z,y) = U(x)elg\ﬂﬂ—m% (2.5)
sgn

E €Q\ {(—oco0, —mc*] U [mc?, 00)}
k

k= (E2 — m204)%, Im k(E) Z 07 k() == m

Der Kern ist € L*(R x R) ® @2 (Prop. 2.7 [3]) und daher ist das Potential
relativ kompakt. Mit dem Satz von Weyl (Satz 9.9 [20]) folgt dann obige
Behauptung.



Kapitel 3

Der nichtrelativistische
Grenzfall der Diracgleichung

3.1 Uberblick

Da eine nichtrelativistische Theorie die Annahme einer unendlich grofien
Signalausbreitungsgeschwindigkeit (Lichtgeschwindigkeit) enthélt, erwartet
man, daf} fiir ¢ — oo die MeBiwerte der Diractheorie in die MeBwerte der
Schrodingertheorie iibergehen. Der Diracoperator konvergiert im Sinne der
Normresolventenkonvergenz gegen den entsprechenden Paulioperator. Fiir
die diskreten Eigenwerte gilt der folgende Satz.

Satz 1 : Es sei Fy der durch (x) gegebene Eigenwert des zu H” gehérenden
Paulioperators H,. Dann gilt: Fiir ¢=2 klein genug existiert ein

E(c™®) € 04(HP —mc* ® 1) mit E(0) = Ey holomorph in ¢ um ¢™2 = 0
und

E(c™?) = Ey + e pfo, V= Eo)pfo > +0(c™) (3.1)
p2
(x) Hy= o +V , Hifo=Eufo
m

Beweis: Siehe [7]

Anmerkung: Die Hauptidee von [7] besteht darin, die Eigenwerte der Dira-
cresolvente, die holomorph in ¢! ist, zu untersuchen und dann das ”strong
spectral mapping theorem” (vgl. [16]) anzuwenden.



In Weiterfithrung dieser Untersuchungen wurde in Bulla, Gesztesy, Unterkof-
ler [4] gezeigt, daBl die von der Schrodingergleichung mit periodischem Poten-
tial her bekannte Bandstruktur des Spektrums auch bei der eindimensionalen
Diracgleichung vorliegt, und die relativistische Korrektur der Ordnung ¢ 2
der Bandkanten wurde angegeben.

Die starke Konvergenz der vom Diracoperator erzeugten unitiren Gruppe
gegen jene des Paulioperators wurde in Cirincione, Chernoff [5] nachgewiesen.

Die Konvergenz der Wellenoperatoren der Diractheorie (Veseli¢, Weidmann
[19]) sowie des Streuoperators (Yajima [21]) gegen ihre Paulientsprechungen
im starken Sinne wurde gezeigt.

Im Hinblick auf den nichtrelativistischen Grenzfall der Streutheorie wird des
weiteren HP —mc? ® 1 fiir den Fall E > 0 (Streuzustinde) untersucht.

3.2 Jostlésungen und ihre Eigenschaften

Zur Untersuchung der Streumatrix wird hier der direkte, elementare Weg
iiber die Jostlosungen gewahlt.

Abkiirzungen:
1 ko'sin®(z —y) —icosk(z—vy)
A(z,y,E,c) = — (3.2)
¢ —icosE(z —y) kosini(z —y)
E.c€ R, k:=(E(E+2m®)'/? k= _k
’ ’ ’ E + 2mc?

Die Jostlosungen fi von (HP —mc®> ®1)fy = Ef+ (im Distributionensinne)
mit
ik

= (1)

sind nun definiert als die eindeutigen Losungen von:
+oo
1 ik
f:t(x7Ea C) - ( :I:]i]o > eizc - / A(x7y7E’C)U(y)f:t(ya E,C)dy

T

xT

E,ce R (3.3)



f2

Anmerkung: Die Differentialgleichung mit Randbedingungen entspricht die-
ser Integralgleichung (Beweis durch Einsetzen).

f ist zweikomponentig; d.h.: f = < h )

Anmerkungen: a.) Ohne Abzug der Ruhemasse sind die Jostlosungen f1 von
HPf. = Ef. (im Distributionensinne) mit

1 +iky
Fule — o0) = ( S ) ,
definiert als die eindeutigen Losungen von:

+oo
fe(z, E c) = ( jzlko >eiilz’” — / Az, y, E,c)v(y) f<(y, E,c)dy  (3.4)

k
+ 22 AN1/2 o
E,ce R", k:=(E°—m*c)"~, ko'_7E+mcz

r—+o00

b.) Gilt fiir v(z) : v(x) "— v4 und

0 00
/ lu(z) — v_|e®lda +/ lv(z) — vy le®dr < 0o
0

— 00

so sind die Jostlosungen fi von (HP —mc* ® 1)f. = Efy (im Distributio-
nensinne) mit

_ 1 :I:ik—ix
f:t(x - :|:OO) - ( +koy > €

die eindeutigen Losungen von:

+oo
1 ke
f:t(l',E,C) = eilci - /A(xavavc)(’U(y)_U:I:)f:t(y7E7c)dy
kot
(3.5)
E.ce R, ki:=((FE—vi)(E—vs+2mP)Y?  kow = b
) ) + - + + ) 0+ - E—Ui+2m62
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Es sei nun B(c) die Matrix (vgl. [10])

s (42)

Im Hinblick auf eine Entwicklung in ¢~2 statt ¢~! werden in der Folge die mit
B(c) multiplizierten Jostlésungen g. von (B(c)(H? —mc? ® 1)B(c) ) g =
Eg+ (im Distributionensinne) mit

1 kg
gs(z — +00) = ( ko ) et

untersucht:

g+(z, E c) .= B(c)fe(z, E,¢) (3.6)

Ferner sei

A(w,y, B,¢) = B(c)A(w,y, B, ) B(c)”!
Ismk(az—y) = cos E(z —y)
—icosE(z —y) Esink(z—y)

Es gilt der folgende Satz:

Satz 2 : Die Jostlosungen g+ = B(c) f+ sind holomorphe Funktionen in ¢~2

in einer Umgebung von ¢~2 = 0.

Beweis:

Die Losung der Volterra-Integralgleichung fiir die Jostlosung g, = B(c) f4:

B = (g, )t [An P oo b 63
erfolgt durch Iteration.

Bssei goi=( , )it 3.9

ssel g := ko e (3.9)

10



und gy, = — / z,y, B, c)v(y)gn—1(y, £, c)dy (3.10)
dann gilt: (x,E,c) Zgn z,E,c) (3.11)

wenn die Reihe konvergiert. Fiir den Nachweis der Konvergenz ist daher die
Abschétzung der g, notwendig.

Folgende Abschitzungen und Identitdten werden dafiir verwendet:

k
a.)|sin —(z —y)| < e(y_x)ﬂm%', E >0, <y
c
k
b.)| cos —(x —y)| < 6(y—x)|1m%|7 E >0, r<y
c
k s E 1/2 : s
c)—=k(1+ ﬁ) wobei k% :=+v2mE
c me
ko k* E
d.)— = 1 —1/2
) c 2mc2( * 2mc2)
I 2m E 1
e')cko ks (1+ 2m02)

Fiir alle ¢? € € mit [¢?| < |¢p?] < 22 gilt daher:

k
N~ < k(1 + —— )2
£l |_ ( +2m|63|)
k? E
)I |_ (1— =)
2m\c0] 2m|Co|
2m E
1 1/2
)I |_ ks( + m’c%‘)

i.)lc—%|+|?°\+|c*2|+1g:bl(E,|c0\)
J-) (1 =+ |ekol) <: ba(E, |eol)
k
E)Im—| < k*
) mc| <k

2] folgt aus c.) (3.12)
0

L)|h] := |h1| + |hol (3.13)
m.)|Dh| < (|di1] + |dio| + [do1| + [da2|)|R)|

11



. - dl]_ d12 B hl
wobei D_<d21 oy ), h = ( h2>
Damit erhélt man:
|/~1(;1:,y,E,c)h| < ble(y—x)\lmg\‘h‘

Definiert man:

Qz) = /OO dy|v(y)‘€\y|(\1m§\flm§)

so gilt:
Qz) <: by < o0
k
fir alle x € R, wenn 2|Im—| < 2k° 5 < B <a
c 2m|cg|
(v nach (2.2)) ist.
Fiir g, gilt:
1
90] < ba Q)]
Bew.:
Fiir n =1 gilt:
| < o(y)|bae ™M dy
< bby efx\Im \/ ,eyulm -Im2)
< bybyewlim? \/ elvi(Im¥|-Tm?)

= blbzeix‘lmc‘Q(l)
Fiir n + 1 gilt:

gl < [ bl M)l g, ()] dy
< [T bt Moy by Q)b Iy
< byt AL [y im0 Gn g,
= e

(3.17)



Der Faktor el(Tm%-Im&) ;o4 > 1 und kann daher in der vorletzten Zeile
eingefiigt werden.

Man erhilt insgesamt folgende Abschiitzung: b := byeb1%

|g+(fE,E,C)—g0($,E,C)| < Z|gn|

< ZbQ b,:Q(x)]" 7x|Im§|
_ b26—wllmgleb1Q(w)
< beoltmel (3.18)

Definiert man die Menge M C (

2m 2m
M =3zeqz=c?|2| <|g?l < == und |z| < " ——vx
{ze@ 2] < gl < B oo
(3.19)

so gilt dann:

Ist ¢™2 € M, dann konvergiert g, = 3°° , g,, gleichméBig fiir alle z € N C R
und ¢=2 € M, wobei N, M kompakt sind. Da die g, holomorph in ¢2 sind,
ist auch die Summe holomorph in ¢=2.

g— und g4 (siehe Gleichung (3.22)) werden vollig analog behandelt. O

Es werden nun zwei weitere als fi bezeichnete Losungen der Diracgleichung
(HP —mc®* @ 1)fy = Efy (im Distributionensinne) mit

r _ 1 Tiky
fe(z — +o0) = ( ko ) e
definiert:

+oo
fe(z, B c) = ( :Flko >6¢i’§x — / Az, y, E,c)v(y) fx(y, E,c)dy (3.20)

EeR",ceR T oderc?eM

13



Anmerkung: Fiir E, ¢ € RT gewinnt man f; mit folgender Konjugation K:

fi = K f. wobei
Kh = ( _Zé ) =03 ( Z% > (3.21)

Anmerkung: Diese Konjugation entspricht einem Zeitumkehroperator und ist
antiunitéar.

Analog zu Gleichung (3.6) ist g+ definiert:
g+ = B(c) f+ (3.22)

Die Wronskideterminante ist definiert durch: W(z,y) := z1y2 — xa11

Fiir die Wronskideterminante W (g, g+) ergibt sich damit:

W9+, g+) = F2cko # 0 (3.23)

EeR",ceR T oderc?2e M

d.h. g+ und g4 sind zwei linear unabhéngige Losungen der Differentialglei-
chung zum Wert E. Die Wronskideterminante ist als Funktion von z kon-
stant.

Daher koénnen g4 (z, E, ¢) wie folgt als Linearkombinationen geschrieben wer-
den:

gi(z, E c) = cx(E,c)gx(x, E,c) + d=(E, c)gx(z, E, ¢) (3.24)
Man berechnet:
W(g—,9+) =WI(g-,cg-+d-g.)=d W(g_,g-)=d 2cko

Analog erhélt man fiir die Koeffizienten c+(F, ¢), d(F, c):

1
d+<E7 C) = d_(E, C) = 20k0W<g_’g+)
1
C_(E, C) = _fk’ow<§_’g+) (325>
C+(E7 C) = _2C]€0W<g_7 g—l—)

14



Es gilt nun das folgende Lemma.
Lemma 1:
Definiere W(E, ¢) := W(g-(E,¢), g9+(E,c)) (3.26)
dann gilt:
(i) W(FE,c) #0 fir F € R",ce R oder ¢ € M.
(ii) W(FE, ¢) ist holomorph in ¢=2 um ¢~2 = 0.
Beweis:
(i): Mit der Identitét:
W(a,b)W(c,d) = W(a,d)W(c,b) — W(a,c)W(d,b) (3.27)
folgt:
W(g- g )W(g-,94)" = —W(g-, 9+ )W(Kg-, Kg4)
=-W(g-, Kg )W(Kg-,g9+) + W(g-, Kg-)W(Kg+,g+)
=W(g-, Kg:)W(g-, Kg4)" = W(g-, Kg-)W(g+, Kg+)
= |W(g-, Kg4)|> + ((cko)* + cko)® > 0 (3.28)
wobel W (gy, Kg+) = F((cko)" + ck:g)eim(%_(%)*) ist.
Speziell fiir ¢ € RT ergibt sich:
(W (g, g1)I> = [W(g—,g)° + 4(cko)* > 0 (3.29)
(i) Offensichtlich, da g_, g+ holomorph sind. O

3.3 Streutheorie

Die physikalischen Losungen . (x, E, ¢) von (HP —mc?* @ 1)y = Evy (im
Distributionensinne) sind durch folgendes asymptotisches Verhalten gekenn-

zeichnet:
1 ite + Rl(E ) 1 —ige — —
ko ele ,C ko e et g 00

Yy (x, B c) = (3.30)



und

Anmerkung:

Denkt man sich zum Beispiel bei ¢, die Zeitabhiingigkeit e~ dazu, so,
sieht man, dafl 1), asymptotisch einer nach rechtslaufenden ebenen Welle
mit einem nach links reflektierten Anteil R’ und einem nach rechts durchge-
lassenen Anteil 7', entspricht, woraus sich die Bezeichnungen Transmissions-
und Refflexionskoeffizienten fiir die Grolen 7' und R erkléren.

Die 7on shell”-Streumatrix lautet daher:

S0 TYE,c) R"(E,c) 5
"\ REe (B0 '

Anmerkung:

Der Streuoperator S vertauscht mit dem Erzeugenden der freien Zeitentwick-
lung HY (vgl. [2] Prop. 4.7) und kann daher in der Energiedarstellung als
S = Joup) S(E)dE dargestellt werden. Die Faser S(E) heifit die "on shell”-
Streumatrix. Diese kann mit Hilfe der allgemeinen Formel von Kuroda ([11]
Theorem 6.3) direkt berechnet werden. Die entsprechende unitéire Transfor-
mation, die HY diagonalisiert, ist in [17] gegeben. Einfache Rechnung ergibt
vollige Ubereinstimmung, mit den hier angefiihrten Formeln. Die allgemeine
Theorie liefert die Existenz von S(F) jedoch nur fast iiberall auf o( HP).

Stellt man 1, und v_ als Linearkombinationen von fi und f; dar und
errechnet die Koeffizienten durch Vergleich der Asymptotik, so erhélt man:

Rf + [ =TF
Tf =R f+f.
Damit ergibt sich fiir die Transmissions- und Reflexionskoeffizienten:

l . B 1 B 1 _ 20/{30
TY(E,c)=T"(E,c) = d_(E,c) di(E,c) W(g_,g.)

16



(3.33)

Anmerkung:
(a) Diese Koeffizienten sind wegen Lemma 1 wohldefiniert.

(b) Da diese Koeffizienten Quotienten von Wronskideterminanten sind, kiirzt
sich die Multiplikation der Jostlosungen fi mit B(c) wieder heraus.

17



Fiir die Streumatrix S(E, ¢) gilt nun:

Satz 3: Die Streumatrix S(F,c) ist:

(i) unitér fir F,c € RT
(ii) S(E, ¢) ist holomorph in ¢ um ¢2 = 0.
(iii) Die Phasenverschiebung 6(E, ¢) ist gegeben durch:

, T(E,c)
2i0(E,c) — E _ ) 34
e det S(E,¢) T(E.cr (3.34)
und ist daher holomorph in ¢™2 um ¢2 = 0.
Beweis:
A B AP +|CPP =1
U:<C D)unitér sUU=UU"=1<<{ |BP+|DP?*=1
A*B+C*D =0
kg (W (g-,9+)
a) |TP?+|R? = 0+ e el
) I I = g0 W a )P
Ac’kg (W (g-,9+)°
b) T+ |R"|? = 0 __ 4 =1
O A = e 0P Wi g0
2cky  —W(g-,3+) 2cky  —W(g-,9+)"

() T*R"+ R'T = =0

Wi(g-,9:)* W(g—,g9+)  Wlg-,9+) Wlg-,94)"

wobei Gleichung (3.21) und (3.29) verwendet wurden.

(ii) und (iii) ergeben sich unmittelbar aus den Eigenschaften von g4, g+ und

T

T
T*T l % -
(I"T + R'R™) T

T
dt :T2— r l:T2 JR— ! l*zi
etS R'R o RRT =

Die Berechnung der entsprechenden Wronskideterminanten, wobei man z.B.
g+ aus (3.8) an der Stelle x = +00 nimmt, liefert:

18



. ) ik k
(OW(g-,9+) = 20k0+2/RdyU<?J)€ ﬁy(g+1+?09+2)

. ik k
= 2cko + Z/R dyv(y)e Izy(g_l — ?09_2) (3.35)

(1))W(g-,9+) = /dyv e 'Y (g 1+]ig 2) (3.36)

_ k
W (5-9:) = i [ dyo()et(gi1 = “2g1) (3.37)

19



Kapitel 4

Die Entwicklung der
Streumatrix

Das Ziel des folgenden Kapitel ist die Entwicklung der Streumatrix S(FE, c)
nach ¢?, d.h.

TEO REO\ | TEO RE
S(E,c) = ( ) +— (

c2

) +0(c™)
R T7(5) RN T7(5)0)

wobei der Term 0-ter Ordnung die Schrédinger-Streumatrix ist.
Zu dieser Entwicklung benotigt man die Entwicklung der Jostlosungen.

4.1 Schrodinger-Jostlésungen

Fiir die Schrodinger-Jostlosungen f§ vergleiche man [6] und die dort zitier-
te Literatur. Die Schrodinger-Jostlosungen fi von (% +V)fi = Ef; (im
Distributionensinne) , mit
filz — £o0) = V" =i f,
k* = (2mE)Y?, EeR?'
sind definiert als die eindeutigen Losungen von
+00 2m

fi=fox — / —= Sin k*(x — y)v(y) fL(y)dy (4.1)

xz

20



Definiert man den Operator:

s +o0 2m, ) s
(Gih)@) = [ T sink* (@ = y)h(y)dy (4.2)
so lauten die Jostlosungen:
fi=Jfor —GLV L (4.3)

Multipliziert man nun mit v'/2, so erhilt man eine Hilbertraumgleichung in
L*(R):

(01212) = 0" fiy) — K302 f) (4.4)
(v'2f) € L*(R)

wobei K% := v'/2G%|v|'/? ist, und v'/? := |v|"/?sgn v .
Diese Gleichung ist fiir alle Werte von E € R* 16sbar, und man erhélt:
V2 f8 = a2 fL (4.5)
wobei
ax = (1 +02G5|w)V?)7! (4.6)

ist, und es gilt: (fiir v > 0)
vel.: [12]

4.2 Die Entwicklung der Jostlosungen

Die Operatoren Gy seien definiert durch:

(GLh)(x, E,c) = /;OO A(z,y, E,c)h(y)dy, (fur A vgl. (3.2)) (4.8)

for(z, E,c) := ( ilko )eﬂlzw (4.9)
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Damit lauten die Jostlosungen fy (vgl. Gleichung (3.3):

f+ = for — G4V fy (4.10)

Multiplikation mit B(c) und v(z)'/? ergibt nun eine Gleichung im Hilbert-
raum L*(R,dz) @ @2 :

(v'2B(c) f2) = (v"2B(c) fox) — K& (v'/*B(c) f+) (4.11)

(v'?B(e)fs) € L*(R,dz) ® (2

wobei K = v'/2B(c)G+B(c)~ v|'/? ist, und v'/2 := |v|"?sgn v .

Der Kern von K ist € L*(Rx R)®€? und daher ist K4 ein Hilbert-Schmidt-
Operator.

Aus Satz 2 folgt die Existenz der Jostlosungen fiir alle Werte von E € RY,
und daher gilt fiir alle £ € R*:

(W'2B(c)fy) = (1 + Ky) (02 B(c) fos) (4.12)
Man definiert nun die folgenden Operatoren Aj:
EmeRY, c¢?2eM
GL 0

Apr = 0'/? |2 4 (4.13)
mCL 0

n=0

2n+1 p? ysnt2 2n sntl
E -Gy E“"pGeL ”
o]/

k
1 n
* Z(Zm@) e (

2n+2 p ysnt2 2n+1 st
E2 2 Gt g Gy

Lemma 2 : Ay ist auf L?(R) ® @ definiert und beschrénkt. Fiir ¢72 € M
gilt:

n — khm Ak:l: = Ai (414)
existiert.

Beweis: erfolgt fiir Agy; (Ap_ geht analog)

22



Es werden dabei folgende Ungleichungen verwendet:

| [ F@)dal < [ 1f(@)lda

| < g > <A gl

Abschétzung der Norm des Operators A, :
[0 2G| Y21 || = neNlN,i=1,2

:/ dr|v(z |’/ —smksx—x)df..

[e%e] 2 )
../( . ]:Z sin ks(x("—l) — 93("))Iv(x(”))|1/2hi(a:("))dx(”)‘

2
< G @[Tl [ )b (a)da ™}

2m 1/2, [o° 1/242
< (ZMy2n / / / ONPMD / ECONEFME)
< () dafola da' ([ o) de®) () () P ™)
( Q”HhH/ dz|v(z / dx/ da .. /‘:O) [o(™)]da™) )

Voraussetzung fiir die Abschitzung: ve®l®l € L'(R) N L*(R)

" n az(n)_ax(n) n 1/2 2
< IR [~ dabo@{ [ ar' e ([ e o) )

s< P [ et { [T ([ )P

<:c3

IN

y (/;:1) e_2ax<")dx(”))l/2]l/2}2

2m n 1 o0 o] [es) _an-1) " 9
< (Il Pes(z )M [ dafo@{ [T’ [ e # 0 da)

x(n72)

2m 2
ks
Man erhélt daher insgesamt:

< konst (— )2"||hi||2

|[0"2p' G 0] 2 hs]| < konst (?Ta)thiH
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i=1,21=0,1,2 n>1

wenn man beriicksichtigt:

Fiir [ = 1 wird der erste Term, sin k*(z — 2’), zu k® cos k*(x — 2’), und fiir
[ = 2 erhalt man zwei Terme; d.h.: die Abschéitzung erfolgt analog zum Fall
[ =0, nur die Konstanten dndern sich.

Die Norm des Operators Ax, kann nun durch eine geometrische Reihe ab-
geschitzt werden. Konvergenz liegt vor, wenn

1
|2mc?|

2m 2
E? <1
(W&)<

= <
|2 E 2k

1 2m «
5 (4.15)

d.h. ¢7? € M (vgl. Beweis von Satz 2) O

Ay ist beschrinkt und hat die Struktur: C' + ¢ 2D(c) , wobei C' Hilbert-
Schmidtsch und D beschrankt ist. Da die Schrédinger-Jostlosungen f3 fiir
alle Werte von E € RT existieren, gilt auch {—1} & o(C). C ist der a ent-

sprechende Operator fiir den Schrédingerfall, wenn man fi als (f 5> T
in L*(R) @ @ schreibt.

Man betrachtet nun folgende Hilbertraumgleichung in L*(R) @ €*:

1 ikz
my = v'/? < ek > et — Aimy

= my = (14 Ay) /? ( iiko ) eFice (4.16)

gilt fiir alle £ € Rt wenn ¢~2 in einer Umgebung von ¢=2 = 0 ist.
Definition: H_, = L?(R, e~®ldx)
Nun definiert man folgende Funktionen ny € H_, ® %

v V2B(e)'my x: v(w) #0

+itx . _
(:I:k(])e z: v(r)=0



Lemma 3 : ng erfiillen die Dirac-Differentialgleichung mit Abzug der Ru-
hemasse mit denselben Randbedingungen wie f.
und es gilt daher ny = f4.

Beweis:

ms € L*(R) @ €
v % L*(R) —» H_,

D(v?) = {f € *(R)jv™"*f c H_,}
(a) Beh.: |ny| < konst e3 el
Bew.: fiir ny gilt:

B(e)ng = ( :l:ik’o ) etier v 2 A my

< [v™Y2A1my|, B nach (3.16) (4.18)

1 iEx
‘B(c)ni - < ek >€i ¢
B

Se§\z\

Abschétzung der Glieder: plG‘f|v|1/2m+i [=0,1,2;, neN; i=1,2
Firl=0,n =1, gilt:

S oo2m : S
Gl il = | [ 22 sink (@ = y) () [Vma(y)dy)
2m [
k% 2

2m o 2 2alyl VA1 % onpl 1/4
< o[ ) Peay) ([ e ay)

2m 00 1/2
o) s )ldy < | ([ 1o(w)ldy)

B

-5z

' 2m
x>0: < const F||m+i||e 2

2m
z<0: <const ?Hm—HH
Fir l =0,n > 1 gilt:
|G o] Pmy| =
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o 2
k—m sink*(x — a')dx' . ..

© 2
../( i knj sin ks(x("—l) _ IB("))\v(x(”))]1/2m+i(w("))dx(”)’

< ”1>”unkﬂry/“ de' o ([ o)) 2
o 1/4
< const||m]|( / dx’ . (/( . o 20l |da:(”)>
ergibt fir z > 0 :
2m a, 2
< t (2= n,—gx( < \n
< constliml| e+
ergibt fiir z < 0 :
1 oo
< consthﬂH( ) [(2 1/4 ) 1—1—/ dx / dz"|. ]+/0 d:c”[...])]
| —
do dy
2m. 2\, R
<

consthHH(ﬁ)n(a)n(Z Cj\l'!j)

J=0

¢j, dj >0, und konstant , j &N

Man sieht: Fiir x > 0 fallen die Ausdriicke fiir alle n exponentiell ab, fiir
x < 0 steigen sie mit der (n — 1)-ten Potenz von |z| an und kénnen daher
exponentiell abgeschétzt werden.

Allgemein gilt:

2m 2
PG ol 2| < komst (T ~)"e* 5
@)

Fiir ¢2 € M konvergiert auch die Summe iiber alle n und daraus folgt, dafl
der rechte Term in Gleichung (4.18) kleiner als const e¥37 ist, und es gilt
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daher:

8
< const eT2”

1 kg
’B(c)ni — ( ek, ) oEie

<ej|z|

d.h.: n. erfiillen dieselben Randbedingungen wie f., und

Ini| < const el

(b) Beh.: p'GY ||V my; € H g
d.h.: oV G oY Pmy; € D(v1?)

Bew.:

' G ol Pml [,
oo n oo

= / dre= | pl G oY m]? < konst/ dre=leleflel < o0
—00 —o0

(¢) Um die Summation X mit v=/2 vertauschen zu kénnen, muf8 man zeigen,
daf die Terme mit Yv~%/2(...) auch konvergieren und die Summe in H_,, ist.
Auch dies folgt unmittelbar aus (a) fiir ¢=2 € M.

(d) Weiters gilt auch: fiir n € Ny, i = 1,2
2

p e 1 s™
O~ E)GL " o Pmai = G o[ Pm

Bew.: folgt aus (b) und expliziter Berechnung, da G [v|'/2m.; € D(p?).

Man setzt nun n. in die Differentialgleichung (HY —(E+mc®)®@1)ny = —vn.
ein:

(i) fiir x mit v(z) = 0 erfiillt ny. die Differentialgleichung offensichtlich;
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(ii) fur  mit v(z) # 0 erhélt man :
-1
B(e)™ B(c) < cp —(F + 2mc

)
= B(c)™ ( ;25 (E+2mc ) {( +cko ) e Ul/QAimi}
)’

_ = p —1/2
ng = Ble ( Ap —(E +2mc?) ) voms

K

_ -1 ~1/2
B(c) < p —(E + 2mc?) A
G 0
_ —F P _ +
_ —B(C) 1 < ) ) )U 1/2{,01/2 ’U|1/2
c’p —(E 4+ 2mc?) Gy 0
- ) E2n+1%G8in+2 Ezansin+1
+Z( 2)n+1vl/2 |v\1/2}mi
az0 2mc F2n+2 . Gsi"“ EQ”“G‘fH
vl/QGft|v|1/2mi1
= —B(c)™* ~E P12 n
*p —(E +2md?)

1/2 p (s [,[1/2

V2L G o] Py,

1/2 pr2n41 p* s 2, 11/2 1/2 2 ntl)11/2
V2B G 0|2 myy + 0 PEP G oY 2 meas }

4 Z n+1

2m62 n+2 n+1
U1/2E2n+2%Gi |U|1/2m:|:1 4 U1/2E2n+1Gi |U|1/2m:|:2

Die erste Zeile lautet:

S p S
—1{=EG|v]*may —i—p%Gi\v\l/Qmﬂ +

+Z

p n+2 n+1
n+1 E2n+2 Gs |U|1/2m:|:1 . E2n+1st |U|1/2m:|:2
2mc2 2m +

B LG Py 4 pE G o] s |
pQ
= (L~ B)GL P = o]

Die zweite Zeile lautet:

p

{c PG| Pmay — (B + 2m02)% 1/2

i\v\ maq +
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o 1 n n p2 gnt2 n sntl
+Z(W) +1 [c2pE2 +1%Gi |v|1/2mi1+c2pE2 e |U|1/2mjE2 _

_(E+2m02)E2n+22ﬁGiL+2|U|1/2mi1 (E_I_ch )E2n+1Gsn+l|U|1/2mi2i|}
m

_ D s
= —C 1{—E%Gi|v|l/2mi1 -+

- 1 n+1 2n+1
* 2(2m02) [ rk (2m

2
+2mc2E2n(2p—m —E+ E)G;ﬁ:+1 o] 2 my —

E+ E)G " oY *may +

—(E+ 2m62)E2"+2%ij“ (o] P2imsy — (B + 2mc) B G o] P2mes| )

_ P s
= ¢ 1{_E%Gi|v|1/2mﬂ +

+Z

_E2n+3%Gi”+2 |U’1/2 E2n+2Gs"+1 |U‘1/2mi2} }

2mc2

|1/2

= —c oY ma,

Man erhalt daher:

v[2my

(x) ==B(c)! = —uny
v m

d.h.: ny erfiillt die Diracgleichung. O

Daraus folgt, dal my = v'/2B(c) fy ist.

Beriicksichtigt man nun folgende Entwicklungen:

p n+1 n
n+1 C2E2n+1 Gj: ‘U‘l/2mil + chzEQnGi ‘U‘l/2mi2
2m

(4.19)



1 ik
B(C)foi = ( :|:C]{30 )ei c” =

1 S 1 k’sS :l:ZX . »
B ( + 5 >f0i+028m2 ( ixkE g L >f0j:+0<c ) (4.20)

2m

B(e)™ fox = ( (1) ) fox + 012 ( iiX% ) fo +0(c)  (4.21)

k
tom
wobei X der Ortsoperator in H_,, und f5, = e*™*'* ist, so erhilt man fiir die
Entwicklung der Jostlosungen (v'/2B(c)f+) aus (4.12) und (4.16):

1+ K]0 ?B(e) fi = [1+ 0" B(e)GLB(e) o] ?] (0" B(€) fos)

G0
_ [1 T2 o] /2 +
2 GL 0

E p? G82 Vel 1
1 am2~'+ om T
2 ( ) o4 0| @ B(Oe)

62 82 S
E? G %Gi
G5 0 -
= |1+0'? "2 x
TG

EiGS2 el
1 4m2 '+ 2m £
x{1+2v1/2 ( v/ x
C

2 p 52 E s
EE=GL 55Gh

1+ 0Y2G5|v|Y? 0 - -1
» +0<c4>} (W2B(e) foo):

v/2 RG]V

mit der Abkiirzung: ax = (1 + v"/2G%.|v|'/?)~! folgt:

a4+ 0

= (Ul/2B(C)fO:I:)
—o! 2 G v 2ay 1
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1 bir bio
—— X (v'2B(c) for) + O(c™™),

¢ by bao

wobel

b1y —aivl/2E4 G Ml/zai s U1/2 p Gs |v|1/2 1/2 p Gs Ml/zai
p

by = aivl/Q%GiMl/Q

by = —vl/2 b Gs \v\l/za vl/QE Gs ]v[lﬂai—i-

—l—vl/z%Gi]v|1/2aivl/2%6’i|v\1/2vl/2%Gft]v]1/2ai +

E
+U1/2E24§12 ‘f\v\lmai _U1/2% ;<>=|[’U|1/2vl/2%Gsi|U‘1/2ai

E
by = =02 G| Pase P G o] P 40 PGl (422)

4.3 Die Entwicklung des Transmissionskoef-
fizienten T =T =T"

Man verwendet Gleichung (3.35) und formt sie in ein Skalarprodukt im Hil-
bertraum L%(R) ® @2 um. Man erhilt damit:

ko

1 _Wig-.9+) _ dyv(y)e” (g+1 + —g+2)

T 2ckg T 2icky JR

=1- <[o[*B(e)™! for, v /2 B(e) f+ >

21'014/’0

1
=1— —— < [v|"?B(e)  for, 1+ K. ) 0 2B(¢) for > (4.23)
216[@0 ———

::h0+ ‘=go+

Die Entwicklung dieser Gleichung, wobei T' als Funktion von ¢=2 entwickelt
wird, nach ¢72 ergibt nun:
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1 1 7M

—4
70 ~ =7 TOlT)

1 -
- 2icky” <hoy, (14 K) 7 Ogg) >
0

B 22{2@62(()1) < B (14 K ) Og0 >
L]
2icky”
+;
22’01{:((]0)
_|_;
2ick:((]0)

< h{), (1 + K )00 >

<h{), (1 + K )70y >
< h{), (14 K )06 >4+ 0(c™) (4.24)

Der Index O bezeichnet die Ordnung der Entwicklung. Nun erfolgt die Be-
rechnung dieser Ausdriicke:

Term 1:
0 _ 0
L=y <AL (LK) O >
2icky
1 a 0 1
2m 5 + i
=1- 2 ks < |U|1/2f0+ ) Ul/2 . f0+ >
0 —0'2 LG5 o[V a1 "
2m s
2m s s
=1- 27/]{:8 |v|1/2f0+7v1/2f+ >
11
T 70 s

Anmerkung: f7 ist die Schrédinger-Jostlésung und daher ist TO =75, dem
Transmissionskoeffizienten fiir den Schrédingerfall.

Term 2:
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1
< B, (1 KO >

2ick!
ks 2m s s

= SmZ ik o /2 fo, 02 L >
ks* 1

=521~ 70)

Term 3:

1 — 0
o < B (14 K )T O >

2icky
2m ngjQ a+
= 21{55 < ’U|1/2fg+ )
(3 s S
ka —vl/zﬁG+|v|1/Za+
om —iks’ s 5
= % 8m2 < ’v|1/2Xf0+7a+U1/2f0+ >
2m k* 1/2 ps 172 P sy q1/2 1/2 ps
St g < I f, =0 G o Pas P g >
2m  k* s s
+22k5(2m)2 < |U’1/2f0+7vl/2f0+ >

52

—k 1/2 s 1/2 ps
= 8m <"U’/Xf0+,1}/f+>

1 1/2 s 1/2 s 1/2,1/2 rs
<R G >

=f5.—rs, vgl. (4.3)

ks 1/2 ps 1/2 ps
+M<|U‘/f0+=v/fo+>

52

_k S S
= 8m < ’U|1/2Xf0+,vl/2f+ >
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1 1/2 1/2
+M<|v|/f§+,v/pfj>

Term 4:

1 0 — 0
o < B (1K) Wl >

2icky
2m s s
- 2i ks v 1/2f0+ T . U1/2f0+ >
0 ba1 a2 Qk*m

fiir by, vergleiche man mit Gleichung (4.22)

2m P .
= Tk ’U|1/2f0+,a+vl/2E4m G ‘U|1/2a+vl/2f0+
2m
+2 e < |U\1/2f0+,a 1)1/2 p Gs |U|1/2 12 P p Gs |U\1/2a vl/2fs
2m k° 1/2 rs 1/2 P sy 01/2,.1/2 s
T 955 9m < v]"/ foprasv / %G+|U| 2l for >
2
:_27; <a+|v|1/2f0 ’ 1/2E Gi| |1/2 1/2fs
1
1275 1/2 P s 41/2.1/2 s . 11/2.1/2 ¢s
2iks / fﬁ,v/ %G+|U| /U/pG+|U| /U/f+>

1 127 1/2 P ~s 11/2..1/2 ps
—Z<|v|/f7,v/%G+\v]/v/f0+>

mit p(G3V [3) = p(f3, — 11) = k*f3, — pf? folgt:

2m 1/2 s .1/2 1

= s E Gs /2 1/2 ps
2 ks | f— +| ’ f

_ 1/27s ,1/2 P G ol V2012 £5

Qst f77/U 2m +’U| pf

om k¥ 1/2 7

— /2 rs 1/2 ZGS 1/27,,1/2 ps
S <2, o G ol 2 2 g >
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1
21ks 2m

< o2 F2 o PG o 2 Pp sy >

k® -
= —gis < [o[2F PR G P  f >

1 1/2 1/2
“im = o /2 f3, 0" Pp s >

1/2

- < |v["2pfe v

dimks iy >
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Term 5:

< h0+7(1+K+) 9(()+)

2ick(()0)
3
1 a 0 iXLE
2m + m2 )
_ i < ”U|1/2f0+ : s 1/2 /2 | f0+ >
0 goehte 1) \ixg e
2m ik 1/2 rs 1/2 v rs
= 9iks 8m2 < |v] / Jopsaqv / Xfor >

52

k * rs S
=3m = a2 fo_ 0 PX fi >

52

k 1/2 rs 2 s
= Sm, < |U| / f—?vl/ Xf0+ >

Damit ergibt sich fiir den Korrekturterm 7" des Transmissionskoeffizienten:

o _ ek 1
7L — T 8m2{1 ©

—m < o 2X f 02

+m < |v|1/2f7f,v1/2ngJr >

2m
s < [oIVpf v Ppf >
~s < |v|Y2f3, [vl/QpQGf|v|1/2]v1/2fj >} (4.25)

4.4 Die Entwicklung des Reflexionskoeffizien-
ten R



_ 2cky  —W(g-,94)
Wi(g-,9+)  2cko
=T =F

=TF

— 7O ) 4 12 (TOF® £ 7TOFO) L O(c™)

C

Fir F(E, c) ergibt sich:

_W(g—ag+) 1 2 ko
F = = d ch _
ko Dicks Jr yu(y)e'<’(g1 B 9i2)

= < [v]*?B(c) ™ fo_,v?B(c) f4 >

1
= —— < [v['2B(c) " fo, 1+ K4) 02 B(c) for >
226]{?0 ———

:=ho_ =9go+

Fiir die Entwicklung von F' ergibt sich:

2m
0) _ 1/2 ps 1/2 ps
- 2 ks < ‘/U‘ fO—?U f+ >
ks
1 (0)
4  8m?2 {F +

+m < \2}|1/2Xf§_,1}1/2]";‘5r >
+m < [ 2f X fe, >

2m 1/2

4 < |U| 1/2
1

pfi, v pfl >

1 S 82 S
— s <R G o P >
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4.5 Die Entwicklung des Reflexionskoeffizien-
ten R"

Wig-,3+)
W(g—,g:)

_ 2Ck:O _W(g—7g+) — TG
Wig-,9+) 2cko

=T =G

R'(E,c)=—

1
=TOGO 4 —(TOGH £ TOGO) 1 O(c ) (4.29)
&

Fiir G(E, ¢) ergibt sich:

_W(g*7g+) 1 / —ik k'o
= = d Y _ —aq_
Sk Sick Jr yu(y)e (g-1+ cg 2)

G

< [w]'2B(c) ™ for,v"?B(c) f- >

™ icky

1
= —— < |[v|"2B(¢) Y fou, 1+ K_) 1 02B(c) fo_ > (4.30)
2ick _

=ho+ ==go—

Fiir die Entwicklung von G ergibt sich:

2m s s
G(O) — % < ‘U’1/2f0+7vl/2f7 >
ks
(1) R {0 _
G 8m2{G

—-m < |v|1/2Xf§+,Ul/2ff >
—m < o2 02X f >
2m 1/2. ¢s . 1/2, s
tow < o Epfi v pfl >
1 S 82 S
—s < o2, PG o 202 e > (4.31)
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Anmerkung: Fiir {c € R"} N {c? € M} gilt:

G = —F
da W(g,,ng) = _W<g*7g+>*

39



4.6 Die Entwicklung der ”on shell”’-Streumatrix

Fiir die Streumatrix ergibt sich damit die folgende Entwicklung:
1
S(E,c)=SOE)+ 5 SW(E)+ 0(c™)
c

Der Korrekturterm 1. Ordnung lautet:

e R(E)W
SW(E) = ( ) (4.32)
R(E)V T (E)Y

wobei

T'D =77 = 7MW (ygl. (4.25))

RW = 7O M L 7MW RO (yel (4.26) — (4.28))

R =7OGW L 7WGO  (vgl. (4.29) — (4.31))  (4.33)

1st.

Der Term S (E) stimmt mit der Schrédinger-Streumatrix iiberein.
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Kapitel 5

Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird eine konkrete Entwicklung der ”on shell”-
Streumatrix der eindimensionalen Diracgleichung in c% durchgefiihrt. Dabei
wird nicht der abstrakte Zugang iiber den Streuoperator gewéhlt, sondern die
Tatsache benutzt, daff im rdumlich eindimensionalen Fall die Streumatrix
eine (2 x 2)-Matrix ist, deren Koeffizienten als Wronskideterminanten der
Jostlosungen darstellbar sind.

Vollig elementar ergibt sich die Holomorphie in % der Jostlosungen, die
durch Iteration der entsprechenden Integralgleichungen gewonnen werden.
Man sieht dabei auch gleich die dafiir notwendige Bedingung fiir den Abfall
des Potentials, da die ebene Welle €*** sich fiir Imz # 0 wie eine Exponenti-
alfunktion verhélt.

Die Holomorphie der ”on shell”-Streumatrix und der Streuphase ergibt sich
dann unmittelbar aus der Holomorphie der Jostlosungen. Um direkt Holo-
morphie in C% zu erhalten wird jedoch vorher eine Ahnlichkeitstransformation
mit der Matrix B(c) durchgefiihrt.

Zur Entwicklung der Jostlosungen mutipliziert man die beiden Gleichungen
fiir f+ mit v'/2 und erhélt somit zwei Hilbertraumgleichungen in L?(R) ® Q2.
Diese lassen sich mit Hilfe der Operatoren Ay (sieche Lemma 2 und Lemma
3) entwickeln.

Zur Entwicklung der Transmissions- und Reflexionskoeffizienten werden die
entsprechenden Wronskideterminanten in ein Skalarprodukt in L?(R) @ @2
umgewandelt.
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Dieses Resultat 1&8t sich im dreidimensionalen Fall fiir radialsymmetrische
Potentiale direkt auf die Partialwellen-S-Matrix-Elemente s;( £, ¢), Partialwellen-
Strenamplitude f;(E, ¢) und die Streuphase §;(E, ¢) iibertragen.
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Kapitel 6

Verzeichnis der Definitionen
und Abkiirzungen.

Die Notation ist konform zu Reed/Simon [13, 14, 15, 16] und Weidmann [20].

Verzeichnis der im Text definierten Symbole:

HP 4
HP 4
« 4
H, 6
Ak, ko 7
[+ 7
B(c) 9
g+ 9
A 9
do, Yn 10
Q=) 11
16} 11
M 12
fx 13
K 13
9+ 13
C4, di 14
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W(E,c)

(o

T T, R R, §
0

Jox, f1 K°

a+,
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14
15
15
17
19
20
20
21
21
21
21
22
24
36
37
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