Nichtlineare
Wellengleichungen

und ihre

algebro-geometrischen
Losungen

K. Unterkofler



Historisches:
1834 J. S. Russell
Airy (1845), Stokes (1847)

1872 Boussinesq, 1876 Rayleigh

1877 Hermite, 1884 Halphen

1895 Korteweg, De Vries
1903 Wallenberg, 1905 Schur
1919 Drach

1923 Burchnall, Chaundy
1955 Fermi, Pasta, Ulam
1965 Zabusky, Kruskal

1967 Gardner, Greene, Kruskal, Miura



Korteweg-de Vries (KdV)-Glei-
chung:

qt(t,x) + qrox(t,x) — 6q9(t, ) (t, ) = O.

Modell fur Wasserwellen mit kleiner Amplitude,
kollisionsfreie hydromagnetische Wellen, ionen-
akustische Wellen in Plasmen, etc.
Eigenschaft von LOsungen:

Da nichtlinear kein Superpositionsprinzip, d.h.

Sind f1 und fo LOosungen, dann sind f1 4 f» und
c1f1 keine Losung mehr.



Linearisierte KdV-Gleichung (g = u — ¢):

ur(t,x) + uger(t, ) + ugs (¢, ) = O.

Der Ansatz (k = 2)\7T,w = 27v)

u(t7$) — ei(kx—wt)

liefert

w(k) =k — k3.

Die Phasengeschwindigkeit ist daher gegeben
durch

w 2
v, = — =1—k~.
ph L

(vpp, Und vy = dw/dk sind unterschiedlich)



Die Abhangigkeit der Phasengeschwindigkeit
vpp, VON der Wellenlange bewirkt ein ZerflieBen
von Wellenpaketen (die Fouriertransformation
stellt eine Uberlagerung von ‘“ebenen’” Wellen
mit verschiedenen X dar):

u(t,x)

t=0

=
o Fk o N 0w
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Nichtlinearitat in der KdV-GI. (¢ = —(1+4wv)/6):
vi(t,z) + (1 +v(t,z)) ve(t,z) = 0.

=c

Losung (vit — c2vzz = (0 — c02) (0t + cOp)v = 0)
v(t,z) = f(z — (1 +v)t).

-2 2 4 6 8 10

Nichtlinearitidt bewirkt Steilerwerden und Uber-
schlagen von Wellen.



Das Zusammenspiel von ZerflieBen (Dispersi-
on) und Nichtlinearitat ermoglicht formstabile
Losungen:

2
 (cosh(z — 4t))2’

q1 (ta x) —

q(t.x)

t=0
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t=1
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t=2
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3+ 4 cosh(2x — 8t) + cosh(4x — 64t)
[3cosh(z — 28t) + cosh(3xz — 36t)]2

QQ(ta .CU) = —12

q(t.x)
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Weitere wichtige nichtlineare Evolutionsgleichun-
gen:

1. Nichtlineare Schrodinger-Gleichung.
Anwendungen: z.B. nichtlineare Optik.

2. Toda-Gitter-Gleichungen (Flaschka).

3. Klassisches massives Thirring-Modell.

4. Sine-Gordon-Gleichung, Hyperbolische Sine-
Gordon-Gleichung.

5. Kadomtsev-Petviashvili-Gleichung.
Dies ist eine zweidimensionale Verallgemei-
nerung der KdV-Gleichung.



Lax-Paare

Es sei A(t),t € R, eine Familie selbstadjungier-
ter Operatoren in einem Hilbertraum H mit ge-
meinsamen dichten Definitionsbereich D C H.
Eine zweiparametrige Familie von Operatoren
U(t,s), t,s € R, heiBt unitarer Propagator fiir
A(t), wenn

(1) U(t,s) ist unitar fur alle s,t € R,

(2) U(t,t) = 1 fur alle t € R,

(3) U(t,s)U(s,7) = U(t,r) fur alle r,s,t € R,
(4) (t,s) — U(t,s) ist stark stetig, d.h. (¢,s) —
U(t,s)y ist stetig fiir alle ¢ € H,

(5) U(t,s)y € D fiir alle ¢ € D und feste s € R.
Die Funktion t — U(t, s)v ist differenzierbar fiir
alle ¢ € D und

o .
o Ut )Y = =AU (¢, 8)v,

d.h. u(t) = —iA()Y(t) fur alle t,s € R, und
W € D.
10



Annahmen:
g € C°(R?) reellwertig, ¢, qz, ¢, gtz € L°(R?).

Familie von Schrodingeroperatoren

d2
L) =2 +aC.)

Weiters definiert man

d3 d

dx dx
Wegen obiger Annahmen gilt:
(i) L(t) ist selbstadjungiert
(ii) +P(t) ist selbstadjungiert

Lemma:
Unter obigen Annahmen besitzt ‘P(t) einen

unitaren Propagator U(t,s).

11



Theorem: q erfulle obige Annahmen und die
KdV-Gleichung. Dann existiert fur iP(t) ein
unitdarer Propagator U(t,s) und es gilt

U(t,s)L(s)U(t,s)" 1 = L(t), VteR.

D.h. L(t) ist unitar aquivalent zu L(s) fur alle
t in R. (Insbesonders sind L(t) und L(s) iso-
spektral fir alle t,s € R.)

P und L heiBen Lax-Paar (Peter Lax).

Es gilt (da y(t) = —i(iP(t))(t))
OL(t) = 8, (U(t, $)L(s)U(t, s)—l)

= QU (t,s)U(t,s) L L(t) + L(t) U(t,8)RU(t,8) " *
_Z'Q‘;)(t) iQE;(t)

= P(t)L(t) — L(t)P(t) = [P(t), L(¥)],
D. h.
L(t) — [P(t), L(¢)] = O.

Dies ist aquivalent zur KdVV-Gleichung, da

L(t) = q¢ und [P, L] = 6qqz — qzaa-
(Allgemein Py, 4 1)

12



Streutheorie fur Schrodinger-
operatoren

Theorem: Jostlosungen. Fur jedes kK mit Imk >
O hat die Integralgleichung
f(k,x) = e=he

B LGP WR S

fiir g € L1(R, (14z|)dz) eine eindeutige Ldsung,
die die Schrodingergleichung

— i+ q(z) fr = k2 fy

erfullt.
Analog definiert man g+ (k,x), wobei g+ (k,xz) =
etk fiir x — +oo fiir Imk < 0.

13



Es gilt

W(gs, f+) = £2ik, keR

und da man nur zwei linear unabhangige Losun-
gen haben kann, gilt

f+(k,z) = cx(k) f+(k,x) + dx(k)gx(k, ).

Die konstanten Koeffizienten Cx und alqE kOnnen
mittes Wronskideterminaten von Jostlosungen
ausgedruckt werden

cL = :FW(l;:I;];gi>a
ik = do(k) = VU=S4)

21k
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Es sei g € L3(R). Man definiert L = —%, 44 in

D(L) = {h € L?2(R)|h, k' € AC;,.(R),—h" + qh €
L?(R)}.

Lemma. Obiger Schrodingeroperator L ist
selbstadjungiert und

1. dess(L) = oac(L) = [0, 00),
2. ying(L) =0,

3. opp(L) C (—o0,0),

4. info(L) > —oo,

5. alle Eigenwerte sind einfach.
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6. L hat nur endlich viele Eigenwerte, die durch
die Nullstellen der Funktion d(k) gegeben
sind, opp(L) = {—H;JQ.W > 0,57 = 1,...N}. Die
Normierungskonstanten der JostlGs. fi(ikj,x)
werden mit v4 ;,5 = 1,...N bezeichnet.

Physikalische Lésungen ¥+ (k) = d(k)~ ! f(k, ).
Z.B.

CCZ((k))e_ka _|_ezkx T — —00
\
. <(T_(k)eikx T — 00
o Keikx _I_ R_(k)e—ikﬂﬁ T — —00

e KX R_(k) e KX T_ (ke
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Dies ergibt fur die Koeffizienten der Streuma-
trix

_ (T Ry(k)
S(k) = ( R_(K) Ta (k) )

(T+(k) Transmissionskoeffizienten, R+ (k) Re-
flexionskoeffizienten)

T (k) = Ty (k) = T(k) = ﬁ
e+ (k)
Ry(k) = TOR
Die Menge

S+ = {Ri(k),kﬁ € R; lij,’y:t7j,j = 1, ,N}
bezeichnet man als Streudaten S fur L.

Die Bestimmung der Streudaten von q ist eine
Abbildung

q+— St.

Die ganze Information von S+ ist eigentlich in
f+, g+ und ihren x-Ableitungen enthalten, und
kann daher durch LOsen der entsprechenden
Volteraintegralgleichungen gewonnen werden.
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Inverse Streutheorie

Ausgangspunkt ist die fundamentale Gleichung

f:l:(kax) — C:F(k)f:F(k7x) _I_ d(k)g:F(kax)7
die umgeschrieben lautet

T(k)e* ™ fi(k, @) = Ryp(k)e > 2eT ™ fr(k, o)
+ e g (k, ).

Fouriertransformation bezuglich k liefert fur die
Fouriertransformierte K4 (x,y) der Jostlosung
die Marchenko-Gleichung:

Ki(z,y) + Qi(z+ )
+00
+ Ki(z,2)Q+(x+y+2)dz=0, z2y

T
wobei

X, ~ 1 foo +ik
() = 3 22;e7 + = [ Ra(k)et gk
Es gilt: ¢(z) = F2.L K4 (z,2).

18



Zeitentwicklung

q sei eine reellwertige Losung der KdV-Gleichung.
Weiters erflille ¢g(k, ) die Differentialgleichung

L(0)yo = =g + q(-, 0)1bg = k?¢p.
Dann existiert eine eindeutige reellwertige Losung
Ww(k,z,t) des Anfangswertproblems

Y(k,z,0) = Yo(k, ),
L(t)p = —tpza + q(-, 1) = k24,
P(t)w = —4Ygzx + 6q¥z + 3qz
= 2(q + 2k*)he — qutp = V.
Asymptotisch gilt: v; = 4k2y.
Theorem. Es sei q eine LOsung der KdV-Glei-

chung. Dann entwickeln sich die Streudaten
S+ (t) als Funktion von t folgendermaBen

S (t) = {exp(£8ik3t)R+(k,0); k € R;
k;(0), exp(+4r3t)v4 ;j(0),1 < j < N}.

Der Transmissionkoeffizient ist zeitunabhangig,
T(k,t) =T(k,0).
19



Lemma. Alle reflexionslosen Potentiale g, g €
L3(R) sind von der Form

d2
gn(z) = —2——= In(det(1 + An(z))).
dx
An(x) ist eine N x N Matrix mit den Elementen

A, = THTH

PR (k4 Ke)

Dies folgt aus 24(s) = Zé\le 3 ;€% und dem
Ansatz

exp(—(r;j + k¢)x)

N

K(z,y) = ) ky j(z)et"i?
j=1

in der Marchenko-Gleichung.

T heorem. Die N-Soliton-Losung der KdV-Glei-
chung ist von obiger Form, wobei Ax nun von
t abhangt und daher durch

N O(0)
4 (kj + K1)
X exp(—(k; + K)x)

exp(4(K3 + k7))

ersetzt wird.
20



Der Rekursionszugang fur die
KdV-Hierarchie

d2
Ly = @ + QO(fE),

d" d'r—Q
Pr=——+pr2(2) ———+ - +pola),

wobei [Pr, L>] ein Multiplikationsoperator sein
soll.

Auf dem algebraischen Kern von Lo ist P von
der Form

Py

d
— FT‘ ) R GT ) )
ker(Lo—z) ( (z x)dx + Gz x))

da Yz = (2 — q0)¥, Yazz = (2 — q0)¥z — 90,4,

etc. bewirkt.
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Daraus folgt

1
GT(Z, $) — —EFT,ZC

und

Fr(z,2) = Y foe(@)2, fo=1, r=2n+1.
¢=0

Fir die Koeffizienten {f,(z)}o<¢<p41 des Po-
lynoms Fr(z,x) ergibt sich die Rekursion

fo=1, 2fp(z) = %fz—mm(fﬂ)
+ 2q0(x) fr—1.2(x) + 90 ,z(x) fr—1(x).

Man kann P, daher so schreiben

d
dx

n

1
Pr = Z (_Efn—ﬁ,m+fn—€

/=0
wobei gilt

)Lg, r=2n4+1,

[Pr, Lo] = 2fp 41 2

22



Das Paar (Lo, P;) ist das Lax-Paar flir die KdV-
Hierarchie. Die stationare KdV-Hierarchie ist
gegeben durch

[Pr,L2] =0, r=2n+1, bzw. f,411,=0.

Per Definitionem heiBen LOsungen gp(x) irgend-
einer stationaren KdV-Gleichung algebro-geo-
metrische (finite-gap, n-Band) Potentiale.

[P, Lo] = 0 ist gleichwertig mit

1
5 F’r,:va:a: — 2(2 — qo) Fr,x + 490,z Fr = 0.

Multipliziert man mit F, und integriert, erhalt
man

1 1

wobei die Integrationskonstante R,(z) ein Po-
lynom in z vom Grad 2n + 1 ist

2n
m=0

23



Theorem. (Burchnall und Chaundy.) Es gelte
fn+12 =0, d.h. [P, Lo] = 0. Dann erfillen die
zwei miteinander kommutierenden Differential-
operatoren Py, L eine polynomiale Beziehung

P? — Ry(Lp) =0,

2n
Rr(z) = ]] (z—Em), r=2n+1.
m=0

Dies fuhrt zur hyperelliptischen Kurve Ky
IC(?“—].)/Q : y2 - RT(Z> = 0,
2n
Re(z)=]] (= Em), r=2n+1

m=0

mit (arithmetischen) Geschlecht n = (r—1)/2.

24



Durch Einfuhrung des Deformationsparameters
tr € Rin go (d.h.gqo(x) — go(x,tr)), erhdlt man
die Gleichungen der zeitabhangigen KdV-Hie-
rarchie

d
—Lo(tr) — [Pr(tr), Lo(tr)] = O,
dtr
bzw.
KdVr(q0) = q0,t, — 2fn+12 =0,
bzw.
1
KdV,(qg) = q0,t, — 5 Fr zxx + 2 (2 —qo0) Fra

—qosFr=0, r=2n+41

25



Der stationare KdV-Formalis-
mus

Positive Divisoren auf K(,._qy/, vom Grad n =
(r—1)/2 werden wie folgt bezeichnet Dp, . p, :
Kr-1)2 =N

m, falls P m mal in
P —Dp, .. p,(P)= {P1,...,Pn}

0, falls P& {Pq,...,Pn}
Man betrachte die normierte Eigenfunktion
Wv(P,z,x0) von Lo und Py

Loy (P, x,xg) = 29 (P, z,z0),

Py (P, z, zg) = y(P) (P, z, z0).
(P, z,x0) heiBt stationare Baker-Akhiezer-Funk-
tion der KdV-Hierarchie. Die eng damit zusam-

menhangende meromorphe Funktion
o(P,x,zg) ist definiert durch

wx(Pa X, xO)
Y(P,x,zq)

(P, x) =

26



und daher gilt
X / /
b(Pz,a0) = exp ([ da'd(Pa)).
zQ
Die fundamentale GroBe ¢(P,x) kann mit Hilfe
des Rekursionsformalismus bestimmen werden

y(P) + %Dnﬂ?(zax) — Nn_|_1(2,33)
Dp(2, ) y(P) — %Dn,x(z,w)

(P, x) =

Y

wobei

Dyp(z,x) = Fr(z,x),

1
Nn_|_1(z,x) — (Z o qO>F7°(Z>x) o EFT,CUZU(Zam)'

Die GroBen Dn(z,x), N,y41(z,2) sind Polynome
in z

Dn(z,z) = [] (z = pj(2)),
=1

J

Npt1(z,z) = ] (z — v(=)).
(=0

27



Definiert man
fij(2) = (p(2), Dnalp;(x),2)/2) € Kn,
7o(x) = (ve(x), —Dne(v(x),2)/2) € Kn

ergibt sich fiir den Divisor (qb(P,x)) von ¢(P,x)

(¢(P’ x>> — DDO(x)a ,Dn(ilf)(P) o DPoo,ﬁl(:C), ,ﬁn(:c)(P)

D.h. g(x),... ,on(x) sind n+ 1 Nullstellen von
Oo(P,x) und Pso, i1(x),... ,an(x) die n4+1 Pole.

Es gilt

o(P,x) erfiillt die Riccati-Gleichung:
(P, x) + ¢(P,2)° = z — qo().

$(P,z) p(P*,z) = —Ng: (fzxf )

28



(L —2) =0,(FPopt1 —y)¥ =0,P = (z,9) € Kn.

Dy (z,
Y(P,x,x0) Y (P*, x,xq) = Dn((zz, ;3).
N ,
u(P,z, 20)u(P*, 2, 20) = — 52(15)'

. 1/2
(P, x, xg) = (1?:(2 ,xo))>
X exp {y(P) ’ dx’' Dy (z, :13’)_1}.
TQ

Interpretation

29



Die Dynamik der Nullstellen p;(z) und vy(z)
von Dn(z,xz) und N, 11(z,x) ist gegeben durch

Lemma
wia(@) = — —2y(;(x)) C1<i<n

IT (@) — (=)

k=1

k#j
() = —2 (u;(m) - qdaz))y(uj(x»’ N

[T (ve(@) = vm(=))
Tl

Aus den Nullstellen p;(x) und vy(x) kann das
Potential gg(xz) durch Spurformeln gewonnen
werden.

2n n
go(xz) = > Em—2) pil=),

m=0 =1

n 2n
qo(x) =2 Z vp(x) — Z En,.
¢=0

m=0
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Der zeitabhangige KdV-For-
malismus

Ausgangspunkt ist eine stationare n-Band KdV-
LLOosung

0
Kdv2n+1(Q(() )= -2 fnt1,2 =0,
Das Ziel ist die Konstruktion einer Losung der
r-ten KdV-Gleichung

KdVr(q0) =0, qo(z,to,) = qc()o)(x)a
D.h.

L o(ts) = [Br(tr), Lo(t)] = O,

dtr
[P5p4-1(t0,r), Lo(to )] = O.
Als Konsequenz erhalt man

(P>, 41(tr), Lo(tr)] = 0O,

Popa1(tr)? = Ro a1 (La(tr))
2n

— H (LQ(tr)_Em>a

m=0
da die KdV-Flusse isospektrale Deformationen
von LQ(tO,T) sind.

31



1 - ~ ~
90,t, — A Frzzx — 2(z —qo) Fraz + 40,z Fr,

2
n
Dn(Z,ZC,tr) — 11 (Z o :uj('r7t7“))7
=1
n
Nn—l—l(zawatr) — H (Z - Vf(xatT)L
(=0

y(P) + %Dn,x(z,x,tr)
Dp(z,z,tr)
. Np41(z, 2, tr)
y(P) — %Dn,x(z,x,tr).
Analog werden die Dirichlet- und Neumann-
Daten definiert

ﬁj(iﬂatr) — (:u'j(ajatT)aDn,iﬁ(ﬂj(w?t’r)7xat7“)/2) € Kn,
Il/\g(fﬂ,trr> p— <I/€($,t7"), —Dn,x(Ve(flj,tr),x,tr)/Q) - ICn

¢(P7 €L, tT) —
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Der Divisor (qb(P,:Iz,tr)) von ¢(P,x,ty) ist ge-
geben durch

(6(P,z,tr)) = D (a4, n(atr) (P
- DPOOaﬂl(xatT>7"° a/jn(xat?“)(P)
Die zeitabhangige BA-Funktion durch

T
w(Pa Ly L, tT) tO,T) = exp { d$/¢(P, [Ij/, tT)
L0

tr ~ 1.
+/ dS(FT(Z7x07S)¢(P7 ZCO,S) o _F’I“,ZU(Z7$O>S>)}°
to,r 2

¢(P,z,tr) und (P, z,xo,tr,tg,) erfillen

- 1 -
¢t7~ — 8:13(F7’(Z7 CUatfr)¢ — EFr,x(Za Z, t"f’))»

~ 1.
wtr — (FT(ZaxatT)qb(PawatT) T EFT,CE(Zawat?“))wa

d.h.
(Ly —2)¢ =0, (Papg1 — y)¢ = 0,9y, = Pri).
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Die Dynamik der Nullstellen p;(z,t) und vy(z, tr)
von Dn(z,z,tr) und N,41(z,z,tr) wird durch
die Dubrovin-Gleichungen beschrieben

Lemma

’UIj7x(x7tT) — n J ,

IT (1@, tr) = pp(a, 1))

=
Wi (2, 1) = —2 F;(Mj(w,tr),a:,tr)y(ﬁj(x’tr))7
IT (1@, t2) = pp(a, 1))
=
_2 (Ve(:c, tr) — qo(z, tf,«)>y(f)£(x’ £))
Vﬁ,a:(xatr) = - |
H (Vﬁ(xyt’r) — Vm(aj7tr))
n2t
Vg,tr(gj, t?“) — —2 ]\Z(VE(QU, tr), X, t?“)y(l/g(af, tT‘)) |
H (Vg(fb,tr) — I/m(;c, tr))
e
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Theorem. Die Abel-Abbildung linearisiert die
KdV-Flusse
2
0P (Dia 1) = 2Py (Pj(agt,)) + U (@ = 0)
~ (2
+ 052t — to,),

=~ (2) : (2)
QPOO,Qr = > &-s(2s+ 1)“’1300,237
s=0

~(2) _ 77(2) +(2)
QQT — (U2r,17 T U2fr,n)’
~(2 = (2 .
05 =, @R 1<i<n
J
Dies ergibt flr die Its-Matveev-Formel

n
qo(z,tr) = Eo+ > (Faj_1+ Ez; — 2Xj)
=1

— 2821In (e(gpo — Ap,(Pxo) + QPO(DE(:c,tr))>'
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Gegeben seien die Zykel {a;,b;}"_;. Dann be-
zeichnet {wj} _, eine normlerte BaS|s der ho-

lomorphen Differentiale auf Kp, (n; = 2~ 1dz)

/wk=(5j,k, j,/€=1,...,n
aj
Die b-Perioden von w; definieren die Matrix

Tj,k: W, j,k:1,...,n

b;

Damit definiert man in das Gitter L,, in C"

Ln:{géCn|§:M—|—TM, N,MEZn}.

Die Jacobi-Mannigfaltigkeit J(IC,,) von Ky ist
nun gegeben durch

J(Krn) = C"/ Ly,
und die Abel-Abbildung durch
APO: ’Cn — J(Kfn,),
P i— APO(P) — (APO,].(P)7 s 7AP0,n(P))

— (/Piwl,...,/]j:wn)(mod Ln)
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und

QPO: DiV(’Cn) — J(Kn)a

Dw— ap, (D)= ) D(P)Ap,(P),
PEKy,

wobei Py € K, ein fester Basispunkt ist.

Die Riemannsche Theta-Funktion fur I, ist
definiert durch

0(z) = > exp (27”3(@, z) + mi(n, m)), z e C"
nezmn

Der Vektor der Riemannschen Konstanten
=p,=(=py,»---»=p,,) ist gegeben durch

_ 1 & P .
=Py, = 5(1 + 7)) — 621 /ag we(P) /Po wj, 1<j<n.
]
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Die normierten Differentiale zweiter Gattung
sind definiert durch w$

2 _ 1 H”
o0 Qy —
j_

= ("% 4+ O(1))d¢ fiir P — P,

¢—0
wobei die Konstanten A; € C, 7 = 1,...,n
durch die Normierung

/ WI(DQ) 0 — Y, J = 17 y T

a; 0>

pbestimmt sind. Es gilt
P @ 1
P o~ (—0
mit einer Konstanten egg € C. Der Vektor

der b-Perioden von “U(Diz o/ (2mi) wird bezeich-
net mit

Ul = (Ué?f, . U(g?g |
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wg’z 24 bezeichne die normierten Differentiale

zweiter Gattung mit einem Pol bei Py mit
Haupteil ¢~29724¢ und

r

2 ~ 2 ~

%02,27“ Z (2q + 1)Cr—qw§300)’2q, Co — 17
q=0

wobei die Konstanten ¢4 die Konstanten von
F, sind. Dann gilt

(2) _ .
/QPOO,QT 0, j57=1,...,n,

2 _
/ Q%oz,Qr = _Zcr 2T+ 60+ O
Po <_> q=0

mit einer Konstanten e, g € C.
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Algebro-geometrische Losun-
gen der Boussinesqg-Hierarchie

d3
L3z = ——I—q1—-l- Q1a:+QO>
d? 1
Prn (Fm— + (Gm — Fna) o+ Han),
ker(Lz—z) dx? 2 dzx
(m=3n-+¢€ €€ {1,2}) wobei
Hm(z, ZC) — %Fm,xa: + %C]1Fm — Gm,a:-
Bsg-Gleichung
—3(z — CIO)Fm,x + 2 qo,asz,
1 5 5
0= 6 Fm ,LLLLL ‘|‘ g(ﬂFm rxrx + Z qLCEFm,iUx

( Q1,mx+gCJ1) mx"‘( d1,xxx

2
+ = CI1Q1 :p)Fm + 3(2 — QO)Gm x — 40 asz
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Integration nach Multiplikation der ersten Glei-
chung mit G,,, der zweiten mit —Fy, und Sum-
mation ergibt S;,(z). Integration nach Multipli-
kation der ersten Gleichung mit (% q1 FmGm —

(z—qo)F%), der zweiten mit (% Fm,mFm—% Fz .+
%%E% + G%) und Summation ergibt T;,(z).

T heorem. Das Burchnall-Chaundy-Polynom des
Paares (L3, Py,) lautet
Py 4 Pm Sm(L3) — Tin(L3) =0

und die algebraische Kurve hat die Form

y3 + y Sm(z) — Tin(z) = 0.

41



Ausdruck fur das Produkt der drei LOsungen
1
D1 = e(r) ((z —qo — qux)F% - Gy,
1 1 1
+ 2 Gm Fine — a1 F G + - G Fne — < P

1 1

1 1
— 5 Fm Gm Fm,xa: + Z Fm Fm,:c Fm,a:x

1
— FWQI Gm7x$ - 6 F’r% Fm,a:xa:);

D,,_1(z,z) und Np(z,z) sind Polynome in z

m—1

Dp-1(z2) = [ (2 - 1)),

j=1

m—1
Nm(z,x) = H (z —vp(z)) .

¢=0
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T heorem
q0(@,tr) = 30,,(2)9x IN(0(2(Poo, fi(, 1r)))) + (3/2)w,
=3

CI]_(Qf,tr) — 38:123 ln(e(é(POO7E(x7tT)))) + 3u7
wobei

die Richtungsableitung bezuglich des Vektors
der b-Perioden ng ist

Q%Q) — (Ué?l)a R U:g,an)q,_]_)a

1
Ué’zj)— /b,wl(iz,f%’ 1 <9< m-—1.
J

Die w{?) , sind die DZG, welche holomorph auf
ICm_l\O{QPOO} sind. Sie haben einen Pol der Ord-
nung 3 bei Py

w2 3(P) =, (¢ + o)dc.
DZG (normiert)
w(PQQ(P) o (C_Q +u+ wl + O(CQ))dC.
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