Kapitel 11

Die Symmetrie der Greenschen
Funktion

11.1 Skalare, selbstadjungierte Operatoren

Satz: Fiir skalare, selbstadjungierte Differentialperatoren mit homogenen Randbe-
dingungen ist die Greensche Funktion in Aufpunkts- und Quellepunktskoordinaten
symmetrisch.

Zum selbstadjungierten Differentialoperator
L =1L (11.1)
gehort die folgende, die Greensche Funktion definierende Gleichung;:
L G(z,2") = —6(x —2'); (11.2)

x = (21,22, ..., &) bezeichnet einen Punkt im n-dimensionalen Raum, 2’ einen anderen. z heif}t
der Aufpunkt, in dem die Wirkung des Vorganges beobachtet wird, dessen allgemeines Gesetz
durch den Differentialoperator L beschrieben wird. Diese Wirkung wird ausgel6st von einer
punktformigen Quelle der Stirke 1, die in 2/, dem Quellpunkt, sitzt. Aulerdem geniigt die
Greensche Funktion homogenen Randbedingungen auf der Fliche F, die das Volumen V um-

schliefit : 00
aG +0b i 0 langs F. (11.3)

Dann ist die Greensche Funktion in Quellpunkt und Aufpunkt symmetrisch:

G(z,2) = G2, x). (11.4)

Es ist eine Folge dieser Symmetrie, daf§ in vielen (aber nicht in allen !) Fillen die Greensche
Funktion von x und z’ nur iiber den Abstand |z — 2/| abhingt:

G(z,a') = G(lz—2)),

wie z.B. die Greensche Funktion der Potentialgleichung im dreidimensionalen Raum (vgl. Kap.5):

G(, )

mit R=|F—7].

Diese Symmetrie der Greenschen Funktion entspricht in gewissem Mafle dem Prinzip ”actio =
reactio”. Zwei Punktmassen mq und ms befinden sich an den Raumpunkten 7 und 7. Dann kann



das Wechselwirkungspotential mit Hilfe der eben angefiihrten Greenschen Funktion in folgender
Form angeschrieben werden:
V = — mi1 mo G(Fl,TTQ).

Die Kraft der Masse mo auf die Masse m ist dann durch
Fis = — V1V,
die der Masse m auf die Masse mso durch
Fyy = — VoV = ViV = — Fyy

gegeben. Genauer ist diese behandelt in meinem Skriptum ” Analytische Mechanik”, §7.2.3; dies
findet man im Web: http://itp.tugraz.at/LV/schnizer/Analytische_Mechanik/

Als weitere Beispiele dieser Symmetrie zwei aus der Akustik (Skudrzyk, S.381). Abb.11.1, links:
an einen grossen Raum ist ein kleiner angefiigt. In diesen Réumlen wéhlt man zwei Punkte 1
und 2. Man hat eine isotrope Schallquelle gegebener Stéarke und einen isotropen Empfinger. Wir
betrachten jeweils den stationdren (eingeschwungenen) Zustand. Einmal sei der Sender im Punkt
1, also im kleinen Raum, der Empfianger in Punkt 2, also im grossen Raum. Dann werden Sender
und Empfinger vertauscht. Jedes Mal registriert der Empfinger eine bestimmte Signalstérke.
Wegen der obigen Symmetrie ist diese in beiden Féllen gleich:

Punktquelle in 1, Empfinger in 2, Signalstirke G(1,2);
Empfinger in 1, Punktquelle in 2, Signalstirke G(2,1) :

G(1,2) = G(2,1).

Abbildung 11.1: Links: Schallsender und -empfianger in verschiedenen Teilen eines ungleilchméfi-
gen Raumes. Rechts: Sprachrohr (Sender (= Mund) in 1, Empfianger in 2) und Héhrrohr (Sender
in 2, Empfinger (= Ohr) in 1).

Die gleiche Aussage gilt auch fiir ein Sprach- bzw. Hérrohr, Abb.11.1, rechts. Die Wirksamkeit
des Trichters ist also unabhéngig davon, ob der eine durch den Trichter spricht und der andere
ohne Trichter hort oder der eine ohne Trichter spricht und der andere mit dem Trichter hort.

Der Beweis der Symmetrie (4) erfolgt fiir selbstadjungierte Differentialoperatoren mittels des
verallgemeinerten Greenschen Satzes (4.11) oder (4.21) oder des normalen 2. Greenschen Satzes.

//V/(uLv—vLu) dv = jéfdj: (- 7 (u,v)). (11.5)

dV = dx1 dxa...dx,. Das Volumen V wird von der Oberflache F umschlossen. Wir identifizieren
nun:

u=G(x,&): LG(x,&) = — dé(x—&); (11.6)
v==G(z,n): LG(z,n) = — 0(x —n). (11.7)

Setzt man die lings F gegebenen Randbedingungen fiir G, G1.(8.3), ein, dann verschwindet
der Integrand des Oberflichenintegrals auf der rechten Seite von (5). Dies beruht daraus, dass



fiir selbstadjungierte Differentialoperatoren L der zugehorige Strom in v und v antisymmetrisch
ist (s.z.B. GIn.(4.6), (4.10) und (4.24)). Setzt man die obigen Differentialgleichungen fiir die
Greenschen Funktionen auf der linken Seite von (5) ein, dann ergibt sich:

o = [[ ] cworcen - L@y

- //V/[_ G(z,€) 6z —n) + G(z,n) 5(x—€)]dV
_ — G,&) + G n). =



