Kapitel 15

Die Greensche Funktion der
Helmholtzgleichung des freien Raums
und in Rohren. Die Sommerfeldsche
Ausstrahlungsbedingung

15.1 Die Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung und die Green-
sche Funktion des freien Raumes fiir 1, 2, 3 und n Dimen-
sionen in geschlossener Form

Aus der Wellengleichung im n-dimensionalen Raum
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erhélt man fiir die harmonische Zeitabhéngigkeit
u(x,t) = p(x) cos(wt + «)
die Helmholtzgleichung:
n
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k = 0; k¥ = — .

Auch fiir letztere Differentialgleichung wird der Ausdruck Wellengleichung verwendet. Dies wird
hier vermieden, um eine Verwechslung zwischen den obigen beiden Differentialgleichungen zu
vermeiden. Die Greensche Funktion der Helmholtzgleichung ist definiert durch:

e

WJerG: —0"(x — ). (15.1)
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Die Greensche Funktion der zeitfreien Diffusionsgleichung verschwindet im Unendlichen; die For-
derung, dass die Losung im Unendlichen Null sein muss, bestimmt diese eindeutig. Die Greensche
Funktion der drei- und der héherdimensionalen Potentialgleichumgen verschwinden ebenfalls im
Unendlichen und sind durch diese Randbedingung eindeutig festgelegt. Im Gegensatz dazu reicht



diese Randbedingung im Unendlichen nicht fiir eine eindeutige Festlegung der Losung der Helm-
holtzgleichung. Die adiquate Randbedingung fiir letztere im Unendlichen ist die Sommerfeldsche
Ausstrahlungsbedingung. Diese wird weiter unten definiert.

Zuerst wird die Problemstellung erlautert, indem die obige eindimensionale Helmholtzgleichung

mit der eindimensionalen Diffusionsgleichung (14.4) und deren Losung (14.5) verglichen wird:
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Da nicht klar ist, welches Vorzeichen in der obigen Substitution zu wéhlen ist, behalten wir
zuniichst beide bei. Es ist sofort zu sehen, dass das Verhalten von G4 (x,2’) fiir |z] — oo un-
bestimmt ist. Daher kann dieser Grenziibergang auch keinen Hinweis zur Wahl des Vorzeichens
geben.

Eine weiter Schwierigkeit wird offenbar, wenn man in der Integraldarstellung (14.5) der Losung
der Diffusionsgleichung die obige Substitution x = +ik vornimmt:
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.« —iK Gp(z,) 27 du (w+ik)(w — ik) (14.5)
. | Ly Gy(z,2) = 1 +/°°d —eiW(x_x/) (15.5)
_lk T lk' +\T, T = 271' w(w-k)(w-i—k‘) .

Die Pole des Integranden in Gl. (15.5) liegen auf dem Integrationsweg; damit ist das Integral
nicht definiert. Wir werden sehen, dass alle 3 Probleme:

(a) die Randbedingung fiir || — oo,
(b) das Vorzeichen der Exponentialfunktion,
(c) und die Wahl des Integrationsweges

miteinander verkniipft sind.

Fiir die weiteren Betrachtungen ist es zweckméafiger die Zeitabhingigkeit der Losung u(x,t) der
Wellengleichung in Form einer imaginédren e-Potenz anzunehmen. Wir wéhlen willkiirlich das
negative Vorzeichen:
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Setzen wir die allgemeine Losung obiger Differentialgleichung, d.h.

o(r) =A kT 4 B et



in (15.6) ein, so bekommen wir eine rechts— und eine linkslaufende Welle:

u(z,t) _ QO(Z') e—iwt Aei(kx—wt) + Be—i(kw—f—wt) (15.7)
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Multiplizieren wir die in Gl. (15.3) gefundenen Greenschen Funktionen der Helmholtzgleichung

mit et
— >=(7 _ Go(wa)e ™ = ﬁ pilklz—a’|—wi] (15.8)
y G (2, 7)™t = 217 p—ilklo—a’[+wf] (15.9)

dann gibt Gl. (15.8) von 2z’ ins Unendliche auslaufende Wellen, und Gl. (15.9) aus beiden Rich-
tungen vom Unendlichen zu 2’ einlaufenden Wellen. Die ebenen Wellen in Gl. (15.7) werden von
einer Quelle in x = —oo bzw. x = oo ausgesendet. Gl. (15.9) entspricht einer Senke, die Wellen
verschluckt, die in |z| = co ausgesendet worden sind. Gl. (15.9) beschreibt eine physikalisch sehr
unwahrscheinliche Situation und ist daher im allgemeinen auszuschlieSen. Sind Quellen nur im
Endlichen vorhanden, dann sind also

G+ (iE, :L_/)e—iwt
G_ (:1:‘7 x/)eiwt

physikalisch verniinftig, die anderen beiden Kombinationen auszuschlief3en.

Wir suchen nun die linearen Randbedingungen, die der Greenschen Funktion an |z| = oo vor-
geschrieben werden kann. Man sieht, dass links und rechts der Quelle die Greensche Funktion
iiberall die folgende Bedingung erfiillen:

x>a: dG—i = +ikG4;
dx
d

r<a: % = —(xik)Gx.

Diese kann man zusammenfassen zu:

dGYii = tikG+ ; dGYii FikGy = 0, Vx# .
|dx| |da|

Diese Bedingungen sind auch noch als Grenzwert fiir |z| — oo erfiillt. Dieser Sachverhalt wurde
von A. Sommerfeld entdeckt. Wir kénnen nun fiir die 1-dimensionale Helmholtzgleichung (15.3)
folgende Randbedingungen angeben, die die Sommerfeldschen Ausstrahlungsbedingungen
genannt werden (a).
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Sie sind verschieden, je nach dem Vorzeichen der Zeitabhéngigkeit in der Exponentialfunktion.
Beide Greenschen Funktionen beschreiben den gleichen physikalischen Sachverhalt: Von der bei
x = ' gelegenen Einheitsquelle laufen Wellen nach beiden Richtungen ins Unendliche.



Um das Problem des singuléren Integranden der Integraldarstellung (15.5) der Greenschen Funk-
tion der Helmholzgleichung zu 16sen, wird das Prinzip der verschwindenden Verluste her-
angezogen: Es wird zuerst angenommen, das das Medium, in dem die Wellen laufen, dissipativ
ist, also die Wellen allmé&hlich vernichtet. Dann ist die Wellenzahl

k= ki 4+ iko, k1 >0

komplex. k1 = % wird positiv angenommen wie zuvor. Das Vorzeichen von ko muss also so gewéihlt
werden, dass die Wellen bei ihrem Lauf von der Quelle weg gedémpft, nicht verstirkt werden .
Mit dieser komplexen Wellenzahl lauten die Geenschen Funktionen (15.8) und (15.9):

Gy = iieii(h—l—ikgﬂz—xﬂ _ iie(ﬂ:ikﬂ:l@)\x—x’\
und bei lim |z| — oo geht G4+ — 0.
Die Bedingung, dass die Wellen auslaufen und dabei abklingen sollen, legt das Vorzeichen des
Exponenten von G+ und des Imaginérteils ko fest (b):
e Wt G+, ke > 0, k1 >0;
e“ts G-, ky < 0, k>0. (15.12)

Die Integraldarstellung (15.5) hat fiir G+ und G_ das gleiche Aussehen:

, 1 oo cw(z—a’)
G(J;,x) = % 7ood0.) m .
Der Integrand ist lings des Integrationsweges (= reelle w—Achse) regulér, die Pole liegen aulerhalb
der reellen w—Achse. Die Lage der Pole ist fiir G_ an der reellen Achse von G gespiegelt.
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Wird der Dissipationsmechanismus allméhlich abgeschaltet, so verringern sich die Verluste, ko
geht nach Null; die Pole in der obigen Abbildung wandern gegen die reelle w—Achse. Damit der
Integrand auf dem Integrationsweg regulér bleibt, muss der Integrationsweg in der in der rechten
Hélfte der Zeichnug angegebenen Weise ins Komplexe ausweichen. Auf diese Weise definiert
man die Integrationswege C,, C_, und damit sind die Integraldarstellungen der Greenschen

Funktionen G4 bzw. G_:
1 eiw(x—z’)
Gy=— | dw —— .
7 on YTk
Ct

(15.13)

Die Ausrechnung dieser beiden Integrale mittels des Cauchyschen Residiuensatzes und des Lem-
mas von Jordan (Kap.13) fithrt zu den Losungen (15.10) bzw (15.11). Das Prinzip der ver-
schwindenden Verluste und die Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung fithren zu
gleichen Resultaten.

Letzterer Fall entspriche einem Lasermedium, in dem die Wellen durch stimulierte Emission (durch ” Pumpen”)
aufgespeicherte Energie als Wellen freimachen. Wir betrachten aber ein rein dissipatives Medium, da ist so etwas
ausgeschlossen.



Es gibt noch eine weitere Mo6glichkeit, mit den Polen erster Ordnung des Integranden, die auf
dem Integrationsweg liegen, fertig zu werden. Dies ist der Cauchysche Hauptwert, s. §13.7.
Im Falle der Gl. (15.5) ist dieser gegeben durch:
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Das Verfahren kann folgendermafien charakterisiert werden:

Links des Poles hat der Pol das entgegengesetzte Vorzeichen des rechten (s. Abb. oben rechts).
Diese entgegengesetzten unendlichen Anteile heben sich gerade auf, da sie auf beiden Seiten gleich
schnell gegen den Pol laufen. Die resultierende Losung Gl. (15.14) liefert eine stehende Welle, die
im Endlichen iiberall regulér ist und daher dort keine Quellen hat. Diese Welle wird von je einer
in x = oo bzw. £ = —oo befindlichen Quelle, die kohérent emittieren, erzeugt. Dies ist jedoch
eine physikalisch unwahrscheinliche Situation, und daher ist die Losung (15.14) auszuschliefen.
Dies wird durch die Ausstrahlungsbedingung (15.10), (15.11) bewirkt.

Auch beim 3-dimensionalen Problem nehmen wir wieder den Ubergang x = 4ik von der Losung
der Diffusionsgleichung (14.9) zu der Helmholtzgleichung vor.
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Die beiden Kombinationen
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liefern auslaufende sphérische Wellen, die vom Punkt
7 = 7' ins Unendliche laufen; sind also physikalisch
verniinftige Losungen.



Die beiden anderen Kombinationen

1 efi(kaiwt)

Ge™ = o m . l /

+iwt
Gee™™ = & R /T\

liefern sphérische Wellem die aus dem Umendlichen
kommend in den Punkt 7 = 7’ hineinlaufen; sie be-
schreiben eine physikalisch duflerst unwahrscheinliche
Situation und sind daher auszuschlief3en.

Bilden wir noch die Kombination

1 1 sin(kR)
_. = _ G = _—.>2\vy 15.1
Go=: 5. (G4 —G-) i R (15.15)
: k :
R0 T g <20 3 g G0 =0

so ist dies eine iiberall regulidre sphérische Welle, die im Unendlichen Null ist. Sie wiirde von
Quellen erzeugt, die im Unendlichen sphiérisch gleichméfig verteilt sind und koherédnt emittieren;
eine physikalisch duflerst unwahrscheinliche Situation und Gy mufl daher ausgeschlossen werden.

Fiir die ersten Ableitungen der Greenschen Funktionen findet man:

dG+ 1

— =+4ikGy — =G

dr ~ T TTETRTE
Wegen der Randbedingungen (15.15) ist eine Randbedingung wie limpg_,o, Gop = 0 unzureichend.
Auch die obigen Bedingungen werden von Gq fiir R — oo befriedigt. Daher muss man fiir die

Losung der homogenen wie der inhomogenen Helmholtzgleichung
AG + kG = =5§(F — 1)

als Randbedingung im Unendlichen (Ausstrahlungsbedingungen) die noch schérferen Forderun-
gen stellen:

— aGg . VikR
wt : o 1 e

” . G L en
R ] ) B R

Analog findet man im 2-dimensionalen Fall fiir die Helmholtzgleichung
AG + kG = —6*(x — o) (15.16)

die Losung;:
T G ) =+ YYD (kP) (15.17)

mit

P=p—7p'|=V(&—2)2+y—y)?=p*—2pp cos(p — @) + p2.
Hé 2 sind die Hankelfunktionen (Besselfunktion dritter Art), s. §13.10.
Deren asymptotisches Verhalten ist:

2 P
2" (kP) ~ 7Tkp.eﬂm[’fp—z].
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Dieser Ausdruck gestattet es, die zu Gl. (15.16) gehorige Ausstrahlungsbedingung zu verifizieren:

: dG
eFiwt ‘Plliinoo VP <dP $z’kG> =0. (15.18)

Ebenso gehort zur n-dimensionalen Helmholtzgleichung

n 21(2; + kG ="z —12'), n>2 (15.1)
i=1 i
die Ausstrahlungsbedingung
T lim R"7 @g :Fz'k:G) =0 (15.22)
und die Losung )
Tt ii <Q:R> o Hgff( kR) (15.23)

Die oben abgeleiteten Ausstrahlungsbedingungen gelten nicht nur fiir die Greenschen Funktionen
sondern auch fiir jede Losung der homogenen oder inhomogenen Helmholtzgleichung, solange die
Quellen auf das Endliche beschrinkt sind. Wihlen wir wieder die Zeitabhingigkeit e™%,

ulw,t) = p(x) e
Dann muss im 1-dimensionalen Fall:
d*p 2
die Ausstrahlungsbedingung erfiillt sein:
+iwt . d(p(x) .
e : lim +ike) =0, (15.25)
w5 \ dle]
Fiir alle hoheren Dimensionen
n
82
""(f) FR2p(z) = —g(z), n>2 (15.26)
P o;
lautet die Ausstrahlungsbedingung:
. w1 [d
eFWl . lim T (cp :i:ik:go) =0 (15.27)
r—o00 dr
mit
r=yJa? t 3t taR.

Nur dann ist gesichert, dass die Losung eindeutig ist und damit die physikalische Situation richtig
beschreibt.

Sind die Quellen nur im Endlichen, dann muss die gesamte Losung des Problems die Ausstrah-
lungsbedingung erfiillen. Sind die Quellen im Unendlichen (ebene Welle) dann ist diese Bedingung
nicht erfiillt.



Die Ausstrahlungsbedingungen gelten nicht nur im freien Raum, sondern auch in einem Raum,
in dem streuende Objekte (metallische oder dielektrische Koérper, Inhomogenitéiten des Medi-
ums) endlicher Ausdehnung vorhanden sind. Sind auch die Quellen im Endlichen, muss die Ge-
samtlosung die Ausstrahlungsbedingung erfiillen.

Besteht die Primérstrahlung aus ebenen Wellen, dann erfiillt nicht die Gesamtlésung, sondern
nur die Sreuwelle die Ausstrahlungsbedingung.

Die Sommerfeldscheen Ausstrahlungsbedingungen sind auch wichtig fiir die Anwendung des
Greenschen Satzes (4.2):

[[frar - van v [farfufe - o)

Erstreckt man das Integrationsvolumen iiber den ganzen Raum, dann enthilt das Oberfldchen-
integral auf der rechten Seite auch einen Term:

(91) ou
lim R"! Q
R i // d { 8R]

Falls 4 und v der Raumdimension n entsprechenden Ausstrahlungsbedingung geniigen, dann ist
der Grenzwert des obigen Oberfléchenintegrals Null.



15.2 Integraldarstellungen der Greenschen Funktion des freien
Raumes in Zylinderkoordinaten

15.2.1 Die Werteverteilung der Funktion vk? — 22 fiir komplexes z und k

F(z) = fla+iy) = VE2 — 22 = /(b1 +ik2)? — (z+iy)2 = Re(f) + i Im(f). (15.28)

Die weiteren Anwendungen werden zeigen, dass die Verzweigungsschnitte und sonstigen Vorgaben
so gewdhlt werden miissen, dass der Imaginérteil der Wurzel auf und in der Umgeben der reellen
Achse immer positiv ist (vergl. Abb.15.1).

fib,—xy >0 &
Rel$) () >0 5 - 49‘1\)‘\/40
_;niua s k) =0 R dmt) < 0
o Re() < 0
=k =0
w2 b . Re(f) =0
) I >0 L K ’
D - K el ‘
)(*-(=6..19LL
kb, —xy >0
’Qhel{’“/ <0 e(p)=g Q(&WLK»(‘SP 0
Re () I (¥) < 0 S
RiH)<£ 0 B
Ju®)> 0

Abbildung 15.1: Die Werteverteilung der Wurzel \/(k1 + ik2)2 — (2 +iy)? in der komplexen
z—Ebene. Die stark ausgezogenen Teile der Hypberbelédste sind die Verzweigungsschnitte. Die
Bestimmung der Werteverteilung wird im Text erlautert.

Fiir die weitere Diskussion ist es bequem, aber nicht unbedingt notwendig, 0 < ko < k1 anzuneh-

men. Quadrieren der obigen Gleichung und Vergleich von Real- und Imaginérteil gibt die beiden
folgenden Gleichungen:

Re(f) Im(f) = kiko—ay, (a)  (Re(f)® — (Im(f)® = K-k —a®+y% (b) (15.29)

Ausz =+ k1 A y= = ko folgt Re(f) = Im(f) = 0 und umgekehrt. Diese beiden Punkte
sind also die Verzweigungspunkte. Die Hyperbeléste aus Gl.(a) verlaufen durch diese Punkte; auf
ihnen ist Re(f) = 0 oder Im(f) = 0.

Denn aus Re(f) = 0 bzw. Im(f) = 0 folgt geméB Gln.(a) und (b):
Re(f) = 0:  kik2 = wy, —(Im(f))* = ki — ki —2®+y* < 0;

0 < k% — k3

IN

2 — (kiko)?/2? = kI <a® A y? <k
Im(f) = 0: kik2 = ay, (Re(f)* = ki — ks —2®+4* > 0;

0 < k2 —k2 > 2% — (kiko)? /2 = K2 >2° A 2> k2.

Re(f) = 0 bzw. Im(f) = 0 ist immer auf den komplementiren Hilften der Aste der Hyperbel
k1ky = xy erfiillt. Legt man die Verzweigungsschnitte lings Im(f) = 0, dann ist iiberall sonst



Im(f) > 0, sobald man den Funktionszweig durch Im(f(0)) > 0 ausgewihlt hat. Vom der
Stelle z = 0 geht man dann zu allen anderen Punkten der Ebene, ohne einen Verzweiungsschnitt
zu iiberqueren. An jeder Stelle sind die Vorzeichen von Real- und Imaginérteil durch Gl1.(15.29,a)
miteinander verkniipft. Beim Uberqueren einer (erlaubten) Kurve Re(f) =0 bzw. Im(f) = 0
wechselt Re(f) bzw. Im(f) gem#f dem Spiegelungsprinzip, §13.9.2; sein Vorzeichen.

Fiir die nachfolgenden drei Teilparagraphen gibt es nur Kopien handschrift-
licher Vorlagen.

15.2.2 Die Integraldarstellung mit radialen und azimuthalen Eigenfunktionen

s. AnMel5H1.pdf

15.2.3 Die Integraldarstellung mit longitudinalen und azimuthalen Eigen-
funktionen

s. AnMel5H2.pdf

15.2.4 Die Umrechnung der beiden Integraldarstellungen

s. AnMel5H3.pdf und s. AnMel5H4.pdf

15.2.5 Die Formeln von Sommerfeld und Weyrich fiir die dreidimensionale
Greensche Funktion des freien Raumes

Die Integraldarstellungen der Greenschen Funktion der Helmholtzgleichung im freien Raum wer-
den nach ihren Entdeckern genannt.

Die Formel von Sommerfeld lautet:

1 @ - Z./OQ)‘CD‘ Jo(r) elzIVRZ=x2 (15.30)
I itia | an)y vieox
- é _Z l;dx? HD (Ar) 2 V=22, (15.31)
Die Formel von Weyrich lautet:
R B ¢ ¢ HY (ry/k2 = ¢2). (15.32)

4 \/r2 + 2 8T J_ o

s. Ende von AnMel5H4.pdf

Ersetzt man im obigen Integral z durch z — 2’ sowie r durch R = /12 — 21’ cos(¢ — ¢/) + 12
und verwendet das entsprechende Additionstheorem der Besselfunktionen, dann ergibt sich:

1 eik,’\/R27—‘,-z2 i 0

ey Rl =D DR / d¢ e g (ron/R2 = Y HD (rs /B2 = (2).
z —00
(15.33)

m=—0o0
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Diese Formel wurde auf anderem Wege auf S. 10, AnMel5H1.pdf, berechnet. Dort sind auch die
Lage der Verzweigungsschnitte und die Verbiegung der Integrationswege ins Komplexe skizziert.
Obige Funktion beschreibt eine sphirische Punktquelle am Punkt (r =1/, ¢ = ¢/, 2z = 2/).

15.2.6 Abschitzung der Integrale auf den Halbkreisen

s. AnMel5H5.pdf .

Selbst die Integrale langs der Kurventeile C5, auf denen Ao < 0 ist, gehen gegen Null, wenn der
Radius R dieser Kreisbogen gegen Unendlich strebt.
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15.3 Greensche Funktionen in kreiszylindrischen Rohren

Die Ausbreitung von Schallwellen in Rohren hat heute nur mehr geringe technische Bedeutung.
Trotzdem werden hier die entsprechenden Losungen behandelt und die zugehorigen Greenschen
Funktionen berechnet. Alle diese Resultate konnen leicht auf den Fall der Ausbreitung elektro-
magnetischer Wellen in metallischen Rohren (Hohlleitern) iibertragen werden (s. Kap. 22).
Genau genommen handelt es sich um ein zeitabhéngiges Problem. Wir setzen iiberall eine Zeitabhiigigkeit
e~ ™! voraus. Diese wurde bereits absepariert. Es geht also darum, die Helmholtzgleichung mit
der Wellenzahl

E = w/e (15.34)

zu 10sen.

15.3.1 Schallwellen in Rohren
Partikulire Losungen der Helmholtzgleichung

Die Helmholtzgleichung in Zylinderkoordinaten 7, ¢, z:

0? 10 1 02 0?
AV Py = |— - — = — o = 15.
+ Or? + r or + r2 02 + 022 + } 0, (15.35)
0<r<a, 0<¢p<2m, —-0<z<00 (15.36)

wird durch den Ansatz ‘ '
U(r,¢,z) = e'me ihz R(r)

separiert. Die Gleichung fiir die Radialfunktion

d? 1d 2
f —R—m—R—l—'yQR:O

dr? rdr r2
mit )
V2= k2 — B2, R = K2 - A2 = (%) _ 2 (15.37)
hat die auf der Rohrachse r = 0 regulére Losung
R(r) = Jn(yr). (15.38)

Der Wert von v wird durch die Randbedingung am Mantel r = a bestimmt.

Wellen im Inneren von schallweichen Rohren

Ist die Innenseite des Rohres schallweich, dann muss gelten:
r=a: V=0, = R(a)=Jnlya)=0, = ya=jmn, m=0,1,2,.., n=1273, ...

Die gesamte Losung der Helmholtzgleichung lautet dann:

/

Ui = S| Gl /@) €7 €l (15.39)

mit

Nl = T/ @ Pl = \/’f2 = (jmln/a@)* = \/(w/c)2 — (i m/a)? (15.40)
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Die Apostrophe kennzeichnen alle diesen Losungstyp, der zu einer schallweichen Wand gehort. Ist
bei gegebenen m und n, dementsprechend bei einem bestimmten Zahlenwert jy,,, die Kreisfre-
quenz w = 27v grof} genug, dann ist der Radikand von h"m"n positiv, die entsprechende e-Potenz
in (15.39) ist imaginér, die Losung beschreibt Wellen, die sich im Rohr ausbreiten koénnen. Ist
der Radikand Null oder negativ, dann ist die Exponentialfunktion reell. Die positive Exponenti-
alfunktion gibt eine mit z divergierende, also unphysikalsche Losung; die negative eine geddmpfte

Losung, die Mode ist nicht ausbreitungsfahig. Die beiden Frequenzbereiche werden durch die

Grenzfrequenz (Cut-off Frequenz) 1/; i, etrennt:
27 V] 2 j2 2
2 _ _ ‘m‘7n _ Imlvn' / _ c -2
h|m|:n =0= ( c > aZ Voglm|n = (27Ta> Jim|n: (15.41)

Da die Werte der Nullstellen jj,, ,, der Besselfunktionen mit steigenden m und steigenden n zu-
nehmen, ist fiir jede Frequenz v immer nur eine endliche Zahl von Moden mit den Kennzahlen |m)|
und n ausbreitungsfahig. Der kleinste Wert aller Nullstellen ist jo 1 = 2.40...; die entsprechende
Schallwelle ist achsialsymmetrisch. Fiir Schallwellen mit v < V(,)’l ist das Rohr undurchlissig.

Wellen im Inneren von schallharten Rohren

Ist die Innenseite des Rohres schallhart, dann muss gelten:

r=a: 0V/0r=0, = dR(r)/dr|,_,=J,(ha) =0, = ~ya=7j,,,, m=012..,
n =1,2,3, ..

Die gesamte Losung der Helmholtzgleichung lautet dann:
\II;’In,n = J|m|(j\lm\,nr/a) e izh‘ml ’ (15.42)

mit

Vol = Jjm|n/ - Il \/k — Ulnyn/0)? = \/(w/C)2 — Ul /@) (15.43)

J), stellt die Ableitung der Besselfunktion nach dem Argument dar. jllmm ist die n-te Nullstelle
dieser Ableitung. Doppelte Apostrophe kennzeichnen alle den Losungstyp, der zu einer schallhar-
ten Wand gehort. Ist bei gegebenen m und n, dementsprechend bei einem bestimmten Zahlenwert
j‘m‘ die Kreisfrequenz w = 2mv grof genug, dann ist der Radikand von hf positiv, die entspre-
chende e-Potenz in 15.42 ist imaginér, die Losung beschreibt Wellen, die smh im Rohr ausbreiten
konnen. Ist der Radikand Null oder negativ, dann ist die Exponentialfunktion reell. Die positive
Exponentialfunktion gibt eine mit 2z divergierende, also unphysikalsche Lésung; die negative eine

geddmpfte Losung, die Mode ist nicht ausbreitungsfihig. Die beiden Frequenzbereiche werden
!

durch die Grenzfrequenz (Cut-off Frequenz) v Vglm|,n getrennt:
2 D)
27 v J 2
"o _ \m\ Im|n " _ c /9
h|m|7n =0 = ( c ) - a2 Vg‘m‘yn = (27ra) ]|m| (1544)

Da die Werte der Nullstellen jllml ,, der Besselfunktionsableitungen mit steigenden m und stei-
genden n zunehmen, ist fiir jede Frequenz v immer nur eine endliche Zahl von Moden mit den
Kennzahlen |m| und n ausbreitungsféhig.

Der kleinste Wert aller Nullstellen ist j(’)’l = 0 (Manchmal wird dieser auch als j(/J,O = 0 bezeichnet).
Aus 75, = 0 folgt hg, = k. Die zugehérige Losung

Ui, = Jo(0) ez = ks (15.45)
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gibt eine Welle, die sich bei jeder Frequenz mit der Schallgeschwindigkeit ¢ ausbreitet; das Wel-
lenfeld ist konstant iiber den ganzen Rohrquerschnitt 0 < r < a. Daher: Ein Rohr mit harter
Berandung kann als Sprachrohr verwendet werden.

Die niedrigste von Null verschiedene Nullstelle ist jj ; = 1.84.... Die entsprechende Schallwelle ist
nicht achsialsymmetrisch.

Greensche Funktionen im Inneren von schallweichen und schallharten Rohren. Inte-
graldarstellungen

Die Integraldarstellungen der Greenschen Funktionen GG; und Gy werden aus der Weyrichschen
Integraldarstellung der Greenschen Funktion des freien Raumes, Gp, Gl.(15.33), abgeleitet, in-
dem gemadfl §12.4 jeweils eine solche Losung der homogenen Gleichung addiert wird, sodass
die Summe die Randbedingung bei r = qa erfiillt. Auswertung dieser Intgraldarstellungen mit-
tels des Residuensatzes liefern Reihenentwicklungen nach den Moden, die im vorhergehenden
Paragraphen aufgestellt worden sind.

Alle drei Greenschen Funktionen sind Losungen der folgenden Differentialgleichung:
1
AG; + K G = —0(F—7) = —=6(r—1r)6(p—¢)d(z—2), i=0,1,2. (15.46)
r

zu folgenden Randbedingungen:

r=0: G;= -endlich, ¢i=0,1,2. (15.47)
r=o0co: Gy erfiillt die 2-dim. Ausstrahlungsbedingung. (15.48)
r=a: G; = 0: schallweicher Rohrmantel. (15.49)
% = 0: schallharter Rohrmantel. (15.50)

(15.51)

z=200: G;  erfiillt die 1-dim. Ausstrahlungsbedingung. 15.51

Die Integraldarstellung von Gy wurde in (15.33) angegeben und davor abgeleitet:

o0

. ARV _ i im(¢p—o’ > iC(z—2 [ /
Gi(ryp,z;r', ¢, 2") = & mz_:oo e ) /Oo d¢ e (2=2) gﬁn)(r,r), (15.52)
1=0: g,gg)(r, ) = Jn(yre) Hﬁ,?(’yr;); (15.53)
v o= Vk - (15.54)

Zur Berechnung von G1 bzw. G2 wird g}fl)(r, ') in folgender Weise gebildet:

Go — Gi = g (o) —g)(rr) = gD () + ) Ju(yr), i=12.

m m

Die obigen Randbedingungen bei r = r~. = a liefern Bedingungen fiir die Entwicklungskoeffizi-
(@),

enten ¢y :

Gi: [nly') H (va) + e (rr') Jn(ra)] =

0
Go: 7 [Im(yr) H (va) + 2 (r,r') Jh(ya)] = 0

Die gesuchten Amplituden lauten also:

g’y = Tnlyre) HPY(rs) = Jn(yr) Jn(yr') HY (va) /T (va); (15.55)
g P(r,r") = Jmlyre) HY(rs) = Jn(yr) Jn(yr')/H D (va) [ T} (va).  (15.56)
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Die gesuchten Integraldarstellungen der Greenschen Funktionen G bzw. GG sind also durch das
Integral (15.52) mit den Amplituden gﬁ,ll)(r, '), GL.(15.55), bzw. gg)(r, '), GL.(15.56), gegeben.
Dabei muss der Integrationsweg so in die komplexe (— Ebene deformiert werden, dass der die
Pole auf der reellen Achse nicht mehr trifft. Eine sinnvolle Wahl ist die: Zwischen —oo und —k
weicht der Weg nach unten aus; er kreuzt die reelle (—Achse bei ( = 0 und verliuft dann in der
oberen Hilfte der (— Ebene und kehrt oberhalb von 4k zur reellen Achse zuriick. Die Pole der
Integraldarstellung werden im néchsten Paragraphen angegeben.

Die Greensche Funktion im Inneren von schallweichen Rohren. Reihendarstellung

Die Reihenentwicklungen dieser Greenschen Funktionen kann man berechnen, indem man die
Integrale mittels des Cauchyschen Residuensatzes auswertet. Wahrend gﬁ,?) (r,7’) auf Grund des

Logarithmus, der in den Hankel- (Neumann-) funktionen steckt, mehrdeutig ist, sind g,(%)(r, ')

und g,(,z) (r,7") eindeutig, weil sich die Logarithmen in den beiden Hankelfunktionen herauskiirzen.
Der Integrationsweg wird mit einem Halbkreis, dessen Radius gegen Unendlich strebt, zu einer

geschlossenen Kurve erginzt. Je nach dem Vorzeichen von (z — 2’) verlduftt der Halbkreis in

( (2)

der oberen oder unteren Halbebene. Der erste Term von gnp(r, ') bzw. &2 (r,1') besitzt keine
Pole. Dennoch ist er unabdingbar, er wirkt mit an der Eindeutigkeit des Integranden und am
Verschwinden des Integrals {iber den unendlich groflen Halbkreis.

Die Pole des Integranden sind von erster Ordnung; es sind die Nullstellen der Besselfunktion
(bzw. Besselfunktionsableitung) im Nenner des zweiten Terms. Aus Gl.(15.54) ergeben sich die
Werte von (:

Gr: Jm(va) = 0: A = £ jmn/a, ¢ = hy,,, = £ /K2 =342, ,./a% (1557

Das Residuum an diesen Polen erster Ordnung berechnet man mittels Formeln (13.5) und (13.6):

A , / (1)
Jm(’Ya) ’
+ill,, o (2—2") : S 1)/ G = g,
= — e "'mnE2) T (Gmnr /@) T (Gmnr’ /a) Hy (Gmpn) | lim ———— (15.59)

C—thman  JIm(va)

Der Grenzwert des Quotienten wird nach der Regel von de I’Hospital ausgewertet:

d dry —C ¢
— Jm(yva) = alJ,(ya) = = a J, (va) —— = —a J},(ya) =. (15.60
T nlra) (0) (0 (h0) 2. (15.60)
C - h;nn 1 1
lim @ ——— = lim = ; 15.61
(—Ehmn  JIm(7a) (—Ehmn %Jm(fya) —aJy,(Jmn) 57 P ( )

Die Hankelfunktion kann iiber die Wronskische Determinante, G1.(13.63), eliminiert werden:

. . . . 2

JT/n(Jm,n) Hg)(Jmm) = Im(mmn) HT(r%) (Jmn) = ——

N—— Z7T]m7n
=0
Mit diesen Formeln ergibt sich letztendlich fiir das Residuum:
; N JIm m ! H1(T})

Res | — ezC(Z—z)J (774) J (’YT) <7a)’ (= ihfmn _ (1562)
Im(va) ’

- Z'ﬂ-a2 m ]mm?"/a m(jmm,?"/a) hén,n J/Q(jm,n) € ’ : ( . )
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Damit erhélt man folgende Reihendarstellung der Greenschen Funktion Gy:

Gi(r, ¢ o (25/ Z/) _ L i oim(9—¢") i Jm(jm,nr/a) Jm(jmmrl/a) oihim nlz—7'| (15 64)
s Py @y or L — a2 h'/rmn J;r%(jmyn)
Ponn = 1/k? — j2 ,/a* Fiir hinreichend grosse Werte von m und/oder n wird der Radikand

negativ. In diesem Fall muss folgende Substitution in den betreffenden Gliedern der obigen Reihe
vorgenommen werden:

K= ghn)a<0: i, = =, = —\/m (15.65)

Dies zeigt dann auch: Solange |z — 2’| # 0, ist die Konvergenz der Reihe gesichert. Fiir numerische
Auswertung ist die Konvergenz gut, solange die Differenz |z — 2’| nicht zu klein ist.

Die Summe iiber m kann umgeformt werden. Dabei ergibt sich:

o

S em@m ) s > (2= Gmo) cos[m(g — ¢)]...

m=—o00 m=0

Die obige Reihendarstellung bekommt man auch durch die Methode der schrittweisen Reduktion:
Man geht von der Vollstindigkeitsrelation der Fourier-Besselfunktionen, G1.(10.29b), aus. Man
macht einen analogen Reihenansatz fiir die Greensche Funktion GG; mit Entwicklungskoeffizienten
gg)n Einsetzen der beiden Ansétze in die Differentialgleichung fiir die volle Greensche Funktion
liefert Differentiagleichungen fiir die Entwicklungskoeffizienten. Deren Losungen ergeben sich aus

(15.8) oder (14.5).

Die Greensche Funktion im Inneren von schallharten Rohren. Reihendarstellung

Die Pole des Integranden von G sind die Nullstellen der Besselfunktionsableitung im Nenner des
zweiten Terms. Aus Gl.(15.54) ergeben sich die Werte von (:

1

G : Jvin(’ya’) = 0: 7;:1,71 = j:j;n,n/av ¢ = hm,n = % k2_j1/7%,n/a2; (1566)

Das Residuum an diesen Polen erster Ordnung berechnet man mittels Formeln (13.5) und (13.6):

ooty I (V7)) T (yr) H,(,})/(fya) "
_ (=% =+ = 15.
Res( e T (va) , ¢ P (15.67)
i‘h” ( — ’) ./ ./ / (1) ./ . C - h;/nn
= — e o (Gmn /@) I (e’ /@) Hy (Gr) lim o ———2= (15.68)

c—thlt, ()

Der Grenzwert des Quotienten wird nach der Regel von de I’Hospital ausgewertet:

d / i " d’y o " C
ac Im(va) = a Jp(ya) aw - I (va) Nl (15.69)
lim S iy - 15.70
C—>:i:h;;,n Jm(fya) (—=thmn di(‘]{n(’ya) _aJm(j;n,n) I hmn ( )
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Die Hankelfunktion kann iiber die Wronskische Determinante, Gl.(), eliminiert werden. Die zweite
Ableitung der Besselfunktion wird durch die Differentialgleichung ausgedriickt.

Tolmn) Hix Grun) = Taliinn) Hin (nn) =
- m,n
J;;L(j;n,n) = - (1 - m2/]7”)’2L,TL) Jm(];n,n)
Mit diesen Formeln ergibt sich letztendlich fiir das Residuum:
ooty T () T (yr') HYY ,
ReS _ eZC(Z—Z ) (’}’71) (Pyr ) (fya)7 C — :l:hm n — (1571)
Im(va) ’
= Tl /@) (/) J”%" eﬂh'n'm\z—Z’\. (15.72)

Es ist zweckméfig, den Beitrag der Nullstelle ya = j(lJ,l = 0, ¢ = £k gesondert zu berechnen.
Dazu werden die Reihenentwicklungen fiir J)(p) = —Ji(p), G1.(13.30), und fiir Y{(p) = —Yi(p),
G1.(13.31), herangezogen. Fiir kleine p ist Ji(p) = p/2 + .... Also haben 1/J;(p) und Hfl)(p) =
Ji(p) + Yi(p) = ...—2i/mp+ ... beide an dieser Stelle je einen Pol erster Ordnung, ndmlich
(mit p = ay) —4i/ma*y? = (4i)/(ﬂa2)ﬁ. Das ergibt ein Residuum:

(o) Im(I7) Ti(y") HY (a) 2% ik (o
R _ oi(z—2") — 4k = — +ik (2 Z') .
es( ’ Im(ya) ¢ a2k ©

Mit all diese Residuen erhilt man folgende Reihendarstellung der Greenschen Funktion Gs:

Gol(r, ¢, 27, ¢, 2) = b i im(6—d) i, Im (mnr/a) (]mn ,/a)]mn eihfr:z,TL'Z_Z/‘
R 2w m=—00 n=1 a’ hmn (m2 _jm,n) Jm(jm,n)
L ik|z—z'| 15.73
+ oma’k © ' (15.73)

Der Apostroph beim zweiten Summenzeichen soll daran erinnern, dass die Nullstelle ih&l =+k
schon explizit in dem Term in der zweiten Zeile beriicksichtigt worden ist. Dieser gibt wieder
die ”Sprachrohrmode”, die sich mit der Geschwindigkeit ¢ und einem Profil, das iiber den Rohr-
querschnitt konstant ist, ausbreitet. Fiir m # 0 gibt es keinen derartigen Term. Fiir hinreichend
grosse Werte von m und/oder n wird der Radikand von h;;w negativ. Dann muss man folgende
Ersetzung vornehmen;

K = e a/a® <0 ihn = N = W (15.74)

Die Summe iiber m kann umgeformt werden. Dabei ergibt sich:

o0

dooemlemd) L — i (2 = 6m.0) cos[m(p — ¢')]...
m=0

m=—o00o
Wie bereits am Ende des vorhergehenden Paragraphen beschrieben, kann die obige Reihendarstel-

lung der Greenschen Funktion G2 auch mit der Methode der schrittweisen Reduktion berechnet
werden. Dazu benétigt man zuerst die Vollsténdigkeitsrelation der Funktionen Jy, (j, ,7/a) eimo,
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15.3.2 Potential einer Punktladung in einem metallischen Rohr

Das elektrostatische Potential einer Punktladung @, die in einem geerdeten metallischen Rohr
vom Radius a an der Stelle 7 sitzt, kann ebenfalls mittels einer Greenschen Funktion berechnet
werden. Es gilt:
o = 2 ). (15.75)
€0

Die Greensche Funktion erfiillt die inhomogene Potentialgleichung und die Randbedingung:
AGl = — (5(77 — ’F); r=a: G1 =0. (15.76)

Fiir sie konnen sofort Darstellungen angegeben werden. Eine Integraldarstellung ist:

Gi(r, ¢, z;7' ¢, 2) = # Z (2= 0m,0) cos[m (¢ — ¢')] /0 d¢ cos[¢(z — 2')] g%)(r,r’),

m=0 (15.77)
gr(%)(rﬂ',) = Im(<p<) Km(CP>) - Im(Cp)Im(Cp/)Km(Ca)/Im(Ca)'

I, und K, sind die modifizierten Besselfunktionen. Diese Darstellung ergibt sich aus Gl. (15.52)

mit der Amplituden g%)(r, "), G1.(15.55) durch den Grenziibergang k — 0. v wird dann i(,

und aus den Besselfunktionen werden die modifizierten, s. Gln.(25.52). Ausserdem wurde die
Summation und die Integration zusammengefasst. Der gleiche Grenziibergang macht aus der
Reihe (15.64) die folgende:

Gi(r, o, 21", ¢, 7)) = (15.78)
oo o ' . ,

(2 — 5m70) COS[m((;S — qb,)} Z Jm(]m,.n’r'/a},;](ﬁ%(]m),nr /CL) e_jm,n‘z—zl‘/(l'
Immn I Um,n

1
2ra m=0 n=1
In der Ebene, die senkrecht zur Rohrachse durch den Quellpunkt geht, wo also |z — 2’| = 0 ist,
verliert die Exponentialfunktion ihre konvergenzerzeugende bzw. -beschleunigende Wirkung. Die
Reihe ist dort nur mehr bedingt konvergent, in der Umgebung dieses Punktes schlecht konvergent.
In diesem Fall arbeitet man besser mit der Integraldarstellung, die ungeféhr den Gln. (15.46) -
(15.49) fiir den Grenziibergang k — 0 entspricht. Diese Darstellung der Greenschen Funktion
und eine ausfiihrliche Diskussion derselben findet man in [14.1]
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