Kapitel 16

Die charakteristische Singularitat der
Greenschen Funktion und ihre
Auswirkungen

Jede Green’sche Funktin weist fiir den Grenziibergang
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wenn also der Aufpunkt in den Quellpunkt riickt, eine charakteristische Singularitdt auf. De-
ren Charakter hidngt nur von der Ordnung der Differentialoperators und von der Dimension
des Raumes ab. Er wird nicht beeinflusst von den Termen niedrigerer Ordnung des Differen-
tialoperators und nicht von den Randbedingungen im Enlichen oder Unendlichen. Fiir einige
Differentialoperatoren zweiter Ordnung, fiir die die Greensche Funktion in geschlossener Form
angegeben werden kann, wird dies im néchsten Paragraphen und in Tabelle 16.1 veranschaulicht.

Wenn das Definitionsgebiet der Greenschen Funktion nicht einfach genug ist, kann diese nicht
mehr durch geschlossene Ausdriicke dargestellt werden, sondern man hat Integrale oder unend-
liche Reihen (meist Eigenfunktionsentwicklungen). Die Singularitit der Greenschen Funktion
bewirkt aber, dass diese Reihen oder Integrale schlecht konditioniert sind. Sie divergieren nicht
nur dann, wenn der Aufpunkt mit dem Quellpunkt zusammenf#llt. Die Konvergenz der Reihen-
oder Integraldarstellungen versagt auch auf Kurven oder Flichen (mathematisch formuliert: auf
Mannigfaltigkeiten), die durch den Quellpunkt gehen. Und auch in der Umgebung dieser Man-
nigfaltigkeiten sind diese Darstellung fiir numerische Auswertungen wenig brauchbar. Mit der
Berechnung der Greenschen Funktion und der quellenméfiigen Darstellung ist man also noch
nicht am Ende. Meist kann man aber diese Probleme kurieren, indem man vom Integranden
oder von der Reihe entsprechende Korrekturterme abzieht, die das gleiche asymptotische Verhal-
ten wie die storenden Anteile der urspriinglichen Darstellung aufweisen. Diese Korrekturterme
miissen so einfach sein, dass sich deren Integrale oder Reihenentwicklungen in einer geschlossenen
Form angeben lassen, die die charakteristische Singulartit der Greenschen enthélt, wihrend das
kurierte Integral oder die kurierte Reihe eine nunmehr brave Funktion darstellen und daher gute
Konvergenzeigenschaften besitzen. Dies wird im iibernéchsten Paragraphen und auch in spéteren
Kapiteln an einigen Beispielen vorgefiihrt werden.



16.1 Die Singularitdt Greenscher Funktionen in geschlossener
Form

Diese Singularitéit der Greenschen Funktion hingt mit der Ergiebigkeit der Einheitsquelle zusam-
me
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Die zweite Umformung gilt, da das Oberflichenelement der n-dimensionalen Kugel um die Quelle
so aussieht:

dF = R"1dQ.

Damit erhalten wir fiir die Greensche Funktion in der Nihe der Quelle folgende Bedingung:

(16.1)

oG 1 G~ gz fiir n>2,
OR  Rn! G~InR fir n=2.

Bei diesen Differentialoperatoren zweiter Ordnung ist die Greensche Funktion im eindimensio-
nalen Fall stetig; sie hat nur einen endlichen Sprung in der 1. Ableitung. Im zweidimensionalen
Fall hat sie eine logarithmische Singularitét. Bei der Dimensionen n > 3 hat sie einen Pol der
Ordnung n — 2. Bei Differentialoperatoren htherer Ordnung ist diese Singulatitét noch stérker.

Tab. 16.1 Green’sche Funktionen verschiedener Differentialoperatoren 2. Ordnung
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16.2 Auswirkung der Singularitidt auf die Konvergenz der Rei-
hendarstellung

Die Sinularitét hat einen bestimmenden Einfluss auf das Konvergenzverhalten von Reihen- oder
Integraldarstellungen der Greenschen Funktion, die ja aus Uberlagerungen partikulirer Integrale
des zugehorigen Differentialoperators bestehen. Diese Darstellungen bestehen aus Ausdriicken,
die iiberall im Definitionsgebeit, also auch an der singulidren Stelle der Greenschen Funktion
endlich sind. Die Darstellung kann also das singulédre Verhalten nur insofern wiedergeben, als
sie divergiert. Dies hat aber zur Folge, dass diese Darstellung auf einer Kurve oder Fliche,
die durch den singuldren Punkt geht, und nicht nur an diesem Punkt selbst, schlecht oder gar
nicht konverigiert. Dieser Sachverhalt und Massnachmen zur Verbesserung werden in diesem
Paragraphen und in nachfolgenden Kapiteln behandelt werden.

In diesem Kapitel werden nur zweidimensionale Probleme untersucht. Bei diesen ist die charakte-
ristische Singularitdt der Greenschen Funktion logarithmisch, also wie In R, wobei R der Abstand
zwischen Quell- und Aufpunkt ist.



16.2.1 Das Verhalten der Greenschen Funktion der zweidimensionalen Diffustions-
und Potentialgleichung

Die Diffustionsgleichung
Die Greensche Funktion der Diffustionsgleichung
AG — ¥ G = — *(xz—2) (16.2)

wurde in Gl.(14.15) in geschlossener Form ausgedriickt:
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in G1.(14.17) als unendliche Reihe. Diese wurde hier mit I_,,,() = (=)™ Ln(), K_m() = (=) Kn(),
umgeschrieben:
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Dadurch, dass sich die Exponentialfunktionen wegheben, ist auf dem Kreis p = p’ nur mehr
bedingt; sie hingt entscheidend von den Oszillationen des Kosinus ab. Auch in einem Ringbereich
um diesen Kreis ist die Konvergenz noch sehr langsam.

Die Potentialgleichung

Die Greensche Funktion der Potentialgleichung
AG = — 8%z —2') (16.9)

wurde in Gl.(14.19) in geschlossener Form, in G1.(13.66) als unendliche Reihe ausgedriickt:
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Die Reihe ist bedingt, also schlecht konvergent. Noch schlimmer ist es, wenn man versucht, das

Feld einer Linienladung daraus zu berechnen. Die Ladung e ist in (p/, ¢’ = 0); der Aufpunkt in
(p>p, 8).
oo 1 / m
2m g9 D(p,¢) = 2m e G(p,¢;p',0) = —Inp + z_:o — cos(mg) (i))



Daraus folgt dann fiir die radiale Feldstérke:
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Die hier gezeigten Beispiele zeigen das typische Verhalten von Reihendarstellungen der zweidi-
mensionalen Greenschen Funktion wie es aus deren Singularitét resultiert. Die mangelnde Kon-
vergenz ist hier kein Problem, weil man ja so die geschlossenen Ausdriicke verwenden kann. Die
Reihenentwicklungen sind aber niitzlich, um in anderen Féllen, wo es nur Reihendarstellugnen
der Greenschen Funktion gibt, die Singularitéit zu isolieren.



