Kapitel 24

Greensche Tensoren fiir das
elektromagnetische Feld in isotropen
Medien

24.1 Verallgemeinerte Maxwellsche Gleichungen

Die Maxwellschen Gleichungen werden durch das Einfiigen von magnetischer Ladungsdichte pp,
und magnetischer Stromdichte M in eine allgemeinere und symmetischere Form gebracht:

Vel 2% - vxH = -7, (24.1)
V.| VXE + po 20 — (24.2)
V.-eE = p, (24.3)
V.-uoH = pn. (24.4)

E = Elektrische Feldstirke, H = Magnetische Feldstéirke; J = Elektrische Stomdichte, M = Ma-
gnetische Stomdichte (fiktiv); p = Elektrische Ladungsdichte, p,, = Magnetische Ladungsdichte.
Wendet man auf die ersten beiden Gleichungen, wie angedeutet, die Operation div an, erbeben
sich folgende Kontinuitétsgleichungen fiir die Ladungen und Stréome.

v-J=-2 (24.5)
V-M = % (24.6)

Randbedingung im Unendlichen: Austrahlungsbedingung = auslaufende Wellen.
Randbedingung auf ideal leitenden Koérpern (Flidche F mit Leitfahigkeit o = o0):

Ey =: nxE =0, VrelF. (24.7)

n ist die Flachennormale auf F.
Allgemeinere Randbedingung;:

nxE = Z-H, VreF. (24.8)

Z, = Tensor der Oberflichenimpedanz;
Z = Z 1 fiir isotrope Medien, I = Einheitstensor.



Quellenfreier Fal: J=M =p =p,, =0 :

1 O’°E
E —— = 24.
V x (V x )+028t2 0, (24.9)
1 0°H
H —-—— = 0 24.10
V x (V x )+028t2 ; ( )
V- gE = 0, (24.11)
V- pH = 0. (24.12)
copto = 1/c% E und H sind quellenfrei; sie sind reine Wirbelfelder. Sie sind aber Quellen-

und Wirbelfelder, sobald irgendwelche Quellen vorhanden sind. Die Felder der inhomogenen
Gleichungen haben einen etwas anderen Charakter als die der homogenen.

24.2 Quellenmissige Darstellung der Losungen mittels Green-
scher Tensoren im freien Raum.

E(r,t) = - /Gee(r,t;r',t')'J(r’,t') de’dt’ — /Gem(r,t;r',t’)'M(r’,t’) dr'dt’,
(24.13)

H(r,t) = - /Gme(r,t;r’,t’)J(r',t’) dr'dt’ — /Gmm(r,t;r’,t')-M(r’,t') dr'dt’.
(24.14)

Einsetzen dieser linearen Ansétze in Gln.(24.1) und (24.2) gibt wegen der Willkiirlichkeit von J
und M folgende Differentialgleichungen fiir die vier Greenschen Tensoren Gy;:

€0 8;“ — VxGpe = I6(r—1)st-1), (24.15)
V X Gee + po OGme  _ 0; (24.16)
ot
aGem
- mm = 5 24.1
€0 ot V xG 0 ( 7)
VX Gem + o aGa’;m = I6(r—1)d@t—1t). (24.18)

Alle vier Tensoren miissen auch der Kausalitéitsbedingung geniigen:
Gij(r, t;r',t") = 0, fir t<t. (24.19)

Eliminiert man die Tensoren mit gemischten Indices, ergeben sich folgende Differentialgleichungen
fiir die Komponenten mit reinen Indexpaaren:

1 9°Gee 9
V x (V X Gee) + ?W = ,U,Ua I (5(1‘ — I'/) 5(t — t/), (2420)
1 6ZC"fmm _ 8 / /



Die Zeitabhéangigkeit wird jetzt durch einen Fourierintegralansatz beriicksichtigt:

1 & ; /
st—t) = o dw e (=), (24.22)
™ [e.e]
Gee(r, ;7' t) = —iwpg 2i dw e @M (50, (24.23)
™ —0o0
1 [ : /
Gum(r, t;1' 1) = —iweg 2/ dw e @) (1), (24.24)
™ —0o0

Damit wird aus den beiden obigen Differentialgeichungen:
Vx (VxTW)y — 2rey) = 160 —-r1), j=1,2 (24.25)
Die Fouriertransformierten der Felder werden wie in GI.(24.22) angesetzt. Wenn nur eine elektri-
sche Stromdichte vorgegeben ist (also M = 0), wird aus GIl.(13):
E(r) = iwpo / () - J(x') dr'; (24.26)

ebenso fiir eine vorgegebene magnetische Stromdichte (also J = 0) aus Gl.(14):

H(r) = iweg / T (r;r') - M(r') dr'. (24.27)

24.3 Randbedingungen der Greenschen Tensoren an leitenden
Flachen

Auf der Oberfliche F unendlich gut leitender Korper muss das tangentielle elektrische Feld
Null sein. Diese Bedingung impliziert gem. (24.13) und (24.26) folgende Randbedingung fiir die
Greenschen Tensoren:

n xE=0: nxG, = nxGg, = 0,
nxITM = 0 fir VreF. (24.28)

Fiir das magnetische Feld H gibt es keine direkte Bedingung. Man muss durch Rotorbildung in
GIn.(24.13) und (24.27) aus dem magnetischen ein elektrisches Feld machen und fiir letzteres
wieder die obige Bedingung verwenden. Dies gibt dann:

n xE=0: nx(V xXGp) = nx(V xXGuyy,) =0,
nx (V xr®) = 0 fir VreF. (24.29)

Bei Anwesenheit leitender Kérper sind die Darstellungen (24.13), (24.14), (24.26) und (24.27)
nicht mehr vollstéindig, weil die Rdnder auch Beitrége liefern kénnen. Dies wird im iibernéchsten
Paragraphen behandelt.

24.4 Symmetrien der Greenschen Tensoren

Die oben eingefiihrten Greenschen Tensoren besitzen folgende Symmetrien, wie diese typisch sind
fiir Losungen selbstadjungierter vektorieller Differentialgleichungen:

@) = W, r) I‘,(Cog)(r;r’) = F(gz)(r’;r), a € {0,1,2}; (24.30)
V/ % I‘(O)(I‘/; I‘”) _ vV x 1-\(0) (I‘//; I‘/);

(24.31)

V xTOE: ey = v xT@e" ). (24.32)



'@ ist die transponierte Matrix zu @,

Zum Beweis der Symmetrien der Greenschen Tensoren wird der symmetrische Greensche Satz in
der Vektorform (s. Kap.4) benotigt; dieser lautet:

///B.(VX(VXA))dr—///A.(VX(VxB))dr:
- // (A (VxB)) ds‘// x (V x A)) dS (24.33)

Zum Beweis von (24.30) werden die nachfolgenden Ausdriicke:
A=a:=TYrr)e B=>b:=Trr) ¢

mit € und €” gleich willkiirlichen konstanten Vektoren in den obigen Greenschen Satz (24.33)

eingesetzt.
/// drI‘ (r;r') € cijk O krs Or I‘( )(r ) el —

k2 I‘(CX)(I- I'”) e” + 5zt6(r I'”) e//

/// drI‘ rr)eeewk(‘) Ekrs O I‘,Et (r;1) //dS'

k2 T(rr!) ¢ + 5,6(r—1) e

Die gerade gezeigten Ersetzungen benutzen die rotrot-Gleichung (24.25) der Greenschen Tenso-
ren. Die zwei dabei entstehenden Terme proportional zu k% heben sich weg, Iin den zwei verblei-
benden Termen kénnen die Integrationen ausgeiihrt werden. Das gibt dann folgende Gleichung;:

ey ey Fg?)(r;r") — I‘gf)(r; )| = 0.

Wegen der Willkiirlichkeit der beiden Vektoren € und €” muss der Ausdruck in der rechteckigen
Klammer Null sein; dies ist gerade die Identitét (24.30). Das Oberflichenintegral ist Null wegen
der homogenen Randbedingungen, die fiir die Greenschen Tensoren vorgeschieben worden sind.
Dies wir nun noch etwas weiter ausgefiihrt. Die Fldche fiir das Oberflachenintegral besteht nur
aus der unendlich fernen Fliche F,, die das gesamte Volumen einschlie3t, wenn der Beweis fiir
den Tensor T'(?) gefithrt wird. Auf dieser muss die Ausstrahlungsbedingung gelten; diese bewirkt
dass der Integrand Null wird. Wenn die beiden Tensoren TI'D bzw. T betrachet werden, dann
besteht die Fléche fiir das Oberflichenintegral aus F., und aus einer oder mehreren metallischen
Oberflichen F,,, auf denen die Randbedingungen (24.28) bzw. (24.29) vorgeschrieben sind. Auch
diese bewirken, dass der Integrand des Oberflichenintegrals Null wird. In diesem Oberflichenin-
tegral

//dSn B x (VxA) — Ax(VxB)] //dS (n,B,VXxA) — (n,A,VxB)] =90

werden bei der Untersuchung von r'® fir A und B die nachfolgenden Ausdriicke eingesetzt;
damit wird aus dem obigen Oberfléchenintegral:

A =TWEr). ¢, B =TW(;r") . e,

J [ ds [(an‘(l)-e”)-(VxA) — (nxTW.¢). (V xB)
=0 =0

%]



Bei der Untersuchung von I'® werden fir A und B die nachfolgenden Ausdriicke eingesetzt;
damit wird aus dem obigen Oberflichenintegral:

A = I‘(Q)(r;r’)-e/, B = I‘(z)(r;r”)-e";

0= [ [ as[-B-(nx(VxI®).¢) = A-(nx (VxT®).e")]
=0 =0

Zum Beweis von (24.32) werden die nachfolgenden Ausdriicke:
A =a:= VX I‘(Q)(r; r)-e, B =Db = I‘(l)(r; r’) e’
in den obigen Greenschen Satz (24.33) eingesetzt.

/// dr Eiva O I‘Ee)(r r') et) €ijk 0j Ekrs 87« I‘(l)(r; ) e —

k2 T (r;e) e" + 8.8(r—1") €,

/// drF (r;x")eyeijn 0 Esvw Oy 5kr58 I‘;t)(rr )ep = // ds’... = 0.

k2 T2 (0r) ef + 8p5(r—17) €]

Die gerade gezeigten Ersetzungen benutzen die rotrot-Gleichung (24.25) der Greenschen Ten-
soren. Die zwei dabei entstehenden Terme proportional zu k% heben sich weg; in den zwei ver-
bleibenden Termen konnen die Integrationen ausgeiihrt werden. Dabei muss die Ableitung der
0-Distribution noch auf den Greenschen Tensor iiberwilzt werden:

/// dr 0; (I‘SZ)(I‘; ") egji O(r — r’)) = — // dS' nj €jp I‘](Cle)(r;r’) Sr—r') =0
% S
= /// dr e I‘g?(r; r') 9;6(r—1') + /// dr 6(r — ') epju 83-1"5)(1';1'”).
v v

Das gibt dann folgende Gleichung:
e, ey agjk(?;-Tg)(r",r’) — 5tjk8;I‘](€1£)(r’,r”)} = 0.

Wegen der Willkiirlichkeit der beiden Vektoren € und €” muss der Ausdruck in der rechteckigen
Klammer Null sein; dies ist gerade die Identitit (24.32). Das obige Oberflichenintegral ist Null
wegen der homogenen Randbedingungen fiir die beiden Greenschen Tensoren. Dies wird noch
etwas ausgefiihrt:

//dSn-[Bx(VxA) — Ax(VxB)] =
S

// dSn-[(n,B,VxA) — (n,A,V x B)]

mxB)- (VxA) — (nxA) (VxB)
(nXIO‘(l) ) (VxA) — (nX(Y:FQ) ) (V x B).



24.5 Quellenmiflige Darstellung der E- und H-Felder durch Green-
sche Tensoren

Wir betrachten ein Gebiet V das von einer Grenzfliche & umschlossen wird. Dies kann auch
der ganze dreidimensionale Raum sein, der von der unendlich fernen Kugel oder einer anderen
unendlich groflen geschlossenen Fliache abgeschlossen wird. Innhalb von V sind alle Felder und
Greenschen Tensoren definiert, es existieren ihre Ableitungen, sodass sie auch die zugehorigen
Differentialgleichungen befriedigen. Ist S die unendlich ferne Fldche, dann erfiillen die Felder
und die Greenschen Tensoren die Austrahlungsbedingung(en). Das Gebiet V ist ein Teilgebiet
von Gebiet V, das von der Fliche Gebiet S eingeschlossen wird. Das elektrische Feld E und das
magnetische Feld bh erfiillen die folgenden quellenfreien, also homogenen, Differentiagleichungen:

Vx(VXE) — K*E = 0; Vx(VxH) — k*H = 0; (24.34)

Das Feld innerhalb von V soll durch die Tangentialkomponenten an der Oberflache S ausgedriickt
werden. Dazu setzten wir im Greenschen Satz (24.33):

a(r') = E), b)) =T r)- e

mit einem willkiirlichen konstanten Vektoren e und bekommen nach Einsetzen der Differential-
gleichung fiir den Greenschen Tensor, der obigen Differentialgleichung fiir das elektrische Feld
und der Rotorgleichung fiir das elektrische Feld und Kiirzen den nachfolgenden Ausdruck:

/// ) I-edr —r)d' = E(r)-e =
_ n- [BO) < (V x TO(x) - e) — iw ey ol
Z/ [E()X(erl( ) e) W H x T (7 }

Wegen der Willkiirlichkeit des Vektors e folgt dann:

Blr) = —dwp / / ds' (n' x H(x")) - TW('sr) - / / dS' (' x B(r)) - (V/ x TO(x';1))
s 5

(24.35)
= —iwp // dS' TW(r;r') - (n' x H(r VX// dS' T (r;r') - (n' x E(r)).
S

In den obigen Oberflichenintegralen kommen beide Greenschen Tensoren vor. Dies kommt daher,
dass die Fliche S innerhalb von S liegt. Auf der letzteren sind den Greenschen Tensoren Rand-
bedingungen vorgeschrieben, aber nicht auf S ! Jetzt wird eine elektrische und eine magnetische
Oberflichenstromdichte definiert:

Jo = — (0’ xH(r")), Jn = (0 xE(r)). (24.36)

Wenn das #uBere Feld abgeschaltet wird, dafiir aber an der Oberfliiche S die eben defnierten Ober-
flichenstrome eingeschaltet werden, dann ist in V' das gleiche Feld wie vorher; aber ausserhalb ist
das Feld Null. Die bisherige Vorgangsweise soll nochmals mittels einer mehr physikalischen Vor-
gangsweise erldutert werden. In einem Teilgebiet V des Raumes existiert ein elektromagnetisches
Feld. Da wir oben keine Quellen eingeschlossen haben, miissen diese ausserhalb von V liegen.
Dieses (real existierende) Feld geht in die obigen Gleichungen ein. In den Oberflichenintegralen
stehen die tangentiellen Komponenten sowohl des elektrischen als auch des magnetischen Feldes.
Diese vier Feldkomponenten passen zusammen, weil sie von einem bereits vorliegenden realen



elektromagnetischen Feld herrithren. (Es sei nochmals darauf hingewiesen, dass im allg. bereits
zwei der sechs elektromagnetischen Feldkomponenten die anderen bestimmen, also die vollsténdig
willkiirliche Vorgabe von vier zu einer Uberbestimmung fithren konnte.)

Ist S = S, also gleich der Fliche, auf der den Greenschen Tensoren die Randbedingungen (24.28)
bzw. (24.29) auferlegt sind, dann ergibt die obige Darstellung (24.35):

E(r) = // dS (n' x E(r))) - (V' x T ;1)) = (24.37)
S
= —Vx dS' T (r;1') - (n' xE(r')) = -V x dS' TP (r;r') - T (r)).
/) /)

Der erste Term von (24.35) ist Null wegen der Randbedingung n x ') = 0. Das Spatprodukt
des Integranden kann leicht so umgeformt werden, dass es diesen Term enthilt. Die gerade an-
geschriebene Darstellung enthélt nur mehr die tangentielle elektrische Feldstérke, also maximal
2 Komponenten. Diese sind daher in hohem Mafe frei wihlbar.

Da in GI1.(24.35) noch keine Randbedigungen fiir den Greenschen Tensor vorgeschrieben waren,
kann man I'") durch I‘(z), und umgekehrt, ersetzen:

E(r) = —iwp // dS' (n' x H(r')) TA (' r) — // dS' (n' x E(r)) - (V' x I‘(2)(r';r)) =
S S

(24.38)
= —iwp /S/ dS' T (r;1') - (n' x H(r')) = V x é/ dS' TW (r;1) - (n' x E(r)).

Die Spezialisierung S = S’ ergibt dann:

E(r) = —iwp // dS' (n' x H(r')) T3 r). (24.39)
S

Aus GIn.(24.37) und (24.39) folgt also: Man kann das Feld in V erzeugen, indem man auf
der Oberfliche S entweder das tangentielle elektrische Feld nxE oder das tangentielle
magnetische Feld n x H vorgibt.

Die quellenméflige Darstellung des Magnetfeldes kann durch analoge Berechnungen abgeleitet
werden. Das gleiche Resultat ergibt sich einfacher, indem man in den obigen Gleichungen folgende
Ersetzungen vornimmt:

E-H H- -"E 10O 1@ p® . pO (24.40)
1

H(r) = iwe // ds’ (n'xE(r')).r<2>(r’;r)—// dS' (n' x H(r')) - (V' x T¥ ;1)) =
S S
(24.41)
= iw "TO (7)) (0’ x E(r)) = V x "TO (7)) - (0 r')).
_ sé/dSI‘(,)( E())V{/dSI‘(,)(xH())

Die Spezialisierung S = S’ ergibt dann:

H(r) = iwe / / dS' T (r;r') - (n' x E(r)) (24.42)
S

7



Da in GIl.(24.41) noch keine Randbedigungen fiir den Greenschen Tensor vorgeschrieben waren,
kann man I'") durch I‘(Q), und umgekehrt, ersetzen:

H(r) = iwe // dS' (n' x E(r')) T (s r) — // dS' (n' x H(r')) - (V' x I‘(l)(r';r)) =
S S
(24.43)
= zws//dS' ) (0’ x E(r) Vx//dS’I‘(er) (n' x H(r')).
Die Spezialisierung S = S’ ergibt dann:

H(r) = — / / dS' (0’ x H(r')) - (V' xTW(;r)) = (24.44)
= —Vx dS' T (r;r') - (n' x H(r')).
[

Wir betrachten nun Felder, die von einer elektrischen Stromdichte erzeugt werden, der an der
Oberflache eines vollkommenen Leiters fliefit. Da diese Stromdichte mit dem tangentiellen Ma-
gnetfeld an der Oberfliche durch J. = —(n’ x H(vr)) (n’ weist in das Innere des Leiters)
verbunden ist, muss fiir den umgebenden freien Raum gelten:

E(r) = iwp // dS' (n' x H(r')) - TO(r';r) =
S

= —iwp // dS' J.(v') - T(r/;v) = — dwp // dS' T°(r;r') - Je(r'),

S

H(r) = - // ds' (0’ x H(r")) - (V' x TO@;r)) =
S

= // ds' J V' x TO;r)).

Diese quellenméfigen Darstellungen erfiillen aber nicht die Randbedingungen n x E = 0 (oder
x (VxH) = 0aufS, da I'® der Greensche Tensor des freien Raumes ist.

(24.45)

(24.46)

24.6 Der Greensche Tensor des freien Raumes

Wir suchen nun einen analytischen Ausdruck fuer den Greenschen Tensor des freien Raumes.
Hier ist T = 1® .= I‘(O); ein Unterschied ergibt sich erst, wenn Materie vorhanden ist;
dann ergeben sich unterschiedliche Randbedingungen und damit unterschiedliche Ausdriicke. Der
Differentialoperator von Gl.(24.25) unterscheidet sich vom Vektor Laplaceoperator:

AA = V(V-A)— Vx(VxA) = grad divA — rot rotA. (24.47)

Um den Greenschen Tensor der Vektorhelmhotzgleichung

A.TH 4 p2p#H) — _1 S(r—1') (24.48)



zu bekommen, gehen wir mit dem Ansatz

in die obige Gleichung und finden:
I(AG + k? G(r; r')) = -I6(r—1').

Dies ist die Gleichung fiir die skalare Helmholtzgleichung (Kap.11) multipliziert mit dem Ein-
heitstensor. Die Losung, die der Ausstrahlungsbedingung geniigt, kann von dort iibernommen
werden (Zeiabhingigkeit =)

QiklT—1|
r .— I Go(r;r') =

4rle — 1|’

Der Greensche Tensor fiir das elektrische oder magnetische Feld im freien Raumes geniigt der
G1.(24.25):

Vx (VxTO) — 22rO0@r) = 16r—1r). (24.49)
und hat folgende Form:
1
rOwr) = (I - = VV)Go(r;r') = (24.50)
ikl =]

1 1
= I+ 5 VV)G = I+ 5VV)G = (I~ 5VV)

Ar|r — 1|

Diesen Ausdruck findet man, indem man zunéchst G1.(24.49) von vorne skalar mit V multipliziert;
dies gibt:

B V.-TO@FE ) = —Vir—r) = Vi —r).
Wegen der Indentitét (24.47) kann G1.(24.49) umgeschrieben werden zu:
1
(A + 1) - TO@rr) = (1 - 3 VV)o(x —r').

Mittels des Ansatzes (24.50) ergeben sich dann fiir G aus den beiden letzten Gleichungen folgende
Bedingungen:

(A + EHGo(r;v) = —6(r—71),

(V + V)Go(r;r') = 0.

Die letzte Bedingung ist erfiillt, wenn g(r;r’) eine Funktion von r —r’ ist. Die Losung der skalaren
Helmholtzgleichung erfiillt beide.

24.7 Die Greenschen Tensoren des Halbraumes

Greenschen Tensoren, die léngs einer ideal leitenden Berandung die Randbedingung Eqng = 0
erfiillen, wurden im vorvorigen Paragraphen eingefithrt und verwendet, ohne dass die Gestalt
der Berandung spezifiziert wurde. Hier wird nun der Halbraum z > 0 betrachtet, der von einer
leitenden Ebene bei z = 0 begrenzt wird. Die beiden Greenschen Tensoren sind also Losungen
der inhomogenen Differentialgleichung (24.25) im Halbraum

V x (V x I‘Sﬁl)) — k? Fgra)(r;r’) =1I6(r—1), 2>0, a=1,2 (24.51)



und erfiillen folgende Randbedingung auf der metallischen Berandung;:

2=0: nxTPmr) = o0 (24.52)
2=0: nx(VxTPxr)) = o. (24.53)

Beide Tensoren kénen aus dem des freien Raumes,I‘(l) , durch Spiegelung abgeleitet werden. Es
ist zweckméfig sich vorzustellen, dass das zu r® gehorige elektrische Feld gem#fl Gln.(24.13)
und (24.26) von einem infinitesimalen eletrischen Dipol p §(r —r’), der sich im Punkt r’ befindet,
erzeugt wird; dementsprechend das magnetische Feld, das durch geméaf8 Gln.(24.14) und (24.27)
durch T'®aufgebaut wird, von einem infinitesimalen magnetischen Dipol, m d(r — r’) erzeugt
wird:

Er) = T p(r), (24.54)
H(r) = T? . m(r). (24.55)

Im Halbraum z > 0 wird das Feld, das auch die jeweilige Randbedingung befriedigt, gebildet,
indem man den priméren Dipol an der leitenden Ebene spiegelt;

p 8(z—a)ély—y)d(z—2) — p dx—2)dy—y)dz+2) (24.56)
mdé(z—12)6(y—vy)d(z—2) — m' §x—-2)0(y—y)dz+27). (24.57)

Die Spiegelung des Quellpunktes 1483t sich auch so darstellen:

r = rh—krlz e. (e; 1)+ (r —e. (e, 1))
"o ’ A r_ ’ (24'58)
— 1 =-1j+r; =1 — 2ee; 1 = (I — 2e.e;)-r'.
z z
y A
P
r,
Z:O Z:O
r” r”
N
p7 m7

Abbildung 24.1: Spiegelung eines elektrischen p (linkes Bild) und eines magnetischen m (rechtes
Bild) Dipols an einer unendlich gut leitenden Ebene in z = 0. Bei der Spiegelung dndert jeder
Dipol nicht nur seine Position in der Art wie oben gezeichnet und analytisch in Gln. (24.58)
angegeben ist, sondern auch seine Richtung. Die Richtungséinderung ergibt sich aus dem physi-
kalischen Charakter jedes dieser Dipole. Der eletrische Dipol besteht aus zwei entgegengesetzt
gleichen Ladungen. Jede dndert bei der Spiegelung ihr Vorzeichen. Der magnetische Dipol wird
von einer Ladung erzeugt, die auf einem kleinen Kreis umé&uft. Dessen Normalenvektor wird
gepiegelt, ebenso das Vorzeichen der Ladung und der Umlaufsinn.

Bei der Spiegelung dndert jeder Dipol nicht nur seine Position in der Art wie sie in den vorher-
genden Gleichungen angegeben ist, sondern auch seine Richtung (s. Abb.24.1).
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Felder, die im Halbraum den durch (24.54) und (24.55) dargestellen gleichwertig sind, sind dann
gegeben durch:

Er) = TO@rmr): p(r) — TO®r,r") (I - 2e.e.) pe(r”) (24.59)
H(r) = T'O®@r): pn) + TO@, ") (I — 2e.e.) pm(r”) (24.60)

Damit bekommt man fiir die beiden Tensoren des elektromagnetischen Feldes im Halbraum z > 0,
die den Randbedingungen ( 24.52 ) bzw. ( 24.53 ) geniigen, die folgenden Darstellungen:

I‘Srl’2)(r; ) = TO@;r) 7 TO@,r — 2e.e.-1)- (I — 2e.e.). (24.61)

24.7.1 Das Feld im Halbraum als Funktional des Randfeldes

Der zuvor abgeleitete Greensche Tensor wird nun benutzt, um das Feld im Halbraum z > 0 zu
berechnen, das von einem tangentiellen Feld erzeugt wird, das in der Ebene z = 0 vorgegeben
ist. Die Quellpunktskoordinate in dieser Ebene ist r*, der Normalenvektor ist n:

r* = (z,9,0); n = —e,. (24.62)

Die beiden Greenschen Tensoren werden mit dem tangentiellen elektrischen Feld e, x E iiber-
schoben.

I () - (e. x B(r)) = TO(x;r))- (e, x E()) F
F IO 2esee k) [(on X BF)) — 2eses- (ex % EE)]

Der zweite Term in der rechteckigen Klammer ist Null, weil er ein Spatprodukt enthélt, in dem
zweimal der Vektor e, auftritt. Das Produkt e, - r* ist immer Null. Daher ergeben sich aus der
vorhergehenden Gleichung folgende Resultate:

) (ez X E(r’*))) — 0 (24.63)
T (r,r) . (ez X E(r’*))) — 27O ). (ez x E(r’*))> . (24.64)

Diese Formeln gelten auch, wenn man E durch H ersetzt. Damit ergeben sich aus den Formeln
(35), (39), (36) und (41) folgende Darstellungen:

E(r) = Vx2 / / dS' TO(r,r™) - (e, x E(r'™)), (24.65)

H(r) = — 2iwe S/ / dS' TO(r,r'*) - (e, x E(r'™)), (24.66)

E(r) = 2iwp /S/ dS' TO(r,x*) - (e, x H(r'™)), (24.67)

H(r) = Vx2 7/ dS' TO(r,r") - (e, x H(r'™)). (24.68)
S
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24.8 Eigenfunktionsentwicklung des Greenschen Tensors des elek-
tromagnetischen Feldes im freien Raum

Die Vorgangsweise ist analog zu der im Kap.22, fiihrt aber zu einem anderen Resultat, Wir gehen
wieder von der Vollstandigkeitsrelation (22.9) der normierten Vektorfelder L, M, N (22.8) aus:

I6(r — 1) = / / / dk [ﬁk(r) Ly (r)) + My (r) My () + Ni(r) Nk(r’)}. (24.69)

Dementsprechend ist der Ansatz fiir den Greenschen Tensor:

r,r) = ///dk X

<91 (10) Lie(r) Lyex') + 9™ (1) My () My () + 9™ (k) Nye(r) Nye(x1)]

Diese Felder werden mit ebenen Wellen gebildet:

1\32 1\32
Py (r) = (2) Gk <2> gilthe @ by y ke 2), (24.70)
™ ™

Beide Ansitze werden in die folgendeDifferentialgleichung
Vx (VxTOy — @210 r) = 16 —1). (24.71)

fiir den Greenschen Tensor (vgl. G1.(23.25)) eingesetzt. Der Differentialoperator iibt folgende
Wirkung auf die Vektorfelder aus:

Vx(VxLy(r) =0, Vx(VxMy(r) = kM, Vx(VxNp(r)) = k*Ny. (24.72)
Damit ergeben sich folgende Gleichungen fiir die Amplitudenfunktionen ¢(® (k):
SR P = 1 2 - k) g = 1 (2 — k) g M) = 1. (2473)

Die Eigenfunktionsentwicklung des Greenschen Tensors der Gl.(24.71) im freien Raum, die im
Unendlichen der Ausstrahlungsbedingung geniigt, lautet also:

O ) o /7 /dk [Mk<r>Mk<r'> + N ()N () Lk<r>Lk<r'>] o

(k2 — K2) 12

In quellenfreien Gebieten muss es moglich sein, das Feld nur durch die solenoidalen Felder M
und N auszudriicken. Wir addieren die Vollstéindigkeitsrelation (24.69) dividiert durch x? zum
vorhergehenden Ausdruck, um die Quellenfelder L zu eliminieren.

x 9 . A X .
rO () - / / / dk(kQ_kM My ()N () + N ()R ()] (24.75)

1
— = I8 — 1)
e (r r')
Diese Darstellung enthélt nur die solenoidalen Felder M und N und einen Quellterm, der aus-
schlieBlich im Quellbereich, also an r = r’, von Null verschienden ist. Im quellenfreien Bereich
wird also das Feld durch die solenoidalen Felder allein reprisentiert.
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