Kapitel 4

Adjungierter Differentialoperator.
Verallgemeinter Greenscher Satz

Bei Randwertproblemen muss das Feld (oder allgemeiner die Funktionen, die den physikalischen
Vorgang beschreiben) im Inneren des Bereiches in Beziehung gebracht werden mit den Werten
auf dem Rand dieses Bereiches. Dazu dienen Integralséitze, wie z.B. der Gauflsche Satz der Vek-
torrechnung und Verallgemeinerung, die daraus abgeleitet werden kénnen. Wir nehmen dabei an,
dass die in den Integranden vorkommenden Funktionen im ganzen Bereich geniigend oft diffe-
renzierbar sind. Leider ist diese Voraussetzung bei den spéter tatséchlich beniitzten Greenschen
Funktionen nicht erfiillt. Trotzdem werden die damit erhaltenen Resultat richtig sein.

Im Gauschen Satz

/// diva dV = //(Ei-ﬁ) dF (4.1)
12 F

Abbildung 4.1: Das Volumen V wird von der Fliche F eingeschlossen.
77 ist die nach aussen gerichtete Flichennormale.

bezeichnet F die Fliache, die das Volumen V einschliet; 77 ist die auswérts gerichtete Norma-
le (s.Abb.4.1). @ ist ein vorgegebenes Vektorfeld. Der Graufische Satz wurde hier fiir den 3-
dimensionalen Raum angeschrieben. Er gilt auch im 2-dimensionalen (dann kommt statt dV das
Fléchenelement dF und rechts statt dF das Linienelement ds) oder auch in einem n-dimensionalen
Raum. Das gleiche gilt fiir den 1. und 2. Greenschen Satz, die aus (4.1) abgeleitet werden. Setzt
man man @ = v gradu, dann erhélt man den 1. Greenschen Satz:

///(Vu-VervAu)dV:/ v@d}'.
on
1%

f

Vertauscht man dann « mit v und zieht den resultierenden Ausdruck vom ersten ab, bekommt
man den 2. Greenschen Satz:

///(uAv—vAu)de//(ugZ—U?Z)d}". (4.2)
v F

Dieser Satz wird in den nachfolgenden Paragraphen verwendet werden, um die Loésung von
Randwertproblemen der Helmholtz- und Potentialgleichung mittels der zugehérigen Greenschen
Funktion darzustellen. Ganz allgemein 143t sich fiir jeden linearen Differentialoperator L eine zu
Gl.(4.2) analoge Formel ableiten, die (verallgemeinerter) Greenscher Satz genannt werden wird.



4.1 Greenscher Satz fiir eine Variable

Der skalare Differentialoperator
Lu = av’ + bu + cu (4.3)

wirkt auf die skalare Funktion u(x) der einen Variablen x; von dieser hingen auch a(x), b(x),
c(x) ab. Striche bezeichnen die Ableitung d/dz. Lu wird von links mit der Funktion v(x) mul-
tipliziert, anschliefend werden die Ableitungen herausgezogen, bis entweder ein d/dx vor dem
ganzen Ausdruck steht oder u nicht mehr differenziert wird.

vLu = wad +vbd + vecu
vbu = i(Ubu) —u i (bv) = (vbu)/ —u (bv)/.
dx dx
d d
" _ . / _ / _
vauw = - (vau') — wu T (va)
B d , d , d?
= %(vau) o (u (av)) + u ) (av).

Die einzelnen Zeilen werden nun so umgeschrieben, dass die Ausdriicke, vor denen d/dx steht,
auf der rechten Seite iibrigbleiben:

vau' — u(av)’ = %[vau’ — u(av)’],
(vbu) — u (bv) = i(vbu),
dz
veu — UCv = 0.
vIiu — uwLl*v = a J (4.4)
dz
mit
L'v = (av)" — (W) + cv (4.5)
= a” +2d - bV + @ -V + v
und

j = vau' — u (av) + buv. (4.6)

Addition der ersten drei Zeilen gibt Gl.(4); dabei wird die zweite Kolonne der linken Seite in
der Definition des Operators L*, Gl. (5), zusammengefasst. Ebenso resultiert aus der rechten
Seite die Definition des ”Stromes” j von GL.(6). Integration der Gl.(4) gibt den verallgemeinerten
Greenschen Satz:

X xX
/ (v Lu — u L*v) dz = |vau' — u(av) + ubv " (4.7)

0 Zo

L*, GL.(5), heifit der zu L, Gl.(3), adjungierte Differentialoperator. Wenn L mit L* zusam-
menfllt, dann heifit der Differentialoperator selbstadjungiert. Dazu mssen die Koeffizienten-
funktionen a(z) und b(x) die folgenden Bedingung erfllen:

L'=L: d =b:=p. (4.8)

Diese folgt aus der Gleichsetzung Lu = L*u und dem Vergleich von (3) mit der zweiten Zeile von
(5). Daher 148t sich der selbstadjungierte Operator L schreiben (mit ¢ := ¢):

Lu = L*u = (pu) + qu. (4.9)



Der Strom j ist dann:
j = wpu' — v pu; (4.10)

und der zugehorigen Greensche Satz ist symmetrisch

x1 1
/ (vIu — u Lv) de = [Upu' — U'pu} . (4.11)
x0 o

Es zeigt sich, dass es wesentlich giinstiger ist, mit selbstadjungierten Operatoren zu arbeiten.
Daher ist es meist zweckméfBig, einen Differentialoperator, der diese Eigenschaft nicht hat, in
einen dquivalenten selbstadjungierten zu transformatieren, Dafiir gibt es mehrere Methoden. Eine
davon ist: Ist der Operator L, gegeben durch den Ausdruck (3), nicht selbstadjungiert, L # L*,
dann erhilt man einen dquivalenten selbstadjungierten Ausdruck durch Multiplikation mit dem

folgenden Faktor:
Th_qa
p = exp ( - dx). (4.12)

Das ergibt den dquivalenen selbstadjungierten Differentialoperator L geméif:

pLu = Lu, L*u = Lu. (4.13)
Denn aus
pLu = pau” + pbu' + pcu
= Lu = pu’ + pu + qu

folgt durch Vergleich der Koeffizienten von w, u, u“:

/

pa =p, pb=p =pa+pd, = p = pb-d)/a,
eine Differentialgleichung fiir p; eine partikulére Losung derselben ist Gl.(12).

Z.B. ist der Operator der Besselschen Differentialgleichung (die man erhélt, wenn man die 2-
dimensionale Helmholtzgleichung At + k% ¢» = 0 in ebenen Polarkoordinaten durch Separation
16st)

- d*u 1 du m2u
Lu = — 4+ = — — — + K
" dr? * r dr 72 TR
nicht selbstadjungiert:
a=1, d=0#b=1/r.
Gln.(12) bzw. (13) ergeben:
p = e =r.
- d*u du m2u 9
_ ,du  du 4.14
pLu T + o . + k% ru (4.14)
d / du m2u 9
= %(r%> - + k% ru (4.15)
Lu = (pu) + qu, p'=r q = kKr—m’/r (4.16)

4.2 Der Greensche Satz fiir n Variable

Es ist zweckméBig, Indexschreibweise zu verwenden. Es gilt das Summationsiibereinkommen, dass
iiber wiederholte Indices von 1 bis n summiert werden soll. Der allgemeinste Differentialoperator
zweiter Ordnung ist dann

0u ou

+ bj— 4+ cu, Ajj = Qgjj- (417)

Lu = ai:
b ] aibzal‘j 8:1%



a;j, b; und ¢ sind Funktionen der n Variablen xj. a;; muss symmetrisch sein, weil die Reihenfolge
der Differentiationen keine Rolle spielen darf. Die Berechnu ng des adjungierten Operators geht
genauso wie in Gl. (4) und gibt:
aji .2
Lu —u L*'v = =d 4.18
v Lu —u L™ Bz, ] ( )

mit dem adjungierten Operator L* und dem Strom j

82(ai]’1}) 8((721])

L* = — 4.1
b 8@6% axz + ot ( 9)
- ou d(aijv)
=17 = i — = —— b;v. 4.2
J=17 v aj oz, oz, + ubjv (4.20)

Aus GL.(17) erhilt man den verallgemeinerten Greenschen Satz:

//V/(vLu — u L*) dV = //F(ﬁ;) dF. (4.21)

L ist selbstadjungiert, wenn

8(1@--
b = —2. 4.22
Dann lauten der selbstadjungierte Differentialoperator und der zugehérige Strom:
« 0 ou
L =L = 92 <aij(:vk) (,9%) + cu, (4.23)
- ou ov
J = Ji = vay -— — Uy . (4.24)
’ " 83?j K a.rj

Als Anwendung betrachten wir die Elektrostatik mit einer ortabhéngigen Dielektrizitdtskonstan-
ten (7). Statt der Gleichungen (1.1) bis (1.4) kommt dann:

div(a@ (E)) = o), (4.25)

E = — grad ?, (4.26)
div(s(F) gradcb) = — (). (4.27)
Die Poissongleichung hat also schon selbadjungierte Form. Der lineare Differentialoperator L und

der Strom 7 ergeben sich aus GIn.(23) und (24) mit a;j(z) = £(7) 6.

4.2.1 Selbstadjungiertheit der Radialgleichung in Kugelkoordinaten

In Kugelkoordinaten r, 8, ¢ lautet die Helmholtzgleichung:

ok 20

1 2 2
o oa +  Vhe v = 0 (42%)

Ay + K2y = [
Der Winkelanteil V(%, & ist durch

1 0 ) 1 0%
2 .
=—— 0~ 5o
ViV sin 6 06 <s1n > * sin? § 0¢?
definiert und hat die Kugelflachenfunktionen Yy ,, (6, ¢) als Eigenfunktionen:

Voo Yin = —Ll+1) Yy, (€N, meZ N —L<m<L



Der Separationsansatz 1(r,0,¢) = R(r) Y, (0, ¢) fihrt zu folgender gewthnlicher Differential-
gleichung fiir den Radialanteil R(r):

d? 2d ol+1
L 24 W) kz]R = 0. (4.29)

LR = |—
dr? rdr r2

L ist nicht selbstadjungiert. Doch

_ - - d d
L=pL=pL=0r*L="L=|—(r—) - t+1) + k*r?
P P " [dr <T dr) (6+1) + "

ist selbstadjugiert; der Faktor p = r? ist gleich dem Radialanteil im Volumselement dV :

dV = 72 dr sin® df de.

4.2.2 Selbstadjungiertheit der hypergeometrischen Differentialgleichung

Die hypergeometrische Differentialgleichung kann in eine selbstadjungierte verwandelt werden,
indem man sie mit dem Faktor p multipliziert.

Ly =a2(1-2)y +c— (a+b+1) 2]y —aby = 0; (4.30)
L # L, L ==pL = L% p = a1 (1 —z)*toe, (4.31)

4.2.3 Eigenschaften von Eigenfunktionen selbstadjungierter Differentialope-
ratoren

FEigenfunktionen selbstadjungierter Differentialoperatoren mit homogenen Randbedingungen sind
orthogonal, wenn deren Eigenwerte verschieden sind. Der Operator ist dann:

d

Ly = 0w + q¢ + A = Lo + A 3 €fwg,z), =

An den Enden des Intervalls sind homogene Randbedingungen vorgeschrieben (alle a; und b; sind
konstant):

r=x0: b =app + b = 0; z=x1: Lo =a1¢ + by = 0.

Die Eigenwertgleichung wird fiir zwei Eigenwere A, und A\, angeschrieben, mit der jeweils anderen
Eigenfunktion multipliziert und davon die Differenz gebildet:

L + Aun = 0 |-t Lo + Mtk = 0¥

Un Leton — o Letbe = — O — Mbn 9 / ' e

(An—Ak)/ldwnwk _ / do [ pla) W — n p(a) b )

= @)@k ¥, — vavi) )5, = 0.

Die letzte Differenz ist Null wegen der obigen Randbedingungen.



4.3 Die Greenschen Sitze in Vektorform
Diese Form der Integralsidtze wird bei der Behandlung von Vektorfeldern benétigt. Eine wich-
tige Anwendung finden diese bei den Maxwellschen Gleichungen. Wenn ein Feld (z.B. H) mit

harmonischer Zeithabhingigkeit (e~*!) aus einer Rotorgleichung berechnet und in die andere
eingesetzt wird, ergibt sich (z.B.) die folgende Vektordifferentialgleichung (s. §1.6.1):

rotrotE — k* E = j

Der obige Differentialoperator tritt in the Volumsintegralen der unten angefiihrten Greenschen
Sétze auf.

4.3.1 1. Greenscher Satz

Im Gaussschen Satz (4.1) wird eingesetzt:

Dies gibt:

/J/V-(/YX(VXE))dV - /!ﬁ.(ﬁx(vXé))ds -
- ///(VXA) (V x B) dV—/// VxB))dV
oder umgeschrieben:

/V//(rotff'rotg) av — /!/(A"rotrotB // (A x rotB) dS

4.3.2 2. Greenscher Satz

In den beiden letzten Gleichungen werden A und B vertauscht; die resultierenden Ausdriicken
werden von den urspriinglichen subtrahiert. Dies gibt

J[ 5 (ereayer - [[] 5 (eren)or-
://ﬁ.(/fx(vXé)—éx(vX/T))ds

/// (B~rotrotff - g-rotroté) av = ii- (AxrotB — B xrotA) dS
S
- //(é-(ﬁxrouf) - ff-(ﬁxrotg)) s =
S
= // ((ﬁ x A)-totB — (@ x B)- rot/f) ds.
S



4.4 Ubungsaufgaben

1. Berechnen Sie den Faktor p, der den Operator L des Radialanteils der dreideimensionalen
Helmbholtzgleichung (4.28) in einen selbstadjungierten verwandelt.

2. Berechnen Sie:
a) den adjungierten Operator und den Strom fiir den Operator der hypergeometrischen
Differentialgleichung (4.30).
b) den Faktor p, der den Operator L dieser Differentialgleichung (4.30) in einen selbstad-
jungierten verwandelt.

3. Betrachten Sie die Rotorgleichungen (= RoGl) der Maxwellschen Gleichungen. Die Per-
mitivitdt (= Dielekrizitdtskonstante) und die Permeabilitét sind Funktionen des Ortes.
Gewinnen Sie aus den RoGln Vektordifferentialgleichungen zweiter Ordnung, indem Sie
entweder das elektrische oder das magnetische Feld eliminieren. Untersuchen Sie, ob die
entsprechenden Differentialoperatoren selbstadjungiert sind.



