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Zusammenfassung

Die Symmetrien des Hamiltonstoroperators fiir Hyperfeinstruktur und
senkrechten Stark-Zeemaneffekt im Unterraum des
2P Terms der Alkalien

In dieser Arbeit werden die Energieniveaus von Alkalimetallen mit Beriicksichtung
duBerer magnetischer und elektrischer Feder (Stark-Zeeman-Effekt) untersucht. Im
ersten Teil werden die einzelnen Hamiltonoperatoren der Stérterme (Hyperfein-
sturktur, magn. und el. Feld) bestimmt. Weiters werden die Matrixelemente dieser
Operatoren in der gemeinsamen Basis fiir Elektron und Kern ausgerechnet. Fiir
das elektrische Feld muf} ein effektiver Operator eingefiithrt werden, damit sich in
Storungsrechnung erster Ordnung Werte verschieden von Null ergeben. Im zweiten
Teil werden die Symmetrien der errechneten Operatoren untersucht. Die Wirkung
der erhaltenen Symmetrieelemente auf die Basisfunktionen wird ermittelt, wobei
speziell die Wirkung auf die Spinwellenfunktionen genauer behandelt wird. Um
dies Gruppentheoretisch exakt beschreiben zu kénnen, werden projektive Darstel-
lungen benétigt, die speziell die Wirkungen der Paritét und Drehungen beschrei-
ben. Weiters wird die antiunitédre Operation der Zeitspiegelung hergeleitet, und
die Wirkung auf einfache bzw. gekoppelte Wellenfunktionen untersucht. Die im
ersten Teil erhaltenene Hamiltonmatrizen werden mit Kenntnis der verbleibenden
Symmetrie mit Hilfe des Schurschen Lemmas bei senkrechter Feldanornung ver-
einfacht. Weiters werden Feldanordungen mit keinem oder schwachen elektrischen

oder magnetischen Feld behandelt.



Abstract

Symmetries of the Hamiltonian for Hyperfine Structure and
Perpendicular Stark-Zeeman-Effect in the 2P s2-Level Subspace of
Alkalis

The energy levels of alkali atoms are investigated where external homogeneous
electric and magnetic fields (Stark Zeeman effect) are included. In the first part
the different terms of the perturbation Hamiltonian (hyperfine interaction, inter-
actions with the magnetic and the electrid field) are found by an approximation
derived from the Dirac equation. The matrix elements of these operators are cal-
culated in a basis comprising the spin spherical harmonics of the electron and the
spin functions of the nucleus. An effective operator for the electric field interac-
tion must be introduced via second order perturbation theory in order to obtain
non-zero results in first order perturbation theory. In the second part the symme-
tries of the operators derived before are investigated. The action of the symmetry
operations so found on the basis functions are derived; particular attention is paid
to their action on the spin functions. For a rigorous group theoretical treatment
projective representations of the symmetry groups comprising rotations and reflec-
tions are needed. Also the antiunitary operation of time reversal is found and its
action on simple and coupled wave functions is investigated. The matrices for the
Hamiltonian found in the first part are reduced with the help of Schur’s lemma
and of the irreducible representations of the symmetries still preserved for per-
pendicular external fields. At the end configurations with no external field or with

weak external electric or magnetic field are treated.
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Einleitung

Diese Diplomarbeit ist ein Teil der theoretischen Arbeit zum senkrechten Stark-
Zeeman-Effekt unter der Leitung von Univ.Prof. Dr.phil. B.Schnizer. In diesem
Gesamtprojekt sollen die Hyperfeinstrukturniveaus von Alkalielementen unter-
sucht werden, da man bei diesen, unter adiabatischer Feldeinwirkung, einen Level-
transfer beobachtet: gewisse Hyperfeinstrukturzustinde kénnen durch einen Feld-
zyklus (einschalten eines magnetischen Feldes, einschalten eines elektrischen Fel-
des, ausschalten des magnetischen Feldes, ausschalten des elektrischen Feldes) in
einen anderen HF'S-Zustand iibergehen. In den bisherigen zeitunabhéngignen sowie
zeitabhingigen Rechnungen wurden von den Hamiltonoperatoren (Hamiltonmatri-
zen) in [9] augegangen.

FEin erster Teil dieser Arbeit war die einheitlche Herleitung dieser Operatoren fiir
die Hyperfeinstruktur und der Wechselwirkung mit homogenen elektrischenen und
magnetischen Feldern.

Der zweite Teil untersucht die Symmetrien eines solchen Alkalielements in diesem
System, und die damit verbundene einfachere Losung des quantenmechanischen

Problems.

Hamiltonoperatoren

Zur Herleitung der im untersuchen System wichtigsten Hamiltonterme wird all-
gemein von der Dirac-Gleichung mit dufleren elektromagnetischen Feldern ausge-
geangen. Fine Transformation auf die iiblichen Spinoren vereinfacht die Hamil-
tongleichung soweit, dafl man durch Einsetzen eines radialen Kernpotentials auf
die bekannten Terme der Feinstruktur gelangt. Weiters werden noch Terme fiir
zusétzliche elektromagnetische Felder berticksichtigt.

Aus diesen folgt durch zusitzlich angenommene Felder des Kernes (magnetisches
Dipolfeld, elektrisches Quadrupolfeld) die Hyperfeinstrukturwechselwirkung, und
durch externe homogene Felder die Wechselwirkung mit elektrischen und magne-
tischen Feld.

Die einzelnen Hamiltonoperatoren miissen zur Berechnung von Eigenwerten in ei-



ner Basis ausgewertet werden, wobei die einfach gekoppelte: WElcktron \Ilﬁ?;”

(Is)jm
gewéhlt wurde. Die erhaltenen Formeln fiir die Matrixelemente gelten fiir Wellen-

funktionen innerhalb gleicher Haupt- und Bahndrehimpulsquantenzahlen.

Speziell beim Auswerten des Hamiltonoperators des elektrischen Feldes muf} ein
effektiver Operator eingefiihrt werden, der wie die Operatoren der HEF'S und des ma-
gnetischen Feldes schon innerhalb eines Feinstrukturniveaus (j = j) eine geniigend

gute Beschreibung liefert.

Symmetrien

In diesem Abschnitt werden die Wirkungen aller Symmetrieelemente die das Sy-
stem beinhalten auf die gewéhlten Basisfunktionen errechnet. Es werden unitére
und antiunitére (Zeitspiegelung) Transformationen behandelt, wobei sich der Un-
terschied besonders in den Darstellungseigenschaften bemerkbar macht. Die Wir-
kung der Symmetrieoperationen auf Wellenfunktionen sowie Spinfunktionen miissen
getrennt untersucht werden, da durch die Halbganzzahligkeit des Spins eine viel
komplexere Untersuchung notwendig wird.

Speziell die Auswirkung von Paritdt und Drehung macht es notwendig projektive
Darstellungen zu behandeln. Hat man alle Wirkungen der Symmetrieelemente er-
rechnet, kann man nun in dieser gew#hlten Basis, durch das Lemma von Schur,
die Hamiltonmatrizen, mit Hilfe der irreduziblen Darstellungen der verbleibenden
Symmetrien, vereinfachen. In den untersuchten Feldanordnungen gelingt dies meist
schon durch umordnen der urspriinglichen Basis.

Fiir den Gesamteffekt (elektrisches und magnetisches Feld senkrecht zueinander)

verbleibt eine Spiegelung als gemeinsame Symmetrie.



1 Hamiltonoperatoren des Stark-Zeeman-Effekts

1.1 Dirac Gleichung

Die Dirac-Gleichung fiir ein Teilchen im externen Feld lautet:

0V /0t = MV, (1)

wobei
H = ca(p + eA) + fmc® — e®. (2)

A ist das Vektorpotential des magnetischen Feldes, und ® das Potential des elek-

trischen Feldes, das auf das Teilchen wirkt.

1.1.1 Foldy-Wouthuysen Transformation

Um nicht mit allen vier Komponenten von ¥ in (1) rechnen zu miissen, lafit
sich diese Gleichung in guter Naherung fiir unseren Fall wie in der Einleitung
beschrieben auf eine einfachere Form transformieren. Diese Transformation heifit
Foldy-Wouthuysen-Transformation, und trennt den sogenannten Viererspinor W
in zwei Bispinoren mit jeweils positiver und negativer Energie des Elektrons. Bei
Beschrinkung auf den positiven Teil erhélt man einen Spinor, der nun zweikom-
ponentig ist.

Die Transformation ist ein komplizierter Vorgang, bei dem der Hamiltonoperator
in seinen vier Dimensionen gedreht wird, wobei sich die zwei Teilrdume trennen.
Das Ergebnis fiithrt auf eine unendliche Reihe. Speziell fiir unseren Fall benotigt

man nur die folgenden, grofiten Terme (vergl. [8], [7]):

1 eh eh?
= —ed A+ 6. Bt V-E
Hyed e®+ o (PteA) + o0 B+ iV
eh pt
T ExPreAl - gagto ®)

o ist der Vektor der Paulimatrizen. Der Term der Ruheenergie des Elektrons mc?

wurde weggelassen.



Um diese Gleichung (3) anwenden zu kénnen, nimmt man ein vom Kern ausgehen-
des starkes, radiales elektrisches Potential an. Weiters ein schwécheres, allgemeines

elektromagnetisches Feld.

Kernpotential:
P =Pk (r).

Somit folgt fiir das elektrische Feld E:

N i r d'i’K(T‘)
Weiters gilt:
V- E = 47p(r).

Setzt man diese beiden Terme in (3) ein, erhilt man folgende Terme:

p? mhle e 1d® p?

Hcentralzi_ P - - = - —,
red om ¢ K () + 2m?2c? pr) 2m2c2 r dr 8m3c2

(4)

wobel nun mit L=r x pund S = %ha’ die Operatoren des Drehimpulses und des
Spins eingefiihrt wurden.

Nimmt man zusétzlich ein elektromagnetisches Feld als Storung in (3), folgt:

2 2
P e 1d® mhe
H = X o £ s+ ok
om  © K(r) 2m2c2 r dr 2m202p( )
Ho Spin—Bahn—Kopplung  Darwin—Term
4
eh e
- P LB By (pA+Ap) - () ()
8moc 2m 2m ———
~——— .
Korr.d.kin.Energie AuBeres mag.Feld AuBeres el.Feld

mit Hilfe folgender Vereinfachungen: Vernachldssigen der quadratischen Terme in
A, und Weglassen des gemischten Termes (A,E).

Die ersten vier Terme in (5) sind in der Atomphysik héiufig verwendet, und sehr
gut untersucht. Der erste Term ist der aus der klassischen Quantenmechanik be-
kannte Fall eines radialsymmetrischen Potentiales. Im Darwin-Term steckt die
Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons im Zentrum, und ist somit nur fiir s-

Elektronen wichtig. Die Korrektur der kinetischen Energie kann als relativistische



Massenanderung interpretiert werden, und wird auch als Massenterm bezeichnet.
Der Term der Spin-Bahn-Kopplung wird klassisch als elektromagnetische Wechsel-
wirkung zwichen dem Spin eines Elektrons, und seinem, durch den Bahndrehim-

puls, erzeugten Strom verstanden.

FEigenfunktionen zu Hy mit Coloumbpotential sind die exakt bekannten:
Py = Rnl(r)}/l,ml(97 ¢) @ Yms - (6)

Wobei n die Hauptquantenzahl, 1 die Bahndrehimpulsquantenzahl, m; die magne-
tische Quantenzahl und mg die Spinquantenzahl ist. v,  ist die Spin- und Y ,,,
die Kugelflichenfunktion. ® soll klar zwischen den beiden Riumen des klassi-
schen Elektrons und dem ihm zugeschriebenen Spin trennen (Bispinoren). Wich-
tig ist, dafl der Darwin-Term und der Term der Korr.kin.Energie nur auf den
radialabhéngingen Teil der Eigenfunktionen wirkten, und somit wird nur R,;(r)
verdndert. Der Spin-Bahn-Kopplungsterm wirkt als einziger auf beide Rdume, und
hat nun nicht mehr die Funktionen in (6) als Eigenfunktionen, sondern man mufl
diese so koppeln, daf} sie Eigenfunktionen zum Gesamtdrehimpuls J = L + S wer-

den. Dies geschieht mit Hilfe der Vektorkopplungs(Wigner)-Koeffizienten:

U = fu(r) Z (ImysmisllsIm )Y m, (0, ¢) @ Ym, - (7)

mp,ms

VU ist nun Eigenfunktion zu (5) wenn f,,; die Eigenwertgleichung fiir den Radialteil
erfiillt. Hervorzuheben ist, dafl der radialabhéngige Teil der Wellenfunktion nur
von der Haupt- und Bahndrehimpulsquantenzahl abhéngt. Magnetische Quanten-
zahlen wirken nur auf den Winkelanteil. Weiters ist die gekoppelte Wellenfunktion
in (7) Eigenfunktion zu folgenden Operatoren: J2,.J,, L? 52, L-S. Fiir ¥ als Basis
werden L%, S? L., S, diagonal.



1.2 Hamiltonoperatoren der Storterme

Als Storterme zum Hamiltonoperator Hy betrachtet man die Feinstrukturterme,
die elektromagnetische Feldeinwirkung des Kerns auf das Elektron (— Hyperfein-
struktur), und die homogenen elektrischen und magnetischen Felder die von aulen
auf das System wirken. Die Effekte der Hyperfeinstruktur und der &ufleren Fel-
der besitzen im untersuchten Bereich die gleichen Gréflenordnungen, und werden

gleichwertig behandelt.

1.2.1 Hamiltonoperator der Feinstruktur

Da fiir unsere Betrachtungen nur die Energieunterschiede zwischen Niveaus mit
gleichen Haupt- und Bahndrehimpulsquantenzahlen gerechnet werden, kann man
die Terme der Feinstruktur die nur einen Radialanteil besitzen weglassen. Es ver-

bleibt somit der Term der Spin-Bahn-Kopplung:

Hps =&(r)L- S, (8)
wobei mit:
e 1d®
)= ~gnzay o

eine Funktion eingefiihrt wurde, die nur mehr von der Radialkomponente abhéngt.

1.2.2 Hamiltonoperator der Hyperfeinstruktur

Die Hyperfeinstruktur(HFS) ist eine Folge der Felder des realen Kernes unserer
Atome. Der bisherige Einflul des Kerns beschrénkte sich auf den radialsymme-
trischen Potentialterm: —eW g (r) in (5). Bei genaueren Modellen wird dem Kern
nun eine Wellenfunktion zugeschrieben. Eine sehr genaue Behandlung der HFS
findet sich in [1]. Dort wird von einer ganz allgemeinen Wechselwirkung zwischen
Elektron und Kern ausgegangen. Der Hamiltonoperator hierfiir 1483t sich folgen-

dermaflen schreiben:

H = ZTe(k) TR (9)
k



7. und 7, sind Tensoroperatoren (vergl. Kap.1.3) der Stufe k im jeweiligen Raum
der Elektronen (e), und im Raum des Kernes (n). Dieses Vorgehen kann mit dem
Aufspannen eines beliebigen Wechselwirkungsoperators mit Hilfe von Basisope-
ratoren verstanden werden. Da nun in unserer Rechnung Elektron und Kern auf-
scheinen, und dem Kern ebenfalls ein Drehimpuls zugeschrieben wird, gelangt man

zu einem neuen Gesamtdrehimpuls mit:
F=J+1

F sei der Gesamtdrehimpuls des Systems, und I der des Kerns. Rechnet man nun
die Matrixelemente von H; in der Basis von F (Kopplung von Drehimpulsen)

gelangt man mit Hilfe der Technik von Racah zu:
Wgrp = <IJFMp|H\|[IJFM} >

F Jg I
x 5(MF,M%)Z{ Lol }<I||7?LHI><JH72||J>- (10)
k

Man sieht, dal im gekoppelten System die Matrixelemente der HFS diagonal (zu-
mindest in J = J’) sind. In den reduzierten Matrixelementen stecken die HFS
Konstanten, die aus experimentellen Messungen bestimmt werden.

Beschrinkt man sich auf die Terme mit k = 1, 2 erhélt man die Wechselwirkungs-
terme wie sie spiter aus den direkten, physikalischen Uberlegungen folgen. (k=0

liefert ein radialsymmetrisches Potential, welches schon in Hg beriicksichtigt ist.)

Modell fiir die Einbeziehung des Kernes:

Dem Kern wird eine endliche Ausdehnung zugeschrieben, und somit folgt auch
ein gedindertes magnetisches- und elektrisches Potential, welches auf das Elektron
wirkt. Fiir unsere Anwendungen reicht es ein magnetisches Dipolmoment (Kern
besitzt Drehimpuls — magnetischer Dipol, k=1), und ein elektrisches Quadrupol-
moment (endlicher Kern hat bestimmte Ladungsverteilung, k=2) als Kernpotentia-
le anzunehmen. Hohere Terme in der Potentialentwicklung kénnen vernachléssigt
werden.

Beide Potentiale liefern in (5) die groften Beitriige zur Hyperfeinstrukturaufspal-

tung.



Magnetische Hyperfeinstruktur:
Das Vektorpotential(A) des Kerns (magnetischer Dipol) ergibt sich durch das ma-
gnetische Moment des Kerns:

1 UB

—I
Ih7

I
Br=prg = grugl =g

wobei folgende Definitionen gelten:

wur ..Betrag des magnetischen Kernmoments; px = MB%; ..Kernmagneton; me

..Elektronenmasse; m, ..Protonenmasse; up = 2?,?8 ..Bohrsche Magneton; g7 =
LIk me : /
ﬁm—p ..reduzierter gj-Faktor (konstant).

_ Mo gi1B {I X r]
A7 h r3 |’

und fiir das magnetische Feld (B):

Ko g1iB [ I 3(I- r)r}

B = = —
4t h

3 5

Setzt man die Ausdriicke fiir A und B in (5) ein, gelangt man zu:

MO/HB/PlI'L IS 3(1'1‘)(S'r)}_

(11)

Hitypmag = 5o o5 — 9= +9
yp,mag ,',,3 S ,,43 S 7«5

Dies ist der Ausdruck fiir die magnetische Hyperfeinstruktur. Die Konstante g,
ist eine aus der Quantenelektrodynamik kommende Korrektur zum g-Faktor des
Spins, welche sich in (5) zu genau 2 ergab. g; ist eine Korrektur zum Dipolmoment
des Elektrons, welche die Bewegung des Kernes beriicksichtig. Fiir diesen Mas-
seneffekt ergibt sich gy = (1 — ™2<—). Gleichung (11) reicht allerdings nicht aus
um alle Alkalielemente ausreichend zu beschreiben. Ein erstes Problem ergibt sich
fiir Orbitale mit Bandrehimpuls L=0: Matrixelemente von Hrypmaeg verschwin-
den. Um nun einen Hamiltonoperator zu finden der die Energien auch fiir diesen
Fall liefert mufl man noch vor Gleichung (3) in der FW-Transformation suchen.
Nach [2] ist ein gemischter Term aus (3) mit einem aus der FW-Transformation
genaueren Nenner fiir diese Orbitale verantwortlich:
e?h/c?

[2mg + (E' + e®)/?]

7_{c,allg: 2(:E'zAX(J').

10



E’ beschreibt die kinetische Energie des Elektrons und @ steht fiir das elektrische
Potential.
Finige Umformungen und N&herungen fithren zu dem bekannten Term der Kon-

taktwechselwirkung:

8 p?
Me= 75 58 057 (IS, (12)

§(r) ist der gewohnliche Deltaoperator mit der Beziehung: 6(r) = 47d(r) r2.
Dieser Term ist verantwortlich fiir die Hyperfeinstruktur der Niveaus von Alkali-

elementen mit Bahndrehimpuls L=0.

Elektrische Hyperfeinstruktur:

Durch die als endlich angenommene Ausdehnung des Kerns erhélt man nicht nur
ein magnetisches Feld, sondern auch ein von einem Punktteilchen abweichendes
elektrisches Feld. Der dadurch auftretende Effekt wird elektrische Hyperfeinstruk-
tur genannt.

Fiir das Feld des effektiv einfach geladenen, endlichen Kernes gilt:

1 e
dmeg 57 [re —1p|

o(r)

Hier ist die Summe iiber die im Kern angenommenen Protonen zu bilden. r;, sind
Operatoren die auf die Kernwellenfunktionen wirken. Setzt man diese Gleichung
in (5) ein, erhélt man die Hamiltonfunktion der elektrischen Hyperfeinstruktur:

1 —e?
Ameg 57 [re —1p|

Um diese Gleichung in eine Form mit Tensoroperatoren umzuwandeln werden ei-

nige wichtige Beziehungen ausgenutzt. Es gilt:

1 1

re — rp] \/r§+r§—|—2re rp cost

=> k—ilPk(cosH).
k>

P, sind die Legendre Polynome; 6 der Winkel zwischen den Vektoren r. und rp;
r< der kleinere der beiden Betrige von 7. bzw. r, (Herleitung der Beziehung folgt

iiber die Losung der Helmholtzgleichung).

11



Weiters gilt das Additionstheorem fiir Kugelfunktionen:

47 k
2% + 1 Z (=)%Y (0, ©) Yk, —q(Ip, 0p)-
q=—k

Py(cost) =

Dies entsricht aber genau der Definition des Skalarprodukts fiir Tensoroperatoren,
und man erhélt:
2 P

—e
H = Z P_(CcW). C;k))_

T Aren Jk+1\ e
471'80 ok Te

Diese Zerlegung entspricht einer Multipolentwicklung des elektrischen Potentiales.
Fiir k=0 erhélt man das Potential einer Punktladung, welche aber schon in (5) im
Term Hy steckt. Die Matrixelemente fiir ungerade k’s verschwinden, da die Paritét
der Racah-Tensoren gleich wie die der Kugelflichenfunktionen ist (Paritat(C®*)) =
(—1)*C™). Somit verschwinden alle Matrixelemente mit ungeradem k. Fiir die
elektrische Hyperfeinstruktur beschrankt man sich meist auf Terme mit k = 2

(Quadrupolterm). Als Hamiltonfunktion des Storoperators ergibt sich:

2

2
Ho= -2 S 2(c@.c®). (13)
L r3t e p

Fiir die Operatoren in (9) ergibt sich aus (11), (12) und (13):

magnetische HFS:

W _ Hops (o L _ 1{_3<S-r>r} 8 )
1 A7 R <2glr3 9573 S r2 * 3935(1')8 ’

7V = g, BB,
k g[ h
elektrische HF'S:
T _ e c?
¢ dreg 13
2
'1;( ) = ergcg).

In Ubereinstimmung mit [9] bzw. [10].

12



1.2.3 Hamiltonoperator des magnetischen Feldes

Es wirkt ein dufleres magnetisches Feld auf das Elektron und den Kern. Da die
Abmessungen des gesamten Systems sehr klein im Vergleich zum angelegten Ma-
gnetfeld sind, kann man ein homogenes Feld annehmen. Fiir ein solches erhélt man
das Vektorpotential zu:

A:%(er).

Setzt man dies in Gleichung (5) ein, folgt fiir den Storoperator die bekannte Be-
ziehung;:

eB
Hmag,Elek’tron = %(QZL + gSS)'

Diese Gleichung beschreibt die Wechselwirkung des Elektrons mit dem Magnetfeld.
Um aber auch den Kern zu beriicksichtigen, mul man diese Gleichung noch um

die Wechselwirkung des Kerndipolmomentes mit dem Feld erweitern:

e
Hmag,Kern = _H'KernB = —g}TmO(B . I)

Somit ergibt sich fiir den vollstéindigen Stérterm mit Korrekturen der Vorfaktoren

wie in Gleichung (11) zu:

Himag = %BB(ng + (9s — q1)S — g71), (14)

wobei hier L + S zu J zusammengefafit wurde.

Der gesamte Operator wird als Zeemaneffekt der Hyperfeinstruktur bezeichnet.

1.2.4 Hamiltonoperator des elektrischen Feldes

Wie das magnetische Feld, wird auch das Elektrische wegen der vorliegenden
Grofenordnungen homogen angenommen. Eine Wechselwirkung mit dem Kern
wird nicht beriicksichtigt, da diese viel zu schwach ist. Das elektrische Potential

eines homogenen Feldes ist gegeben durch:

¢(r)=—r-E.

Man sieht, daf fiir [r| — oo das Potential gegen —oo strebt. Genaugenommen

diirfte dieser Operator keine gebundenen Zustédnde zulassen. Es hat sich aber aus
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Rechnungen ergeben, dafl die Wahrscheinlichkeit des Verlierens des Elektrons (ins
Unendliche tunneln) so gering ist, dafl man hier einen sogenannten quasistationéren
Zustand hat, den man nicht anders als gebundene Zustédnde behandeln muf.
Setzt man das Potential in (5) ein erhilt man den Stéroperator fiir das elektrische
Feld:

Hg =er-E. (15)

Die Schwierigkeit der Behandlung dieses Operators liegt in dessen Paritétsverhal-
ten. Mann erkennt: Paritit(Hg) = —Hpg (Ungerade Paritét). Die Matrixelemente
die von Null verschieden sind, entstehen alle aus Funktionspaaren mit unterschied-
lichem Paritédtsverhalten. Somit funktioniert eine Stérungsrechnung 1.Ordnung
nur in entarteten Zentralproblemen (z.B.: H, He™ usw.). Da aber die bisherigen
Operatoren schon in 1.0rdung Storungsrechnung Werte ungleich von Null liefern,
versucht man einen effektiven Operator fiir das elektrische Feld zu finden, der
Storungstheorie in 2. Ordnung entspricht, aber schon Matrixelemente in 1.0rd-

nung liefert.

Man beschriankt sich auf Elemente innerhalb eines Feinstrukturniveaus (J = J’),

und betrachtet zuerst den feldfreien Fall:

H, 0 0 0 0
0 H, 0 0 0
Hrs = 0 0 H, 0 0
0 0 0 H; O
0O 0 0 0 H,

Hier werden die Matrixelemente der Feinstruktur in der Basis von Gleichung (7):
fri(r)Yym, dargestellt. Die Buchstaben (i, j, ..) stehen fiir einen Satz Haupt- ,
Bahndrehimpuls- und Gesamtdrehimpulsquantenzahlen. Der Operator ist vollstandig
diagonal in J. Die Elemente Hj, sind Matrizen, da noch die magnetischen Quan-

tenzahlen beriicksichtigt werden miissen (Entartung). Fiir die einzelnen Matrizen
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gilt also:

Ex 0 - 0

0 E, --- 0
(Hi)ar, mr, =

0 0 - E

E}, entspricht der jeweiligen Energie des Feinstrukturniveaus Jy.
Nimmt man nun ein elektrische Feld als Stérung an, mufl man folgende Eigenwert-

gleichung fiir Storungstheorie in 2.0rdnung fiir das entartete Niveau Hy, 16sen:

H 0 W, 0 0 f, f,
0 H, W, 0 0 f; f;
Wii Wi, Hp Wi, W, - f. | =X £ [. (16)
0 0 W, H 0 £, fi
0 0 Wpx 0 Hpy £, £,

A entspricht der Energie des Systems. W, ;. sind die Matrizen der Matrixelemente
des elektrischen Operators. Der Betrag der W's in der Hauptdiagonale verschwin-
det wegen der Paritét. f sind Vektoren welche die erhaltenen Eigenfunktionen in
der Basis nach Gleichugn (7) aufspannen.

Rechnet man aus dieser Gleichung die gesuchten Figenfunktionen des fj, aus, erhélt
man:

[(H — \) — > Wi z(Hyz — \) "Wz, ]f, = 0.
Zust.(Z) # k

Setzt man, wie es iiblich ist, die Energie innerhalb der Summe gleich der Energie
des zu berechnenden Niveaus: A = Ej;1, und schreibt die Gleichung um, erhiilt

man eine Matrix welche der Storungsrechnung in 2.0rdnung geniigt:

[ H, — Z Wk,Z(HZ - Eki)71WZ’k —)\]fk = 0.
—~
Feinstruktur 2ust.(Z) # k
Starkeffekt

15



Da (Hz — Ej1) proportional zur Einheitsmatrix ist, 1i8t sich dieser Term inver-

tieren, und in der ausgeschriebenen Basis lautet der effektive Starkterm nun:

(Hpors) _ 3 (Y0JoM g, lexE|y.J M) (v M, |exElyo Jo M), )
Bl I IMag Mo = Ey g —Ey '
¥:J, M y#50,J0,M g, Y 70,70

(17)
Die Summe aller Zusténde lduft hier explizit iiber v und J, wobei v die Haupt- und
Bahndrehimpulsquantenzahlen darstellt. Die Summation iiber M ; entspricht der
Matrizenmultiplikation von Wy, zW 7 1. 79 und Jy bezeichnen die Quantenzahlen
des zu untersuchenden Niveaus.

Definiert man nun den Operator:

) rE|yJ M) {vJM,|rE

v, J My #50,J0,M g, Er.7 = Ero.

Hpefp = —¢ : (18)
erfiillt dieser genau die zuvor geforderten Eigenschaften.

Will man die Eigenwerte der Matrix (17) ausrechnen, setzt man zur Vereinfa-
chung die Richtung des elektrischen Feldes in Quantisierungsrichtung(Z). Dies ist
moglich, da dies die Energien nicht beeinfluf3t. Die Bestimmung der Energieinde-

rung des Starkeffektes erfolgt iiber die Eigenwertgleichung:
Det[Hpgcpp — A1] = 0. (19)

Um diese Gleichung auf eine 16sbare Form bringen zu kénnen, errechnet man zuerst

ein Matrixelement mit Hilfe der Racah-Algebra:

Jo 1 J
vo(s) JoMy, |zE|v(sl) M) = (—1)70=Mx
(Yo(sl) ol 2By (sl) M) = (1) a0

x(0Jo My, || 2E || vJ My).

Aus dem 3-J-Symbol erkennt man, daf$ folgende Bedingung gilt: Mj = M , und
in weiterer Folge in (17) auch M, = M} . Somit werden auch die Matrizen in (17)

diagonal, und die Losungen zu (19) werden einfach zu:

Z ‘<’70J0MJ0|Z"YJMJ0>|2

A= AW’YOJO,MJO = _(eEZ)Q (20)

v, J#v0,Jo E'Y»J - E707J0
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Gleichung (18) wird nun in [6] auf eine Tensoroperatorform gebracht, die es ermoglicht

den effektiven Operator auf konventionelle Weise darzustellen:
1 N N
Hieps = —5(00(7)3 + 2()Q)[EP. (21)

Diese Form wird erhalten, indem man versucht den Operator in (18) in einer linear
unabhingigen Basis mit Vielfachen des Operators fi - J darzustellen. 7 ...normier-
ter Vektor in Feldrichtung.

Dieser Operator ist dann definitionsgeméfl diagonal in J. Es wurden somit die
Matrixelemente J # J’ (kleine Feldstéirken) vernachliafligt. Das Skalarprodukt der
Kugelflichenfunktionen in Q ergibt sich wie fiir die elektrische Hyperfeinstruktur
aus den Legendrepolynomen, welche die gewiinschte Basis liefern.

Die Summationen iiber die Energieniveaus verschwinden in den Konstanten aq(J)

bzw. as(J). ¢ ist der Einheitsoperator, und
Q~Y(E)-Y?(J), (22)

mit der Normierung: (FM = F|Q|FM = F) = 1. Y2 sind die Kugelflichen-
funktionen mit 1=2. E ist der normierte Feldvektor: E/E, und J der normierte
Drehimpuls mit: J/+/J(J + 1) (beides Tensoroperatoren).

Die Konstanten oo und ag werden als skalare bzw. tensorielle Polarisierbarkeit

bezeichnet.

Eine genauere Behandlung des Starkeffekts, auch fiir (J # J’), findet man in [11]
und [12].
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1.3 Energiematrizen fiir Alkalielemente

Um die Matrixelemente von Kap. 1.2 moglichst einfach ausrechnen zu koénnen,
benutzt man die Figenschaften der vorhandenen Tensoroperatoren. Die Elemente
solcher Operatoren haben die Eigenschaft sich nach dem Wigner-Eckart Theorem
in zwei Teile aufspalten zu lassen. Der Erste 148t sich mit Hilfe aller Quantenzahlen
ausdriicken, und der Zweite beinhaltet die Integrale ohne von den magnetischen
Quantenzahlen abhéngig zu sein. Dieser Teil wird reduziertes Matrixelement ge-
nannt. Liegen nun Skalarprodukte von Tensoroperatoren, oder Operatoren die nur
auf eines der gekoppelten Systeme wirken vor, ergeben sich Formeln der Racah-
Algebra wie sie z.B. in [5] angegeben sind. Mit deren Hilfe lassen sich die bendtigten
Matrixelemente in sehr allgemeiner Form leicht angeben.

Die explizite Ausrechnung erfolgt in der jeweiligen einfachsten Basis. Die Umrech-
nung der Basen ineinander geschieht mit Hilfe der Vektorkopplungskoeffizienten.
Als Beispiel sei hier eine Umrechnung von der teilweisen entkoppelten Basis in die

vollsténdig Gekoppelte angegeben:
|(sL)JIFMp) = Z |(sL)JMjIMp)(JMIM|JIFMp).

My,My

Die inverse Transformation lautet:
|(sL)JMjIMr) = Z |(sL)JIFMp)(JMIM|JIFMp).

F,Mp

Fiir die Matrixelemente in der teilweise entkoppelten Basis ergibt sich z.B. aus der

vollstandig Gekoppelten:

((sLYJMIM;|H|(sL)J' MMy =

Z Z (JMJIM[‘JIFlMpl)(J/M/J[MHJ/IFQMF2)
F1,Mp, F2,Mp,

x((sL)JIFy Mg, |H|(sL)J' I FyMp,).

Da das gesamte Modell von einem Kern mit abgeschlossenen inneren Schalen aus-
geht, wird von einem Einteilchenproblem ausgegangen, und somit ist die Spin-

quantenzahl(S) immer 1/2.

18



Weiters wird angenommen, dafl sich die Niveaus mit unterschiedlichem Bahndre-
himpuls nicht mehr stéren (Energieabsténde zu grof). Fiir die Matrixelemente gilt
daher: Es werden nur Formeln fiir gleiche Haupt- (79 = +’) und Bahndrehimpuls-
quantenzahlen (L = L’) entwickelt. Weiters liegen auch die Energien zu unter-
schiedlichen Kerndrehimpulen zu weit auseinander um beriicksichtigt zu werden
—I1="T.

1.3.1 Energiematrix der Feinstruktur

Das Skalarprodukt der Operatoren in (8) legt es nahe die teilweise gekoppelte
Basis: [(SL)J) zu verwenden.
Es ergibt sich:

1
((SL)JHps|(SL)J) = &uzlJ(J +1) = L(L +1) = S(S +1)]. (23)
&n ist die Feinsrukturkonstante (nur von Haupt- und Bahndrehimpulsquantenzahl
abhingig).
1.3.2 Energiematrix der Hyperfeinstruktur

Magnetische Hyperfeinstruktur:
Um eine moglichst grofie Anzahl von Alkalielementen beschreiben zu koénnen,

trennt man die in (11) erhaltene Formel noch in zwei Terme:

Orbitalterm: ) L
fho 1 ‘
Ho = EFTEQQIIQZ |:r3:| ; (24)
Dipolterm:
2
popp ,  [I-8 3ﬂ-rﬂs-rq
= —_—— s — , 2
Hq An hg 919 |: r3 ro ( 5)
Weiters der verbleibende Kontaktterm:
8 2
Ho =0T EE ook S(r)I-S. (26)

‘Tar3zn®
Von diesen drei Anteilen sollen nun die Matrixelemente bestimmt werden. Als Ba-

sis wird die teilweise Entkoppelte |(SL)JM ;IM) genommen.
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Mit Hilfe der Racah Algebra ergibt sich mit Auswerten der reduzierten Matrixele-

mente:

Orbitalbeitrag:

((1/2L)JTF Mp|Ho|(1/2L).J TF' Mp) = (=1)7 A28 0 g

F I J
x{ L }\/I(I+1)(21+1)(2J+1)(2J + DL+ 1)Q2L+1) (27)

J L 1 L

X{ L J 1/2 }L+1/2

Spin-Dipolbeitrag:

Zur Ausrechnung wurden folgende Vereinfachungen gemacht:
r/r = CM) und (s — 3CM (sCM)) = /10[s x C?))3),

Somit ergibt sich:

((1/2L)JIF Mp|Hal(1/2L)J' TF' My) = (—=1)" 450 p6 0
X{F I j}\/ﬁ(%“)(ﬁ (2) L)(L+1/2)(2L+3) (25)

1 J 0 L
1/2 1/2 1
@I+ DRI+ DI +D)RI+D) L L 2 ¢ au
J J 1

Kontaktbeitrag:

((1/2L)JIF Mp|He|(1/2L) ' TF' Mpp) = (=1)* 260 pgy

x{ ForJ }\/I(I+1)(2[+1)(2J+1)(2J’+1) 3/2  (29)

1 J 1
1/2 J L
X / 2(L+1/2) a.
J1/2 1
Die angegebenen Konstanten a,, aq, a. werden nach [3] durch folgende Definiton
bestimmt:
1
=———(LSI,LSI LSI,LST).
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Die dort gewéhlte Basis geht von einem vollsténdig entkoppelten System
|LSI, M MgMy) aus.

Rechnet man die Konstanten direkt aus dieser Gleichung, erhélt man:

_/“LOMQB / L 1

Go =72 9191m<73>o; (30)
2
_ KRk 2LS By
S TR TSR+ 3D
2
ae=HOEB G 15T S (50)),; (32)

pp ?9591 £} m

Es hat sich gezeigt, dafl es notwendig ist die Radialintegrale der obigen Formeln
verschieden anzunehmen, um eine ausreichende Beschreibung der HFS-Niveaus zu
erhalten. Dies resultiert aus einer vorhandenen Polarisation der inneren Schalen,

die entgegen dem Modell einen nicht zu vernachlidBigenden Einflufl haben [3].

Begniigt man sich mit einem Feinstrukturniveau (J = J'), z.B. fiir das 2>Na 32P; /2"
Niveau reicht dies, kann man die drei Konstanten der magnetischen Hyperfein-
struktzu einer Einzigen(A;(J)) zusammenfassen.

Der formelmafige Zusammenhang fiir (1/2 1)J=1/2,3/2 ist:

A1(3/2) = ac+ao+ag;
A1(1/2) = —ac+ 2a, — 10ay.

Hat man eine solche Konstante A1(J) gegeben, nehmen die angegebenen Formeln

folgende, einfache Form an (Ubereinstimmung mit [4]):

((1/2L) JIFMp[Ho + Ha + He|(1/2L) JIF' Mp) = 65, drr a,
1

XSIE(F +1) = I(I+1) = J(J + 1] Ai(J).

Elektrische Hyperfeinstruktur:
Da nun Gleichung (13) in einer Tensoroperatorform vorliegt, kann man sehr leicht

die Matrixelemente ausrechnen.

((1/2L)JIF Mp|Hg|(1/2L) T TF' Mp) = (=1)” 2126 prdyy, v
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X{F I J}\/(2J+1)(2J’+1){ L J 1/2} )
2 J I ) 2 7 T J L 2
(o I —1)

) ( 2 L L) CL+1)EL+3)

0 0 0 2L

Ahnlich wie bei der magnetischen Hyperfeinstruktur ist auch hier die Konstante(b)

in der vollstdndig entkoppelten Basis definiert:
b=4-(LSI,LSI/Hg|LSI,LSI).

Durch direktes Ausrechnen erhalt man:

€2 2L 1

= Ane 2L+3< )

3
Wobei Q dem Kernquadrupolmoment entspricht:

Q= (IM; =13 322 —r2|IM; = I) = 2(11] Y r2C)|1T).

Begniigt man sich mit den Elementen fiir (J = J’) nimmt Gleichung (33) eine

einfachere Form an:

((1/2L)JIF Mp|Hq|(1/2L)JIF' My) = 85100ty 111, ¥
3K(K +1) —4J(J + 1)I(I +1)
2J(2J — )I(2I — 1)

AQ(‘])v

wobei K = F(F +1) — I(+1) — J(J + 1), und As(J) die iibliche elektrische Hy-
perfeinstrukturkonstante As(J) = 1/4 b ist (vergleiche [4] und [9]).

Alle Konstanten der Hyperfeinstruktur haben Prinzipiell die Einheit der Energie.
Nimmt man aber wie iiblich die Konstanten in Frequenzeinheiten, erhélt man als
Ergebnis wiederum solche, da diese der Energie proportional sind (E = hv).

1.3.3 Energiematrix des magnetischen Feldes

Durch die spezielle Form der Gleichung (14) wird die teilweise entkoppelte Basis:
|(sL)JM jIM;y) verwendet.
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Weiters wird ein magnetisches Feld in Z-Richtung angenommen, welches die Aus-

wertung der reduzierten Matrixelemente stark vereinfacht.
Fiir den Operator ergibt sich dann:

/J'BBZ
h

Hmag,z = (glJz + (gs - gl)SZ - g/IIZ)'

Fiir dessen Matrixelemente:

((1/2L)J MyIM;|Humag 2| (1/2L)J' MGIM}) = 6pp, a1y Ons, e 108 B

X[glMJ(SJJ/ —+ (g —_ gl)(_1>J_M(]—1/2+J/ J 1 J’
| _MJ 0 MJ

1/2 J L \[
X 2J +1)(2J" + oy M
{ J' 1/2 1 }\/( J,J IgI

Fiir den Fall J = J’ ergibt sich die einfache Form (vergleiche [9]):

((1/2L) M I M| Humag | (1/2L) T M5 IM}) =

6MI,M}5MJ,M’JNBBZ(QIMJ - MIQ/I)'

1.3.4 Energiematrix des elektrischen Feldes

(34)

(35)

Die einfachste Basis fiir die Berechung der Matrixelemente ist |(SL)JM;IMr) da
der effektive Operator des Starkeffekts diagonal in J ist. Die einfachsten Elemente

ergeben sich fiir eine Feldrichtung in Quantisierungsrichtung. Eine Umrechung auf

beliebige Richtungen kann durch Basistransformation geschehen.

Als erstes wird die Normierung von Q bestimmt. Da sich fiir ein Feld in Z-Richtung

E= (0,1,0) ergibt, gilt mit N als Normierungskonstante:
(FM = FIQIF'M = F) = (JM,; = J|QlIM, = J)
= N-YFE)JIYG D))

1153M2 - J(J +1)

- N.- =
247 J(J+1)

_ N-E2J_1E
8t J+1
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Man sieht, daf sich fiir den Fall J = 1/2 die tensorielle Polarisierung zu Null

ergibt, und somit nur die skalare Konstante vorkommt.

Die Matixelemente fiir das Feld in Z-Richtung lauten somit:

((1/2L)TMj|Hp. efs|(1/2L) T M) =

1 1 3M3—J(J+1)
- E2 = EQ J

(37)

Um auch Felder mit beliebigen Richtungen errechnen zu kénnen, miissen die Ba-

sisvektoren gedreht werden. Dies kann mit Hilfe der Drehoperatoren D) (a) ge-

schehen. Dies sind die bekannten Darstellungen der Drehgruppe in der Dimension

2J + 1, mit a als Drehparameter (vergl. Kap. 2.3.1).

Fiir ein elektrisches Feld in X-Richtung muf} eine Drehung um 90 Grad an der

Y-Achse ausgefiihrt werden.

b 1 1 -1
Dp1/2(0,90,0) = | “ = .
( ) c d V2l 1

Fiir z.B.: J = 3/2 folgt durch das Induktionsverfahren:

a’ V3adie V3ac?
V3a?b 2abc+a’d b +2acd
V3ab? b c+2abd 2bed+ ad?
b3 V3b2d V3bd?
1 V3 V3 1
1 [-v3 -1 1 V3
22| V3 -1 -1 V3
-1 V3 V3 1

Die Matrixelemente fiir ein Feld in X-Richtung ergeben sich zu:

D®2(0,90,0) =

V3ctd
V3ed?

(1/2L) M sIM;|Hp, o5l (1/2L) T M5 IMY) =

(D(0,90,0) 3/, g (T MM Hunag,| M TMG) D (0,90, 0)ary
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2 Symmetrien

2.1 Allgemein

Symmetrien sind Eigenschaften eines Systems, welche im Allgemeinen dazu be-
nutzt werden konnen die Losung zu vereinfachen. In den meisten Féllen handelt
es sich um sogenannte geometrische Symmetrien, welche auf die Ortskoordinaten
einer Losungsfunktion wirken (Spiegelung, Drehung usw.. ). Aber auch Austausch-
symmetrie (Systeme mit mehreren Teilchen), Zeitspiegelung, Ladungskonjugation

usw., konnen zu den Eigenschaften eines Systems gehoren.

Eine wichtige Eigenschaft dieser einzelnen Symmetrieelemente ist, daf alle in einem
System enthaltenen Elemente eine mathematische Gruppe bilden. Die zugehorige
Theorie ist eine sehr méchtige, und kann sehr viele Aussagen iiber das Verhalten
des Systems machen, wenn nur die abstrakte Gruppe bekannt ist. Diese kénnen
oft zum einfacheren Finden von Losungen herangezogen werden. In unserem Fall
werden die zu losenden Eigenwertgleichungen in ihren Dimensionen stark abneh-

men.

2.1.1 Was ist eine quantenmechanische Symmetrie?

Ein quantenmechanischer Zustand wird iiber eine Wellenfunktion (¢/) beschrieben.
Diese ist jedoch nicht eindeutig, und nur bis auf eine Phase bekannt. Einen Zu-
stand kann man somit als eindimensionalen Unterraum (Strahl) im Hilbertraum

definieren:
b={ | XeC}.

Diese Mehrdeutigkeit macht es schwieriger eine Symmetrietransformation zu be-
schreiben. Da die Aussagen die Quantenmechanik aus Ubergangswahrscheinlich-
keiten folgen, miissen diese durch Symmetrieeinwirkung ungeéndert bleiben. Die

Ubergangswahrscheinlichkeit fiir beliebige Ubergiinge ist:

(W, ) = (1, )%,
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wobei 1 und ¢ beliebige Einheitsvektoren der Unterrdume 1& und ngS sind. Die Menge
aller 1& bildet einen projektiven Raum H.

Fiir eine quantemechanische Symmetrietransformation gilt:

Definition 1 FEine bijektive Abbildung T : H— H heifst Symmetrietransformati-
on, wenn fir alle zﬂ, ) gilt:

(T, T¢) = (¥, ).

Die Menge aller Symmetrietranformationen bildet eine Gruppe. Fiir das Aussehen

der Elemente gilt folgendes wichtige Theorem:

Satz 1 (Wigner-Bargmann) Jede Symmetrietransformation T in H ist von der

Form:

T =U, mit U entweder unitir oder antiunitdr in H.

Ein antiunitédrer Operator(a) erfiillt die Eigenschaften der Unitaritéit und die der

Antilinearitat:
aa' =1 und @Y Ap o =Y Aj ady.

Als Beispiel fiir einen antiunitdren Operator sei die Zeitspiegelung genannt.

Ist T ein Symmetrieoperator vertauscht dieser mit dem Hamiltonoperator H (—
TH = HT). Fiir die zeitunabhéngige Schrodingergleichung ergibt sich:
H¢p = FE¢; weiters
THy = ET¢;
H(T¢) = E(T¢).

Somit ist auch T'¢ eine weitere Eigenfunktion des Hamiltonoperators zum gleichen

Energiewert E.
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2.1.2 Darstellung von Operatoren

Definition 2 Fine projektive Darstellung einer Gruppe(G) in H ist eine Abbil-

dung p von G in die Gruppe der Symmetrietransformationen sodaj:
(1) plgh) = p(g)p(h), Vg, heg;
(2)  ple) =1 (Einheitsoperator in M );
(3)  gn— g inG ergibt p(ga) — p(g).
Jedes p(g), g € G ist von der Form p(g) = 7(g), wobei w(g) entweder unitir oder

antiunitdr.

Hat man eine projektive Darstellung p gegeben, kann man Operatoren 7(g) mit

p(g) = 7(g) wéhlen, sodaB:
m(g)m(h) = w(g, h)m(gh), V g,h €G gilt.

w(g, h) ist ein Phasenfaktor mit |w(g, h)| = 1. Ist es moglich fiir alle Elemente der
Gruppe 7 so zu wihlen, daf alle w(g, h) = 1, gelangt man von einer projektiven

Darstellung zu einer Darstellung.

Definition 3 Eine Darstellung einer Gruppe(G) in H ist eine Abbildung m von G

in die Gruppe der Symmetrietransformationen sodafs:

(1) m(gh) = n(g)m(h) Vg, heG;
(2)  w(e) =1 (Einheitsoperator in 'H);
(3)  gn— g in G ergibt fir alle w e H : w(gn)u — 7(g)u.

Es ist nicht immer moglich von einer projektiven Darstellung zu einer Darstellung
zu gelangen. Ist dies aber der Fall, spricht man von einem Liften der Darstellung.
Standardbeispiel einer projektiven Darstellung ist die Drehgruppe mit halbgan-
zem Drehimpuls. Die Darstellungen der Gruppenelemente kénnen nur bis auf ein

Vorzeichen bestimmt werden.

In den spiter folgenden Rechnungen werden die Darstellungen einer Symmetrie-
gruppe Matrizen (n-Dimensionen) sein, die eine n-dimensionale lineare Matrixdar-

stellung einer Gruppe bilden.
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2.1.3 Irreduzible Darstellungen / Lemma von Schur

Wichtig fiir die spéatere Vereinfachung der Matrixdarstellungen sind die aus der

Gruppentheorie folgenden irreduzieblen Darstellungen.

Definition 4 FEine Darstellung w einer Gruppe G ist dann irreduzibel, wenn keine
echten Teilrdume in H existieren, die unter allen Operatoren mw(g) invarant bleiben.

Ist dies nicht der Fall nennt man eine Darstellung reduzibel.
Besonders wichtig werden irreduzible Darstellungen in Verbindung mit:

Lemma 1 (Schur) A und B seien zwei irreduzible Darstellungen. Angenommen

es gelte folgende Matrizgleichung:
TA=BT.

Fiir die Matriz T ergeben sich nun zwei Moglichkeiten: entweder ist T die Null-
Matriz, oder T ist nicht-singuldr und die beiden Darstellungen sind dquivalent
(dh. B = T AT ).

Vereinfachung von Hamiltonmatrizen mittels Schurschem Lemma:

Hat man ein quantenmechanisches System soweit vereinfacht, dafl eine endliche
Anzahl von Basisfunktionen(¢;) zur Beschreibung eines Zustandes vorliegen, 148t
sich der Hamiltonoperator als Matrix in diesen Basisfunktionen darstellen (H;; =
<¢Z|7:{\¢j>) Hat man eine Symmetriegruppe die zwei verschiedene irreduzible Dar-
stellungen beinhaltet, 1d8t sich die Wirkung der Gruppenelemente(g) auf die Ba-

sisfunktionen durch Basistransformationen immer auf folgende Form bringen:

oo [ PP 0
W = ) ( 0 DU ) |

wobei U bzw. U Zeilenvektoren jener Wellenfunktionen sind, die sich nach der
irreduziblen Darstellung D® bzw. D®transformieren.
Die Hamiltonmatrix 1483t sich in dieser Basis als:

A B ) A= (V|H|V), und
H= , mit _
¢ D B = (V|H|¥), usw..
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darstellen. Die Eigenschaft der Vertauschung des Hamiltonoperators mit den Sym-

metrielementen ¢ H = H g ergibt in jener Basis:

D@wag pl@p AD@ pBpla)
( p®¢c DO ) - ( cp®  DD® ) '

Aus D@WA = AD®@ folgt gemiB dem Schurschen Lemma, daB die Matrix A ein
vielfaches der Einheitsmatrix ist (gleiches fiir D). Weiters folgt aus D(¥ B = BD(®)
bei Indquivalenz der beiden irreduziblen Darstellungen B = 0 (gleiches fiir C).
Kennt man also die irreduziblen Darstellungen einer Symmetriegruppe und deren
Wirkung auf die Basisfunktionen, kann man dies sehr leicht zur Vereinfachung von
Hamiltonmatrizen benutzen.

Im obigen Beispiel fiithrte die Wahl der Basis nach Wirkung der irreduziblen Dar-

stellungen auf den vereinfachten Hamiltonoperator zu:

(i1

2.1.4 Symmetrien der freien Dirac-Gleichung

Die Dirac Gleichung dient als Ausgangspunkt fiir die quantenmechanischen Néahe-
rungen fiir unsere Storterme.

Die Forderung an die Dirac-Gleichung ist die Invarianz beziiglich der Wahl des
Koordinatensystems. Ein Beobachter soll unabhéngig davon in welchem Inertial-
system er sich befindet dieselben Uberganswahrscheinlichkeiten erhalten. All diese
Koordinatenwechsel bilden ein Gruppe (eigentliche Poincarégruppe), unter denen
die Diracgleichung invariant bleibt (Rotationen und Geschwindigkeitstransforma-
tionen).

Durch Hinzunahme von Raum- und Zeitspiegelung erhilt man die volle Poin-

carégruppe.
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2.2 Symmetrien der Storterme

Durch Einbeziehung externer Felder miissen nun die jeweiligen Terme auf ihre
Symmetrien tiberpriift werden. Da die theoretische Rechnung idealisiert ruhende
Atome betrachtet, fallen Transformationen auf bewegte Systeme weg, und es ver-
bleibt neben den Raumsymmetrien nur noch die sogenannte Zeitspiegelung (t —

—t)[13] als verwertbare Eigenschaft.

2.2.1 Symmetrie des Feinstrukturoperators

Terme der Feinstruktur:

2
Ho+Hps = 5 — @i (r) +&(r)L-S.

p?x A= % + % + 88722, ist invariant beziiglich allen Drehungen und Spiegelun-
gen. Skalarprodukte sind bei gleichzeitiger Anwendung von Raumtransformationen
auf beide Vektoren immer konstant. Der Rest der obigen Gleichung ist nur eine
Funktion von |r|, und somit ebenfalls invariant gegeniiber diesen Symmetrieope-
rationen. Die Zeitkoordinate kommt nicht explizit vor, und alle Terme bleiben bei

Umkehr aller Bewegungsrichtungen gleich (Anderung der Impuls- und Drehim-

pulsvorzeichen heben sich weg).

Invarianz von Hy + Hpg beziiglich:

1. allen Drehungen,
2. Paritét,

3. allen Spiegelungen,
4. Zeitspiegelung.

2.2.2 Symmetrie des Hyperfeinstrukturoperators

Die einzelnen Terme der magnetischen Hyperfeinstruktur lauten nach Kap. 1.3.2:

I-L I-S 3(I-r)(S-r)

HOOCTT, HdOC

3 5 , He x 6(r)I-S.
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Diese sind wieder nur von |r| bzw. von Skalarprodukten zweier Vektoren abhingig,
die nicht von Drehungen oder Spiegelungen beinfluft werden.

Betrachtet man die magnetische HF'S als Wechselwirkung zweier Stromschleifen
kehrt die Zeitspiegelung zwar die Richtung des jeweiligen Feldes um, die Gesamt-

wechselwirkung bleibt jedoch gleich.

Die elektrische Hyperfeinstruktur lautet:
T3 2
P
HQ X ZF}(CE ) C]() ))7
P e

wobei ng) . Cz(72) wiederum ein Skalarprodukt (von Tensoroperatoren) ist, welches
durch Drehungen oder Spiegelungen nicht geindert wird.

Da auch dieser Term nicht explizit von der Zeit abhéingt, und das elektrische Feld
nicht von Bewegungsrichtungen abhéngt, ist auch hier die Invarianz gegeniiber der

Zeitspiegelung gegeben.
Invarianz von ‘H, + Hq + H. + Hg beziiglich:

1. allen Drehungen,
2. Paritét,

3. allen Spiegelungen,
4. Zeitspiegelung.

2.2.3 Symmetrie des Operators der magnetischen

Feldwechselwirkung

Hamiltonoperator des magnetischen Feldes:
Himag < B+ (a1 + (95 — 91)S — g/1).

Da der Vektor des externen magnetischen Feldes B konstant ist, werden hier die
Skalarprodukte durch beliebige Drehungen sehr wohl beeinfluf3t. Die einzige Dreh-

achse bei der die Skalarprodukte offensichtlich invariant bleiben, ist die in Richtung
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des magnetischen Feldes. Weiters verbleibt eine Invarianz gegeniiber einer Spiege-
lung in der Ebene normal zum B-Feld durch den Ursprung. Fiir z.B.: B = (0,0,B,)
bleibt L, = (ya% - 338%), und der Austausch von z — —z bleibt ohne Wirkung.

Diese gesamte Symmetrie wird auch mit Cp, bezeichnet (Stetige (Dreh-)Gruppe

mit oo vielen Elementen mit zusétzlicher horizontaler Spiegelung).

Invarianz von H,qg beziiglich:

1. Drehungen an der B-Achse,

2. Spiegelung an der Ebene normal zur B-Achse.

2.2.4 Symmetrie des Operators der elektrischen

Feldwechselwirkung

Der Hamiltonoperator eines dufleren elektrischen Feldes ist:
Hg =er-E.

Ahnlich wie beim magnetischen Feld bleibt dieses Skalarprodukt invariant ge-
geniiber Drehungen an der Achse des elektrischen Feldes. Weiters 1463t die Form
des ersten Vektors (r) noch alle Spiegelungen zu, welche die Drehachse beinhalten.
Fiir ein elektrisches Feld in Z-Richtung: E = (0,0, E,) ergibt sich H, = ezE,, und
alle Operationen welche die Z-Koordinate nicht verdndern sind zugelassen.

Diese Symmetrie wird auch mit C, bezeichnet (Stetige (Dreh-)Gruppe mit oo

vielen Elementen mit zusétzlichen vertikalen Spiegelungen).

Invarianz von ‘Hp beziiglich:

1. Drehungen an der E-Achse,

2. Spiegelungen an allen Ebenen welche diese Drehachse beinhalten.

Weiters ergibt die spezielle Form des effektiven elektrischen Operators aus (18):

> |y J M y){yJM,|

E,;—FE
v M0, o, My, 70,Jo

Hp.epf x 2°E2

)
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dafl auch die Transformation z — —z erlaubt ist. Dies entspricht einer zusétzlichen

Spiegelung an der Ebene normal zum elektrischen Feld durch den Ursprung.

Invarianz von Hg ¢y bei beliebiger Richtung von E beziiglich:

1. Drehungen an der E-Achse,
2. Spiegelungen an allen Ebenen welche diese Drehachse beinhalten,

3. Spiegelung an der Ebene normal zur E-Achse.

2.3 Gruppeneigenschaften und Wirkung der Symme-
trieelemente

Aus den abstrakten Gruppeneigenschaften der Symmetrieleemente folgen Ausse-
hen und Dimensionalitéit der irreduziblen Darstellungen der Elemente.

Die konkrete Wirkung auf Wellenfunktionen mufl jedoch speziell untersucht wer-
den. Dabei ist es sinnvoll die Wirkung auf Spinfunktionen getrennt zu behan-
deln. Da sich alle Symmetrien auf den Winkelanteil der Wellenfunktionen bezie-
hen, miissen nur die Kugelflichenfunktionen untersucht werden, da diese gekoppelt

Eigenfunktionen zu allen Hamiltonoperatoren sind (Vergleiche Kap.1.1.1).

2.3.1 Drehungen

Drehungen um jede beliebige Achse durch den Ursprung bilden die Gruppe SO(3).
Da nicht alle Elemente dieser Gruppe vertauschen, ergeben sich mehrdimensionale
irreduzible Darstellungen, die in allen Standardwerken der Gruppentheorie angege-
ben sind. Als Fundamentaldarstellung der Drehguppe hat sich die SU(2) ergeben,
welche auch die Transformation von Spinoren beinhaltet. Die irreduzible Darstel-

lung dieser Gruppe durch sich selbst lautet:
D(l/g)(a) _ (0T —ap—ien) fa b ’
ap —iop g +ias c d
wobei der Drehparameter o« = (ayg, a1, a2, a3) folgende Bedeutung hat: ap =

cos(60/2), a; = a;sin(0/2). 0 ist der Drehwinkel am Einheitsvektor a; der Drehach-

se, wobei i: 1,2, 3.
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Wirkung der Drehungen auf Kugelflichenfunktionen:

Kugelflichenfunktionen (Y},,) sind Eigenfunktionen zu einem ganzzahligen Dre-
himpuls. Sie transformieren sich nach den irreduziblen Darstellungen: D, D),
D® ... Die Quantisierungsachse liegt in Z-Richtung. Diese Darstellungen erge-
ben sich durch ein Induktionsverfahren aus der oben gegebenen D(1/2) Darstellung.

Fiir Teilchen mit Drehimpuls [ = 1 ergibt sich:

a? \/§ac 2
DW= | 2ab ad+bec 2cd
b2 V2bd 2

Die Transformation lautet mit der Summenkonvention (iiber doppelte Indizes m/

ist von —[ bis 4+ zu summieren):

Drehung(Yim) = Y1 DS')

m’

Allgemein:
Drehung(Yim) = Yim Dfi),m

Wirkung der Drehungen auf Spinorfunktionen:
Die Spinorfunktion x,, transformiert sich, wenn in Z-Richtung quantisiert, genau
nach D(/2):

Drehung(xm) = Xm' Dg,/ii

Wirkung der Drehungen auf gekoppelte Wellenfunktionen:

Aus der Theorie ergibt sich wiederum, daf§ sich gekoppelte Wellenfunktionen mit
dem Gesamtdrehimpuls J genau mit D)) transformieren. Dies gilt fiir eine belie-
bige Anzahl von Kopplungen bei denen der Kopplungsweg nicht von Bedeutung
ist.

Drehung(Yynm,) = Y, D](\Q’MJ.

Betrachtet man die Darstellungen fiir halbganzzahlige Drehimpulse genauer, erhélt
man beim Hintereinanderausfithren zweier Drehungen um 180 Grad eine negative

Einheitsmatrix, welche den Gruppenforderungen widersripricht. Obwohl die Dar-

stellungseigenschaften bei kleinen Drehungen erfiillt sind, ist dies nicht mehr der
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Fall, wenn zu grofie Drehungen betrachtet werden. Diese Matrizen bilden nur dann
eine Gruppe, wenn der giiltige Drehbereich von +180 Grad auf £360 Grad erweitert
wird. Die Menge der Drehungen wird doppelt iiberdeckt. Solch eine Darstellung

wird zweiwertig oder projektiv genannt (vergleiche Kap.2.1.2).

2.3.2 Paritit

Die Gruppe der Paritdtswirkung besteht im Grunde nur aus zwei Elementen: Eins-
element und Paritét.

Betrachtet man die obige Gruppe der SO(3) mit der Paritét, erhilt man fiir ganz-
zahlige Drehimpulse die sogenannte volle orthogonale Gruppe O(3). Da die Dre-
hungen mit der Paritit vertauschen besteht O(3) aus zwei Zusammenhangskom-
ponenten: SO(3) + P-SO(3). — O(3) = SO(3) x Z,, wobei Zo = {1, P} die
zyklische Untergruppe der Ordnung 2 ist. Fiir die irreduziblen Darstellungen die-
ser Gruppe ergeben sich nach [14] fiir die Drehungen die obigen D®, und fiir
Paritit - Drehungen £DW.

Wirkung der Paritidt auf Kugelfunktionen:
Die Wirkung der Paritét: r — —r ergibt:

Paritit Vi, (r) = Vi (—1) = (=1)1Y,(r).

Wirkung der Paritit auf den Spin:

Betrachtet man diesmal die Gruppe SU(2) mit der Paritét, erhdlt man nach
[14] zwei indiquivalente Uberlagerungsgruppen zu O(3): S1U(2) und SU(2) x Zo.
S1U(2) ist jene Gruppe, die als Determinante der Matrizen auch —1 zulafit. Thre

irreduziblen Darstellungen ergeben sich allgemein zu:

Drehung : DY,

S U(2): , (38)
Paritit - Drehung : +i DU,
Fiir SU(2) x 2, ergeben sich folgende irreduzible Darstellungen:
Drehung : DY,
SU(2) x 25 - renung (39)

Paritat - Drehung : + D).
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Fiir die Zwecke der Quantenmechanik ist die Wahl der Gruppe nicht ausschlagge-
bend, man darf aber Spinoren mit unterschiedlicher Phasenkonvention nicht mi-
schen.

Fiir die praktische Rechnung kann nun wie in [13] angenommen werden: Die Paritt
hat auf den Spin keinen Finfluff. Dies entspriche der Wahl der Gruppe SU(2) x 2
mit alleiniger Bestimmung des Vorzeichens durch die Kugelflichenfunktionen.
Weiters wird in [15] eine mogliche Phasenkonvention mit (Paritit)? = 1 angege-

ben, was wiederum nur mit der zweiten Darstellung (39) erreicht werden kann.

Wirkung der Paritit auf gekoppelte Wellenfunktionen:

Es kommt nur darauf an, welche Kugelfunktionen miteinander gekoppelt wurden:

Paritat(|(ls)J, my)) = Paritat( Z (Imysms|lsTm )Yy @ym,) = (=1)Y(1s)J, myz).
my,ms

Hat man eine mehrfach gekoppelte Wellenfunktion, und kennt den genauen Kopp-

lungsweg nicht (11, 1o, ..), 148t sich die Paritét nicht absolut bestimmen.

2.3.3 Spiegelung

Eine Spiegelung an einer Ebene durch den Ursprung la8t sich, wie man sich leicht
iiberlegen kann, als Inversion aller Punkte am Ursprung (Paritdt) mit nachfolgen-
der Drehung um die Achse normal zur Spiegelebene durch den Ursprung um 180
Grad darstellen.

Da die Wirkung der Drehungen und der Paritét bekannt sind, braucht man diese
Operationen nur in beliebiger Reihenfolge hintereinander ausfithren. Somit ergibt

sich als Beispiel fiir eine Spieglung an der X-Z Ebene fiir Y7,,:

SpiegelungxzY1im = Yim/ (SPxz)m/m mit
(SPxz)m'.;m = Drehungy,go x Paritit =
0 0 1 0 0 -1
= (0o -1 0o|(-D'=[0 1 o0
1 0 0 -1 0 0

Die gleiche Vorgehensweise ist fiir gekoppelte Wellenfunktionen anzuweden, wobei

die Matrizen der Drehung wieder aus dem Induktionsverfahren gewonnen werden
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miissen:

Spiegelungxz(Yim) = Yim (Dgﬁ;)lso) X Paritit) s m.

Spiegelungen von Spinfunktionen ergeben sich allein durch die Drehung, da nach

unserer Phasenkonvention keine Wirkung der Paritdt auf den Spin besteht.

2.3.4 Drehspiegelung

Fiir das elektrische Feld hat sich noch die sogenannte Drehspiegelung als Symme-
trie ergeben. Interessant an dieser Symmetrie ist, das die Spiegelungen nicht mit

den Drehungen vertauschen. Es gilt:
Drehung(a) x Spiegelung, = Spiegelung, x Drehung(—a),

wobei o der Drehwinkel, und , die Kennzeichnung einer Spiegelung parallel zur
Drehachse ist. Es geniigt eine einzige Spiegelung mit allen Drehungen zu betrach-
ten, da damit auch alle anderen Spiegelungen konstruiert werden kénen. Die erhal-
tene Symmetriegruppe ist nicht mehr abelsch, und man erhélt nach den Gesetzten
der Darstellungstheorie auch mehrdimensionale irreduzible Darstellungen. Diese

ergeben sich zu:
eflAOé

0 0 1
Drehung(a) — < .Aa> und Spiegelung, — <1 > . (40)

0 e’ 0
A entspricht einer ganzen oder halbganzen Zahl. Fiir den Fall A = 0 gelingt es obige
Matrizen zu trennen, und man erhélt zusétzlich noch eindimensionale irreduzible

Darstellungen:
Drehung(a) — 1, Spiegelung, — +1.

Will man die in (40) angegebenen Matrizen fiir die Spiegelung diagonalisieren,

gelingt dies mit der Transformationsmatrix:

ro LM (41)
V21 -1
und es ergibt sich:

cosAa  —isin Aa , 10
Drehung(a) — ] und Spiegelung, =— .
—isinAa  cosAa 0 -1
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2.3.5 Zeitspiegelung

Der Austausch von (t — —t) entspricht dem Ubergehen zu einem Zustand, in dem
alle Geschwindigkeiten umgekehrtes Vorzeichen haben. Wie in [13], [15] gezeigt
wird, entspricht dieser Symmetrietransformation kein unitidrer Operator, jedoch
kann geméf dem Theorem von Wigner-Bargmann auch ein antiunitérer Operator
einer Symmetrietransformation entsprechen. Es wird gezeigt, daf} sich die Zeitspie-
gelung als antiunitdrer Operator(f) schreiben 1&8t. Solche Operatoren kann man
immer als # = U K schreiben, wobei U ein unitirer Operator, und K die Operation
des komplex Konjungierens ist.

Nach [13] gibt es zwei Arten von Operatoren: z.B.:Orts- und Gesamtenergieopera-
tor gehoren zu einer Gruppe die mit dem Zeitspiegelungsoperator vertauschen, da

diese unabhéngig von der Zeitrichtung sind:
Oq = q6.

Impuls und Drehimpulsoperatoren vertauschen nicht mehr, sie antikommutieren:
Op = —pb.

Fiir spinlose Wellenfunktionen in Ortsdarstellung(y) ergibt sich aus den Vertau-

schungsrelationen der Orts(x)- und Impulsoperatoren(p = —ih%):
UKxe=Ux¢* = a2UKep=zU}yp*
UK(—ihi)cp:ihUaaxgo* = ihiUK(p:ihaaanp*;
— 22U =Uz und UﬁaxzaaxU

Aus diesen Gleichungen kann man schlieflen, daf§ U einer Multiplikation mit einer
Konstanten entspricht. Diese ist frei wahlbar: U = 1, und der Zeitspiegelungsope-

rator auf spinlose Wellenfunktionen lautet:
=K bzw. 0 o=

Bei spinbehafteten Wellenfunktionen ist die Wirkung auf die zusétzlichen Spinfrei-

heitsgrade zu beriicksichtigen.
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Fine allgemeine Forderung an den Zeitspiegelungsoperator ist, daf§ er mit allen
anderen Ortssymmetrien vertauschen soll, somit auch mit allen Drehungen. Die
Wirkung der Drehungen auf den Spin sind bekannt, und mit der Vertauschungs-

forderung fiir die Darstellungen folgt:
D) DY = DU/2) D),
- (ao + Z:Oé3 —a —I—.ia1> _ (ag — Z:Oég —ay —‘ioq> U
ag +1001 ap — 1oy ag — 1] Qg+ tag
Diese Gleichung wird allgemein von:

0 1
U=a , mit  |a| =1,
-1 0

gelost. Aus der Forderung 02 = +1 (zweimaliges Zeitspiegeln ergibt Ausganszu-
stand im projektiven Raum) folgt: a = £1, +i. Die Wahl von a ist nun beliebig,
jedoch kann mit Beschranken auf a = 44 erreicht werden, daf3 die aus der zwei-
dimensionalen Form D(#) induktiv gewonnenen Matrizen die Zeitspiegelung auch

fiir Kugelflichenfunktionen (ganzzahliger Drehimpuls) erfiillen. Aus

D) = & ( 0

]
. O) = +0, (Pauli Matrix)
—i

0 0 -1
folgt zB: DY@ =] 0 +1 0
-1 0 0

Dies entspricht genau: 0Y1,, = Y7, = (=1)7"Y1 _, der Wirkung auf Zustinde
ohne Spin.

Da der Zeitspiegelungsoperator antiunitir ist, mufl dies auch in den Wirkungen
der Darstellungsmatrizen(D) berticksichtigt werden. Es gelten nach [13] folgende
Beziehungen fiir unitidre (U) und antiunitére(A) Operatoren (bzw. ihren Darstel-

lungen):

D(Uy) D(Uz) = D(UhUs),  D(U)D(A) = D(UA);

D(A) D(U)* = D(AU),  D(A;1)D(As)* = D(A;Ay). 42)
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Wirkung der Zeitspiegelung auf einen einfach gekoppelten Zustand (Spinwinkel-

funktionen):

01(ls)JMy) = 0 > (Imysm|lsJmy)Yim, ® Ym,

mp,ms
- Z (Imusmi|lsTm )Y, @ (1) 2™y m,
mp,ms
= Z (—1)l+57J(l —mys — mgl|lsJ —my)
my,ms

X (=1) 7MYy ® ()2,
= Z (—1)l+37‘](lmlsm5]lsJ —my)(=1)"Y m, @ ()%=

myp,ms

= (=17 (=) (1s) T — My),

S

wobei sich die Wirkung auf die Spinfunktion zu:

0 =2
0 fyms = ( . ) ’Yms = Ii72ms’y_m5 (43)
- 0

errechnete.

Koppelt man zwei Teilchen mit Spin 1/2, ergibt sich:

0 ’(llSl)Jl(lQSQ)JQJmJ> =
= 0 Z (JlmJIJQmJQ|J1J2ij)|(1181)<]1mj1> &® |(1282)J2mj2>

mjy,mj,

= Z (JlmJ1J2mJ2‘J1J2JmJ)

mJ17mJ2
X(_1)*mJ1+ll+81*J1*mJ2+l2+82*J2 |(1151)J1mJ1> ® |(1252)J2mb>

= Y DM (= mgJy = mgy | Jad —my)

mJj; ,mj,
X(_1)_mJ1+l1+51—J1—mJ2+l2+52—J2 |(I1s1)J1my,) @ |(lasa)Jom. g, )

= > (=0 (imy, Jamy| 1 Jad — my)

mjy,mj,

X(_1)m(]1+l1+81—J1+mJ2+l2+82—J2 ‘(llsl)JlmJ1> ® ‘(lgSg)Jme)

= (_1)—m_7 (—1)l1+12+81+82_‘] |(1181)J1(ZQSQ)J2J—’/TLJ>.

Kopplungsweg
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Man sieht, dafl das Vorzeichen der Wellenfunktion nach der Zeitspiegelung vom
gesamten Kopplungsweg abhéingt, und ohne Kenntnis desselben, nicht exakt be-
stimmt werden kann.

Dieser Unkenntnis kann man sich wie in [5] angegeben entledigen, wenn man neue

Basisfunktionen(D) anstatt den iiblichen Kugelfunktionen definiert:
Din(6,¢) = (i)' Yim(0, ).
Formal ergibt sich dann die Konsistenz:
0 Dy = Difpy = (—1)F™MDy

fiir einfache und gekoppelte Wellenfunktionen gleichermafien. Diese Definition ist
jedoch kaum praktischer, da die Vorzeichenunbestimmtheit nur in die Basisfunk-

tionen verschoben wurde.

2.4 Anwendung auf senkrechte Felder

Die fiir unsere Aufgaben zu betrachtende Feldanordnung ist jene, bei der das
elektrische Feld senkrecht zum magnetischen steht. Das magnetische Feld wird
willkiirlich in die Quantisierungsrichtung(Z) gelegt, und das elektrische Feld senk-
recht dazu in die X-Richtung.

Fiir die Symmetrieuntersuchungen hat sich gezeigt, dafy Niveaus von Alkalielemen-
te mit einem ganzzahligem Gesamtdrehimpuls (Elektron + Kern) sich von jenen
mit halbganzen in manchen Eigenschaften unterscheiden. Als Vertreter solcher Ni-
veaus wurden 2Na ?)]92P3/27 Kernspin I = 3/2 und ®Li 2p2P3/2, Kernspin I =1
berechnet.

Aus den Arbeiten von [16] und [12] hat sich ergeben, daf fiir kleine Feldstérken
die Betrachtung des jeweiligen Hyperfeinstrukturniveaus ausreicht. Fiir Natrium
ergibt dies mit Gesatmtdrehimpuls F' = 3: 16- und fiir Lithium F' = 3/2: 12 zu be-
trachtende Wellenfunktionen. Die erhaltenen Gesamtzustéinde ergeben sich somit
aus den 16 (bzw. 12) Basisfunktionen, und die quantenmechanische Eigenwertglei-

chung wird zu einer Matrizengleichung, dhnlich wie in Kap.1.2.4.
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Alle Rechunungen zum Symmetrieverhalten in dieser Arbeit wurden in der teil-
weise enkoppelten Basis: |(sl)JM;IMy) behandelt. Auf das Symmetrieverhalten
in anderen Basen kommt man wiederum durch Basistransformation.

2.4.1 Verbleibende Symmetrie

Hat man ein elektrisches Feld in X-Richtung, und ein magnetisches in Z-Richtung,

sieht man aus Kap.2.2 eine einzige verbleibende Symmetrie fiir den Gesamteffekt:

1. Spiegelung an der X-Y-Ebene.

Hat man Zustdnde mit gleicher Paritédt vorliegen, kann man auch die Drehung
um die Z-Achse um 180 Grad als Symmetrieelement verwenden. Hat man nur
eine starke Wechselwirkung, und will eine zweite storungstheoretisch behandeln,

benttigt man die Symmetrieelemente fiir:
Hperfeinstruktur 4+ magnetisches Feld:

1. Drehungen um die Z-Achse,
2. Spiegelung an der X-Y-Ebene.

Hperfeinstruktur + elektrisches Feld:
1. Drehspiegelung an der X-Achse,

2. Spiegelung an der Y-Z-Ebene.

2.4.2 Blockformen der Energiematrizen des gesamten Effekts

Alle Energiematrizen werden mit folgenden (radialunabhéingigen) Basisvektoren

berechnet, wobei Yin, bzw. YI’fmI fiir den Teil der Wellenfunktion fiir das Elektron
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bzw. den Kern steht:

K T
Y5032 @ Y5030

k T
Y5032 ® Yzf/z 1/2 Yajaa2 ®
b 3 k
o Y3932 @ Y10
k
Ye ® Yk Y36/273/2 ® Yl,—l
Na - 3/2,3/2 9 X372, 32 Li:

Ye ® YF : (44)
k 3/2.1/2 11
Y5010 ® Y5050 / / '

Yo ap ®YF

Ysn 372 ® Y 3
Da sich eine Spiegelung als Hintereinanderausfithrung von Drehung und Paritét
darstellen 148t, werden beide Wirkungen getrennt behandelt. Die Wirkung der Pa-
ritét auf die Elektronenwellenfunktion ist bekannt, da die gekoppelten Funktionen
bekannt sind. Der Kopplungsweg der Kernwellenfunktion ist nicht bekannt. Die
Gesamtdrehimpulswerte(F) und das Paritdtsverhalten von einigen Alkalielemen-

ten wurden jedoch experimentell bestimmt:

Element | F  Paritat
6Li | 1 +1
Li | 3/2 -1
BNa | 3/2  +1
¥Ga | 3/2 -1
MGa | 3/2 —1

Da aber der Zustand des Kerns unverindert bleibt, kann man fiir unsere Zwecke
das Paritétsverhalten willkiirlich festlegen, weil sich in der Rechnung nur Vorzei-
chenwechsel auswirken. Die Paritéit fiir beide Kernwellenfunktionen wird mit —1

festgelegt, damit fiir das Gesamtsystem immer:

Paritit(Ygern) = (1) Yiern,
Paritit(Yeiektron @ Yern) = (_1)ZYJ,’H’LJ ® (—1)Ykern,
= YJ,mJ ® YKern
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gilt, da in beiden Féllen (Na- und Li-Niveau): | = 1.
Die Wirkung der Drehungen errechnet sich mit den Matrizen aus Kap. 2.3.1. Fiir

die Gesamtwellenfunktionen ergibt sich z.B. fiir das Natriumniveau:

Drehung(YElektron b2y YKern) = D(3/2)(a))/3e/2amJ ® D(3/2)(a)}/3k/2’m1
= (D®(a)® D)) (Y5, © Yiim,)-

Ternsorprod. der Drehmatrizen

Um eine Spiegelung an der X-Y Ebene zu erreichen, benétigt man eine Drehung
um 180 Grad an der Z-Achse. Dies wird durch ein a = (0,0, 0, 1) (verl. Kap. 2.3.1)
erreicht. In Z-quantisierter Darstellung, und der Ordung wie in (44), erhélt man

durch das Tensorprodukt die Wirkung der gesamten Spiegelung:

Sxy,Na : Diagonalmatriz[-1,1,-1,1,1,-1,1,—-1,-1,1,-1,1,1,-1,1, —1J;

Sxv.ri : Diagonalmatriz|—i,i,—i,i,—i,1,—i,%, —1,1, —1, 1.

Man erkennt, dafl hier die Darstellung schon eindimensional ist, und somit schon
die irreduzible Form der Spiegelung vorliegt. Sortiert man die Basisfunktionen
nach ihren irreduziblen Darstellungen ( +1(i) oder —1(—i) ), erhélt man sofort

eine Ausreduktion der Matrix des Hamiltonoperators.

Sortierte Basisfunktionen (mj|m;y):

313 -3 13 1-1 -11 -1 -3 -33 -3 -1
N d 212, 212, 218, o, — s, — =2, =218, =2 =
a(gera e) 2’27 2’ 2 Y 2’27 2’ 2 Y 2 |27 2 ‘ 2 ? 2 |27 2 | 2 )
( de) 3’3 3’—1 1’1 1,-3 —1‘3 —1‘—1 —3’1 —3‘—3
ungerade = 2= =z 3= =z == =1z ==
g 2272272222722 227 22 227
3. 3 1 -1 -1 -3
L 14 -1, =| -1, =10, —|1, —| -1, —
i(positiv) : SI1, 5|=1, 510, (1, | =1, )0,
3 1 1 -1 -3 -3
ti 210, =1, =| =1, —[0, — |1, —| — 1.
(negativ) : 210, J|1, o[ =1, o, 1, 7]

m|my bezeichnen die Basiswellenfunktionen. Man erkennt, daf} die Basisfunktio-
nen, die sich fiir Natrium mit +1 transformieren, gerade Werte fiir mp = mj+m;g
ergeben. Die Funktionen die mit —1 transformieren liefern ungerade Werte fiir mp.

Die beiden Systeme werden als gerade bzw. ungerade bezeichnet. Fiir Lithium wird
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eine Restklassendivison von 2mp durch 4 ausgefithrt um eine Unterscheidung in
positives System (41), und negatives System (-1) zu erreichen. Die Reihenfolge
der Basiswellenfunktionen in den jeweiligen Systemen ist gruppentheoretisch egal.
In dieser neu geordneten Basis ergibt sich fiir die jeweiligen Hamiltonmatrizen

folgende Blockformen:

XXXXXXXX
XXXXXXXX
XXXXXXXX
XXXXXXXX
XXXXXXXX
XXXXXXXX
XXXXXXXX
Hy - | XXXXXXXX )
Na - XXXXXXXX |
XXXXXXXX
XXXXXXXX
XXXXXXXX
XXXXXXXX
XXXXXXXX
XXXXXXXX
XXXXXXXX
XXXXXX
XXXXXX
XXXXXX
XXXXXX
XXXXXX
Hy. oo | XXXXXX
Li - XXXXXX
XXXXXX
XXXXXX
XXXXXX
XXXXXX
XXXXXX

Die mit X gekennzeichneten Stellen der Hamiltonmatrizen kénnen geméf3 der Dar-
stellungstheorie mit Werten besetzt sein, miissen aber nicht. Die leeren Stellen
haben immer den Wert Null, egal bei welchen Feldstiarken. Zur Berechnung der
Eigenwerte des gesamten Effektes sind somit nur mehr Matrizen mit den maxi-
malen Dimensionen von 8 x 8 bzw. 6 x 6 zu diagonalisieren, was den Aufwand

erheblich geringer werden 1&83t.

In [16] wird zur numerischen Losung dieser Matrizen fiir das Natrium-Niveau ei-
ne weitere Eigenschaft zur Hilfe genommen: Diese 8 x 8 Matrizen sind invariant
beziiglich einer Spiegelung an der Nebendiagonale mit anschlieBendem Vorzeichen-

wechsels des magnetischen Felds.
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Um zu verstehen, warum dies gilt, mufl man sich folgende Symmetrieelemente
ndher betrachten:

FEine Spiegelung an der X-Z Ebene liefert in 2-Dimensionen die Darstellung:

g i01
Xz = 10/

Fiir eine Zeitspiegelung hat sich:

0 4
Zeitspiegelung = + ( ) 0)
—1

ergeben, und nachdem man die Wirkung auf die Basisfunktionen durch Tensor-

produktbildung errechnet, ergeben sich fiir beide Operationen:

+1
+1
+1
+1
+1
+1
+1

SXY,Na = Zeitsp.Ng : T +l — | - (45)

Die Hamiltonmatrizen der HF'S und des elektrischen Feldes vertauschen mit die-
sen Spiegelungen, und sind somit auch einer Spiegelung der Matrixelemente an
der Nebendiagonale, wie in (45) erkennbar, gegeniiber invariant. Der Hamilton-
term des magnetischen Feldes hat diese Spiegelungen nicht als Symmetrieelement,
jedoch kann man die Zeitspiegelung sowie die Raumspiegelung an der X-Z-Ebene
als Umkehr der das Feld erzeugenden Strome interpretieren. Dies hat eine Umkehr
der Magnetfeldrichtung zur folge, die wie oben schon angegeben mit einer Umkehr

von Bz zu —Byz ausgeglichen werden kann. Es gilt somit:

Hurs Sxz = Sxz Hurs,
Hmag,z SXZ = - SXZ Hmag,zy

HEe,eff Sxz = Sxz HE,.eff,
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wobei Sxz die Spiegelung an der X-Z-Ebene darstellt. Dasselbe gilt fiir die Zeit-
spiegelung.

Fiir das Lithium-Niveau ergibt sich nur fiir die Raumspiegelung das gleiche Ver-
halten, da die Zeitspiegelung in einem System mit halbganzzahligem Gesamtdre-
himpuls auch imaginédre Eintrdge in den Darstellungen hat, und somit anders zu
behandeln ist (vergl. Gleichung (42)).

2.4.3 Hyperfeinstruktur und magnetisches Feld

Ist kein elektrisches Feld vorhanden, ist die Symmetriegruppe gréfer. Die fiir das
magnetische Feld erhaltenen Symmetrien sind auch in der HFS enthalten, und
es ergibt sich die Drehung an der Z-Achse als die, die zu Vereinfachungen fiihrt.
Die Wirkung auf die Basiswellenfunktionen der Drehung ergeben sich wieder aus

Tensorproduktbildung zu:

D(a)z Na - Diagonalmatrize 01 =4t 72t 1 g=dia o=2ia 1 G2ia
6—2ia’ 1’62ia,€4ia’ 1’621'047641'(1’661'04];
D(o)zri - +Diagonalmatrizle 'Y, e 319 71 gm31a gmia pia omia gl
eSia,eia,e?)ia’eSia]. (46)

Wieder sind die Darstellungen eindimensional. Die Eintrége liegen in ihrer irre-
duziblen Form vor. Durch Zusammenfassen gleicher Eintrige erhilt man wieder
eine Vereinfachung der Hamiltonmatrizen. Sortiert man zusétztlich noch die Basis
nach geradem bzw. ungeradem System (Spiegelung an der X-Y Ebene) erhilt man

folgende Ordung der Basisfunktionen (mj|mr):

31 13 3-3 1 -1 -11 —-33 -1 -3 —3 —1
N 212020 212 o T o2 22 o 2 T2
algerade) - 12 12 322 LT S 232 LT YL
ungeraae 2122 2179 2lg plgr gl Tl Tyl TNy

3 3 1 —1 —1 -3

L1 117 =L, = —1, = —|1, —| -1, —
i(positiv) 2| , 2! , 2|0, 5 I, 5 | -1, 5 |0,

-3 -3, -1 1 1.3
ti S . R R DR | 1)
(negativ) 5 | —1, 5 11, 5 |0, 2| ) 2‘ ) 2|O
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Fiir diese Anordnung zerfallen die Hamiltonmatrizen in folgende Blocke:

X X
X X

e e b
SISISY®
e e b
SISISY®

Hpy, - X ;

sl
il
P>

e e e
e e
ST

P
P>

X
X
X

X X
X X
HLi: X

ot

X X
X X
X X

X X
X X

2.4.4 Hyperfeinstruktur und elektrisches Feld

Der Fall ohne Magnetfeld ist etwas schwieriger zu behandeln, da die Wirkung
der Symmetrieelemente auf die Basisfunktionen komplizierter ist. Dies liegt dar-
an, dal das Feld in der X-Richtung liegt, die Quantisierung aber in Z-Richtung
angenommen wurde. Eine Vereinfachung der Darstellung erreicht man indem alle
Basisfunktionen in X-Richung gedreht werden (Basistransformation). Somit kann
man die Wirkung der Symmetrieelemente der Gruppe des elektrischen Feldes in
Z-Richung annehmen, darf aber bei der Rechnung die explizite Basistranformati-
on nicht vergessen. Die Wirkung einer Drehung um die Symmetrieachse auf die
transformierte Basis lautet nun gleich wie in Gleichung (46). Da es sich um eine
Drehspiegelungssymmetrie handelt, werden die Koeffizienten mit gleicher Hochzahl
durch Umordnen der Basisfunktionen zusammengefafit. Beim Natrium-Niveau er-
geben sich Darstellungen der Drehung zu A = 0, die iiber die Transformation in
Gleichung (41) mit den jeweiligen Funktionen zu einer eindimensionalen Darstel-

lung wird. Man erhélt nach diesen Schritten die Wirkung auf die tranformierten
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Basisfunktionen:
Drehung um X-Achse um Winkel («):

D(a)X7Na Diagonalmatrix[e*&a,eﬁm,e*“a,e“a,67410‘,6410‘,6*210‘,62’0‘
—2ia 2ia —2ia 2i« .
€ 76 76 76 71717171]7
D(a)x i Diagonalmatrizfe51® St 731 gdia =3ia dia o—ia gia
e—za’eza’e—za’eza]
Spiegelung an der X-Y-Ebene:
-1
—1
-1 —1
—1 —1
-1 —1
—1 —1
—1 —1
. -1 . i
SXY,Na : 1 y SXv,Li R
—1 i
-1 ’ —i
—1 —1
—1 —1
+1 —i
—1
+1

(47)
Dies entspricht genau den irreduziblen Darstellungen der Drehspiegelungsgruppe.
Die Eigenwerte, deren Basisfunktionen sich nach den zweidimensionalen Matri-
zen transformieren, sind entartet. Aus dem Lemma von Schur folgt nun fiir das
Aussehen der Hamiltonmatrizen:

X
X

Hpy, :

X

X

X
X

X
X

X

X

I
=k

Mo
Mo
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X X
HLz‘Z
X
X

Fiir die Basisvektoren mit A # 0 sind die 2 x 2 Matrizen diagonal mit dem glei-
chen Energieeintrag. Das so erhaltene Schachbrettmuster kann iiber eine weitere
Transformation mit Gleichung (41) (Spiegelung an der Y-Z Achse im gedrehten
System) und durch Ordnen der irred. Darstellungen dieser Spiegelungen, wieder

in gerades bzw. ungerades System getrennt werden. Man erhélt in dieser Basis:

X
X X
X X
XX X
XXX
XX X
X X
X X
Hpyyq - X )
X X
X X
X X X
X X X
XXX
X X
X X
X
X X
X X
XXX
XXX
XX X
HLz‘i X . (48)
X X
X X
XX X
X X X
X X X

Bis auf die unteren 2 x 2 Matrizen bei Hpy, stimmen die Eintrige im geraden
(positiven) mit denen im ungeraden (negativen) System iiberein. Die Ausnahme

bei Natrium beruht auf den eindimensionalen Darstellungen fiir A = 0.

FEine weiteres Symmetrieelement ist die Spiegelung an der Y-Z Ebene. Beim Na-
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trium Niveau hat dies keine Vereinfachung zur Folge, da alle Basisfunktionen in-
nerhalb eines obigen Blocks die gleiche irreduzible Darstellung haben.

Beim Lithium-Niveau ist die Hinzunahme der Spiegelung etwas komplizierter zu
behandeln, da die Darstellungen der Spiegelungen um die Y-Z (Syz) und X-Y
(Sxy) Ebene nicht vertauschen, obwohl beide Symmetrien erhalten sind. Es gilt

allgemein fiir Systeme mit halbganzzahligem Gesamtdrehimpuls:

Syz-Sxy = — Sxvy - Svz.

Die Darstellungen der vier Elemente (Einheitsoperation(1), Sxy,Syz und Sxy -
Sy z) bilden durch das hinzukommende negative Vorzeichen keine Gruppe mehr.
Nur durch Hinzunahme von weiteren vier Elementen gelingt es eine neue Gruppe

zu bilden:

Gruppe : {1,—-1,Sxy,—Sxv,Svz,—Svz,Sxy - Syz, —Sxy - Syz}.

Rechnet man sich aus dieser Guppe die Gruppentafel aus, gelangt man zu den fiinf
moglichen irreduziblen Darstellungen:

D(1) D(-1) D(Sxy) D(-Sxvy) D(Syz)
Irred; : 1 1 1 1 1
Irreds : 1 1 1 1 -1
Irreds : 1 1 -1 -1 -1
Irredy : 1 1 -1 -1 -1

G GGG

D(-Syz) D(Sxy-Svyz) D(=Sxv-Svz)

Irred; : 1 1 1
Irreds : -1 -1 -1
Irreds : -1 1 1
Irredy : -1 -1 -1

0 =1 0 -1 0 1
Irreds : ( . ) ( ) ( )
1 0 1 0 -1 0
Die Darstellungen der Spiegelungen in der urspriinglichen Basis von Lithium lau-

ten:

Sxv,Li : Diagonalmatriz + [—i,i,—i,i,—1i,1,—i,%, —1,1, —1, 1];
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Syzri @ Nebendiagonale % [i,i,4,4,1,1,1,1,1%,4,1,1].

Diese Darstellung der Gruppe kann nun mit Kenntnis der irreduziblen Darstellun-
gen diagonalisiert werden.

Da man sich aber nicht erwartet, dafl die Eigenschaft der projektiven Darstellung:
Antikommutieren der beiden Spiegelungen, wirklich neue Entartungen bringt, ver-
sucht man diese Spiegelungen in der Basis von Gleichung (47) darzustellen. Dort
sind die Basisfunktionen paarweise durch die Drehspiegelungssymmetrie entartet.

Spiegelung an der Y-Z Ebene in der Basis von (47):

SyzLi: 1

Tatséchlich liefert das Nichtvertauschen der Spiegelungen die gleiche Entartung
wie die Drehspiegelung.
Aus den nun sehr kleinen Hamiltonmatrizen lassen sich sogar einige mégliche Cros-

singpunkte mit Computerprogrammen analytisch berechnen.

2.4.5 Magnetfeld und elektrisches Feld als Storung

Ist einer der betrachteten Effekte (HFS, mag. Feld, el. Feld) betréchtlich grofer als
die beiden anderen, kann man in diesem Fall eine quantenmechanische Stérungs-
rechnung erster Ordnung durchfiihren, indem man nur jene Zusténde beriicksich-

tigt, die fiir den starken Effekt gleiche Energie liefern (entartete Storungsrechung).

Ist das duBere elektromagnetische Feld schwach im Vergleich zur HF'S, sucht man
die Basisfunktionen in denen die HF'S Stérung diagonal ist. Diese Funktionen er-
rechnen sich iiber die Vektorkopplungskoeffizienten wie sie z.B. in Gleichung (7)
verwendet wurden. In diesem Fall koppelt man die gesamte Elektronenwellenfunk-

tion mit der Kernwellenfunktion zu einer Gesamtwellenfunktion mit der Gesamt-
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drehimpulsquantenzahl: F', sowie deren magnetische Quantenzahl: mp. Fiir die

Hamiltonmatrizen in dieser Basis (F|mp) ergeben sich Diagonalmatrizen der bei-

den Niveaus zu:

Na : 3[3,32,3|1,3/0,3/—1,3/—2,3|—3,2]2,
21,2(0,2|—1,2|—2,1/1,1]0,1] —1,0|0;

Lio: %8 53 51 51 58 55

I I P D B B
2'272'272'272/"2 722 "2l 2

321328 11 1-1

272 272 "2l272l 2

Hy, :  Diagonalmatrix [Es, Es, Es, E3, Es, E3, E3, Eo, E9, Fs, Eo, E9,
Ey, E1, Ey, Eyl;

Hyp; @  Diagonalmatrix [Eso, Es )z, Es o, Es 2, Es 2, Es 2, B3, B3,
Es/a, E3)9, B9, By o]

Innerhalb der einzelnen Energieniveaus (Er) kann nun entartete Storungstheorie

1.0rdnung iiber die Sdkulardeterminante erfolgen.

Da die Spiegelung an der X-Y Ebene in allen Termen ein Symmetrieelement ist,
kann dies noch zur weiteren Vereinfachungen der Sdkulardeterminante herangezo-
gen werden, und durch Ordnen der irred. Darstellungen der Spiegelung innerhalb

eines Energieniveaus fithrt zur folgender Basis:

Na : 3|3,3|1,3/—1,3/—3,3|2,3/0,3] — 2,22,
20,2/ —2,2/1,2]—1,1/1,1]—1,1]0,0|0;

Li 5‘5 5|1 5|—3 5|3 5|—1 5|—5
I P P B P B B
2272'272'2 722722 72 27
33 3-1 31 -3-3 11 1-1

2la gl gly g sl sl

Die nun zu lésenden Matrizen haben folgende Form:
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Natrium-Niveau:

XX XX
XXXX
XX XX
By | XxxX . By (X):
XXX
XXX
XXX
XXX
XXX X X
E2: XXX s Elj(XX >
X X X
X X
Lithium-Niveau:
XXX
XXX X X
XXX X X X
Es)s XxXx | By Xx | E1/2:( X)'
XXX XX
XXX

Die Dimenionen der zu l6senden Matrizen sind wieder erheblich geringer geworden.

2.4.6 Hyperfeinstruktur und Elektrisches Feld als Storung

Im Falle eines sehr starken magnetischen Feldes, ergeben sich beim Diagonalisieren
der Hamiltonmatrix fiir das magnetische Feld (schon in der uspriinglichen Basis
diagonal) jeweils verschiedene Werte. Beim Natrium- bzw. Lithium-Niveau spal-
tet das Magnetfeld in 16 bzw. 12 verschiedene Energien auf. Die Berechung der
Storungen reduziert sich auf das Auswerten der 16 bzw. 12 1 x 1 Matrizen in der

Diagonale des gesamten Hamiltonmatrix.

2.4.7 Hyperfeinstruktur und Magnetfeld als Stérung

Ist ein starkes elektrisches Feld vorhanden vorhanden, versucht man die Hamil-
tonmatrix des elektrischen Feldes zu diagonalisieren. Ein Feld in Z-Richtung bei
Z-Quantisierung ist nach Gleichung (37) diagonal, und somit auch die Matrix in der
gedrehten Basis von Kap. 2.4.4. Fiir beide Niveaus ergeben sich zwei verschiedene
Energien (E;, FEj), die geordnet werden, und fiir die Stérungsrechnung bleiben
jeweils 8 x 8 (6 x 6) Matrizen zur Berechnung.

Die allgemeine Symmetrie: Spiegelung an der X-Y Ebene kann auch hier noch zur
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Vereinfachung benutzt werden, da in den einzelnen Energieniveaus die Basiswel-
lenfunktionen je zur Halfte mit +1 und —1 in der irreduziblen Darstellung der
Spiegelung tranformieren. Es ergeben daher sich fiir jedes Energieniveau gleiche

Blockformen mit folgender Gestalt:

Natrium-Niveau:

XX XX
XX XX
XX XX
XX XX
Ey, Es: XXXX
XX XX
XX XX
XX XX
Lithium-Niveau:
XXX
XXX
XXX
Eq, Es: XX X
X X X
X X X

2.5 Anwendung auf parallele Felder

Liegt das elektrische und das magnetische Feld parallel, ergibt sich eine grofiere
Symmetriegruppe fiir die Hamiltonoperatoren als bei senkrechten Feldern. Es soll
hier nur eine kurze Ubersicht gegeben werden.

2.5.1 Verbleibende Symmetrie

Hat man beide Felder in Z-Richtung, sieht man aus Kap.2.2 folgende Symmetrien
fiir den Gesamteffekt:

1. Drehungen um die Z-Achse,
2. Spiegelung an der X-Y-Ebene,

wobei der effektive elektrische Operator (Hg ¢ff) verwendet wurde.

2.5.2 Blockformen der Energiematrizen des gesamten Effekts

Da die verbleibende Symmetrie gleich wie in Kap.2.4.3 ist, konnen die erhaltenen

Ergebnisse von dort direkt iibernommen werden:
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Ordnung der Basisfunktionen:

31 13 3-3 1 -1 —-11 -33 -1 -3 -3 —1
N e O e ) ] ] PR B
algerade) = 315, 515, Sl5 5l Sy 5l T lm 5 l%
33 3-1 11 —1.3 1 -1 -31 -3 -3
(ungeradey : 23, 322 L1 23 128 oL ol o108,
2127 2179 olgr plgr gl ol Ty Ty
3 3 1 -1 -1 _3
Li(positi 12 =1, S0, =2, -1, =2
Z(pOSZZ'U) 2’72’ 72|7 2‘7 2‘ 72‘07
3 3 -1 1 1.3
; 2o 22 200 S =1 = (1L 20,
(negatl'l}) 2 ‘ ) 2 ’ ) 2 ‘0’ 2’ ) 2‘ ) 2‘

Hamiltonmatrizen in dieser ausreduzierten Form:

X X
X X
XXXX
XXXX
XXXX
XX XX
XX
XX
Hpyg : X
X X
X X
X X
X
XXX
XXX
XXX
XX
XX
HLz‘Z X
X X
X X
XX

ST

P>

e
b e
b

X X
X X

Man erhéilt fiir den Gesamteffekt bei parallelen Feldern wesentlich einfachere Ha-

miltonmatrizen als zuvor.
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